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Construction de (¢, IN)-modules:
représentations p-adiques et B-paires

Laurent Berger

Soit B, = Bfrizsl. On étudie la catégorie des B-paires (W,, Wr) ot W, est un
B.-module libre muni d’une action semi-linéaire et continue de G et ou chlr2
est un BjR-réseau stable par Gx de Bgr ®p, W,. Cette catégorie contient celle
des représentations p-adiques, et est naturellement équivalente a la catégorie de
tous les (¢, I')-modules sur I’anneau de Robba.

Let B, = Bfrizsl. We study the category of B-pairs (W,, WdJlr{) where W, is a free
B.-module with a semilinear and continuous action of Gx and where W is
a Gg-stable BCTR—lattice in Bar ®B, W,. This category contains the category of
p-adic representations and is naturally equivalent to the category of all (¢, I')-
modules over the Robba ring.

Introduction

Dans tout cet article, p est un nombre premier, k est un corps parfait de carac-
téristique p, et K est une extension finie totalement ramifiée de Ko = W (k)[1/p].
On s’intéresse aux représentations p-adiques du groupe de Galois Gx =Gal(K/K).
La théorie de Hodge p-adique [Fontaine 1994a; 1994b] a pour but de décrire
certaines de ces représentations, celles qui « proviennent de la géométrie », en
termes d’objets plus maniables, les (¢, N)-modules filtrés. Le résultat le plus sa-
tisfaisant dans cette direction est le théoréme de Colmez—Fontaine, qui dit que le
foncteur V — Dy (V) réalise une équivalence de catégories entre la catégorie des
représentations p-adiques semi-stables et la catégorie des (¢, N)-modules filtrés
admissibles.

Si D est un ¢p-module filtré qui provient de la cohomologie d’un schéma propre
X sur Ok, alors le ¢-module sous-jacent ne dépend que de la fibre spéciale de
X (c’en est la cohomologie cristalline) alors que la filtration ne dépend que de la
fibre générique (c’est la filtration de Hodge de la cohomologie de de Rham, dans

laquelle se plonge la cohomologie cristalline). Si V = Vi5(D) et B, = Bfrizsl, alors
MSC2000: primary 11F80; secondary 14F30, 11S25, 11520, 11515, 11F85.
Mots-clefs: p-adic Hodge theory, (¢, I')-modules, Frobenius slopes, B-pairs.
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on voit que B, ®@PV = Beris ®k, D)¥=! ne dépend que de la structure de ¢-module
de D et de plus, les p-modules D; et D, sont isomorphes si et seulement si les B.-
représentations B, ®@ VietBe ®@ V, le sont (voir la proposition 8.2 de [Fontaine
2003]). Par ailleurs, B ®@ V= F11 (Bar ®k, D) et les modules filtrés K Qx, D
et K ®g, D> sont 1s0m0rphes si et seulement si les BdR—representatlons BdR ®@ Vi
et BdR ®@ V, le sont.

L'idée de cet article est d"isoler les phénomenes liés a la « fibre spéciale » et a la
« fibre générique » en considérant non pas des représentations p-adiques V, mais
des B-paires W = (W,, Wdez) ou W, est un B.-module libre muni d’une action
semi-linéaire et continue de Gk et ou W qr €st un B r-T€seau stable par Gx de
W4ir = Bar Qp, W.. Rappelons que les anneaux B et BdR sont reliés, en plus de
I’inclusion Bjs C Bgr, par la suite exacte fondamentale :

0—Q, — B!

s~ — Bar/Bjz — 0.

Si V est une représentation p-adique, alors on lui associe la B-paire W (V) =
(Be ®@ V, B ®@ V) et ce foncteur est pleinement fidele car B. N BdR =Q,ce
qui falt que V W Vvynw R(V)

L’un des principaux outils dont on dispose pour étudier les représentations p-
adiques est la théorie des (¢, I')-modules. De fait, on a une équivalence de caté-
gories entre la catégorie des représentations p-adiques et la catégorie des (¢, I')-
modules étales sur I’anneau de Robba (en combinant des résultats de Fontaine,
Cherbonnier—Colmez et Kedlaya). Le premier résultat de cet article est que I’on
peut associer a toute B-paire W un (¢, I')-module D(W) sur 1’anneau de Robba,
et que ce foncteur est alors une équivalence de catégories.

Théoreme A. Le foncteur W +— D(W) réalise une équivalence de catégories
entre la catégorie des B-paires et la catégorie des (¢, I')-modules sur ’anneau
de Robba.

La sous-catégorie pleine des B-paires de la forme W (V) correspond a la sous-
catégorie pleine des (¢, I')-modules étales. On peut alors se demander a quoi cor-
respondent les (¢, I')-modules isoclines. Si & > 1 et a € Z sont premiers entre
eux, soit Rep(a, ) la catégorie dont les objets sont les Q,:-espaces vectoriels
Va.n de dimension finie, munis d’une action semi-linéaire de Gk et d’un Fro-
benius lui aussi semi-linéaire ¢ : V, ), — V,, qui commute a G et qui vérifie
(p = p%. Si Va n € Rep(a h), alors on pose W.(V,.n) = (Beris @0 i Van)?= le

dR(Va h) = dR ®@ Jh a h-

Théoreme B. Si V, , e Rep(a, h), alors W(V, ) = (W,(Va.p), W r (Va,n)) est une
B-paire et le foncteur V, j, — W (V, 1) définit une équivalence de catégories entre

Rep(a, h) et la catégorie des B-paires W telles que D(W) est isocline de pente
a/h.
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Si la catégorie des B-paires est plus riche que la catégorie des représentations
p-adiques, la morale de cet article est qu’elle est aussi plus maniable. Ceci est dii au
fait qu’il est plus facile de travailler avec tous les (¢, I')-modules sur I’anneau de
Robba que de se restreindre a ceux qui sont étales. La généralisation du théoreme de
Colmez—Fontaine aux B-paires devient alors un simple exercice d’algebre linéaire.
Si D est un (¢, N)-module filtré, et si W, (D) = By ®k, D)?=1V=0 et W (D) =
Fil’(Bar ®k Dx), alors W (D) = (W,(D), W(;;{(D)) est une B-paire, qui est semi-
stable en un sens évident. Le foncteur D — W (D) réalise alors une équivalence de
catégories entre la catégorie des B-paires semi-stables et la catégorie des (¢, N)-
modules filtrés.

Pour retrouver le théoreme de Colmez—Fontaine a partir de cet énoncé, il faut
identifier quelles sont les B-paires semi-stables qui proviennent des (¢, N)-modules
filtrés admissibles. On peut faire cela en passant par les (¢, I')-modules, c’est ce
qui est fait dans [Berger 2004a], ou I’on démontre suffisamment pour impliquer
aussi le théoréeme de monodromie p-adique pour les B-paires : toute B-paire de de
Rham est potentiellement semi-stable.

Dans la suite de I’article, nous donnons quelques applications du théoreme A.
Par exemple, on montre que pour tout -module D sur I’anneau de Robba, il existe
un @-module étale M C DI[1/¢] tel que M[1/t] = D[1/¢]. Comme D(W)[1/¢]
« correspond » a W,, on déduit de cet énoncé le résultat suivant, ou

Hg = Gal(K /K (i p=)).

Théoreme C. Si W, est une B.-représentation de G, alors il existe une représen-
tation p-adique V de Hg telle que la restriction de W, a Hk est isomorphe a
B. ®QPV.

Enfin, nous donnons (quand K C K (u p)) une construction des (¢, I')-modules
de hauteur finie (ce sont ceux qui ont une base dans laquelle les matrices de ¢ et
de y € 'k n’ont pas de dénominateurs en X) a partir de « ¢-modules filtrés sur K
avec action de I'g ». Cela permet d’éclaircir la structure des B-paires de hauteur
finie, et donc en particulier des représentations de hauteur finie. Un ¢-module filtré
sur Ko avec action de 'k est un ¢-module D sur Ky muni d’une action de ['g
commutant a ¢ et d’une filtration stable par I'x sur Do = Koo ®k, D.

Théoreme D. Si D est un ¢-module filtré sur Ky avec action de T, alors la B-
paire W (D) = ((Bmax ®k, D)#=1, B:R ®k.. Do) est de hauteur finie.

Toute B-paire de hauteur finie s obtient de cette maniere et W(D1) = W (D3) si
et seulement s’il existe un isomorphisme Ko[t, 1 ®k, D1 = Kolt, 1 ®xk, D2
compatible a ¢ et 'k, et compatible a la filtration quand on étend les scalaires a

Koo ().
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Des objets de nature similaire ont été étudiés, dans un cadre un peu différent,
dans [Kisin 2006].

Pour terminer cette introduction, signalons que la notion de représentation tri-
anguline de [Colmez 2005 ; 2007] s’écrit de maniere tres agréable en termes de
B-paires. On dit qu'une B-paire est trianguline si elle est extension successive
de B-paires de dimension 1. Par le théoreme A, cela revient a dire que D(W) est
extension successive de (¢, [')-modules de rang 1. On retrouve donc la définition
de Colmez dans le cas ou W = W (V).

1. Rappels et compléments

Dans ce chapitre, nous donnons des rappels sur les anneaux de périodes et les
(¢, I')-modules.

1.1. L’anneau ﬁzig et ses petits camarades. Nous commengons par faire des rap-
pels tres succints sur les définitions (données dans [Fontaine 1994a] par exemple)
des divers anneaux que nous utilisons dans cet article. Rappelons que
Ef=lm O
<—xt—>xP P
est un anneau de caractéristique p, complet pour la valuation valg définie par
valg(x) =val ,(x?) et qui contient un élément ¢ tel que ™ est une racine primitive
p"-ieme de I’unité. On fixe un tel ¢ dans tout I’article. L’ anneau E= E*[l /(e—1)]
est alors un corps qui contient comme sous-corps dense la cloture algébrique de
Fp(e —1)). On pose At =W(E") et A = W(E) ainsi que Bt = A*[1/p]et B =

A[1/p]. L’application 6 : Bt — C,quia Zk>> o PX[xk] associe Zk» 0 PFx; ©
est un morphisme d’anneaux surjectif et B est le complété de B+ pour la to-
pologie ker(6)-adique, ce qui en fait un espace topologique de Fréchet. On pose

=[e]—1 € A" etr =log(l 4+ X) € BJ; et on définit Bar par Br = B [1/1].
Soit p € E* un élément tel que p@ = p. L’anneau B/, est 'ensemble des séries
Zn>0 b,([p]l/p)" ou b, € B+ et b, — 0 quand n — oo ce qui en fait un sous-
anneau de B g muni en plus d’un Frobenius ¢ qui est injectif, mais pas surjectif.
On pose Brlg M0 ¢" (Bix) ce qui en fait un sous-anneau de By,
@ est bijectif. On pose enfin Bp,x = Bmax [1/¢] et By = Bax[log[p]] ce qui fait
de By un sous-anneau de Bggr muni de ¢ et d’un opérateur de monodromie N.
Remarquons que I’on travaille souvent avec B plutot que By mais le fait de
préférer By« ne change rien aux résultats et est plus agréable pour des raisons
techniques.

Rappelons que les anneaux B« et Bgr sont reliés, en plus de I’inclusion By« C
Bgr, par la suite exacte fondamentale 0 — Q) — Bﬁjxl — Bar /B:{R — 0. Ce sont
ces anneaux que I’on utilise en théorie de Hodge p-adique. Le point de départ de
la théorie des (¢, I")-modules sur I’anneau de Robba (dont on parle au paragraphe

sur lequel
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1.2) est la construction d’anneaux intermédiaires entre BtetB.Sir> 0, soit Bf
I’ensemble des x = Zk>> P Kixel € B tels que valg(xy)+k- pr/(p—1) tend vers
400 quand k augmente. On pose Bf = U,~0 Bir, cest le corps des éléments sur—
convergents, défini dans [Cherbonnier et Colmez 1998]. L’ anneau B;rlg =, -0
défini dans [Berger 2002, §2.3] est en quelque sorte la somme des anneaux B

BT de fait, on a une suite exacte (d’anneaux et d’espaces de Fréchet) :

B’
I1
+g

+ r 1
0—B" > B}, 0B > Bl - 0.

Rappelons que Ko = W (k)[1/p]; pour 1 < n < +o00, on pose K, = K(pn)
et Hy = Gal(I?/Koo) et 'y = Gg/Hg. Si R est un anneau muni d’une action
de Gk (c’est le cas pour tous ceux que nous considérons), on note Rx = Rk,
L’anneau BT contient 1’ensemble des séries f(X) =) fixk avec fr € Ko
telles que f (X ) converge sur {p~ /" < |X| < 1}. Cet anneau est noté Brlg Ko SIK
est une extension finie de Ky, il lui correspond par la théorie du corps de normes
[Fontaine et Wintenberger 1979; Wintenberger 1983] une extension finie B;’r’ x qui
s’identifie (si r est assez grand) a I’ensemble des séries f(Xg) = Zkez Ji Xy avec
fr € K(’) telles que f(Xk) converge sur {p‘l/” < |Xk| < 1} ou Xk est un certain
élément de l?;( et K, est la plus grande sous-extension non ramifiée de K dans
Ko ete=[Ku : Ko(jtp=)]. On pose

T
Brlg K —

g AR i tr
Ur>0 Brlg K> BK - Bng K ﬂBT BK = Ur>OB :
Les anneaux BT rig ©t Brlg x coincident avec les anneaux Fan con €t Tan.con définis
dans [Kedlaya 2005, §2.2] (voir en particulier la convention 2.2.16 et la remarque
2.4.13 de [Kedlaya 2005]). Kedlaya les a étudiés en détail et nous rappelons a

présent quelques uns des résultats que nous utilisons dans la suite.

Proposition 1.1.1. Les anneaux BT.’g’ et ’anneau Bjig sont de Bézout, ainsi que les

+
rig, K*

sous-R-module d’un R-module libre de rang fini, alors les affirmations suivantes
sont équivalentes :

(1) M est libre,

(2) M est fermé;

(3) M est de type fini.
Démonstration. Pour BrTlg ou B;rlgr x» c’est le théoreme 2.9.6 de [Kedlaya 2005] et
pour Brlg ou Brlg k2 C “est une conséquence immédiate de ce que Brlg U,~0 Brlg
et Brlg v =Ur-0 Brlg - Laffirmation quant aux sous-modules des modules libres
est contenue dans le corollaire 2.8.5 et la définition 2.9.5 de [Kedlaya 2005]. U

anneaux Brlg x et Uanneau B Si R est l'un de ces anneaux, et si M est un

Corollaire 1.1.2. Si R est ['un des anneaux ci-dessus, et si f : D — E est un
morphisme de R-modules libres de rang fini, alors im f et ker f sont libres de rang
fini. De plus, ker f est saturé dans D.
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Remarque 1.1.3. Les anneaux B et B:irg ne sont pas de Bézout.

Démonstration. Commengons par B*. Soit B1 > P2 > --- une suite convexe
décroissante d’éléments de Z[1/ p] qui converge vers 8 >0 ;sir € Z[1/p], écrivons
Y" pour [p"] (rappelons que E* est un anneau parfait et donc que p” est bien
déterming). On pose f = Y ;5o p Y et g = Y;5) p'Y#+'. Supposons que
I'idéal de B+ engendré par f et g est principal, engendré par un élément /. Cet
élément est nécessairement dans Y >f B, puisque f et g le sont et comme A* /p
est intdgre, on peut supposer que 1 € A* et que I = (f,g) NAT = hAT. On a
alors valg (/) > B. Par ailleurs, on a (f —gY#0=P1)/p € (£, g) et cet élément s’écrit
Zi>0 p'YPir2(140(Y)) (c’est1a qu’on utilise la convexité de la suite) et en itérant
ce procédé, on voit que / contient un élément de la forme Zi>0 P! YPiri (1+0(Y))
pour tout j >0 et donc que I’'image de I dans E* contient des éléments de valuation
B; pour tout j > 0. Ceci entraine que valg(h) = B. Si B ¢ @, c’est impossible et
donc BT n’est pas de Bézout.

Si B:lrg était de Bézout, alors il existerait & € B tel que (f, g) = hﬁgg et en
utilisant la théorie des polygones de Newton de [Kedlaya 2005, §2.5], on montre
que h € BT. Comme ci-dessus, on peut supposer que h € K* \ pA*. Chacun
des éléments f; = Zl>0 p'YP2uti(14 O(Y)) construits ci-dessus pour j = 0 peut
donc s’écrire f; = hx; et encore une fois, on a forcément x; € A*. On a alors
valg(h) < valE(fJ) = B, ce qui fait que valg(h) < B. Par ailleurs, si o € Z[ [1/p]
et o < B, alors Y* divise f et g ce qui fait que (f, g) C Y"‘BJr et donc aussi que
h e Y"‘BJr NA* = YYAT pour tout @ < B. Si B ¢ Q, alors ValE(h) < Beten
ch01s1ssant valg(h) <« < B, on trouve une contradiction, ce qui fait que Brlg n’est
pas de Bézout.

Une grande partie de ’article [Kedlaya 2005] est consacré a I’étude des ¢-
modules sur I’anneau BT rig OU Sur I’anneau Blg k- On rappelle a présent quelques
résultats quant au premier cas (pour le deuxieme, voir le paragraphe 1.2).

Définition 1.1.4. Si & > 1 et a € Z sont deux entiers premiers entre eux, alors
le p-module élémentaire M, j, est le p-module de base ey, ..., e;_1 avec p(ep) =
el,...,plen—2) = ep—1 et p(ep—1) = pey (cf. la définition 4.1.1 de [Kedlaya
2005] ; on utilise (a, h) plutdt que (c, d) pour étre compatible avec les notations
de Colmez et de Fontaine).

Proposition 1.1.5. Si M est un ¢-module sur ﬁ;rig, alors il existe des entiers a;, h;
tels que M = @ M, p,.

Démonstration. Etant donnée la définition 4.5.1 de [Kedlaya 2005], c’est le (a) du
théoreme 4.5.7 du méme article. O

Remarquons que la décomposition n’est pas canonique, mais que I’ensemble des
pentes s; = a; / h; comptées avec multiplicités est canonique (cf. le (¢) du théoreme
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4.5.7 de [Kedlaya 2005]). Les rationnels ainsi obtenus sont les pentes de M.

Corollaire 1.1.6. Si M est un p-module sur B'. . alors 1 — o:M[1/t] > M[1/t]

est surjective.

rig’

Démonstration. Si n > 0, alors (1 — @)™ "x) = t7"(1 — p~™"¢)(x) et il suffit
donc de montrer que si n > 0, alors 1 — p"¢ : M — M est surjectif. Etant
donnée la proposition 1.1.5 ci-dessus et le fait que M, (—n) = M,_,n 1, ¢’ est une
conséquence immédiate du (b) de la proposition 4.1.3 de [Kedlaya 2005]. (I

L’anneau Bmax (qui est égal a ch ) occupe une place centrale dans cet article ;
il est traditionnellement noté B,. Etant donnée la définition de B+ il est clair que
I'onaB. = (B:[g[l/t])“’ !

Lemme 1.1.7. Ona B, = (B}, [1/1])*=".

Démonstration. Si x € B, alors x € (B+ [1/t)¢=" c (B;g[l/t])‘/’ ! Remproque—
ment, Six € (BT [1/¢])*=', alors il existe n >0 tel que x =1"x,, avec x,, € (BJr )‘p "

et le lemme su1t alors de la proposition 3.2 de [Berger 2002] qui nous d1t que
(leg)w P (Ejg)¢=ﬂ”. O
Lemme 1.1.8. Ona B = Q) et si z € Be engendre un Be-module de rang 1 stable

par Gg, alors z € @;.

Démonstration. Soient x et y dans B, tels que xy =1 et v(x) et v(y) leurs valuations
t-adiques dans Bgr. On a v(x) +v(y) =0 et comme B, ﬂFilleR =0, cela entraine
que v(x) =v(y) =0. Le fait que B} = @; suit alors du fait que B, NFil’Bg = Qp.

Si z € B engendre un B.-module de rang 1 stable par Gk, alors g(z)/z € @;
si g € Gk et 'application g — g(z)/z définit un caractere cristallin de Gg. Un
résultat classique (cf. le lemme 5.1.3 de [Fontaine 1994b]) dit qu’un tel z € Byax
est de la forme t"zp avecn € Z et zg € @’; et si en plus ¢(z) =z, alors z € @;. O

En premiere approximation, on peut d’ailleurs penser a B comme a I’anneau
des polyndmes P(Y) € C,[Y] tels que P(0) € Q,.

Proposition 1.1.9. L’anneau B, est de Bézout.

Démonstration. 1l suffit de montrer que si f g € B, alors I’idéal qu’ils engendrent
est principal. Soit n > 0 tel que £, g€ e t "(BJr y#=P". Comme Bilg est de Bézout, il
existe h € B1 tel que " fB —|—t”gB = hBrlg En particulier, il existe o, 8 € Brlg
tels que 1" f o+1t"gB = h. En apphquant @*! A cette relation, on trouve que A
et ¢(h) engendrent le méme idéal de BT Par la proposition 3.3.2 de [Kedlaya
2005], on peut (quitte & multiplier £ par une unité) supposer que ¢(h) = p™h avec
m € Z; on en déduit que 1’idéal de B! [1 /t] engendré par f et g est engendré par
h/t" € Be.

Reste a voir que /1/¢™ est dans Iidéal de B. engendré par f et g. On se ramene
a montrer que si f, g € Be engendrent B! [1 [1/¢], alors ils engendrent B.. Soitn >0

rig

rig
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telquet" f,t"g e BT etll’ 1deal (principal) de BT  qu ’ils engendrent. Considérons
la suite exacte 0 — M — " fB EBt”gBT -1 —> 0.Le BT -module M est fermé
et donc libre de rang fini (égal a a I)etc est un g-module. En tensorisant la suite
exacte par B! [1 /t] (qui est plat sur ﬁjig) et en prenant les invariants par ¢, on

rig
trouve un morceau de suite exacte : fB. ® gB. — B — M[1/¢]/(1 — ¢) et on
conclut par le Corollaire 1.1.6. U
Remarque 1.1.10. ’anneau B, est la réunion pour n > 0 des t (B} )¥="" et

chacun d’entre eux est un espace de Banach. La topologie de B, est celle de la
limite inductive, ce qui en fait un espace LF.

Sih>1,soitt, € B$ax I’élément construit dans [Colmez 2002, §9] (c’est une
période d’un groupe de Lubin-Tate associé¢ a I'uniformisante p de Q) et dont
les propriétés sont rappelées au début de [Colmez 2003a, §2.4]. On a notamment

" (tn) = pty et [T/ @/ (1) € Q% 1.

Lemme L1.11. Si /> 1 et a € Z. alors (B,[1/11)*"="" est un Be-module libre de
rang h.

Démonstration. L’ application x > x /1, est un isomorphisme de (Bng[l / t])“’h_
sur (B:g[l/t])g" =l On se raméne donc aucasa =0.Siw € @ » engendre une base
normale de @ n sur Q, la matrice ((p’*f (w))1<i,j<h est 1nver51ble etl’ apphcatlon
de (B:lrg[l/t])"’ =1 dans Qp ®@ B, donnée par x +— Z <p () ® ¢’ (x) est un
isomorphisme, d’ou le lemme U

L’anneau B est muni d’une topologie de Fréchet, qui est définie par des va-
luations V.4 avec s >r.On appelle BIrsl Je complété de BT pour la valuation
Virs) et B[ e complété de Brl k- Les valuations Vi, et les anneaux B
ont été deﬁms dans [Berger 2002, §2.1] (ou ils sont notés B[,’ s]) et étudiés dans
[Colmez 2003a; Kedlaya 2005] (entre autres) mais il faut faire attention au fait que
les notations sont différentes. Les valuations sont indexées par des intervalles et si
I’on pose p(r) = (p — 1)/ pr, alors notre intervalle [r; s] coincide avec I’intervalle
[p(s); p(r)] de [Colmez 2003a] et de [Kedlaya 2005].

Voici un tableau récapitulatif de quelques unes des notations :

= - , y
[Berger 20021  Bf,  BLY" Biuueen B BLYY BR”

[Colmez 2003a] ~ B[, ~ BIO"] _ Bon gl gOr]

1 1 1 1
[Kedlaya 2005] Tancon Tamr  Tpiy  Trol/pl Tanr  TAL1/p]

L anneau BU**! est muni d’une action de Gk et la méthode de Sen (cf. [Colmez
2003b] et [Berger et Colmez 2007]) permet de simplifier grandement 1’étude des
Bl"*l_représentations de G .
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Proposition 1.1.12. L’anneau A = Blrs! vérifie les conditions (TS1), (TS2) et
(TS3) de [Berger et Colmez 2007] avec Ap n =" (B[If P S]) et valp = V.41,
les constantes c1 > 0, c; > 0 et c3 > 1/(p—1) pouvant étre choisies arbitrairement.

Démonstration. Ceci est démontré dans [Colmez 2003a] : 1a condition (TS1) résulte
du lemme 10.1, la condition (TS2) résulte de la proposition 8.12 et du fait que
]'§][‘()?P @1 est dense dans ]ASJ[I?S] et la condition (TS3) résulte de la proposition 9.10 et
de la méme densité. U

Lemme 1.1.13. Si r > 0 et si I est un intervalle contenu dans [r; +o0[, alors
B NBl =Bl .
Démonstration. Le corollaire 2.5.7 de [Kedlaya 2005] nous dit que x € B{( pour

tout intervalle I C J C [r; 4o0[ ce qui fait que x € Brlg K U

1.2. Les (¢, I')-modules sur I’anneau de Robba. Nous donnons quelques rap-
pels et compléments concernant les résultats de Kedlaya (en essayant de renvoyer
systématiquement a [Kedlaya 2005] quand c’est possible) sur les pentes des ¢-
modules sur BLg’ x - Rappelons qu’un ¢-module sur un anneau R est un R-module
libre D muni d’un Frobenius ¢ tel que ¢*(D) = D. Si cet anneau est en plus muni
d’une action de 'k, alors un (¢, I')-module est un ¢-module muni d’une action
semi-linéaire et continue de I'x qui commute a ¢. Nous renvoyons a I’article de
Kedlaya pour la notion de pentes des ¢-modules. Contentons-nous de dire que si
D est un ¢-module sur BT tig, K alors ses pentes sont les rationnels qui sortent de la
proposition 1.1.5 appliquée a B o OB,

Lemme 1.2.1. Si D est un go-module de rang 1 sur Bjig’ x> alors la pente de D
appartient a 7.

Démonstration. Cette pente appartient a I’image par val , du corps des coefficients
de Brl ok ©t le lemme suit du fait que ce corps est une extension non ramifiée de
Ko. On peut aussi dire que la pente de M, | esta € Z. (I

Définition 1.2.2. Si D est un ¢-module, son degré deg D est la pente de det(D).

Lemme 1.2.3. Si s € Q, alors un ¢-module sur Bjig x qui est une extension de
@-modules isoclines de pente s est lui-méme isocline de pente s.

Démonstration. Ecrivons s =n/d ; si on a une suite exacte 0 —> Di->D—->D,—0
avec D et D, isoclines de pente s, alors on peut écrire D; —B' tig, K QB DI ou D est
un g-module sur B admettant une base dans laquelle p‘”Mat(god ) € GLy (A ).
Le lemme résulte alors de la proposition 7.4.1 de [Kedlaya 2005] qui nous permet
de trouver une base de D dans laquelle p"Mat(p?) € GL,4 (A;(). ]

Rappelons le résultat principal de [Kedlaya 2004] (redémontré et généralisé dans
[Kedlaya 2005 ; 2006]).
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Théoreme 1.2.4. Si D est un ¢-module sur Bjig x» alors il existe une unique filtra-
tion)0 =Dy C D; C --- C Dy =D par des sous-p-modules saturés, telle que :

(1) pour tout 1 <i < £, le quotient D; /D;_; est isocline ;
2) sil’on appelle s; la pente de D; /D;_1, alors s; < sy < --- < 4.

Remarque 1.2.5. Placons-nous dans la situation du Théoréme 1.2.4 ci-dessus ; par
la proposition 1.1.5, il existe des entiers a;, h; tels que Brlg ®B]_ D =®M,; »,
Cette décomposition n’est pas canonique, mais ’ensemble des a;/h; est bien
défini et coincide, si ’on compte les multiplicités, avec 1’ensemble des s; (cf. le
corollaire 6.4.2 de [Kedlaya 2005]).

Définition 1.2.6. Si D est un ¢-module de rang d sur Brlg x» alors (cf. [Ked-
laya 2004, p. 157]) son polygone de Newton NP(D) est la réunion des segments
d’extrémités (i, y;) et (i +1, y;y1) pour0<i <d—1ouyy=0etyj;+; —y estla
(i+1)-ieme plus petite pente de D en comptant les multiplicités. Dans les notations
du Théoreme 1.2.4, NP(D) est la réunion des £ segments de longueur rg(D; /D;_)
et de pente s; pour 1 <i < 4.

Remarquons que par le Lemme 1.2.1, les sommets de NP(D) sont a coordonnées
entieres. Le dernier sommet est de coordonnées (rg(D), deg D).

Lemme 1.2.7. Si D est un @p-module sur B ok €S M est un sous-p-module de
D (pas nécessairement saturé ni de méme rang) alors NP(M) est au-dessus de
NP(D), et si NP(M) et NP(D) ont méme extrémité, alors M = D.

Démonstration. Sil’on appelle oy, ..., 04 et ty, ..., 7, les pentes de D et M prises

avec multiplicité, I’affirmation « NP(M) est au-dessus de NP(D) » est équivalente

au fait que pour tout 1 <k <m,onao;+op+---+ox <11+ +-- -+, cequi

revient a dire que pour tout 1 < k < m, la plus petite pente de A*D est inférieure

ou égale a la plus petite pente de A\¥M. Ceci suit, aprés extension des scalaires a
ng, du (a) de la proposition 4.5.14 de [Kedlaya 2005].

Enfin si NP(M) et NP(D) ont méme extrémité, alors M et D ont méme rang
(Ie rang étant la x-longueur du polygone de Newton) et det(M) = « - det(D) ou
o - le k ost étale, NP(M) et NP(D) ayant la méme extrémité. Par la proposmon
332 de [Kedlaya 2005], « est une unité de Brlg ; ¢’est donc une unité de Brlg K>
ce qui fait que M = D. O
Corollaire 1.2.8. Si 0 — D; — D — D; est une suite exacte de ¢-modules, avec
rg(D) = rg(Dy) 4 rg(D»), alors degD > degD; 4 degD, et on a égalité si et
seulement si D — D, est surjective.

Démonstration. Par le Lemme 1.2.7 ci-dessus, on a deg(im(D — D;)) > deg D>
avec égalité si et seulement si D — D5 est surjective. On se rameéne donc a montrer
que si on a une suite exacte 0 - D; — D — D, — 0, alors deg D =deg D, +deg D;.
Ceci suit du fait que det Mat(p | D) = det Mat(¢ | D;) - det Mat(¢ | D). U
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Disons encore quelques mots de la « localisation en €™ — 1 » ; si n > 0, alors
onposer,=p" l(p—1).Six= Zk>>_oo p Kixel e BT alors la série qui définit
X converge dans BdR et on en déduit un morphisme injectif noté ¢y de B0 dans
BIR Ce morphisme s’étend par continuité en un morphisme toujours injectif (voir

la proposition 2.25 de [Berger 2002]) ¢ : BrllgrO B:{R Si r > 0, alors soit n(r)

le plus petit entier tel que r, > r. Sin > n(r), et si x € leg’, alors ¢7"(x) €
B/ B' 70 et on en déduit un morphisme injectif 1, = (o ¢ " : BlY — B

11 Il

Ongpose Q1 =@(X)/X et Q, = ¢"1(Q1) ce qui fait que si n > 1galors O,
est le polyndme minimal de "™ — 1. Par la proposition 4.8 de [Berger 2002],
I’application 6 o (¢, : BT » — C, est surjective et son noyau est I’idéal engendré
par Q. Par le lemme 5 11 de [Berger 2002], la restriction de ¢,, a Brl g apour
image un sous-anneau dense (pour la topologie t-adique) de K, [[]]. Sl D’ est un
legr x-module, cette application ¢, : legr x — K,llt]] nous permet de définir la
localisation K,[[¢]] ®BT e D" de D" ene™ —1 pour n = n(r). Cette construction
est fondamentale autant dans cet article que dans [Berger 2004a].

2. Les B-paires

Une B-paire est un couple W = (W,, Wcﬁ‘{) ou W, est un B.-module libre de
rang fini muni d’une action semi-linéaire et continue de Gk (c’est-a-dire une Be-
représentation) et W qr €St un B r-Téseau de Wygr = Bgr ®p, W, stable par Gk
(rappelons que toute Bgr- representation admet un B:{R—réseau stable par Galois,
cf. par exemple le début du §3.5 de [Fontaine 2004]).

L’objet de ce chapitre est d’étudier la catégorie des B-paires, et le résultat prin-
cipal est que cette catégorie est équivalente a la catégorie des (¢, I')-modules sur

T
Brig,K .
2.1. La catégorie des B-paires. Ce paragraphe est principalement consacré a don-
ner des définitions relatives a la catégorie des B-paires.
Définition 2.1.1. Si W est une B-paire, alors on appelle dimension de W le rang
commun de W, et de W;[{.

Si W et X sont deux B-paires, un morphisme de B-paires f : W — X est la
donnée de deux applications ( f,, f(ﬁg) de W, dans X, et de W(;lr{ dans X(J{R telles
que les deux applications induites par extension des scalaires a Bqr coincident ; on
appelle alors fgr cette application.

Exemple 2.1.2. Voici deux classes importantes de B-paires.

(1) Si V est une représentation p-adique de Gk, alors (B. ®@ Vv, B ®@ V) est
une B-paire notée W(V);

(2) si D estun (¢, N)-module filtré sur K, alors
(By ®k, D)*=""=, Fil’Bar ® D))
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est une B-paire notée W (D).

Lemme 2.1.3. Si W est une B-paire de dimension 1, alors il existe un caractere
n:Gg — Q eti € Z tels que W = Be(n) et W, R—t’B ).

Démonstration. La premiere assertion résulte du Lemme 1.1.8 et la deuxieme du
fait que les idéaux fractionnaires de Bgr sont tous de la forme t"B;R. ([

Lemme 2.1.4. Si f : W — X est un morphisme de B-paires, alors X,/f.(W,) est
sans torsion.

Démonstration. Le Be-module Sat f,(W,) est libre de méme rang que f.(W,) et le
Lemme 1.1.8 montre que det f,(W,) = detSat f.(W,) ce qui fait que I’'image de
fo(W,) est saturée dans X,. U

Remarque 2.1.5. En revanche, X R/ de( R) peut avoir de la torsion (considérer
par exemple I’application naturelle (Be, tBJ;) = (Be, Biz)). On dit que f est strict
si X ;R / f(;f{(W(ﬁ‘z) est sans torsion. L’existence de morphismes non-stricts implique
que la ®-catégorie additive des B-paires n’est pas abélienne.

Définition 2.1.6. Si W et X sont deux B-paires, on dit que W est un sous-objet
de X s’il existe un morphisme injectif strict f : W — X. Une suite exacte est une
suite ou les morphismes sont stricts et les conditions habituelles (image—-noyau)
sont satisfaites.

Lemme 2.1.7. Si f : W — X est un morphisme de B-paires, alors ker f =
(ker f,, ker fdJ}Q) est un sous-objet de W et im f = (imf,, im deQ) C X est une B-
paire et la suite 0 — ker f — W — imf — 0 est exacte.

Définition 2.1.8. Si W et X sont deux B-paires, on dit que W est une modification
de X si W, >~ X,.

2.2. Construction de (¢, I')-modules. Dans ce paragraphe, on associe a toute B-
paire un (¢, [')-module et on montre le théoreme A de I’introduction. Les construc-
tions qui permettent de relier la catégorie des B-paires et celle des (¢, [')-modules
sont proches de celles qu’on trouve dans I’article [Colmez 2003a], notamment les
§§2, 3 et 10.

Rappelons que si n > 0, alors on pose r, = p"~'(p — 1) et que si r > 0, alors
n(r) estle plus petlt entier tel que r, >r. Si W est une B- palre est Sl n >=n(r), alors
I’application ¢, : Brlg [1/¢] — Bgr nous donne un morphisme ¢, : 1 [1/1]1®p We —
Bar @ We = Wer.

Lemme 2. 2 1. Si W est une B-paire, et si D’(W) ={ye Bng 1/1] ®BEW€ tels que
w(y)ew R pour tout n = n(r)}, alors :
(D Dr(W) est un BT r-module libre de rang d ;

@) Dr(w)[1/1] = BLg’ 1/1] ®p, We s
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(3) D’ (W) est stable par Gg et (D" (W)) = DP"(W).

Démonstration. Commengons par remarquer que si n > n(r), alors I’'image de

Eji’g'[l /11 ®p W, par Iapplication ¢, est dense dans Wgyr. Soit

D,y (W) = {y € B [1/t] @ W, tels que 1) (y) € Wi );

c’estun Elgr -module libre de rang d (il est engendré par d élémergs dont les images
forment une base (le W&;). Par ailleurs D" (W) est fermé dans D:z(r)(W) et par la
proposition 1.1.1, D" (W) est libre de rang < d.

Montrons que six € f}:i’g’[l/tl@)BeWe, il existe m > 0 tel que t’"zcv € ]3”(W), ce
gui implique que D" (W) est un Bji’gr -module libre de rang d et que D" (W)[1/t] =
Bji’g[l/t] Qp, W,. Si ey, ..., eq est une base de W,, alors il existe m; tel que pour
tout n > n(r), 'image par t, des t"'e; appartient a W(;l“{ (si c’est vrai pour un n,
c’est vrai pour tous car (p(eL) =¢;). Comme B, = Uj>0 = (ﬁ;'{g)‘/’zl’l, il existe mo
tel que #"2x appartient au Bji’gr—module engendré par les e;. On peut alors prendre
m=mi+mj.

Ceci démontre les points (1) et (2), et le (3) est une évidence. [l

Lemme 2.2.2. Pour tout n > n(r), l'image de f)’(W) par i, contient une base de
ng'z et siD est un sous—BrTi’gr-module fermé stable par Gg de D" (W), dont I’image
par i, contient une base de WC{'{{ pour tout n = n(r), alors D' = D" (W).

Démonstration. Soient n > n(r) et xq, ..., xg des éléments de ]A?;Ii’gr[l /t] Qp, W,
dont les images par ¢, forment une base de Wd*];. Si £ >0 esttel que t'x; € D" (W)
pour tout i, alors posons y; = (t/Qn)Exi. Pour tout m > n(r) on a ¢, (y;) € WdJ%
et par ailleurs ¢, (y;) = inversible - ¢, (x;) ce qui fait que I’'image de 13’(W) par ¢,
contient bien une base de W(;lr{.

Pour montrer I’unicité, on se ramene au cas de rang 1 en prenant le déterminant.
Il faut donc montrer que si x € Ejlgr engendre un idéal stable par G et si ¢,(x)
est une unité de B;{R pour tout n > n(r), alors x est une unité. Soit n : Gg —
(ﬁi}’g)x = B")* le cocycle g —> g(x)/x. Par la proposition 4.2.1 de [Berger et
Colmez 2007], ’anneau BT satisfait les conditions de Tate—Sen et il existe donc
une extension finie L de K, un entier m > 0 et une unité y € (ﬁ” )* tels que h(xy)=
xysih e Hyp et g(xy)/xy € gp_m(BZ’pmr) si g € Gg. Le lemme 3.2.5 de [Berger
et Colmez 2007] montre alors que, quitte a augmenter m, ona xy € ¢~ " (BZ’” mr).
Si Ly C L est une sous-extension non ramifiée de L, alors Ny ,7,(¢" (xy)) est
un élément de Bz’f nr qui engendre un idéal stable par un sous-groupe ouvert de
['z. Un raisonnement analogue a celui du lemme 1.3.2 de [Berger 2004b] montre
que cet idéal est engendré par un élément de la forme ]_[@n(r)(Q,hLm /p)* et la
condition selon laquelle ¢, (x) est une unité de B:{R pour tout n > n(r) nous dit que
les «;,, sont tous nuls, ce qui fait que ¢ (xy) est une unité, et donc que x est une
unité. (I
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En particulier, si s > r, alors I’application naturelle Ejlgs Bl D (W) — D* (W)

est un isomorphisme.
Définition 2.2.3. On définit D(W) = ﬁjig R, D"(W) et si I est un intervalle

contenu dans [r; +oo[, alors on pose D/ (W) = B/ ®8y D (W).
Le Lemme 2.2.2 ci-dessus montre que cela ne dépend pas du choix de r € [.
Remarquons en particulier que si J C I, alors DY (W) = B/ ®g D! (W).

Proposition 2.2.4. Si W est une B-paire, et si I est un intervalle, alors il existe
+k1

Jj = 0 et une extension finie L de K tels que pour tout k > 0, il existe un BZJ
j+k
module Dij U libre de rang fini vérifiant :
~ j+k Jtk ~ j+k
(1) BP @y, DY =DP (W)
jt+k g jHk+1
(2) ¢*(D] ) =Dj ;

(3) les images de Dfﬁkl et Dzﬁkﬂl dans ﬁl’”kmpﬁk“l(W) engendrent le méme
pitkpnpith
B, -module.
Démonstration. Si 'on se donne une base de D! (W), alors I’action de Gk est
donnée par une application Gx — GLg4 (ﬁ’ ) et il existe une extension finie L de
K telle que I'image de G, par cette application soit incluse dans I’ensemble des
matrices M vérifiant V;(1 — M) > ¢ + 2¢> + 2c¢3. Par la proposition 1.1.12, B/
satisfait les conditions de Tate—Sen et la proposition 3.2.6 de [Berger et Colmez
2007] nous fournit alors une nouvelle base de D! (W) et n >0 tels que I’application
Gx — GLy(B') est triviale sur Hy, et a valeurs dans GLy(¢™" (Bi”)). Si Dinl est
le Binl—module engendré par ¢" de cette base, alors pr'! (W) = B ®B§"’ Dinl.

j+k+1 j+k
Posons J = p"INp"+1T et Dfl+ o :go*(Dij+ "y pour k > 0. Si J est vide, alors

il suffit de prendre j = n, les conditions (1) et (2) étant vérifiées et la condition (3)
vide. Supposons donc que J est non vide ; I’unicité dans la méthode de Sen (cf. la
démonstration du (3) de la proposition 3.3.1 de [Berger et Colmez 2007]) ne nous
donne pas la condition (3), mais nous dit qu’il existe m > 0 tel que :

_ m y nr _ m n+ll
0" B ) @y DY = 7" B ) @01, D

L

En appliquant ¢™ a cette relation, on voit que (3) est satisfaite en prenant j =m+n.
(]

Proposition 2.2.5. Si W = (W,, W;i) est une B-paire de dimension d, alors il
ixiste un unique (@, I'g)-module D(W) sur Bjig’K tel que Bjig ®Bjig,K D(W) =
D(W).

Démonstration. Choisissons un intervalle I tel que I N pl est non vide. Le (3) de la
e . . . J
proposition 2.2.4 nous fournit une collection compatible de BY " _modules, et par
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la définition 2.8.1 et le théoreme 2.8.4 de [Kedlaya 2005] il existe un B' oL -module
Dy (W) libre de rang d et tel que Dp Bpj ®g], , DL(W) pour k>0 La
condition (1) implique que leg ®BT D (W)= D(W) et la condition (2) implique
que Dy (W) est un ¢-module. Par arlleurs D (W) est stable sous % action de Gg
et H; agit trivialement dessus, puisque c’est vrai pour chaque Dp Frnalement,
le lemme 4.2.5 de [Berger et Colmez 2007] montre que l’extensron Brlg L /Brlg %
vérifie les conditions de la proposition 2.2.1 de descente étale du méme article,
ce qui fait que ’on a Dy (W) = Lg L ®Bi DL(W)HK et on peut donc prendre
D(W) =Dy (W)« Ceci montre I’ ex1stence de D(W).

Passons a 'unicité. Si D; et D, satisfont les conclusions de la proposition,
choisissons des bases de D, et D5, et appelons G; la matrice de y € I'g sur D; et
M la matrice de passage d’une base a I’autre, ce qui fait que G\ M =y (M )G,. On
se donne r > 0 tel que toutes ces matrices ont leurs coefficients dans Brlg et / un
intervalle contenu dans [r; +o00[. La partie « unlcrte » de la methode de Sen nous
dit qu'il existe n > 0 tel que M € GLy (¢ " (B ')). Comme By ' nBL”"" =B7Y
par le Lemme 1.1.13, on trouve que M € GL;(¢™" (BT pK)) Sr Py et P, sont les
matrices de ¢ sur D1 et Dy, alors PPM =¢(M) P, et donc siMeGLy(p™" (Brlg K))

alors M € GL, (Brlg k) ce qui fait que D = D;.

Rappelons que si D est un ¢-module sur Brl k> alors pour r >> 0 on note D" le

Brllgr x-module fourni par le théoreme 1.3.3 de [Berger 2004a]. En particulier

DY = B oy, D

et D" a une base contenue dans ¢ (D"). Par exemple, D'(W) = 5’( W)ND(W) si
r>0.

Proposition 2.2.6. Si D est un (¢, I'x)-module de rang d sur B! alors -

rig, K’
(1) wW.(D) = (B;(lg 1/¢] (§§>Bjig . D)*=! est un Be-module libre de rang d stable sous

action de Gk ;

2) WdR(D) B:R ®Br m D™ ne dépend pas de n > 0 et c’est un BdR—module
libre de rang d stablge sous ’action de G ;

3) le couple W (D) = (W,(D), W k(D)) est une B-paire.

Démonstration. 11 est clair que W, (D) est un B.-module stable sous I’action de Gg.
Reste a montrer qu’il est libre de rang d. Pour cela, soit @M, ;, une décomposition
de leg ®B], . D en g-modules élémentaires fournie par la proposition 1.1.5. On
a W (D) = @(Ma h [1/¢])¥= . On vérifie que D’application (M, ,[1/t])¢= LN

[l/t] qui a Z 0 X;e; associe xg est un isomorphisme entre (M, ,[1/t])¥~ et

—a

rlg
(B:lrg[l/t])‘p =P ", etle (1) suit alors du Lemme 1.1.11.
Pour montrer le (2), remarquons que par le théoréeme 1.3.3 de [Berger 2004a],

on a ¢*(D) = D! pour n > 0 et donc le B(J{R—module engendré par ¢ "(D'™)
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ne dépend pas de n > 0. Comme D" est libre de rang d et stable par G, il en est
de méme pour W(;;{ D).
Montrons maintenant le (3) : War(D) = Bgr ®BeWe (D) est un Bgr-espace vec-
toriel de dimension d, réunion croissante des Bgr-espaces vectoriels
Bar @, (B, [1/1] @g;n D™)?~"
ce qui fait que si n >> 0, alors :

War (D) =Bar ®Be(B:1gr" [1/t]1®gm D™ )¥=! CBar ®§ZQK D" =Br Qg Wir(D).

En comparant les dimensions, on voit que I’on a en fait égalité et donc que W(;[{ (D)
est un réseau de Wyr (D). O

Théoreme 2.2.7. Les foncteurs W +— D(W) et D — W(D) sont inverses ’'un de
I’autre et donnent une équivalence de catégories entre la catégorie des B-paires et

la catégorie des (¢, I'g)-modules sur Brlg K

Démonstration. On vérifie que ces deux foncteurs sont inverses 1’'un de 1’autre en
utilisant le fait que :

r,g[l/t] ®s, , DW) = ng [1/1] @ W
dans la proposition 2.2.5etque:
ng [1/t]®p W(D) = rlg[l/t] ®B],,

dans la proposition 2.2.6, puis en identifiant les différents objets (c’est un exercice
instructif que nous laissons au lecteur ; il faut utiliser 1’unicité dans la proposition
2.2.5). (]

Remarque 2.2.8. Les modifications de (¢, I'x)-modules correspondent a des mo-
difications de B-paires. Par exemple :

(1) Si W et X sont deux B-paires, alors W, >~ X, si et seulement si D(W)[1/¢] ~
D(X)[1/1];

2) si W= (W,, W(;i) est une B-paire, alors D((W,, t" W(;{{)) =1"D(W).

Proposition 2.2.9. Le foncteur D — W (D) réalise une équivalence de catégories
entre la catégorie des (¢, I'x)-modules étales et la catégorie des B-paires de la
forme W(V) = (Be®@ V, B ®@ V) ou V est une représentation p-adique de Gg.

On retrouve alors (en appliquant le (b) du théoreme 6.3.3 de [Kedlaya 2005],
qui nous dit que le foncteur naturel de la catégorie des ((p, "'k )-modules étales sur
BJr vers la catégorie des (¢, I'x)-modules étales sur B o k €St une équivalence
de catégories) le résultat principal de [Cherbonnier et Colmez 1998], c’est-a-dire
I’équivalence de catégories entre représentations p-adiques et (¢, ['x)-modules
étales, avec une démonstration proche de celle de [Berger et Colmez 2007].
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Dans le paragraphe 3.2, nous reviendrons sur le probleme de la description « ex-
plicite » des B-paires dont le (¢, I')-module associé est isocline.

2.3. Théorie de Hodge p-adique. Dans ce paragraphe, nous généralisons les no-
tions habituelles de théorie de Hodge p-adique aux B-paires.

Définition 2.3.1. Si © € {cris, st, dR}, et si W est une B-paire, alors on dit que W
est cristalline (ou semi-stable ou de de Rham) si la Bo-représentation Bo Qp, W,
est triviale. On pose Do(W) = (Bo @ We) .

Remarquons que si V est une représentation p-adique, alors bien siir V est
cristalline (ou semi-stable, ou de de Rham, ou de Hodge—Tate) si et seulement si
W (V) 'est.

Lemme 2.3.2. Si D est un (¢, N)-module sur Ko, alors (Bg ®k, D)#=LN=0 o
un Be-module libre de rang d = dim D.

Démonstration. Si u € By vérifie N(u) = 1, alors on a B = Bax[u] et si x €
(B« ®k, D)N=0_alors on peut écrire x = xo+uxi+- - -+ux, avec x; € Bnax g, D.
Par la proposition 11.7 de [Colmez 2002], I’application x — x¢ de (B ®k, D)N=0
dans Bmax ®k, D est un isomorphisme, et on se rameéne donc a montrer que si D
est un ¢-module sur Ko, alors (Bmax ®k, D)?=! est un B.-module libre de rang
d. Par le théoreme de Dieudonné-Manin, @‘;,r ®k, D se décompose en somme
directe de g-modules élémentairs:a Mg, ;. Lapplication x = Z?;(l)x jej = xqo de

h_
(Bmax g M, ;)= dans BY.x”  est un isomorphisme, et le lemme résulte alors
P
du Lemme 1.1.11. O

Proposition 2.3.3. Si W est une B-paire, alors :
(1) Dgt(W) est un (¢, N)-module sur Ko et Deiis(W) = Dy (W)N=0.

(2) Dgr(W) est un K-espace vectoriel filtré avec Fil' (Dgr(W)) = Dgr(W) N
tiW(;iQ et application naturelle K @ g, Dst(W) — Dgr(W) est injective ;

(3) si W est semi-stable, alors
W, = By ®k, Dat(W)#=N=0 et Wi = Fil’(Bar ®k Dar(W));

(4) si D est un (¢, N)-modules filtré, et si W,(D) = (B ®k, D)#=1.N=0 o
Wi (D) =Fil’Bar ®k D), alors W(D) = (W,(D), Wi (D)) est une B-paire
semi-stable.

On laisse la démonstration au lecteur a titre d’exercice (ce n’est pas différent du
cas des représentations p-adiques semi-stables).

A la lumiere du Théoreme 2.2.7, I’étude des B-paires de de Rham revient a
I’étude des (¢, 'k )-modules « localement triviaux » au sens de [Berger 2004a], ce
qui est fait en détail dans le méme article.
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Si D est un (¢, N)-module filtré, on note JM(D) le (¢, I'x)-module construit
dans [Berger 2004a, §11.2]. Rappelons que :

M(D)={y e B, (llog X, 1/t1@k, D)¥=" | 1,(y) € Fi’(K, (1) ®k D) ¥n>>0}.

Proposition 2.3.4. Les foncteurs W +— Dy (W) et D +— W (D) sont inverses ['un
de I’autre et donnent une équivalence de catégories entre la catégorie des B-paires
semi-stables et la catégorie des (¢, N)-modules filtrés.

Si W est une B-paire, alors D(W) = M(Dyw(W)) et donc si D est un (¢, N)-
module filtré, alors W (D) = W (M(D)).

Démonstration. Ces affirmations ne présentent aucune difficulté. U

Théoreme 2.3.5. Le théoreme de monodromie p-adique et le théoreme « faible-
ment admissible implique admissible » sont vrais. De fait,

(1) toute B-paire de de Rham est potentiellement semi-stable ;

(2) le foncteur W +— Dg (W) réalise une équivalence de catégories entre la ca-
tégorie des objets de la forme W(V) ot V est une représentation p-adique
semi-stable et la catégorie des (¢, N)-modules filtrés admissibles.

Démonstration. Montrons tout d’abord le (1). Soit W une B-paire et D(W) le
(¢, I'k)-module associé. Si W est de de Rham, alors pour n > 0, la B4r-représen-
tation
Br ®in D (W)
rig, K

est égale a Bgr ®p W, et donc triviale, ce qui fait par le théoreme 3.9 de [Fontaine
2004] que le Koo ((¢))-module a connexion K (%)) ®‘B”r_,m D" (W) est trivial. Etant
donnée la définition II1.1.2 de [Berger 2004a], on est en mesure d’en appliquer le
théoreme A du méme article, qui nous dit qu’il existe une extension finie L de K
et un (¢, N)-module filtré D sur L tels que D(W|.) = M (D) et donc que W, est
semi-stable. Ceci montre le (1). Le (2) suit du théoréme A de [Colmez et Fontaine

2000] ou bien (si I’on préfere passer par les (¢, I'x)-modules) du théoreme B de
[Berger 2004a]. U

Rappelons que si U est une C,-représentation de Gk, alors la réunion Ugl’f
des sous-K-espaces vectoriels de dimension finie stables par I'x de U¥ a la
propriété que I’application C, ®k_, Ugl’f — U est un isomorphisme [Sen 1980].
L’espace Ugl’f est muni de I'application Koo-linéaire Vi = log(y)/log,(x (v))
avec y € 'k \ {1} suffisamment proche de 1.

Définition 2.3.6. Si W est une B-paire, alors W(;f{ / tWJ{z est une C,-représentation
de Gk et on pose Dgen(W) = (WQ{Q/IW(;% gﬁ On pose Ogen = Vyy et on dit que
W est de Hodge—Tate si Oge, est diagonalisable a valeurs propres appartenant a Z.
Ces entiers sont les poids de Hodge—Tate de W.
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3. Les (¢, I')-modules

Etant donné le Théoréme 2.2.7, Iétude des B-paires revient a I’étude des (¢, I')-
modules. Dans ce chapitre, on montre plusieurs résultats sur les (¢, I')-modules :
modification, classification des objets isoclines, classification des objets de hauteur
finie.

3.1. Modification de (¢, I')-modules. Si D est un ¢-module sur BZig, g etsin >
n(r) avec r > 0, rappelons que D" /Q,, est un K,-espace vectoriel de dimension
rg(D). Soit M = {M,},>n() une famille p-compatible de sous-K,-espaces vec-
toriels de D"/ Q,,, c’est-a-dire que pour tout n > n(r), M, 4 est engendré par les
@(y) ou y € D" est tel que son image dans D"/ Q,, appartient 2 M,,. En d’autres
termes, on un isomorphisme K, 11 ®g, (D" /Q0,) — D" /Q,41 obtenu en quotien-
tant I’isomorphisme ¢*(D") >~ D?" par ¢(Q,) = Q,+1, et qui est donc donné par
aRm—> o ®W et on demande que M), soit I'image de K, ®k, M, par cet
isomorphisme (voir [Berger 2004a, §II.1] pour une condition analogue).

Définition 3.1.1. Une telle famille M = {M, },>x(-) de sous-espaces vectoriels de
D"/ Q, est appelée une donnée de modification de D. On définit alors D[M]={y €

D dont I'image dans D"/ Q,, appartient a M,,}.

Proposition 3.1.2. Si D est un ¢-module de rang d sur Bjig’ X

donnée de modification, alors D[ M] est un ¢-module et de plus :
(1) si M C N, alors DIM] C D[N] et si D[M] = DI[N], alors M = N ;
(2) DIM]=Dsi M,, =D"/Q,, pour tout n, et D[0] =t -D;
(3) degD[M]=degD+d —dim M ;
(4) si D est un (¢, I'x)-module et si M est stable par I'k, alors D[M] est un
(¢, T'x)-module.

et si M est une

Démonstration. Rappelons que t = log(1 + X) = X - ]_[n>0 Q,/p ce qui fait que
t-D C D[M] quel que soit M. La définition de D[M] implique que c’est un sous-
module fermé de D, et comme il contient ¢ - D, il est libre de rang d. Le fait que
c’est un p-module résulte du fait que la famille des M,, est ¢-compatible.

Le fait que si M C N, alors D[M] C D[N] est évident. Remarquons que si
I’image de x € D appartient a M,,, alors x -t/ Q,, € D[M] et son image dans D" /Q,,
est (un multiple de) x ce qui fait que I’image de D[M] dans D"/ Q,, est M, et en
particulier que si D[M] = D[N], alors M = N. Ceci montre le (1). Le (2) est une
évidence.

Pour montrer le (3), prenons un drapeau {0} = M OcMDc...c MD tel que
MMM — A1 On en déduit une suite de p-modules - D=D® ¢ ... c DY =D
et donc une suite de ¢-modules de rang 1 :

det(r - D) = det(D®) ¢ - - - c det(D?P) = det(D).
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Leurs pentes forment une suite strictement décroissante (si on a égalité des pentes,
on a égalité des modules par le Lemme 1.2.7) de d 4+ 1 nombres entiers (ils sont
entiers par le Lemme 1.2.1) dont le premier est d 4+ deg D et le dernier est deg D,
ce qui fait que deg(D"™) est forcément deg D + d — dim M. Enfin, le (4) est une
évidence. (]

Proposition 3.1.3. Si M est une donnée de modification de D et si [’on a une suite
exacte 0 > Dy — D — Dy — 0, alors :

(1) {M,ND}/Q,} est une donnée de modification pour Dy et {im(M, — D’/ 0,)}
est une donnée de modification pour D5 ;

(2) on a une suite exacte 0 — D{[M] — D[M] — Dy[M] — 0.

Démonstration. Le (1) suit du fait que les M,, sont g-compatibles et que les D} /Q,,
le sont aussi. Passons au (2); on a clairement une suite exacte 0 — D{[M] —
D[M] — D;[M]. Par le (3) de la proposition 3.1.2, on a :

(1) degD[M] =degD; +dimD; —dim(M, "D’/ 0,) ;
(2) degD[M]=degD +dimD —dim M, ;
(3) degD2[M] = degD; + dim D, — dim(im(M, — D5/ 0,)).

On en déduit que deg D[M] = deg D{[M] + deg D>[M], et le Corollaire 1.2.8 im-
plique alors que la suite 0 — D{[M] — D[M] — D,[M] — 0 est exacte. U

Remarque 3.1.4. Si M et N sont deux données de modification telles que MNN =
0, alors on un isomorphisme D[M][N]=D[M & N] (il y a une inclusion évidente ;
comparer les degrés).

Théoreme 3.1.5. Si D est un ¢p-module sur Bjig, x» alors il existe un p-module étale
D’ ¢ D[1/¢] tel que D'[1/t] =DI[1/¢].

Démonstration. 1l suffit de montrer qu’il existe un nombre fini de modifications
successives (au sens de la proposition 3.1.2) de D dont le résultat est isocline de
pente entiere (si D est isocline de pente s, alors ¢ - D est isocline de pente s + 1).
Remarquons que si on a une suite exacte 0 — D; — D — D, — 0, alors il est
toujours possible de modifier D; ou D, sans toucher a 1’autre, en choisissant M
convenablement.

Etape 1 : si D est isocline, alors D se modifie en une extension successive de
@-modules de pentes entieres. En effet, si D est isocline, modifions le par un M de
codimension 1 ce qui augmente le degré de D de 1. Si D[M] est isocline de pente
non entiere, alors on répete cette opération. Le résultat est donc, apres un nombre
fini de modifications, que D devient isocline de pente entie¢re (et on a terminé 1’ étape
1) ou bien que D se casse en deux morceaux. Dans ce dernier cas, on a terminé par
récurrence sur la dimension de D.
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Etape 2 : si D est extension successive de g-modules de pentes entieres, alors il
se modifie en un p-module isocline de pente entiere. On se ramene au cas d’une
extension de deux ¢-modules de pentes entieres 0 — D; — D — D, — 0 avec D;
isocline de pente s;. Dans ce cas :

(1) sisp =1, alors on a terminé par le Lemme 1.2.3;

(2) si 5o < s1, alors la modification est facile a écrire : on remplace D par D',
I’ensemble des y € D dont I'image dans D, appartient a *'~*2D,, ce qui fait
que I’on a une suite exacte 0 — D; — D’ — ¥ 752D, — 0 et on a terminé par
le Lemme 1.2.3;

(3) sis; < 3, alors on modifie D par une donnée nulle sur D et surjective sur D,
ce qui augmente s de 1 et on itere cette opération s, — 51 fois. ]

Corollaire 3.1.6. Si W, est une Be-représentation de G, alors il existe une repré-
sentation p-adique V de H telle que la restriction de W, a Hk est isomorphe a
B.®g V.

P

Démonstration. Soit W&; un B:{R—réseau stable par Gk de Bgr ®BeWe etD=D(W)
le (¢, 'k )-module associé a la B-paire W = (W,, W(;i) par le Théoréme 2.2.7. Par
le Théoreme 3.1.5, il existe un @g-module étale D’ C D[1/¢] tel que D'[1/¢] =
D[1/t]. Comme D’ est étale, le Q,-espace vectoriel V = (ﬁ:ig ®B], ¢ D)#=! est
une représentation de Hx dont la dimension est le rang de D’. On a alors :

[1/11®s;, D)= = Bl [1/11 @8 D)~ =B.®q,V,

o
We = (B i rig

rig

et le corollaire est démontré. O

Remarque 3.1.7. (1) Dans le Corollaire 3.1.6 ci-dessus, on est loin d’avoir uni-
cité. Par exemple, si D est un (¢, N)-module sur Ky et si W, = (By Qk,
D)#=N=0_"alors W, = B, ®@pV pour toute représentation V qui s’obtient
comme V(D) a partir d’une filtration admissible sur K @k, D ;

(2) Dans la premiere version de cet article, j’affirmais que si D est un (¢, ['x)-
module sur B:ig’ x» alors il existe une extension finie L de K et un (¢, I'7)-
module étale D’ sur Bji oL tel que D' C B;ig’ L1/ t]®33}g,x Det Bzig’ L1/ t]®Bl}g,K

D =B’ o L[1/1] ®B£g « D. Ceci est incorrect, et Kiran Kedlaya et Ruochuan

11
Liu ont construit le contre-exemple suivant : soient p # 2, K = Q, et D
une extension non-triviale de Bjig’ x par B;g’ x( P2 (ce qui veut dire que
I’action de T'x est inchangée et que ¢ est multiplié par p~2). En utilisant le
théoréme de filtration par les pentes de Kedlaya et les calculs de cohomologie
de (¢, I')-modules de [Colmez 2007] et de [Liu 2007], on peut montrer qu’une
telle extension non-triviale existe et que quelque soit I’extension finie L de K,
B:ig, I ®B:ig,K D ne contient pas de sous-(¢, I'z)-module étale de rang 2 et donc

qu’un D’ comme ci-dessus n’existe pas.
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3.2. Classification des objets isoclines. 1Le Théoréeme 2.2.7 nous donne une filtra-
tion sur les B-paires, et il est intéressant de décrire les B-paires correspondant aux
(¢, I'k)-modules isoclines. Le cas étale releve de la proposition 2.2.9.

Définition 3.2.1. Si & > 1 et a € Z sont premiers entre eux, soit Rep(a, k) la
catégorie dont les objets sont les Q ,:-espaces vectoriels V, ; de dimension finie,
munis d’une action semi-linéaire de Gk et d’un Frobenius lui aussi semi-linéaire
¢ : Vo = Vu i qui commute a Gg et qui vérifie (ph = p“. Les morphismes sont
ceux que I’on imagine.

Remarque 3.2.2. (1) SiV,; € Rep(a h), alors dimg i (Va.n) est divisible par &
(si e est cette dimension, alors (p = p“® sur det(Va )

(2) sih=1eta=0, alors on retrouve simplement la catégorie des représentations
p-adiques de Gk ;

(3) si e € Z, alors Rep(a, h) et Rep(a + eh, h) sont équivalentes de maniere
évidente ;

(4) si D est un g-module isocline de pente a/h sur Ky, alors le théoreme de
Dieudonné-Manin implique que V,; = (@} Qk, D)"’h:”a est un objet de
Rep(a, h) dont la dimension en tant que Q,:-espace vectoriel est dimg, (D).
Dans ce cas, ’action de Ix C Gk sur V, j est d’ailleurs triviale.

Si Va h € Rep(a h) on pose W (Vu h) - (Bmax ®@ h a,h)(p ! et W R(Vu h) -
B+R ®@ S a h-

Théoreme 3.2.3. Si V, , € Rep(a, h), alors W( V1) = (W, (Va.p), W&(Va,h)) est
une B-paire et le foncteur V, , — W (V, ) définit une équivalence de catégories
entre Rep(a, h) et la catégorie des B-paires W telles que D(W) est isocline de
pente a/ h.

Démonstration. 11 est clair que W = W(V, ;) est une B-paire. Par ailleurs, la
construction de D(W) fournie par le Lemme 2.2.1 et la proposition 2.2.5 montre
que 'on a ﬁjig ®Bjig_K D(W) = ng ®@ h Va.n ce qui fait que D(W) est isocline de
pente a/ h.

Réciproquement, si D est un (¢, I'x)-module isocline de pente a/ h, alors par
la proposition 1.1.5, on a une décomposition

B:]g ®Bng K D= @l 1 Ma h = @l 1 @h lBTg(pj (el)

ol ¢;, go(e,) R (ph_l(e ) est une base de la i-ieme copie de M, ;. On voit alors
que Y5, ZI; o hijol(er) € (leg ®p . D)?"=" si et seulement si on a wh(klj) =

rng

Aij pour tous i, j et comme (Bng)‘/’ == on trouve que V, , = (B Qg

P ’ rig rig, K
D)“’ =P est un Q,-espace vectonel de dimension rg(D) qui hérite d’une action

de Gk et d’un Frobenlus tel que " = p?. Si W est une B-paire telle que D(W) est
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isocline de pente a/ h, alors on lui associe I’espace V,, j, construit a partir de D(W).
Le lecteur vérifiera qu’on a ainsi défini un foncteur inverse de V, j = W (V, ). U

1l sera intéressant de calculer les extensions d’objets isoclines ; les extensions
de (¢, I')-modules sont étudiées dans [Liu 2007].

3.3. Les (¢, I')-modules de hauteur finie. Comme 1’anneau Bjig’ K= Bjig’ . ﬂﬁ:irg
n’a de bonnes propriétés que si K C Ko(u p~), on suppose que cette condition est
vérifiée dans tout ce paragraphe. Dans ce cas, B;;g ¢ S’identifie a I’ensemble des
séries f(X) = Zk>0 fi X* qui convergent sur le disque unité ouvert, ce qui en fait

un anneau de Bézout, et si on pose B} = B:i_g,K ﬂB;(, alors B} =Ky Qo Ok, X1

Définition 3.3.1. On dit qu’un (¢, I')-module D sur Bjig’ x €stde hauteur finie s’il
existe un (¢, I')-module DT sur B:irg’K tel que D= BLg’K OB, ¢ D™ et on dit qu’une
B-paire W est de hauteur finie si D(W) I’est.

Remarquons qu’un (¢, I')-module sur B;{g x estun B:irg «-module D stable par
@ et I' tel que det ¢ est inversible dans B;fig’ x (etnon dans B:i“g’ x C€ qui serait trop

restrictif).

Lemme 3.3.2. Si K C Ko(up>), alors la définition ci-dessus est compatible avec
la définition habituelle quand W = W (V).

Démonstration. Si W = W (V) avec V de hauteur finie au sens habituel (cf. [Colmez
1999)), alors il est évident que W est de hauteur finie. Montrons donc la réciproque.
Par hypothese, il existe une base de D(V) dans laquelle Mat(¢) = P™ € My (Bjig’ &)
et Mat(y) = GT € GLy (ng, k) pour y € 'k (puisque V est ::le hauteur finie) ainsi
qu’une base de D (V) dans laquelle Mat(¢p) = P e GLd(B}() et Mat(y) = G' e
GLd(Bj{) pour y € I'k.

Soit M la matrice de passage d’une base a I’autre. La proposition 6.5 de [Kedlaya
2004] montre que I’on peut écrire M = M+ - M Tavec M+ e GL, (B;iLg’ ) etMie
GLd(B;(). Dans la base de D(V) obtenue en appliquant M T a celle de D(V),
ona:

Mat(p) = (M) PT (M) =M PT(MT),
Mat(y) = y(MHGT (M) =yMH'GT (MY,

ce qui fait que ces matrices sont a coefficients dans BI( N B:irg k= B}. (I
Lemme 3.3.3. Si D est un (¢, I')-module sur B:irg x> alors il existe des entiers
o, . .., apy tels que I'idéal engendré par det(¢) est engendré par X* Q{" - -- Q"

et si K est une extension finie de Q,,, alors og = 0.

Démonstration. Ce lemme se trouve dans la partie B.1.6 de [Wach 1996] mais nous
en donnons une démonstration pour la commodité du lecteur. Comme 1’action de ¢
commute a 'k, I’idéal engendré par det(¢) est stable par 'k et la premiére partie
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du lemme suit alors du lemme 1.3.2 de [Berger 2004b] et du fait que si cet idéal
est inversible dans BrI1 k> alors les o sont presque tous nuls.

Si§=det(p)etg= det()/) pour y € 'k, alors y(8)/6 = ¢(g)/g et en réduisant
modulo X, on trouve que x (y)* s’écrit ¢(go)/go avec go € Ko. Si K est une
extension finie de Q,,, alors ¢(go)/go est de norme 1 et donc x (y)0lKo:@pl — 1 ce
qui fait que oo = 0. U

Le lecteur vicieux montrera que si le corps résiduel de K est algébriquement
clos, on peut effectivement avoir o 7~ 0.

Définition 3.3.4. Un ¢-module filtré sur Ko avec action de I' g est un p-module D
sur Koy muni d’une action de 'y commutant a ¢ et d’une filtration (décroissante,
exhaustive et séparée) stable par I'x sur Do = Koo @k, D

Il existe alors un entier n > 0 tel que la filtration de Dy, est définie sur K,,,
c’est-a-dire que si’on pose D, = K, Qk, D, alors Fil' Doo = Koo ® K, Fil' D, pour
tout i € Z et on appelle n(D) le plus petit entier ayant cette propriété.

Proposition 3.3.5. Si D est un ¢-module filtré sur Ky avec action de Uk, alors la
B-paire W = ((Byax ®k, D)¥~ ! B R @k Do) est de hauteur finie.

Démonstration. Soit h > 0 tel que Fil"Doy = 0 et Fil "Dy, = Ds. Sin > 1, on
écrit ¢ " pour ¢,. Posons alors comme dans [Colmez 2003a, §3.1] et [Kisin 2006] :

MED) ={y € 17"Bf, x ®K, D | ¢" () € Fil’ (Koo (1)) ®k., Do) Y € 7).

C’est un sous- BJr _g-module fermé de 1~ thg x ®k, D qui contient thBrlg x Ok, D
et qui est donc llbre de rang d = dim D. Il est de plus manifestement stable par ¢
et k.

Sin > n(D), alors :

Kl ®g: "B, ¢ ®k, D =1""K, ([t ®k, D > Fil’ (K, (1) ®x, Dy).

Siy, € Fllo(K () ®k, Dy) et w > 0, il existe donc y € 1~ th k Bk D donc
I’image par 1, vérifie ¢, (y) —y, € Fil” (K, (1) ®x, D). L’élementz— y-(t/ Q) a
alors la propriété que ¢, (z) est un multiple de ¢, (y) et que pour tout m € Z différent
de —n, on a ¢ (2) € Fil®(K o (1)) ®k,, Do) ce qui fait que z € MT(D). On en
déduit que si n > n(D), alors I’application :

Kallll @, AT (D) — Fil’(K, (1) ®x, D»)

est un isomorphisme. En partlcuher I’application naturelle Brlg ®B;, J(/L+(D) —
D(W) est un isomorphisme et donc, en utilisant 1’unicité dans la proposmon 2.2.5,

on trouve que D(W) = B:lg % ®B§g . MT(D) ce qui fait que W est de hauteur finie.
Remarquons que dans les notations de [Berger 2004a], on a

M(D) = ng -k OBt MT(D). O

rig, K
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Remarque 3.3.6. Le fait de ne considérer que les y € ¢~ thg x ®k, D tels que
Ionag™(y)e Fil®(K o (1)) ®k., Doo) pour tout n € Z n’est pas restrictif ; le lecteur
pourra montrer que :

M¥(D) = {y € By, ([1/1]1®k, D | ¢"(y) € Fil’ (Koo (t) @k, Doo) Vn € Z}.

Sia,b e Z sont tels que Fil™“T'D =0 et Fil ?D = D (c’est-a-dire que les poids
de D sont dans Iintervalle [a; b)), alors on a t* - B} ®k, D C MT(D) C t*-

n rig, K
Brlg k ®Ko D

En appliquant la proposition 3.3.5 a Dis(V), on retrouve le théoréme principal
de [Colmez 1999] généralisé dans [Berger et Breuil 2006].

Corollaire 3.3.7. Si V est une représentation de Gg qui devient cristalline sur une
extension K, de K, alors V est de hauteur finie.

On peut d’ailleurs se demander quand est-ce que W (D) est cristalline.

Lemme 3.3.8. Si V est une représentation de I'g, alors :

(1) V est cristalline si et seulement si V = @jez vrx=x",

(2) V est de Hodge—Tate si et seulement si elle est potentiellement cristalline.

Démonstration. Le (1) est I’objet du lemme 3.4.3 de [Perrin-Riou 1994], mais

nous en donnons une nouvelle démonstration. Pour cela, observons que Dgen (V) =

K ®@ V et donc que V est de Hodge—Tate si et seulement si Vy est diagonalisable

avaleurs propres entieres sur K ®@ V' ; ceci est équivalent a demander qu’il existe
> 0 tel que K, ®qg,V = D;cz(Kn ®® V)T'&a=x" Comme (K, ®q, V)Tra=x' —

K, ®@pVFKn—X et qu’une représentation d’image finie de 'k est cristalline si et

seulement si elle est triviale, on en déduit le (1) et le (2). [l

Corollaire 3.3.9. Si D est un (¢, I'x)-module filtré sur Ky, la B-paire construite

ci-dessus est cristalline si et seulement si D = P ., Dr=x",

Démonstration. Comme W, = (Bpax ®, D)?=", on a By Qg We = Bmax ®k, D
ce qui fait que W est cristalline si et seulement si D est cristalline en tant que
représentation de "k . Le corollaire suit alors du Lemme 3.3.8 ci-dessus. ]

Proposition 3.3.10. Si D est un (¢, I'g)-module de hauteur finie, alors il existe un

@-module filtré D sur Ko avec action de I'x tel que D = B X ®B;irg M (D).

rig,
Démonstration. Soit DY un (¢, I'x )-module sur B;'{g’ x telque D= B o K QB+
et D=D"/X. Soit V = log(y)/log,(x(y)) pour y € I'k proche de 1.
Commencons par montrer que si P € Ko[T] est un polyndome tel que P(V) :
D(j) — D(j) est bijectif pour tout j > 1, alors 1’application (D*)” =0 _,
DP™)=0 est bijective. Pour cela, nous montrons d’abord que 1’application :

Dt
rig, K

(KO[II]] ®B:irg . D+)P(V)=0 s DP(V)ZO
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est bijective. L injectivité ne pose pas de probleme : si y € Kg|[[¢]] OB D" est dans
son noyau, et si j est un entier > 1 tel que y € 7 Kollt]] ®B+ DJr alors P(V)(y) =
0 dans #/ Ko[[t]] ®B?, . DT/t/t = D(j) et donc y € tJ+1K0[[t]] ®gt DY, ce
qui fait en itérant que y = 0. Montrons a présent la surjectivité; si z € D PW=0,
alors il existe zo € DT qui releve 7 et tel que P(V)(z9) € XDt et I’ hypothese
selon laquelle P(V) : D(j) — D(j) est bijectif pour tout j > 0 nous permet de
construire par récurrence z; € z;—1 + X/D" tel que P(V)(z;) € X/TIDT et donc
z € (Kollt] ®ng,K DH)PM=0 relevant 7 ce qui fait que notre application est bien
bijective.

Montrons & présent que (Ko[[z]] ®p:  DT)PV=0 = (DH)P=0 Pour cela,
remarquons que (Ko[[t]I®p;, DH)P V)= et un Ko-espace vectoriel de dimension
finie (puisqu’il s’injecte dans D) stable par ¢. Si ’on choisit une base de DT et
que I’on appelle Q la matrice de ¢ dans cette base, et si I’on choisit une base
de (Ko[[z]] ®B:;gx DH)P=0 ¢t que I’on appelle Py la matrice de ¢ dans cette
base et Y la matrice de passage entre les deux bases, alors on a p(¥Y)Q = PyY et
donc Y = Po_lgo(Y)Q. Ecrivons Q = Z,@O Oithety = Zk>0 Ytk Si M est une
matrice a coeffcients dans Ky, notons val ,(M) le minimum des valuations de ses
coefficients. Comme Brlg x CQ,®z,Z,[t/pll (n’oublions pas que X =exp(#)—1),
on voit qu’il existe un entier i tel que val ,(Qy) > —h —k et il existe par ailleurs
un entier A, tel que Valp(PO_l) > —hy; posons h = hy + hy. On déduit alors
de I’équation ¥ = P;'op(Y)Q que ¥ = Py 'p(Py ") - ¢*(Y) - 9(Q)Q et (comme
val ,(p* Q1) = —h1) que :

val ,(Yx) = —2h + min (2¢ +val ,(Y,) —£)
0<e<k
=-2h+ Orgnggk(ﬂ +val ,(Yy)).
On en déduit par récurrence sur k > 2h que si k > 2h, alors val ,(Yy) > —2h +
ming<e<os val ,(Yy) et donc, comme Ok, [[]] C Ok, [[X/p]l, que :

(Kolltl @8, DT)PV=0 = (Ko ®cy, O, [1X/pI) @8y, DO,

rig, K

Pour terminer, on utilise de nouveau le fait que ((Kp ok, Ok, [ X/pID) ®Br+ng

DF)PM=0 est un K-espace vectoriel de dimension finie stable par ¢, et que si
n = 0, alors :
n n+1
(Ko ®ay, O, [IX”" /1) C Ko By, Ok, X" /1l

pour conclure que (Ko[[#]] ®8;, D+)P V=0 — (D+)PM=0 puisque

B, x =) Ko®oy, Ox,1X""/pll.
n>0
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Revenons a notre espace D = D'/ X et soit Q le polyndme minimal de V.
On voit que 1’on peut écrire Q = PR ou P est non trivial et a la propriété que
P(X+j)AP(X)=1pourtout j > 1, ce quirevient a dire que P(V): D(j) — D(j)
est bijectif. Si P # Q, alors soit j le plus petit entier tel que P(X+ j)AP(X) #1;
on vient de montrer que I’application (D) ?V)=0 — DP)=0 st un isomorphisme,
et si ’on remplace D' par Brlg « ®k, (DHPM=0 4 XJiDT alors on a toujours
D= Brlg k ®B;, ¢ D™ mais on peut prendre P de degré plus grand. En itérant cette
opération un nombre fini de fois, on voit donc que quitte & remplacer DT par un
sous-module, on peut supposer que 1’application (DT)2(V)=0 . D2W)=0 — D et
un isomorphisme.

On fait alors un léger abus de notation, et on pose D = (D)2M=0: ¢’est un
@-module sur Ky avec action de I'x. Remarquons que Bng x ®k, D C DT et que
le déterminant de I’inclusion est un idéal de B oK stable par I'x et par ¢ (car
(p D — D est bijectif) ce qui fait, par le lemme 1.3.2 de [Berger 2004b], que
ng x[1/11®k, D = B:lrg K[l/t]®B+ D™. Par le Lemme 3.3.3, le déterminant de
@ sur D™ est de la forme X* Q" - - Qm’” Si n > m, alors I’application déduite du
Frobenius :

Ky llz]l ®l”¢1 D" — K,z ®L" D+

est un isomorphisme et la deﬁnltlon :
Fil' (Do) = Doo Nt Koo [[1]] @+ - D+t

ne dépend donc pas de n > m. Si y € D" et n > n(D) = m, alors (,(y) €
Fil’(K, (1) ®k, Dy) et sin > —n(D), alors ¢" (y) = t,(p)(@" ") (y)) ce qui fait
que pour tout € Z, on a ¢"(y) € Fil’(Ko (7)) ®.. Dso) et donc DT C MH(D).
Il reste a constater que pour tout n > n(D),on a :

K[ ®g; D' =K, [ &g M (D)

ce qui fait que D =B/ x ®8f, D x ®B;, MT(D). O

rig, r1g

Deux ¢-modules filtrés sur Ko avec action de ' différents peuvent donner le
méme (¢, ['x)-module sur B:irg x- Par exemple si on a moralement D; = K et
D> = Ky - t, alors M1 (Dy) = MT(Dy) = Cet exemple est représentatif

comme le montre la proposition ci-dessous :

rlg K-

Proposition 3.3.11. Si D; et D, sont deux o-modules filtrés sur Ky avec action
de Tk, alors MT(Dy) = M (D) si et seulement s’il existe un isomorphisme
Kolt,t™1] ®k, D1 = Kolt, 1 Qk, D2 compatible a ¢ et I'x, et compatible a
la filtration quand on étend les scalaires a K~ (t)).

Démonstration. La construction de /it (D) montre que ce module ne dépend que

de B:[g x[1/t] ®k, D et de la filtration sur Ko (7)) ®x, D ce qui fait que si les
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conditions de la proposition sont vérifiées, alors M1 (D;) = M (D). On voit
réciproquement que si M1 (D) = M (D,), alors :

I'lg K[l/t ®KO D] I'ng l/t] ®K() D2

et cet isomorphisme est compatible a la filtration quand on étend les scalaires a

K~ (). Si G et G, sont les matrices d’un élément y € 'k qui n’est pas de torsion,
et si M est la matrice de I’isomorphisme entre BJr K [1/t1®k, D et Brlg x[1/11®k,
D> alors on a y(M)Gl G, M, et si I’on écrit M Zl»_oot M;, alors on voit
que 'on a x(y)’ 'M;G, = G, M; et donc que si M; # 0, alors X(y)’ est quotient
d’une valeur propre de G par une valeur propre de G, ce qui n’est possible que
pour un nombre fini de valeurs de i. On en déduit que M est a coefficients dans
Kolt, =] et donc que Ko[t, '] ®k, D1 = Kolt, t ' 1 ®k, Da. O

Afin de terminer la démonstration du théoréme D, il nous faut montrer que si
B;rlg x ®B, MT(Dy) = BrTig’K ®B;, JMT(D,), alors MF(Dy) =MT(D,). Cela suit
de la proposition ci-dessous.

Proposition 3.3.12. SiD = BJr ok ®Bf, MT(D), et si DT est un (¢, ' )-module

sur B . de rang fini et contenu dans D, alors Dt c MT(D).

rig, K
Démonstration. Rappelons que D[1/¢] «[1/1]1 ®k, D; comme DT est de
rang fini r, il existe s > 0 et h € Z tels que DJr c t_thg x ®k, D. Choisissons des
bases de DT et de D et appelons M, P et Py la matrice de passage, la matrice de
¢ sur DT et la matrice de ¢ sur "D ce qui fait que Pyo(M) = M P*+. Comme
Py € GL4(Kp), le corollaire 1.4.2 de [Berger 2004b] (qui s’étend verbatim aux
matrices rectangulaires) nous donne que M € My (BE ) et donc que DT C
r thg K ®Ko

Quitte a augmenter s, on a de plus que D™ C Brlg X ®Br A/L+(D) etsiyeD"
et n = n(s), alors ¢,(y) € Fil®(K o (7)) QK. Doo) pulsque L,,(Brlg ) C Kyllt],
et donc ,(DT) C Fil’(Koo (1)) ®x., Doo). Enfin, si n > —n(s) et y € D*, alors
" (¥) = tn(s)(@"@F (v)) et donc ¢" (DT) CFil’ (Koo (1) ® k., Do) ce qui fait, étant
donnée la définition de .l (D) donnée dans la proposition 3.3.5, que D™ C M (D).
O

En particulier, un (¢, I'x)-module sur B;'{g’ x de rang fini et contenu dans D est
nécessairement de rang < d.

rig, K

Annexe : Liste des notations

Voici une liste des principales notations dans I’ordre ou elles apparaissent.
Introduction : k, K, Ky, Gk.
§1.1:Et,¢™ E, AT, A, B*, B, 6, B}, X, 1, Bz, , B},

BCI‘IS’B legr,Kn,HK,FK,leng,

B Bmax, Bsta N’

max> rlg’

K/ BTr ahsBe’th, V[r v],B[ ris] B[r ¥l ,0(”)
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§1.2 : deg D, NP(D), 1y, n(r), tn, Qn.

§2: We, Wi, War.

§2.2: D" (W), W(D).

§2.3 @ Deris(W), Dst(W), Dgr(W), M(D), Dsen(W).
§3.2 : Rep(a, h).

§3.3: B, k. By, MF(D), V.
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