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ALGEBRA AND NUMBER THEORY 5:8(2011)

Conjecture de Shafarevitch effective pour
les revétements cycliques

Robin de Jong et Gaél Rémond

On donne une borne supérieure explicite en fonction de K, S, g pour la hauteur
de Faltings de la jacobienne d’une courbe C de genre g, définie sur un corps de
nombres K et ayant bonne réduction en dehors d’un ensemble fini S de places
de K, pourvu que C puisse s’écrire comme un revétement cyclique de degré
premier de la droite projective. La preuve repose sur le fait que les birapports
des points de branchement du revétement sont des S-unités, donc de hauteur
bornée, et donnent un modele plan de C.

We give an explicit upper bound in terms of K, S, g for the Faltings height of the
jacobian of a curve C of genus g, defined over a number field K and with good
reduction outside a finite set S of places of K under the condition that C can be
written as a cyclic cover of prime order of the projective line. The proof rests on
the fact that the cross ratios of the branch points of the cover are S-units, thus of
bounded height, and give a plane model of C.

1. Introduction

Dans cet article, nous démontrons une version effective de la conjecture de Sha-
farevitch pour les courbes qui sont revétements cycliques de degré premier de P'.
Rappelons que Faltings [1983] a établi en toute généralité la version qualitative
de cette conjecture (formulée comme une question dans son allocution au congres
international de Stockholm en 1962, voir [Shafarevitch 1963]).

Théoreme 1.1. Soient K un corps de nombres, S un ensemble fini de places finies
de K et g > 2 un entier. Alors I’ensemble des classes d’isomorphie de courbes
projectives lisses C de genre g sur K ayant bonne réduction en dehors de S est

fini.
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1134 Robin de Jong et Gaél Rémond

La conclusion vaut également dans le cas g = 1 lorsque 1’on suppose que C
admet un point rationnel sur K, autrement dit pour les courbes elliptiques. L’ énoncé
est aussi vrai pour g = 0 comme 1’avait déja observé Shafarevitch.

Une maniére naturelle de quantifier cet énoncé consiste a borner la hauteur d’une
telle courbe. Pour cela, plusieurs notions de hauteur peuvent étre employées ; ici,
pour faire un choix intrinseque, nous utilisons la hauteur de Faltings stable de la
jacobienne de notre courbe, notée A, (C).

En guise de motivation, nous mentionnons encore qu’une majoration de /g, (C)
dans le théoreme 1.1 sans restriction sur C entrainerait une version effective de la
conjecture de Mordell (voir [Rémond 1999]). Toutefois la majoration explicite que
nous donnons ci-dessous dans le cas trés particulier des revétements cycliques de
degré premier n’a pas de conséquences directes dans cette direction (il faudrait
connaitre une courbe pour laquelle la construction de Kodaira—Parshin fournit une
famille de courbes qui soient toutes de tels revétements ; mais ceci signifierait que
I’on peut tracer une courbe complete dans 1’espace des modules des courbes d’un
genre donné qui soit entierement contenue dans le lieu des courbes de ce type ; or
le dit lieu se trouve étre affine, voir théoréme 6.1 de [Gonzalez Diez 1991], donc
c’est impossible).

Pour énoncer notre résultat principal, nous devons quantifier la donnée de K et
S. Si nous mesurons classiquement K par son degré D =[K : Q] et son discriminant
absolu A = |Ag/qg|, nous introduisons pour S les quantités

Q= ZlogNK/@(p)+Dlog4 et Ag= A,
peS

Le terme D log4 interviendra pour tenir compte des places infinies ; en revanche la
définition de A g est purement ad hoc (par exemple la quantité Ae serait peut-étre
plus naturelle). Nous fixons une cldture algébrique K de K.

Théoreme 1.2. Soient K un corps de nombres, S un ensemble fini de places finies
de K et g un entier. Soit C une courbe projective lisse de genre g sur K ayant bonne
réduction en dehors de S. On suppose qu’il existe un K -morphisme w: C — P!
dont extension a K est un revétement cyclique de degré premier. Alors

22 215 5
hra(C) <27 AG E.

Pour g > 2, avec les propriétés de hauteur de hg,, nous obtenons la finitude
de I’ensemble des courbes en question, indépendamment des résultats de Faltings.
Notre énoncé contient aussi le cas des courbes elliptiques et des courbes hyper-
elliptiques ayant un point rationnel (revétements de degré 2 de P!); dans ce cas,
I’énoncé de finitude était connu de Shafarevitch lui-méme et de Parshin (voir [Oort
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1974] et les références). Notre démarche s’inspire de cette approche telle que for-
mulée par Oort.

La démonstration repose sur le principe suivant. On considere les points de
branchement Py, ..., P, de 7 sur K. Ils forment une famille de points de PL(K)
stable sous I’action de Gal(K /K ). On leur associe ensuite leurs birapports, soit 6(2)
éléments de K < \ {1} sur lesquels agissent les involutions x > 1 —x et x > x !
ainsi que le groupe Gal(K /K). Pour un tel birapport b, on note L = K (b) et S’
I’ensemble fini des places de L formé des places divisant une place de S et de celles
divisant p = deg . On montre alors que b est un S’-entier et que L/K n’est pas
ramifiée en dehors de S’. Cet argument s’inspire directement du cas des courbes
hyperelliptiques traité par Oort [1974]. 1l se base principalement sur le fait que les
points de ramification de 7 (dans C) correspondent a des points de p-torsion (dans
Jac C) et que cette p-torsion s’étend en un schéma étale au-dessus de Spec Og (voir
partie 2).

Comme K(b)=K(1—b)=K (™), ce qui précede fait en réalité de (1 — b, b)
un couple de S'-unités satisfaisant 1’équation x + y = 1. Cette équation aux S-
unités a été largement étudiée et 1’on sait grace a la théorie des formes linéaires de
logarithmes borner la hauteur des solutions. De maniere précise, nous employons
ici une majoration explicite due a Gyory et Yu [2006]. Elle fait apparaitre le régu-
lateur de L que nous majorons a I’aide du discriminant A; g (résultat de Lenstra
[1992]) puis nous contrdlons celui-ci en fonction de A et €2 en utilisant le falt que
L/K n’est ramifiée qu’aux places de S’. Tout ceci conduit a h(b) < A(Sg) (voir
partie 3).

Pour la derniére étape, nous travaillons uniquement sur K. Nous pouvons alors
opérer un automorphisme de P! de sorte que 0, 1 et oo soient des points de bran-
chement de 7. Les r —3 autres se retrouvent alors étre parmi les birapports que nous
avons étudiés et dont nous avons borné la hauteur. Maintenant, comme le corps de
fonctions de Cg est une extension de Kummer de K (X), nous voyons que notre
courbe admet un modele plan (singulier) d’équation affine Y” = ]_[r_l(X — b))%
oul<ag;<p-—1letlesb; sont les abscisses des points de branchement différents de
00. Comme h(b;) < A(Sg) on majore immédiatement la hauteur (naive) de cette
équation. Les résultats de [Rémond 2010] permettent alors de contrdler un plonge-
ment de C dans P31? puis la hauteur théta de Jac C. Finalement, une comparaison
due a Bost et David (voir [Pazuki 2012]) fait le lien avec la hauteur de Faltings
(voir partie 4).

2. Bonne réduction

Nous nous placons sous les hypotheses du théoreme 1.2. Notons p = degm et
o0: Cg — Cg un générateur du groupe de Galois de mg. Si Q1, ..., Q, sont les
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points de ramification de 7 (dans C(K)), nous écrivons P; = 7 (Q;) les points de
branchement correspondants. Ils sont deux a deux distincts puisque 7~ (P;) est
un ensemble de cardinal < p sur lequel o (d’ordre p) agit transitivement donc un
singleton. Ceci revient a dire que I’indice de ramification de chaque Q; vaut p et
la formule d’Hurwitz donne donc

20 —2==2p+r(p—1) = 2e=@r-2)(p—1).

Nous excluons le cas out g =0 (puisque Jac C =0 on a A, (C) =0 et le théoreme
est trivial) donc la relation précédente fournit 3 <r <2g+2et2 < p <2g+1.
Nous utilisons quelques faits élémentaires (et classiques) sur le birapport. Le
birapport de quatre éléments distincts a, b, ¢, d d’un corps k s’écrit
c—a d—b
‘d—a

Bir(a, b, c,d) =

S

o

On I’étend immédiatement aux points distincts de P! (k) = k U {00} (par exemple
Bir(co, b, ¢, d) = (d —b)/(c —b)). On obtient toujours un élément de k \ {0, 1}. En
particulier Bir(co, 0, 1, x) = x pour tout x € k \ {0, 1}. On vérifie aussi facilement
que le birapport est invariant par un automorphisme de P'. On a encore

Bir(a, b, d, ¢) = Bir(a, b, c, d)_1 et Bir(a,c,b,d)=1—-Bir(a, b, c,d).
Enfin
Bir(a, b, ¢, d) = Bir(b, a,d, ¢) = Bir(c,d, a, b) = Bir(d, ¢, b, a),

ce qui entraine que les 24 birapports formés en permutant a, b, ¢, d prennent au
plus 6 valeurs.
Nous formons I’ensemble des birapports des points P; de P!'(K) :

B ={Bir(P;, P, Py, Pp) |1 <1i, j, k, £ <r deux a deux distincts}.

et

Par ce qui précede, Card B < 6(2) et R est stable par les involutions x — x~
x — 1 —x. De plus, comme 7 est défini sur K, I’ensemble { Py, ..., P.} est stable
sous ’action de Gal(K/K) et il en va donc de méme de %. En particulier tout
élément de %R est de degré au plus 6(2). Bien entendu, si r = 3, ’ensemble & est
vide et ’on peut passer directement a la partie 4.

Pour toute extension finie L de K on note S; ’ensemble des places de L qui
divisent une place de S ou p. L’objectif de cette partie consiste a montrer 1’énoncé

suivant.

Proposition 2.1. Pour tout b € B, I’extension K (b)/K est non ramifiée en dehors
de Sk ) et b est un Sk -entier.

Bien entendu, pour établir ceci, nous pouvons nous contenter d’exhiber une
extension K’ de K non ramifiée en dehors de Sk, contenant b comme Sk/-entier.
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C’est ce que nous faisons en choisissant pour K’ la plus petite extension de K
sur laquelle tous les points Q; sont rationnels. Vu la définition, nous avons bien
% C K'. Fixons ensuite une place finie v’ ¢ Sx de K'; notons O, son anneau
de valuation, v = V'|g et O, = O, N K. Pour conclure, il nous suffit de montrer
sous ces hypotheses que O, /0, n’est pas ramifiée et B C O,. Ces deux propriétés
vont résulter de 1’étude de différents modeles sur O, et O, que nous introduisons
maintenant.

Tout d’abord, puisque v € S, la courbe C — Spec K s’étend en un morphisme
projectif lisse € — Spec 0. De plus le lieu de ramification de 7 est un sous-K -
schéma Y de C et nous considérons son adhérence Y C € (sous-schémas fermés
réduits). Nous notons ensuite C’, Y’, 6’, ¥’ I’extension de ces objets & K’ ou 0.
Par définition de K’, le schéma Y’ >~ Spec (K')" est I’union des points rationnels
Q1, ..., Q,. Ecrivons encore J' la jacobienne de C’ et $' son modele de Néron
sur 0. Nous plongeons C’ dans J' a I’aide du point rationnel Q (application
O+ (Q)—(Q))) et ce morphisme C’ — J' s’étend de maniére unique en ¢’ — ¢’
par la propriété de Néron.

Nous pouvons alors énoncer le lemme-clef de cette partie (comparer avec les
arguments de Oort [1974], lemmes 2.1 et 2.2, dans le cas hyperelliptique).

Lemme 2.1. Le morphisme %' — Spec O, est étale.

Démonstration. Nous avons *(P;) = p(Q;) en termes de diviseurs sur C’ donc
p(Qi) = p(Q;) pour I < i, j < r. Par suite p((Q;) — (Q1)) = 0 dans J" pour
1 <i <r etceci signifie exactement que Y’ — C’ — J' se factorise a travers le sous-
schéma J ), noyau de la multiplication par p dans J'. Comme Y’ et J,, sont discrets
et réduits, I'immersion a: Y’ — J 1/, est a la fois ouverte et fermée. Maintenant
I’hypothése v’ & Sk assure que le corps résiduel de O,y n’est pas de caractéristique
p donc };, est étale sur O,. En particulier, chaque composante connexe de };,
est intégre et coincide donc avec I’adhérence (dans $’) d’un point de J ]/,. Ainsi a
s’étend en une immersion ouverte et fermée Y' — §7, (si &’ est une composante
connexe de }’p, les seuls sous-schémas fermés de #’ qui induisent un sous-schéma
ouvert sur la fibre générique sont & et %’). Une immersion ouverte étant étale, il
en va de méme de V'. O

Nous pouvons d’ores et déja déduire de ce lemme la propriété de non-rami-
fication. En effet, il entraine que ¥ est étale sur Spec 0, et ceci signifie exactement
que, dans chacun des corps résiduels des points de Y, la place v ne se ramifie pas.
Or, par définition, K’ est le compositum de ces corps donc 0,/ /0, est effectivement
non ramifiée.

Soit maintenant K” une extension finie de K’ sur laquelle 1’automorphisme o
fixé plus haut est défini. Soit v” une place de K” au-dessus de v’. Nous notons C”,
J", 6", YY" et $" les extensions de C’, J/, €', ¥ et $ a K" ou 0,+. Nous notons
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par la méme lettre I’automorphisme o : C” — C” et son extension en un auto-
morphisme J” puis de $” (par propriété de Néron) et enfin de 6" (par restriction
a I’adhérence de C” dans $”). Bien entendu, a chaque étape, o vérifie 0¥ = id.
Notons G le groupe d’automorphismes de €¢” engendré par o.

Lemme 2.2. Le quotient €"/ G existe et est isomorphe a P e

Démonstration. Pour I’existence, d’apres le théoreme 4.12 de [Lgnsted et Kleiman
19791, il suffit de vérifier que G agit fidélement sur la fibre spéciale de 6”. Si ce
n’était pas le cas, o induirait I’identité sur cette fibre spéciale €/ donc également
sur celle de $” notée $7. Ceci est absurde car pour un schéma abélien 1’application
de restriction End $” — End $7 est toujours injective (voir [Lang 1983] page 45).
Notons donc ? = 6" /G ce quotient et P; sa fibre spéciale qui est une courbe lisse
de genre g’. Le revétement €, — P, de groupe G a au moins r points de ramifi-
cation : ceux de la fibre spéciale du schéma %”. Par suite la formule d’Hurwitz (il
n’y a pas de ramification sauvage) donne

26-2=pQ¢' -2 +r'(p—-1) <= 2pg'+G" —r)(p—1)=0

ol r’ > r est le nombre de points de ramification. On conclut ' = r et g’ = 0.
Ainsi P est une famille de courbes de genre O et elle admet une section : il suffit de
considérer un point de branchement (en d’autres termes la composée d’une section
de " avec Y — €¢” — P). La proposition 3.3 de [Lgnsted et Kleiman 1979] assure
alors que % >~ P(€) pour un faisceau localement libre € de rang 2 sur Spec 0.
Par principalité de O,, ce faisceau € est libre donc P ~ IP’(%,U”. O

Nous déduisons facilement 8 C O, de cet énoncé. Il fournit en effet un mor-
phisme €¢” — [Fl’é ,, dont la fibre générique coincide avec I’extension de 7 a K"
modulo un automborphisme de Pk,,. Comme un tel automorphisme ne modifie pas
I’ensemble 9B, nous pouvons considérer que Py, ..., P, sont les points de branche-
ment de ce morphisme. Quitte a faire un automorphisme de IP’(% , hous supposons
méme P; = co. Comme les points de branchement sont toujovurs distincts dans
la fibre spéciale (cela vient encore de ce que YY" est étale et fixé par o), nous en
déduisons que P; =(e;: 1) oue; €0y, i >2 (car Pf=00=(1:0)) puise; —e; € @://
si 2 <i < j. Alors chaque élément de % s’écrit

e; — € e —e . €r—¢€j
e —e¢; ej—e; ep—¢e

(selon que P; apparait ou non) avec i # j et k # £. Ceci entraine clairement B C O,
puis B C O,» N K’ = O, et termine donc la démonstration de la proposition 2.1.
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3. S-unités, régulateurs et discriminants

L’ objectif de cette partie est d’établir la majoration suivante de la hauteur des
éléments de %RB.

5
Proposition 3.1. Pour tout b € B, on a h(b) < A(Sgg) .

Nous fixons donc un élément b de % et notons L = K (b) ainsi que S’ = S;. Nous
désignons par d, R et h le degré de L (sur Q@), son régulateur et son nombre de
classes. En vue d’appliquer le résultat de Gy&ry et Yu [2006] nous écrivons encore s
pour le cardinal de S’ U{ places infinies }, Ry pour le S’-régulateur de L et P pour
le maximum des Ny ,o(p), p € S". Nous abrégeons aussi log* x = max(1, logx)
pour x > 0.

Lemme 3.1. La hauteur de b est au plus
25(16sd)* ™ PRy (1 +1og* Rg/ log* P).

Démonstration. Nous appliquons la proposition 2.1 aux quatre éléments b, b=,
1—bet(1—>b)"!de B. Ce sont donc des S -entiers et donc des S’-unités. Le
couple (b, 1 — b) appartient a {(x, y) € (@f;,)z | x +y = 1} donc nous pouvons
lui appliquer le théoréme principal de [Gy6ry et Yu 2006] avec o« = 8 =1 et
H = 4. Nous obtenons alors la borne de I’énoncé en majorant log(2s) < +/2s et
log*(2d) < +/2d puis 7s +29 < 8s +27 dans I’exposant de 2. O

Nous estimons maintenant les quantités apparaissant dans cette formule. Notons
E un majorant de [L : K]. Nous choisissons E > 2 pour simplifier les calculs (in
fine nous majorerons E par 6(2)). On pose u = EQ2/log 2.

Nous avons facilement d < ED < u et

log N
SSZED+ZE§2ED+ZEMZM

peS peS log 2

caril y aau plus E D places au-dessus de p, E D au-dessus de oo et E au-dessus de
chaque place de S. De maniére analogue, P <max(p£P,2). Pour le §’-régulateur,
nous avons

Ry <hR [ ] log NLja(p') < hR(log P)*
p/ES/

ou la premiére inégalité vient du lemme 3 de [Bugeaud et Gy6ry 1996]. Pour ma-
jorer hR, nous employons une estimation de Lenstra [1992, théoréme 6.5]. Elle
entraine

hR <|Arjol'?(og* |AL) P!
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La forme faible hR < |Ayq|EP/? permet de majorer

log* log* P

log* Ry
825 <1 tlog'(1ALs0lFP?) + s log* P

log* P —

<2u log* |AL/@|.

En rassemblant les différents termes, il vient
h(b) < 2"u(@u)*** P(log P)"|Ar/al*(log" |AL @) P

Nous faisons alors intervenir P < p“, log P < pu etsi x > 1

(log* x)EP < (ED)EP /2
(écrire log y < ./y pour y = x'/EP). Nous aboutissons a

h(b) < 216u(4u)4u+8p2uu2u|AL/@|

puis, en tirant parti de u >4, a

h(b) < (4w)™ p*|Apjal.

Pour majorer le discriminant de L, nous devons faire intervenir le fait que L/ K
est non ramifiée en dehors de S’ (proposition 2.1). Notons pour cela 9 1’ensemble
des caractéristiques résiduelles des places de §’. Un résultat de Serre [1981, pro-
position 4, page 129] s’écrit avec les présentes notations :

log|ALjal < Elog A+ D(E—1)) logt + (Card Q) ED log E.
L€l

Ici Card2 <),y logl +1 < Q+1log p et donc
log|Apjal < Elog A+2ED(2+1log p)log E.

Nous majorons ensuite (quelque peu brutalement) D par €2 dans cette formule,
u par 3EQ/2 et Qlog Q par Q> pour obtenir

log h(b) < 14EQ1og 6E + 14EQ* +3EQlog p
+ Elog A+2EQ*log E + 2EQ(log p)(log E)
< 63EQ*(log* p)(log* E) + E log A
<2°E(log Ag)(log* p)(log* E).

Pour terminer la preuve de la proposition 3.1, nous vérifions (élémentairement)
2°E(log" p)(log” E) < (8g)°

alaidede E <6(}),r <2g+2etp<2g+1.
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4. Hauteur de la courbe

Dans cette derniere partie, nous oublions entierement le corps K pour ne tra-
vailler que sur K. Aussi utilisons-nous les notations 7 : C — P! pour désigner
I’extension des objets précédents. Quitte & composer m avec un automorphisme
de P!, nous supposons que 0, 1 et oo font partie des r > 3 points de branche-
ment. Par suite, les r — 3 autres appartiennent a I’ensemble %. Nous notons aussi
H > 1 la borne que nous avons obtenue pour la hauteur des éléments de %B (voir
proposition 3.1).

Le corps des fonctions de C est une extension galoisienne de K(X) (corps des
fonctions de P!) de groupe Z/pZ. Comme K (X) contient les racines p-iémes de
I’unité, il s’agit d’une extension de Kummer et donc il existe une fraction ration-
nelle non nulle F € K (X) telle que le corps des fonctions de C soit isomorphe

a
KX)[Y1/(Y? — F(X)).

Bien entendu, nous pouvons modifier dans cette assertion F par une puissance
p-ieme ce qui permet de supposer que F est un polyndme unitaire dont toutes les
racines sont de multiplicité au plus p — 1. Ecrivons

t

FX) =[x —b)®

i=1

ol by € K et 1 < a; < p — 1. Notre courbe C est I’'unique courbe projective
lisse birationnelle a la courbe affine Cy d’équation Y? = F(X) et w se factorise
a travers Cp — A!, (X,Y) — X. Ceci entraine immédiatement que les points de
branchement de 7 sont contenus dans {by, ..., b;, oco}. Réciproquement chaque b;
correspond a un point de branchement car il est I'image d’un unique point de la
normalisée de Cy (localement pour la topologie étale Cy est isomorphe a la courbe
Y? = X% dont la normalisée est A!). Par conséquent b; € B U {0, 1} et donc
h(b;) < H. Ceci montre aussi t =r — 1.

Notons a présent G le polynome Y? — F(X) de K[X, Y]. Nous estimons son
degré

deg G <max(p, (r — )(p—1) <2 —=2)(p— 1) =4g

et sa hauteur naive (celle du point projectif formé par ses coefficients, voir [Rémond
2010])

r—1
hoo(G) = hoo(F) < (deg F)log2+ ) “aih(b;) <TgH.
i=1
Par conséquent, le théoreme 1.5 de [ibid.] affirme qu’il existe un plongement
de C dans IP% de degré au plus 8g(2g — 1) et de hauteur (au sens de la hauteur
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projective d’un fermé de P?)
h(C) < (49)*" (42 H +9(42)) < (49)“O H — 1.

Nous pouvons ensuite passer a la hauteur théta de la jacobienne de C grace au
théoreme 1.3 de [Rémond 2010]. L’entier m y apparaissant est majoré par

4g —2+16g(2g —1) < 32g>

de sorte que, en écrivant hg = héd') (Jac C, Ogym) la hauteur théta associ€e au plon-
gement théta donné par le diviseur 16®gyy, (voir encore [ibid.]), nous avons

hy < (32g2)640g288+32g3H < 23360-g383H

(en utilisant 32g% < 2%%). Le résultat de [Pazuki 2012] compare hy (correspondant
ar =4 dans cet article) et la hauteur de Faltings stable :

hEa(C) < 2hg +2C1log(2 + max(1, hy))

pour une constante C; dont on vérifie facilement qu’elle satisfait 248 < Cy <2108,
En particulier, si hg < 3€ et ¥ > C12 alors hp,(C) < 4. Ceci est trés largement
vérifié pour # = 23360-¢% i1 On en déduit hpa (C) < 233628 *8° . Une élémentaire
étude de fonction donne g38g < 823 -98 et, comme 3362 - 823 < 222 cela termine
la démonstration du théoréme 1.2.

Remarque. Nous avons établi une majoration de la forme A, (C) < c(g) H pour
une valeur explicite de c(g). Cette derniere ne prétend aucunement étre optimale
et peut trés certainement €tre améliorée. Une méthode pourrait étre de raffiner la
preuve de [Rémond 2010] dans le cas d’un polyndme particulier comme G. Une
autre approche consisterait a travailler plus directement avec la hauteur de Faltings,
par exemple en essayant d’expliciter une base des formes différentielles globales
sur notre courbe.
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