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Induction parabolique et (¢, N)-modules

Christophe Breuil

Soit L une extension finie de Q, et B un sous-groupe de Borel d’un groupe
réductif déployé connexe G sur L de centre connexe. On définit un foncteur
contravariant et exact a droite de la catégorie des représentations lisses de B(L)
sur Z/p™Z vers la catégorie des limites projectives de (¢, I')-modules étales
(pour Gal(Q »/Qp)) sur Z/p™Z. On montre que ce foncteur est insensible a
I’induction parabolique et que, restreint aux représentations de longueur finie
dont les constituants sont des sous-quotients de séries principales, il est exact
et donne de “vrais” (¢, I')-modules. Par passage a la limite projective, on en
déduit que, convenablement normalisé, il envoie la G (Q,,)-représentation IT (p)°d
de Breuil et Herzig (Duke Math. J. 164:7 (2015), 1271-1352) vers le (¢, I')-
module de la représentation (L®|§c,, Y 6 p de Gal(@ »/Q,), reliant ainsi les
deux constructions de loc. cit.

Let L be a finite extension of Q, and B a Borel subgroup of a split reductive
connected algebraic group G over L with a connected center. We define a right
exact contravariant functor from the category of smooth representations of B(L)
over Z/p™Z to the category of projective limits of étale (¢, I')-modules (for
Gal(Q »/Qp)) over Z/p™Z. We show that this functor is insensitive to parabolic
induction and that, when restricted to finite length representations with all con-
stituents being subquotients of principal series, it is exact and yields “genuine”
(¢, I')-modules. By a projective limit process, we deduce that, conveniently nor-
malized, it sends the G(Q,)-representation I1(p)°" of Breuil and Herzig (Duke
Math. J. 164:7 (2015), 1271-1352) to the (¢, I')-module of the representation
(L®|3 cs Yord o p of Gal(Q »/Qp), thus connecting the two constructions of loc. cit.
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1. Introduction

Soit p un nombre premier, L une extension finie de @, et B un sous-groupe de
Borel d’un groupe algébrique réductif déployé connexe G sur L de centre connexe.
L’ objectif de cet article est d’une part de construire un foncteur de la catégorie des
représentations lisses de B(L) sur des O /(wg')-modules (ol E est une extension
finie quelconque de Q, d’anneau d’entiers O, wg € Of une uniformisante et
m > 1 un entier fixé) vers les pro-(¢, I')-modules étales sur O /(w7 ) (= les limites
projectives de (¢, I')-modules étales usuels pour Gal(Q »/Q)p) a coefficients dans
Og/(w})), d’autre part de montrer que ce foncteur, convenablement tordu et apres
un passage 2 la limite projective, envoie la G(Q,)-représentation I1(p)° de [Breuil
et Herzig 2015, §3.4] (pour p une représentation de Gal(Q »/Qp) sur E “générique
ordinaire” comme dans [loc. cit.]) vers le (¢, I")-module du dual de la représentation
(L®|§Cp)°rd opde Gal(@p/@p) ([Breuil et Herzig 2015, §2.5]), réalisant ainsi I’un
des espoirs de [Breuil et Herzig 2015].

Rappelons brievement I’histoire, encore courte, du sujet. Il a été tres tot re-
marqué (voir, e.g., [Breuil 2003]) que la correspondance de Langlands modulo
p pour GL,(Q,) devait attacher aux représentations réductibles de dimension 2
de Gal(Q »/Qp) des représentations lisses de GLo(Q,) également réductibles et
génériquement de longueur 2 (en fait des extensions - éventuellement scindées -
entre deux séries principales), montrant ainsi une différence fondamentale d’avec
la correspondance locale classique. Ce phénomene a été expliqué par Colmez qui a
construit dans [Colmez 2010] un foncteur exact de la catégorie des représentations
lisses de longueur finie de GL»(Q,) sur des O /() )-modules (la définition ne
nécessite en fait que I’action du Borel B(Q,)) vers la catégorie des (¢, I')-modules
étales sur Og /(w7 ), qui elle-méme par un résultat de Fontaine [1990] est équiva-
lente 2 la catégorie des représentations de longueur finie de Gal(Q »/Qp) sur des
Og /(@ )-modules. Ce foncteur exact envoie une série principale de GL,(Q),) vers
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un caractére de Gal(@ »/Qp), et donc une extension entre deux séries principales
vers une représentation réductible de dimension 2 de Gal(Q@ »/@Qp). Un peu plus tard,
Schneider et Vignéras [2011] ont proposé un é-foncteur étendant les constructions
de [Colmez 2010] a un groupe algébrique réductif déployé connexe G comme au
début, mais a valeurs dans des catégories de (¢, I')-modules a plusieurs variables.
Malgré quelques résultats (voir, e.g., [Zabradi 2011; Ollivier 2014]), le §-foncteur
de Schneider et Vignéras reste a ce jour plutét mystérieux.

Dans [Breuil et Herzig 2015], les auteurs ont associé a une représentation modulo
p (resp. p-adique) suffisamment générique p de dimension n de Gal(Q »/Qp) a
valeurs dans le Borel une représentation modulo p (resp. continue unitaire p-
adique) de longueur finie I1(p)°™ de GL,(Q ») dont les constituants sont tous des
séries principales (en fait la construction de IT(p)°™ est valable avec un groupe
réductif déployé connexe de centre connexe et de dual de centre connexe). La bonne
représentation I1(p) de GL,(Q),) associée a p par une hypothétique correspondance
locale modulo p (resp. p-adique) n’est pas connue si n > 2, mais IT(p)° devrait
étre sa plus grande sous-représentation formée de séries principales. On sait par
exemple dans de nombreux cas que IT(p)° apparait dans des espaces de formes
automorphes modulo p (resp. p-adiques), cf. [Breuil et Herzig 2015, §4] ou [Berg-
dall et Chojecki 2014]. Un point fondamental est que la construction de IT(p)°™
semble fonctoriellement reliée plutdt a une sous-représentation explicite de la
représentation galoisienne ®f’;11 /\i p qu’a la représentation p elle-méme (si n > 2).
Une question ouverte posée dans [Breuil et Herzig 2015, §3.5] est de savoir s’il
existe un foncteur exact généralisant le foncteur défini par Colmez pour GL,(Q),)
et qui envoie l'I(,o)"rd sur le (¢, I')-module de cette sous-représentation (2 torsion
pres par un caractere). Il n’est pas clair que le -foncteur de Schneider—Vignéras,
au moins tel que, satisfasse cette condition.

Dans le présent article, on propose une nouvelle généralisation du foncteur de
Colmez, dont la définition est relativement simple et naturelle, et qui envoie bien
I1(p)° sur le (¢, I')-module de la sous-représentation voulue de ®;‘;11 /\ip (a
twist pres). En général ce foncteur est a valeurs dans les pro-(¢, I')-modules étales
de Fontaine. Ses relations avec le §-foncteur de Schneider—Vignéras ont commencé
a étre étudiées par Erdélyi et Z4bradi [2014].

Expliquons brievement la définition du foncteur de cet article, qui combine des
idées de Colmez [2010], Emerton [2008; 2010], Schneider—Vignéras [2011] et
Schraen [2012-14; 2015]. Soit N le radical unipotent de B, on choisit d’abord
un sous-groupe ouvert compact Ny de N (L) totalement décomposé (cf. § 3), un
morphisme de groupes algébriques £ : N — G, qui se factorise par [ [, ¢ No
et qui est non nul sur chaque facteur N, (ou S désigne les racines simples de
(G, B, T) et N, € N le sous-groupe radiciel de la racine «) et des cocaracteres
fondamentaux (Ayv)ges € XV(T)S (qui existent car G est de centre connexe).
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Soit N; = Ker(Ny L p Doy, Qp)eté =3 cgrev € X'(T). Si m est une
représentation lisse de B(L) sur un Of /(z')-module, alors M est naturellement
muni d’une structure de Og /(@ g ) [No/N111= O /() [ X -module, d’une action
lisse de Z; via I’action de & (Z;) sur v (qui préserve w™) et d’'un endomorphisme
O /(wg ) [ X]-semi-linéaire F' donné par I’action de Hecke de &(p) sur M ala
maniére de [Emerton 2010] (mais avec N; au lieu de Ny). Si M C 7™¥1 est un sous-
O /() X[ F]-module de type fini qui est admissible comme O /(w )[ X -
module (i.e., tel que {m € M, Xm = 0} est un O /(ww} )-module de type fini)
et stable par Z;, alors la méme preuve que dans [Colmez 2010] montre que
MY[1/X]= HomoE/(E,g) (M, Og/(wg))[1/ X] est naturellement muni d’une struc-
ture de (¢, I')-module étale sur Og /(w'). On définit alors (voir §3) :

Dy (m) € lim(Homo, /wm (M, O /(@ ))[1/ X))
M

la limite projective étant prise sur les sous-Of /(g ) [ X ][ F]-modules de type fini
M de 7' admissibles comme Of / () [ X -modules et stables par Z;j.

On peut aussi définir Dé_.v (7r) comme la limite projective des Og /(zw ) [ XT[1/ X ]-
modules quotients de HomoE/(wgl)(T[Nl, Of/(wg))[1/X] qui sont des (¢, I')-
modules étales, voir le (iii) de la remarque 5.6.

Cette définition, assez simple et directe, a quelques inconvénients, par exemple
j’ignore en général quand Dg (r) est non nul ou quand c’est un “vrai” (¢, I')-
module (étale). Par ailleurs, contrairement au cas de GL(Q),), il est impossible en
général de retrouver m a partir de DEv (r), comme le montre déja le cas des séries
principales (cf. Exemple 7.6). Mais elle a aussi des avantages car elle permet de
montrer les résultats suivants :

@) DEv transforme une suite exacte 0 — 7’ — 7w — 7’ de représentations lisses
de B(L) en une suite exacte Dg/(ﬂ’//) — Dg(n) — D;(JT/) — 0 (i.e., DEv
est contravariant exact a droite), cf. proposition 3.2 ;

(i1) DSv est insensible aux inductions paraboliques, i.e., Dsv (IndgfL()L) Tp)

ng (rp) ou P est un parabolique de G contenant B, P~ le parabolique

~

opposé et wp une représentation lisse du Levi L p(L), cf. Théoréme 6.1 ;

(ii1) ng est exact et donne de “vrais” (¢, [')-modules étales lorsque restreint a la
catégorie abélienne des représentations de longueur finie de G (L) dont les
constituants sont des sous-quotients de séries principales, cf. corollaire 9.3.

(Et bien sir Dév ne dépend a isomorphisme pres que de &, cf. § 4, et coincide
a normalisation pres avec le foncteur défini par Colmez [2010] lorsque G (L) =
GL,(Q)), cf. proposition 3.2). Par un passage a la limite projective, la propriété
(ii1) permet d’étendre facilement DSv a la catégorie abélienne des représentations
continues unitaires topologiquement de longueur finie de G(L) sur E dont les
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constituants sont des sous-quotients de séries principales continues unitaires, cf. §9.
Une motivation a I’origine de la définition de DSV ci-dessus est de se débarrasser
des constructions par “intersection” dont le comportement par suite exacte courte
semble en général problématique, cf. par exemple [Schneider et Vignéras 2011,
§2]. Une deuxieéme motivation provient des calculs de Schraen et Morra ([Morra et
Schraen > 2015; Schraen 2012-14], cf. la remarque 3.3). Une troisieme motivation
est la propriété (ii) ci-dessus, suggérée par les constructions de [Breuil et Herzig
2015]. En fait, les propriétés (ii) et (iii), combinées avec une compatibilité de Dg
au produit tensoriel (dont la preuve occupe le § 5, cf. proposition 5.5) et un passage
a la limite projective, permettent de répondre a une question importante de [Breuil
et Herzig 2015, §3.5] qui avait motivé les constructions de [loc. cit.] (on renvoie au
§9 pour plus de détails et pour un énoncé totalement précis) :

Théoreme 1.1 (cf. corollaire 9.8). Supposons que L = Q, et que le dual GdeGa
un centre connexe. Soit

p:Gal(Q,/Q,) — B(E)

une représentation continue générique au sens de [Breuil et Herzig 2015, §3.3]
oil B est le Borel dual de B et soit I1(p)° la représentation de G(Q p) associée a
p construite dans [loc. cit] (extension successive convenable de séries principales
continues unitaires). Alors a torsion prés on a un isomorphisme de (¢, I')-modules
étales sur E :

Dé__v(l'l(p)ord) = (¢, I')-module du dual de ((L®|§Cp yord o ,o)

out L? est le produit tensoriel des représentations algébriques fondamentales de
G sur E, Bc, le plus petit sous-groupe fermé de B contenant I'image de p et
(L‘X’h,?cp)ord la “partie ordinaire” de L®|§cp (cf. [Breuil et Herzig 2015, §2.3]).

La méme preuve (en plus simple) donne également une version en caractéristique
p de ce théoreme.

Bien entendu, on ne peut gueére espérer faire de progres substantiels sur ng
sans avancer dans la compréhension des supersingulieres de G(L) sur O /(@wE)
lorsque G(L) # GL»(Q),), comme le montre par exemple la propriété (ii) précé-
dente combinée avec le résultat principal de [Abe 2013; Herzig 2011] (cf. aussi la
remarque 8.7 et [Morra et Schraen > 2015]). On peut par contre poser plusieurs
questions naturelles sur le foncteur D), voir la remarque 3.3 pour deux d’entre elles.
Je mentionnerai ici juste le sentiment suivant : 1’exactitude de Dg en restriction a
la sous-catégorie des représentations de G (L) dont les constituants sont des sous-
quotients de séries principales (propriété (iii) ci-dessus, cf. aussi corollaire 9.2)
suggere que cela pourrait étre vrai plus généralement.
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Voici les principales notations de I’article. Dans tout le texte, L (le corps de base)
et E (le corps des coefficients) sont deux extensions finies quelconques de Q. On
note O, Of leurs anneaux d’entiers respectifs, @r € O une uniformisante de O
et kg = Og/(wE) son corps résiduel. On normalise I’application de réciprocité de la
théorie du corps de classes local de sorte que les Frobenius géométriques s’envoient
sur les uniformisantes. On désigne par ¢ le caractere cyclotomique p-adique.

Si A=Og/(wy) (pour un entier m > 1) et H est un groupe analytique p-adique
compact, on note A[[H] I’algebre d’Iwasawa de H a coefficients dans A. Si M
est un A-module, on note MY & Homyu (M, A) le dual algébrique. Si m est une
représentation lisse d’un groupe analytique p-adique sur un A-module, on commet
souvent (toujours) I’abus de notation d’identifier = et son A-module sous-jacent.

On munit A[LX][1/X]d’une action A-linéaire de Z par a(S(X))& S((1+X)*—
1) et d’un endomorphisme de Frobenius A-linéaire ¢ par ¢ (S(X ))@fS (1+X)P-1)
qui commute a Z; (aeZ%, S(X) e A[X][1/X]). Ces actions respectent le sous-
anneau A[X]. On appelle (¢, [')-module de longueur finie un A[X]|[1/ X ]-module
de longueur finie D muni d’un endomorphisme ¢ : D — D tel que ¢(S(X)v) =
@(S(X))p(v) et d’une action continue de I' => Z; (pour la topologie X-adique
sur D) commutant a ¢ telle que a(S(X)v) = a(S(X))a(v) (S(X) € A[X]I[1/X],
vED,aeZ;). Onditqu'un (¢, I')-module de longueur finie D est étale si I'image
de ¢ engendre D comme A[[X][1/X]-module, ou de maniere équivalente si 1’on
a un isomorphisme Id ®¢ : A[X][1/X] ®g, arxqii/x1 P = D. La catégorie des
(¢, I')-modules de longueur finie étales est abélienne et équivalente a la catégorie
des représentations continues de Gal(Q@ »/Q)p) sur un A-module de longueur finie
[Fontaine 1990]. On la note ®T.

2. Les A[ X[ F]-modules de torsion sur A[XT]

On donne quelques définitions et résultats préliminaires sur les A[[ X [|][ F']-modules
qui sont de torsion sur A[X].

On fixe un entier m > 1 et on pose AL Og/(@). On note A[X][F] I’algebre
non commutative des polyndmes en F a coefficients dans les séries formelles A[[ X ]|
avec FX = ((1+4 X)? —1)F. Rappelons qu'un A[[ X]]-module M est de torsion si
tout sous-A[[ X ]l-module de type fini est de type fini sur A et qu'un A[ X ]]-module
de torsion est admissible si M[X] gef {m e M, Xm = 0} est de type fini sur A (de
maniere équivalente M[X"] det {m e M, X"m =0} est de type fini sur A pour tout
entier n > 0). De méme un A[F]-module est de torsion si tout sous-A[ F']-module
de type fini est de type fini sur A. Nous ne considérons dans cet article que des
A[X][F]-modules M qui sont de torsion comme A[[ X []-modules (que 1’on appelle
A[[X][F]-modules de torsion sur A[ X]]), et parmi eux ceux vérifiant en particulier
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les conditions :
iM est de type fini comme A[ X[ F]-module o
M est admissible comme A[[ X ]]-module.
Rappelons que, A[X][F] n’étant pas noethérien, un sous-A[ X [|[ F]-module
d’un A[X][F]-module de type fini n’est pas de type fini en général.

Lemme 2.1. (i) Si M est un A[X ][ F]-module de torsion sur A X] vérifiant les
conditions (1), alors tout A[ X ][ F]-module sous-quotient de M vérifie (1).

(i1) Si N est un A[ X[ F]-module de torsion sur A[X] et M, M' C N sont deux
sous-A[[ X[ F1-modules vérifiant (1), alors M + M’ vérifie aussi (1).

Démonstration. Le (ii) découle du (i) et du fait que M & M’ vérifie (1). Le (i)
découle de [Emerton 2008, Proposition 3.3] aprés un dévissage pour se ramener a
A=kg. O

Définition 2.2. On dit qu'un A[X][F]-module de torsion sur A[X] satisfait la
propriété Ad (pour Admissible) si tout sous-A[[ X ][ F]-module de type fini est
admissible comme A[[ X ]]-module.

Lemme 2.3. Soit N un A[X][F]-module de torsion sur A[X] qui satisfait la
propriété Ad.

(1) Tout A X[ F]-module sous-quotient de N satisfait la propriété Ad.
(i1) Le A[F])-module N/ XN est de torsion.

Démonstration. (i) C’est clair pour un sous-A[[ X [|[ F]-module. Pour un A[X][F]-
module quotient N de N, il suffit de relever dans N des générateurs d’un sous-
A[X][F]-module de type fini de N et d’appliquer le (i) du lemme 2.1. Un sous-
quotient étant un quotient d’un sous-objet, cela montre (i).

(i) Soit v € N/ XN, il faut montrer que le sous-A[F]-module A[F]v de N/XN
engendré par v est de type fini sur A. Par un dévissage facile (notons que tout
sous-A[F]-module de A[F]v est de type fini sur A[F]), on peut supposer A =
kg. Soit 0 € N qui releve v, alors le kg [ X][F]-sous-module kg[[X[F]0 de N
engendré par ¥ est admissible comme kg[[ X ]-module par hypothése. Par [Emerton
2008, Proposition 3.5], le kg[F]-module kg [ X[ F10/ Xke [ X[ F]10 est de torsion.
Comme on a une surjection kg[F]-linéaire kg [ XN[F10/ Xkg[X[F]0 — kg[F]v,
il en est de méme du kg [ F]-module kg[F]v. |

Notons qu'un A[[ X ][ F]-module de torsion sur A[[ X ] qui est aussi de torsion sur
A[F] satisfait en particulier la propriété Ad (puisque tout sous-A[ X ][ F]-module
de type fini est dans ce cas de type fini sur A).

Lemme 2.4. Soit 0 — M’ — M — M" une suite exacte de A[ X]|[F]-modules de
torsion sur A[[X]) tels que M est de type fini sur A[X||[F] et M" est admissible
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comme A[[X]-module. Supposons que M’ satisfait la propriété Ad, alors M’ est
un A[[X1-module admissible et un A X[ F]-module de type fini, et M est un
A[[XT-module admissible.

Démonstration. Par le (i) du lemme 2.1 il suffit de montrer que M est un A[X -
module admissible. Quitte a remplacer M” par I’'image de M (encore le (i) du
lemme 2.1), on peut supposer que la suite est exacte a droite. Par un dévissage
facile (utilisant le (i) du lemme 2.3) on se ramene au cas A = kg. On a une suite
exacte courte de kg [ F]-modules :

0—> M/ MNXM)— M/XM— M"/JXM" — 0.

Comme M’/ XM’ est un kg[F]-module de torsion par le (ii) du lemme 2.3, il en est
de méme du quotient M’/ (M'NX M). Comme M” est un kg [[ X ]-module admissible,
le kg[F]-module M”/XM" est de torsion par [Emerton 2008, Proposition 3.5]. On
déduit alors de la suite exacte courte ci-dessus que M/ XM est aussi un kg[F]-
module de torsion, et donc par [Emerton 2008, Proposition 3.5] que M est un
ke[ X]-module admissible. U

Lemme 2.5. Soit N' — N — N” une suite exacte de A[[ X[ F1-modules de torsion
sur A[X].
(i) Si N’ et N” sont de torsion sur A[F], alors il en est de méme de N.

(i) Si N’ et N” satisfont la propriété Ad, alors il en est de méme de N.

Démonstration. (i) est clair.

(ii) Par le (i) du lemme 2.3, on peut remplacer N’ par son image dans N et donc
supposer la suite exacte a gauche. Soit M € N un sous A[[X]|[F]-module de type
fini, M” son image dans N”, qui est un A[[X]-module admissible car N” satisfait
Ad,et MmN, qui satisfait Ad par le (i) du lemme 2.3. Alors la suite exacte
0—> M'— M — M" vérifie les hypothéses du lemme 2.4 et donc M estun A[X -
module admissible. O

Soit N un A[[X][ F]-module de torsion sur A[[X] muni d’une action A-linéaire
lisse de Z[X, vérifiant (a € 27, S(X) € A[X],n>0,ve N):
a(S(X)F"(v)) =S((1+X)* =D F"(a(v)). (2
On note M(N) I’ensemble des sous-A[ X ][ F]-modules de N stables par Z; et
vérifiant (1).

Lemme 2.6. Si M € M(N) alors MY[1/X] = Homu (M, A)[1/X] est naturelle-
ment muni d’une structure d’objet de CDFAét.

Démonstration. Cette preuve est déja dans [Colmez 2010] ou [Emerton 2008]:
On munit M" d’une structure de A[[X]-module (a gauche) par (S(X) f)(m) def
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f(S(X)m), d’une action de Z par (x(f))(m) & f(x~'(m)) et d’un endomor-
phisme F par F(f)(m)d;df(F(m)) ol S(X)e A[X,xe€Z*, feMYetme M.
Noter que M"Y est un A[[X]-module de type fini puisque M est admissible comme
A[X]-module. Il faut munir M"[1/X] d’un Frobenius semi-linéaire ¢. Soit C le
conoyau de A[X] ®y, agxy) M MM, c’est un A[X]-module de type fini (car
M est un A[X][F]-module de type fini) et de torsion, donc de longueur finie. On
a donc CV[1/X] =0 d’ou on déduit une injection A[X][1/X]-linéaire, donc un
isomorphisme, entre A[X][1/X]-modules de (méme) longueur finie :

MY[1/X] = (AlXT Qg arxy M) [1/X1Z AIXT @ arxy M[1/X]1  (3)

dont I’inverse est par définition 1’application Id ®¢ (le deuxieme isomorphisme
provient de I’ 1somorphlsme A[[XT-linéaire (A[X] ®qp, apxy M)Y = ALXT @, arx]
M"Y donné par f +— Zp (14 X)?"'"'® f; ob f; € MY est défini par f;(v) &
fu1+ X)) ®v) pour v € M). On laisse le lecteur vérifier que le A[X][1/X]-

module MY [1/X] muni de I’action induite de Z; et de ¢ est bien un (¢, [')-module,
nécessairement étale par (3). U

Rappelons que A[X][1/X] est un anneau artinien, donc pseudo-compact lors-
qu’on le munit de la topologie discréte, et qu’un A[X][1/X]-module pseudo-
compact est un A[X][1/X]-module topologique isomorphe a une limite projective
lim,_, D; de A[X]I[1/X]-modules D; de longueur finie (ou de maniere équivalente
de type fini) avec la topologie de la limite projective (et la topologie discrete sur
chaque D;) pour un ensemble d’indices I préordonné filtrant quelconque. En prenant
comme morphismes les applications A[X]][1/X]-linéaires continues, on obtient
une catégorie abélienne (voir, e.g., [Gabriel 1962, §1V.3]).

Appelons (¢, I')-module pseudo-compact étale tout A[X][1/X]-module topolo-
gique D muni d’actions de Z et ¢ tel que D est topologiquement isomorphe a une
limite projective lim; _, D; comme ci-dessus ou les D; — D; sont des morphismes
dans la catégorie CIDFAét et ot I'isomorphisme est compatible aux actions de Z; et
¢ (les actions sur lim D; €tant induites par celles sur chaque D;). Le A[X][1/X]-
module sous-jacent a un (¢, I')-module pseudo-compact étale est donc en particulier
pseudo-compact. En prenant comme morphismes les applications A[X]|[1/X]-
hnealres continues qui commutent a Z; et ¢, on obtient une catégorie abélienne
CIDFA avec limites projectives exactes (la preuve est comme celle de [Gabriel 1962,
§1V.3, théoreme 3)).

Notons Mod,4 la catégorie des A[[ X[ F']-modules de torsion sur A[[X] qui sont
munis d’une action A-linéaire lisse de Z; comme en (2) (les fleches étant les
applications A[[ X ][ F]-linéaires commutant a Z[X, ). C’est une catégorie abélienne
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de manicere évidente. Si N est un objet de Mod 4, on pose :

DY(N)¥  lim (MY[1/X]). “)
MeM(N)
En particulier DV(M) = MY[1/X] € ®I'{' si M est un objet de Mod, dont le
A[X][F]-module sous-jacent vérifie (1). La proposition suivante rassemble les
propriétés de D".
Proposition 2.7. (i) Pour tout N dans Mody, DV (N) est un objet de ﬁ:t et
N — DV(N ) mdult un foncteur contravariant de la catégorie Mody vers la
catégorie CDFA

(i) Si0 — N’ — N — N’ est une suite exacte dans ModA alors DV (N") —
DY(N) — DY (N') — 0 est une suite exacte dans CIDFA

(iii) Si N est un objet de Mod de torsion comme A[F1-module, alors DY (N) =0.

(iv) Si0— N'— N — N — N est une suite exacte dans Mod, si le A[X][F]-
module N' satisfait la propriété Ad et si N est de torsion sur A[F] alors
0— DY(N") = DY(N) — DY (N’) — 0 est une suite exacte dans CI>FA

Démonstration. (i) La premiére assertion du (i) découle du (ii) du lemme 2.1,
qui montre que I’ensemble M (N) préordonné par I’inclusion est filtrant, et du
lemme 2.6. Un morphisme f : N'— N dans Mod4 induit une application M(N') —
M(N), M' +— f(M’) par le (i) du lemme 2.1. En particulier on a une inclusion
{f(M"), M'" € M(N")} € M(N). De plus le morphisme M’ — f(M’) dans Mod s
induit par fonctorialité de (-)V[1/X] un morphisme DY(f(M')) — DY(M') dans
CIDFet On en déduit des morphismes dans CIDFAt dont le premier est surjectif :

lim DY(M) — lim DY(f(M) — lim DY(M) (5
MeM(N) M'e M(N") M'e M(N")

d’ou la fonctorialité de DV.

(i1) En remplagant N” par 'image de N, il suffit de traiter le cas ou I’application
N — N" est surjective. Si M € M(N),ona MNN’ € M(N’) par le (i) du lemme 2.1
et tous les éléments de M (N') sont de cette forme (car M(N’) € M(N)). On en
déduit :

DY(N)Z lim DY(MNN). (6)

MeM(N)

Soit f la surjection N — N”, pour tout M € M(N) on a en particulier une suite
exacte dans Mody, :

0> MNN —- M- f(M)—0
d’ou on déduit une suite exacte dans CIDI“Ift :

0— DY(f(M))— DY(M)— DY(MNN')— 0.
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puisque dans ce cas DY (-) = Homy (-, A)[1/X] est un foncteur exact (rappelons
que A = Og/(wg')). Par exactltude des limites projectives dans @FA , on obtient
encore une suite exacte dans CIDFA :

0— lim DY(f(M))— lim DY(M)— lim D'(MNN')—0
MeM(N) MeM(N) MeM(N)

d’ou on déduit une suite exacte DY (N”) — DY(N) — DY (N') — 0 dans ﬁ:t par
(6) et la surjectivité de la premiere fleche en (5) appliquée a f : N — N”.

(iii) Tout M dans M (N) est alors un A-module de type fini, d’ot MY[1/X]=0 et
donc DY(N) =lim DY(M) =

(iv) Soit f le morphisme N — N”, on a deux suites exactes 0 - N’ — N —
f(N)—>0et0— f(N)—> N”— N" dans Mod,. Par (ii) appliqué a0 — f(N) —
N” —> N"" et (iii), on en déduit un isomorphisme DY (N”) => DY (f(N)) dans
CIDFA 11 suffit donc de montrer 1’énoncé (iv) en supposant N/ =0, i.e., en supposant
f surjectif. En procédant comme dans la preuve du (ii), on a une injection :

lim DY(f(M)) — lim DY(M)=D"(N). (7
MeM(N) MeM(N)

Soit M € M(N") et M C N un sous-A[[XJ[F]-module de type fini stable par Z;
relevant M (il en existe car f est surjectif, M est ¢ de type ﬁni sur A[X][F] et
I’action de ZX est lisse). On a une suite exacte 0 — MON' — M — M — 0ou M
est adrn1551ble comme A[ X ]-module (par définition) et ou M N N’ satisfait Ad (car
N’ satisfait Ad). Par le lemme 2.4, M est admissible comme A[X]-module, donc
est dans M(N). Ainsi ’application M(N) — M(N") induite par f est surjective
(E}\%ltli implique {f (M), M € M(N)} = M(N") et donc un isomorphisme dans
oIy -

DY(N")= lim DY(M)-= lim D"(f(M)). ®)
MeM(N") MeM(N)

En combinant (7) et (8), on voit que la fleche DY (N") — DY (N) est injective, ce
qui par (ii) acheve la preuve. (I

Si N'—- N — N” — N’ est une suite exacte dans Mod4 et si N’ et N/ sont
de torsion sur A[F], on déduit aussi du (111) et du (iv) de la proposition 2.7 un
isomorphisme DY (N") = D" (N) dans CDFA

3. Un foncteur vers les (pro-)(¢, I')-modules

On définit un foncteur contravarlant de la catégorie des représentations lisses du
Borel vers la catégorie CDFA
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On conserve les notations du § 2. On fixe pour toute la suite (G, B, T) ou G
est un groupe algébrique réductif connexe déployé sur L, B C G est un sous-
groupe de Borel (défini sur L) et 7 C B un tore maximal (déployé sur L). On
note N le radical unipotent de B. On note X (T) gef Homg (T, G,) le groupe
des caracteres algébriques de T, XV (T) def Homg, (G, T) = Homz(X(T), Z) le
groupe des cocaracteres, (X(T), R, XV(T), RY) la donnée radicielle de (G, T),
R™ C X (T) les racines positives relativement 2 B, S C R™ les racines simples et
RV+, SV les coracines correspondantes. Pour « € R, on note N, € N le sous-
groupe radiciel (commutatif) associé et, pour o € S, on fixe un isomorphisme

lo : Ny = G, de groupes algébriques sur L tel que (cf. [Jantzen 2003, §11.1.2]) :
la(tngt ™) = a(t)ig(ny) Y1 €T, ¥ng € N,. ©)

L application produit donne un isomorphisme de variétés algébriques sur L (pour
un ordre quelconque des ) [[,cz+ No = N.L’isomorphisme inverse composé
avec la projection sur [ [, ¢ Ny, vu comme groupe produit commutatif, induit une
surjection N — [[,.¢ Ne de groupes algébriques sur L. Comme dans [Schneider
et Vignéras 2011, §5] on note ¢ la composée :

ﬁV—eéI_If%x2;££3305m

qui est un morphisme de groupes algébriques sur L.

On suppose désormais que le centre Zg de G est connexe. Par [Breuil et Herzig
2015, Proposition 2.1.1] (par exemple), il existe un cocaractére & € XV (T) tel que
a o0& =1dg,, pour toute racine simple « (prendre £ =) v g Aov Ol les A,v sont
des cocaracteres fondamentaux). Un tel cocaractére n’est pas unique mais tout autre
est de la forme & + ¢ (en notation additive) ot ¢ € XY (Zg) € XY (T). On fixe un
tel cocaractere & dans la suite. Sin = ]_[aem ng € Netx e Gy,ona:

£(ng(x) =6( ] s<x>nas<x—1>)

aeRt

= ta(E@naEGTH) = D @ E(@)a(ng) = xbm).  (10)

aEeS aeS

On fixe un sous-groupe ouvert compact No C N(L) que 1’on suppose totale-
ment décomposé comme dans [Schneider et Vignéras 2011], c’est-a-dire tel que
[l4cr+ No = N induit une bijection [ [, g+ No(L) N Ny => Ny pour tout ordre
sur les o € R™. Le morphisme ¢ induit un morphisme de groupes encore noté
£ : No — L et on définit :

N1 ¥ Ker(Ny 5 L 249 @) (11)
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qui est un sous-groupe compact distingué de Ng. Lorsque N # O, i.e., lorsque
G # T, le groupe Ny/N; s’identifie a un sous-Z ,-module (libre de rang 1) de Q,,
et donc est isomorphe a Z,.

Lemme 3.1. On a:

E(Z,\{0) C{r € T(L), tNot~' < No}
et:
E(Z\O) C{r e T(L), tNit™' C N}

Démonstration. La premiere inclusion découle de (9), de I’égalité a(§(x)) = x et
du fait que Ny est totalement décomposé. La deuxieme découle de la premiere, de
(10) et du fait que la trace est Z-linéaire. U

Soit 7 une représentation lisse de B(L) sur un A-module. De maniere analogue a
[Emerton 2010, Definition 3.1.3], on munit le A[[Ng/N]-module 7N d’une action
(de Hecke) A-linéaire du monoide Z,\{0} comme suit :

xev Y mEw e 7', (12)
ni€N/EX)N1EG)

I’indice & rappelant que cela dépend du choix du cocaractere & (notons que cela a
bien un sens par le lemme 3.1). Cette action est A[[ No/N|]l-semi-linéaire car on
vérifie que ’'on a :

X ¢ (Z ai[ni])v = (Z aj [S(x)nisoc—l)])(x £ V)

pour x € Z,\{0}, > ; ai[ni] € A[No/Nill et v € aM.Six e Z3, (12) donne
simplement x ¢ v = &(x)v.

On fixe un isomorphisme No/N| = Z, lorsque G # T. En envoyant F sur
I’endomorphisme (12) pour x = p € Z,\{0}, en faisant agir A[X] via A[X]/(X)
si G =T, vial’isomorphisme A[X] = A[[Z,]1 = A[No/N1] envoyant X sur [1]—1
si G # T, et en faisant agir Z; via (12), on vérifie avec (10) que I’on munit 7!
d’une structure de A[[ X ][ F']-module avec action lisse de Z; qui en fait un objet de
la catégorie Mod 4 (cf. §2, cette structure dépend donc du choix de &). On dispose
donc de ’ensemble M (V1) des sous-A[X][F]-modules M de 7' stables par
Z; et vérifiant (1). Lorsque G = T (ou de maniere équivalente B = T'), X agit
par 0, et M (M) = M(m) est I’ensemble des sous-A-modules de type fini de 7
stables par I’action de §(Q);), ou de manicre équivalente de §(Z,\{0}). Lorsque
G # T, I’ensemble M (M) est mystérieux en général (par exemple on ignore s’il
est non vide), voir la remarque 3.3.

Supposons d’abord G # T. Si M € M (™), rappelons que DV (M) =M"[1/X]
muni de sa structure d’objet de d>fft (lemme 2.6).
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Supposons ensuite G =T. Si M € M (V') = M (), I'action de Q, via§ sur M
se factorise par un quotient fini (car M est de cardinal fini) et en particulier s’étend
par continuité via la réciprocité locale en une action continue de Gal(Q 2/ Qp).
On note DY (M) le (¢, I')-module de la représentation duale de Gal(Q »/Qp) (via
le foncteur covariant de [Fontaine 1990, théoreme A.3.4.3]), c’est-a-dire par le
lemme 7.5 ci-dessous DY (M) = A[X][1/X] ®4 MY ou I'action de I' = VA
est I’'unique action A[XT[1/X]-semi-linéaire telle que x(f)(m) = f(E(x"1)(m))
et ¢ est 'unique endomorphisme A[X][1/ X]-semi-linéaire tel que ¢ (f)(m) =
fE(P~Hm)) avec fe MY, x € Z, et m € M. Notons que dans ce cas DY(M)
n’est pas MY[1/X] (qui est nul).

Pour toute représentation lisse 7 de B(L) sur un A-module, on pose :

D{)¥ lim DY(M) = lim (M'[1/X)), (13)
MeM(x M) MeM(x)

autrement dit D‘i_.v (m) =DV (™) si G # T avec les notations de (4).

o e . . A’t
Proposition 3.2. (i) Pour tout 7, DSv (1) est un objet de d)FAe et > ng ()
induit un foncteur contravariant de la catégorie des représentations lisses de
L it
B(L) sur A vers la catégorie <I>F:.

(ii) Si 0 — 7' — 7 — 7" est une suite exacte de représentations lisses de B(L)
sur A, alors DSv ") — st (m) = DSV (") — 0 est une suite exacte dans
BT

(iii) Lorsque G(L) = GLy(Q),) et 7 est la restriction a B(Q),) d’une représenta-
tion de longueur finie de GL,(Q),) sur A, le foncteur st coincide (a torsion
pres) avec le foncteur défini dans [Colmez 2010)].

Démonstration. (1) Clair par le (i) de la proposition 2.7.

(i1) Cela découle du (ii) de la proposition 2.7 appliqué a la suite exacte dans Mod 4 :
0— 7Nt — 7N - 7N,

(ii1) Nous utilisons certains résultats de [Emerton 2008] qui ne sont écrits 1a que
pour A = Of/(wg) mais dont les preuves s’étendent directement a A = Og /(@)
(voir aussi [Colmez 2010; Berger et Vienney 2014]). Lorsque 7 est la restriction
a B(Q,) d’une représentation admissible de GL,(Q,) sur A, alors 7 satisfait la
propriété Ad (définition 2.2). En effet, un sous-A[[ X [|[ ' ]-module de type fini de
7 est toujours contenu dans un des modules de type fini M (V, Vy) de [Emerton
2008, Definition 4.1] qui est admissible par [loc. cit., Theorem 4.7]. Par ailleurs
si M € M(rr) contient un sous-A-module de type fini stable par GL,(Z,)Q; qui
engendre 7 sous GL,(Q),), alors le (¢, I')-module DY (M) ne dépend plus de M
(voir [loc. cit., preuve de la Prop. 4.4 et Rem. 4.8]). Lorsque 7 est de longueur finie
comme représentation de GL,(Q),), donc en particulier de type fini et admissible,
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ceci est toujours vérifié pour un sous-A[[ X ][ F]-module de type fini de & stable par
Z assez grand. On en déduit DSV (1) = DY (M) € ®I'Y, d’o le résultat. O

Remarque 3.3. Comme rien, ou presque, n’est connu sur M (7 V1) en dehors du
cas GL,(Q)), j’ignore en général si Di_.v (r) est non nul ou s’il est de longueur
finie (i.e., dans CbFAét). Notons que Schraen montre dans [Schraen 2012—14], par un
calcul explicite faisant intervenir certains des diagrammes de [Breuil et Paskiinas
2012, §13], que, au moins lorsque L est I’extension quadratique non ramifiée de
Q,, alors DEv (7r) est non nul pour les représentations supersingulieres de GL,(L)
sur kg qui apparaissent dans [Breuil et PaSkiinas 2012, Theorem 19.10]. Ces calculs
sont étendus par Morra et Schraen dans [Morra et Schraen > 2015] & des cas ou L
est non ramifiée de degré 3. Rappelons les deux questions naturelles qui se posent
sur M (V1) lorsque, disons, 7 est une représentation lisse admissible de G (L) sur
A de longueur finie (comme représentation de G (L)) :

(1) Est-ce que M (™) coincide avec I’ensemble des sous-A[[ X ][ F]-modules
de type fini de 71 stables par Z,; (de maniere équivalente puisque I’action de
Z} estlisse : est-ce que le A[X]I[F]-module 1 satisfait la propriété Ad)?

(2) Est-ce que Dg (m) e CIDF[;ét (de maniere équivalente puisque les objets de CDF;"
sont de longueur finie : est-ce que DV (M) se “stabilise” pour M € M(nx™)
assez grand) ?

Pour r représentation lisse de B(L) sur A, on peut par ailleurs aussi considérer
les groupes de cohomologie continue H' (N, 7r) pouri > 1. Ils sont nuls si G = T
(puisque N, est nul), mais si G # T ils sont naturellement munis d’une structure
d’objet de Mod,4 via I’'isomorphisme A[X] = A[[No/N1] ot I’action de Ny (qui se
factorise par No/N) est induite par ’application ¢ — ng(¢) envoyant une cochaine
continue ¢ : N{ — 7 sur la cochaine ng(¢)(-) def no(¢o (”61 -ngp)) et ou I’action de
&(x) pour x € Z,\{0} (donnant I’action de F' =& (p) et de Z;) est la composée :

H (N, ) 25 H E@NiEG™"), ) — H (N1, 7) (14)
la premiere fleche étant induite par I’action de £(x) sur 7 et la deuxiéme étant la
corestriction de £(x)Ni£(x~!) & Ny (voir, e.g., [Hauseux 2014, §3.1], noter que
cette deuxieme fleche est I'identité si x € Z). On dispose donc pour tout i > 1 de
foncteurs contravariants 7 — DY (H' (N 1, 7)) de la catégorie des représentations
lisses de B(L) sur A vers la catégorie ﬁjt.

Remarque 3.4. La catégorie des représentations lisses de B(L) sur A ayant as-
sez d’injectifs, on peut aussi considérer les foncteurs dérivés R’ DSv du foncteur
contrayariant exact é'droite Dg . La question du lien éventuel entre les foncteurs
DY(H'(N;,)) et R DEv n’est pas abordée dans cet article.
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Lorsque 7 est une représentation lisse de G(L) sur A, on commet dans la suite
I’abus de notation st (m) = DSv (7|B(L))-

4. Indépendance des choix

On montre que le foncteur ng dépend seulement du choix de &.

On conserve les notations des sections précédentes.

Si G =T,iln’y a que le choix de & qui intervient, on suppose donc G # T.

Soit 7t une representatlon lisse de B(L) sur A. Nous allons montrer que Dé‘ () en
tant qu’objet de <I>F ne dépend pas des choix des (t4)qcs satisfaisant (9), du sous-
groupe ouvert compact Ng € N (L) totalement décomposé et de 1’isomorphisme
No/N\ = Z,, et ce de maniere fonctorielle en 7. Rappelons que (t¢)aes €t No
déterminent Ny par (11).

Notons d€ja que, a (t¢)aes €t No fixés, comme tout automorphisme de Z,-module
de Z, est de la forme x > ax pour a € Z, c’est un exercice trivial (laissé au
lecteur) que I’objet 7V de Mody, et donc a fortiori Dg’ (;r), ne dépendent pas de
I’isomorphisme choisi No/N| = Z,,. On ne se préoccupe donc plus du choix d’un
tel isomorphisme dans la suite.

Fixons (ty)qcs €t soit Ny, N(’) deux sous-groupes ouverts compacts de N (L)
totalement décomposés. Notons s : No — Z, la surjection induite par I’isomorphisme
fixé No/ N1 =Z,. Quitte a remplacer N, ) par NoNN, ) (encore totalement décomposé),
on peut supposer N, € No. On note m I’entier > O tel que s(Nj) = p"Z,. On a
N € Nj € Ny ou N”def ~1(p™Z,) et il suffit de passer de Ny a N/, puis de N/
a N(/). Autrernent d1t, en remarquant que Ny = Ker(s : Nj — p™Z,) et en posant
N ¥ Ker(s : Nj — p"Z,), il suffit de traiter les deux cas suivants : le cas N| = N
(mais m > 0), le cas m =0 (mais N| S Ny).

Commencons par le cas m = 0.

Lemme 4.1. L’application :

INpN T MMy Z nv (15)
n1€N1/N

est un morphisme dans Mody.

Démonstration. Comme I'inclusion Nj € Ny induit N/ N{ => No/N; (car m =0), il
suffit de vérifier la commutation de j NN al’action de N/ pour avoir sa commutation
a I’action de A[[X]. Cette commutation est claire car, si (711,;);e; €St un systéme
de représentants de N;/N| dans Nj, alors (n()_lnl,iné))ie ; €n est un autre pour
tout ny € N puisque Nj est distingué dans Nj. La commutativité a I’action de
& (Z;) est aussi claire puisque (£ (x)_lnl, i€(x))ies estun systeme de représentants
de Ni/Nj dans N; pour tout x € Z;. Rappelons que, si G” € G’ € G sont trois
groupes et si (glf,) irers (8i)ier sont des systemes de représentants respectivement
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dans G’ et dans G de G'/G" etde G/G’, alors (g;g!,)(i,iyerx 1’ €st un systéme de
représentants dans G de G/G". En appliquant cela 2 £&(p)N{&(p~') C N| C N et

E(pIN{E(p~™") CE(P)N1E(p™") € Ny, on obtient :
(ng.v, 0 FY() = (F o jy v () = > mEpw,
meN1/E(pNiE(p™h)
qui donne la commutativité a I’action de F. U
Lemme 4.2. (i) Soit M' € M(x™) et ML jiy, y, (M') € M(x™1) son image
par jni ., Alors Ker(M' — M) est un A[F]-module de torsion.

(i) Soit M € M(x™), alors il existe M' € M(an) tel que I’on a une suite
exacte dans Mody :

INI N
0— M — M L5 M— M/M —0

avec M" et M/ M’ de torsion comme A[F]-modules.

Démonstration. (i) Notons d’abord que M est dans M (V1) par le lemme 4.1 et le
(i) du lemme 2.1. Soit d > 0 tel que E(pYHNos(p~?) C N(’) (un tel entier d existe
car £(p?)No (L) N No&(p~) = a(§(p*)) Na(L) N No € p“ Ny (L) N Ny pour tout
a € R, en voyant N, (L) N Ny comme Z ,-module). On a donc é(pd)N{S(p*d) -
&( pd YNE( p*d )TN { d’ ot on déduit de maniere similaire a la fin de la preuve du
lemme 4.1 que I’endomorphisme de 71

d d
F{=Fo---oF = > n&(p?)
neN{/E(p?)N{E(p~d)
se factorise comme suit :

INT Ny ¢Ni,N1

i aM i
ol quf N, €nvoie v € a1 sur Zn N/ /g(pd)ng(p_d)nlg(p wem Ni. En particulier
KCI‘(JN/ N M — M) C Ker(Fd M > M ) est un A[F]-module de torsion.

(i) Comme dans la preuve du (i) mais en considérant cette fois &( pd YN1E( p ) C
N{ € N; on en déduit que I’endomorphisme F 4 de 7™M se factorise par :

¢N{,Nl INT Ny

M aMi . (16)
Noter que ¢y, y, commute a F (comme a la fin de la preuve du lemme 4.1,
considérer £(pi1)N & (p=d- 1) CEPHNE(p™) SN et&(pTHNE(p~T C
E(p)N{E(p~ hc Nj) etest ¢?-semi-linéaire (pour le Frobenlus @ sur A[XT). On
en déduit que le sous-A[X]-module M’ de 7™ engendré par én; N, (M) est un
A[X][F]-module de type fini et que 1’on a une surjection A[[ X ]-linéaire :

1d®¢y: N, : AIXT @yt agxy M — M.
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Comme A[X] ®g¢ agxy M est un A[X]-module admissible (car (A[X] ®g¢ apxy
M)" = AIXT ®ya apxy M), on en déduit que M’ est admissible comme A[X]-
module, donc est dans M (rr f) On déduit aussi de la factorisation (16) et du fait
que jy: N, est A[X]-linéaire que I’on a F4(M) C JN|.N (M) € M, et donc que
M /jn; v, (M) est annulé par F¥. Le fait que M” = Ker(]Nr N, M — M) estde
A[ F]-torsion résulte du (1). O

On déduit facilement du lemme 4.2 et du commentalre qui suit la proposition 2.7
que jy; n, induit un isomorphisme dans CIDFA :
lim DY(M) = lim DY(M)
MEM(UNI) M/EM(T[NI)
qui est clairement fonctoriel en 7.
Considérons maintenant le cas N| = Ny, qui implique Ny = s~\(p"Z p)-Ona
une suite exacte par (10) :

0 Ny N} Pz, — 0

T T |

0 —— EPMNE(QP™) —— E(P"INoE(p™) —— p"Z, — 0

ol les fleches verticales sont des inclusions. Par le cas m = 0, on sait que N et
E(p™)No&(p~™) donnent le méme foncteur Dv On est donc ramené a comparer les
foncteurs pour Ng et E(p")No&E(p~™). 1l sufﬁt de vérifier que 7! et aE@HNEP™)
(ce dernier avec 1’action induite de £(p™)No&(p~"™)) sont isomorphes de maniere
fonctorielle dans Mody4. Le lecteur pourra vérifier que 1’application :

M _)né(Pm)Nlé(P_'")’ vi—> E(pMv

induit bien un tel isomorphisme.

Fixons maintenant Ny et soit (to)ges, (1, )aes satisfaisant (9). Soit £, £ comme
au § 3 (avec des notations évidentes) et N; C Ny le sous-groupe défini par (11)
avec £" au lieu de £. Par le méme argument que [Schneider et Vignéras 2011, §7, p.
27], il existe t € T (L) tel que ¢’ = (™" -1). Par ce que I’on a démontré ci-dessus,
on obtient le méme foncteur si ’on travaille avec Ny et (¢, )qes OU avec tNot~! et
(t;)aes- 11 suffit donc de montrer que les Dv obtenus avec Ny et (ty)yes d’une part,
tNot™! et (t;)aes d’autre part sont les memes Pour cela il suffit de montrer que 7!
et w!Nit” (ce dernier avec ’action induite de 7 Noz~") sont isomorphes (de maniere
fonctorielle) dans Mod,. Comme précédemment, 1’application (71 — 7'V I
v > tv) induit un tel isomorphisme.

Remarque 4.3. Soit £’ un autre choix de cocaractere, il existe ¢ : G, — Zg tel
que &'(x) = ¢(x)&(x) pour x € L* (voir § 3). Lorsque Zs (L) agit sur 7t par un
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caractere x, : Zg(L) — A* (ce qui est le cas dans la plupart des applications),

on laisse le lecteur vérifier en utilisant le lemme 7.5 ci-dessous que ng, () est

isomorphe 2 Dgv (;r) tordu par le (¢, I')-module de I’inverse du caractere lisse :
Xno0¢:Qp — A”

(via la réciprocité locale).

5. Compatibilité au produit tensoriel

On montre une compatibilité au produit tensoriel du foncteur DEv .
On conserve les notations des §§2 et 3.

Lemme 5.1. Soit M un kg X[ F]-module de torsion sur kg[[ X]]. On suppose :
() MY Z ke[ X]¢ pour d > 0 comme kg X]-module ;

(1) il existe une suite d’entiers positifs (N, ),>0 croissante et non bornée telle que,
pour tout n > 0, il existe v, € M[XN”]\M[XN"_I] avec F(v,) € M[X"].
Alors il existe un sous-kg [ X ||-module admissible M' C M tel que MY = kg[X] et
F(m") =0 pour tout m' € M.

Démonstration. Par la dualité modules compacts - modules discrets [Gabriel 1962,
§IV.4] ’hypothese (i) est équivalente a :

M = (lim kg [X1/(X™)" = (keI X1/ X1/ keI XY

Pour tout i > n, ona XV Ny, € M{XV\M[XN1 et :
F(XNi_Nn v;) = Xp(Ni_Nll)F(Ui) c XP(Ni—Nn)M[XNi] c M[XM.

Comme M[X™] est un ensemble fini (car kf est fini et M est admissible), quitte 2
remplacer v, par I’'un des XVi~N+y; pour i > n on peut supposer par un procédé
diagonal que I’on a v, = XNi=Nny, pour tout n > 0 et tout i > n. Le sous-kg[[ X]-
module M’ de M engendré par les v, pour n > 0 est alors clairement isomorphe a
lim, ke[ X1/(XN) = kel X1[1/ X1/ ke[ X]. Par ailleurs, comme pour touti > n :

F(vy) = F(XNI_Nn v) € X(P_l)(Ni_Nn)M[XNn]’
on en déduit F(v,) = 0 pour tout n > 0 puisque (p — 1)(N; — N,) = 400 quand
i — +00. Ceci acheve la preuve. ([
Lemme 5.2. Soit M un A[X][F]-module de torsion sur A[X]. On suppose :
(1) M est admissible comme A[ X]-module ;

(i1) Uapplication Id QF : A[ X1 ®g, agx) M — M induit un isomorphisme comme
en (3) en dualisant puis en inversant X.

Alors M est un A[ X[ F]-module de type fini.
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Démonstration. Soit 0 - M’ — M — M” — 0 une suite exacte de A[X][F]-
modules de torsion sur A[X] avec M comme dans I’énoncé. En particulier M’ et
M" sont aussi admissibles comme A[[X]-modules. Comme ¢ : A[X] — A[X]
est plat et comme la localisation est exacte, les applications Id ® F' induisent un
diagramme commutatif de suites exactes courtes de A[X][1/X]-modules :

0O— MV [1/)X] ————————— s M1/ X ————————— s M"Y [1/X] ————— 0

l l l

0— (AIX1®p arx 1M [ %] — (ALX1®y arx M) [ %] — (ALX1®y apxyM) Y [+] — 0

ou I’application verticale du milieu est un isomorphisme par hypotheése. On en

déduit que I’application verticale de droite est surjective, donc est un isomorphisme

puisque les deux A[[X][1/X]-modules sont de méme longueur (finie). La fieche

verticale de gauche est donc aussi un isomorphisme. Comme M est un A[X][F]-

module de type fini si et seulement si M’ et M” le sont, on voit que par dévissage

on est ramené a montrer le lemme pour A = kg, ce que I’on suppose désormais.
Comme M est admissible, on a :

MY Z ke[ X% ® (MY )ors

oud >0et (M )s € MY est le sous-kg[[X]-module de torsion de MY (de
dimension finie sur kg). Comme (M" )y est stable par F dans M" (utiliser
X"F(f)=F(XP"f)si feM)etvérifie (M")rs[1/X]=0, quitte a remplacer M
par Ker(M — ((M")iors)") on peut supposer MY = kr[[X]? et d > 0. En particulier
on a alors M[X”]\M[X”_l] # & pour tout n > 0.

Pour n > 0 soit M,, € M le sous-kg[[ X ][ F]-module engendré par M[X"]. Suppo-
sons d’abord que, pour tout n > 0, M,’[1/X]=0. Alors M, est un kg [ X]-module
de type fini qui est de torsion, donc est de dimension finie sur kg. Il en est de méme
pour M, et il existe donc R, > n tel que M, C M[X Ru]. On en déduit I’existence
d’une suite d’entiers positifs (R,),~o telle que M, € M[X®] pour tout n > 0.
Montrons I’existence de (N, vy) telque 1 < Ny et € M[XN']\M[XN‘_I] avec
F(vy) € M[X"M]. Soit v e MI[X\{0} € My, si F(v) € M[X] (dans M), on prend
Ni def 1 et V] &y, Sinon, on regarde F'(v) € M;.Ona F(v) € M[XSI]\M[XS‘_I]
pour un entier S; tel que 2 < §1 < R;. Si F(F(v)) € M[X5], on prend Ny = S| et
v, = F(v), sinon on recommence avec F2(v) € M;. Comme M; C M[X®], on est
certain que I’un des F’(v) va marcher. En recommengant ce procédé avec My, 1| au
lieu de My, i.e., en partant de v € M[ XM \M[XM]C My, 11, on trouve (N, v2)
tel que Ny < N, et vo € M[ XV \M[XM>~1] avec F(v;) € M[X™2]. En continuant
on obtient ainsi une suite (N,, v,),>0 comme dans le lemme 5.1. Par le lemme 5.1,
il existe un sous-kg [ X]-module M’ de M tel que M’V[I/X] #0et Fly =0 (en
particulier M’ est stable par F dans M). Considérons maintenant le diagramme
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commutatif de kg[[ X][1/ X]-espaces vectoriels de dimension finie :

(Id®F)"
MY[1/X] kel XT g kprxy M)V[1/X]

J |

v (Id®F)” v
M1/ X] ——— kel X1 ®g ienxy MHV[1/X]

Comme I’application horizontale du haut est un isomorphisme (par hypothese) et
comme les deux applications verticales sont surjectives (car duales d’injections
tensorisées par kg[[X][1/X]), I’application horizontale du bas est aussi surjective.
Mais comme elle est en fait nulle (puisque F|y = 0), on en déduit :

0= kel X1 ®prprxy M) 1/ X1 = kel X1 ®ysppxy (M 11/ X])

(cf. le deuxieme isomorphisme en (3)), ce qui est une contradiction car M ™1 / X]
ne s’annule pas.

Donc il existe n > 0 tel que M,'[1/X] # 0. En dévissant comme au début de la
preuve selon la suite exacte 0 — M,, - M — M /M, — 0 et en remarquant que M,
est un kg[[ X[ F]-module de type fini (puisque M[X"] est de dimension finie sur
kg), on voit qu’il suffit de montrer le lemme pour M /M, (pour un n > 0) au lieu de
M. Comme dil’nkE[[X]][l/X]((M/Mn)v[l/X]) < dimkE[[X]][l/X](Mv[l/X]) = d, en
faisant une récurrence descendante sur d, on est ainsi ramené a d = 0, i.e., au cas
MY = (MY )ors que 1’on a traité au début. O

Soit N et N” deux objets de Mod 4. On munit N d’une structure de A[X][F]-
module avec action de ZX comme dans la démonstration du lemme 2.6. On note
Hom$™(NY, N') le A- module des homomorphismes continus A-linéaires de NV
dans N’ ot NV est muni de la topologie profinie et N' de la topologie discréte.
Tout 7 € Hom{™(NY, N') se factorise donc par un quotient fini de N'. On munit
Hom$™ (N, N') d’un endomorphisme F défini par F(F)(f) e F(]-'(F(f)))
et d’une action de Z; par x(F)(f) = det (]—"(x_1 (f))) (ot F € Hom™(NY, N'),
feNYetxe ZX) C est aussi naturellement un A[X] ® 4 A[[X] module via
(S'"(X) ® S(X) - ]’)(f)defS/(X)J:(S(X)f)

Soit Y 1+ X)®1-10(1+X)=X®1—-1®X € A[X] ®4 A[X], on a
F(Y)= Y(Zf’;ol(l + X)P717 ® (14 X)") dans A[X] ®4 A[X] et on voit que :

HomS™(NY, N)[Y1¥ {F e Hom®™ (NY, N'), YF = 0}
={F e Hom$™(NY, N'), XF(f)=F(Xf)V f e N}
= Hom{jy (N, N')
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est un A[[X]-module de torsion (X/ agissant par X/ ® 1 ou 1 ® X/) stable par
'action de Z; et par :

p—1
(Z(HX)P“ ®(1+X)")F (17)
i=0

dans Hom$"™ (N, N’) (il s’agit du sous-A-module de Hom$"™ (N, N”) des homo-

morphismes A[[ X]-linéaires). En définissant I’action de F sur Homgo[f‘)t(]] (NY, N
par (17), on obtient un objet de Mod 4.

Lemme 5.3. Soit M et M' deux objets de Mod, dont les A[[X]-modules sous-
Jacents sont admissibles. Le dual de I’application :

d®F : A[X] ®, apxy HomSy (MY, M') — HomSs, (MY, M)
s identifie a I’application Id @ Fy;)¥ @ (Id ® Fy1)Y (avec des notations évidentes) :
MY @apxy M — (ALXT ®p. agxy M)Y ®@apxy (ALXT ®p, apxy M)
= (AIX] ®p.apxy M) @apxy (ALXT ®p apxy M)
= AIXT ®p apxy (MY @apxy M.

Démonstration. Notons d’abord que Homi‘(’ﬂr‘}(]] (MY, M') = Homupx3(M", M)
(car M est de type fini sur A[X]) et que le A[X]-module Homapxy(M", M')
est admissible (car Homapxy (M"Y, M")[X]=Homu(M" /(X), M'[X]) est de type
fini sur A puisque M /(X) et M'[X] le sont). Considérons 1’application entre
A[[X]-modules de type fini :

MY R Arx] MY —s HOII]A(HOI’IlA[[X]](MV, M/), A)
[ f— (Fr fI(F(f)) (18)

(feMY, f'eM", FeHomupxy(MY, M")). Elle est bien définie et A[[ X J-linéaire
car (S(X) f)F(F) = fSCOF() = fFESE) ) (SX) € ALXT). I est
facile de vérifier qu’elle est de plus Z 7 -invariante. Montrons qu’il s’agit d’un
isomorphisme. Par dualité, il suffit de montrer que 1’application A[[ X ]-linéaire
induite sur les A[[ X]]-modules admissibles de torsion :

HOIIIA[[X]](MV, M/) — Hom‘i{’m(MV R A[X] M/v, A)
F (f&f = f(FU) (19)
est un isomorphisme. Comme on a des isomorphismes de A[[ X []-modules :

Hompx (MY, M') = lim Homaxy (MY /(X™), M'[X"])
n

Hom ™ (MY ®@apxy M'”, A) = limHomy (MY /(X™) @apxy M /(X™), A),
n
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il suffit de montrer 1’analogue de (19) en remplacant M (resp. M') par M[X"] (resp.
M'[X")), i.e., il suffit de le démontrer avec M et M’ des A[[X]]-modules de torsion
de type fini (donc finis). Changeant de notations, il suffit donc de montrer que :

Hompx3(M, M"") — Homa(M ®px3 M, A)
Fi> (m@m' — F(m)(m')) (20)
est un isomorphisme, ce qui est clair car 1’application réciproque est donnée par :
G € Homa(M Qupxy M, A) —> (m+— (m' +— Gm @m'))).

Reste enfin a montrer que le diagramme :

(18)
MY @apxgM’ Hom, (HomJy, (MY, M"), A)

| e
Id®(18)

ALX1®y, apx) (MY @apxyM’Y) ——— ALX1®y, apxyHom 4 (HOmZOH")[(]] (MY, M'),A)

est commutatif ol les deux applications verticales sont les duales de Id @ F. Si N
est un objet quelconque de Mody, I’application :

(d®F)Y: NY — (A[X1®p arx1 N) = ALX] ®g agxy N

est donnée par :

p—1
fe> A+x)P7 e f (22)

i=0

ol f € NYetfeNYestdéfini par f;(n) & £((1+ X)'F(n)) pourn € N. La
commutation de (21) est alors un calcul un petit peu laborieux mais sans difficulté
et laissé au lecteur. U

Proposition 5.4. Soit M et M’ deux objets de Mod 4 dont les A[ X[ F1-modules
sous-jacents vérifient (1). Alors Homgo[f‘)t(]] (MY, M) vérifie aussi (1).

Démonstration. On a vu dans la preuve du lemme 5.3 que le A[[X]-module
Homjo[f‘)t(]] (MY, M') = Homapxy(M", M’) est admissible. Il faut montrer qu’il
est de type fini sur A[[X][F]. L’application :
Id®Fu)' @ IdQFy)"
MY ®axy M — (AIXT ®y, apxy M)Y ®apxy (AIXT ®@p, agxy M)
= AILXT ®p.apxg (MY @apxy M)

est un isomorphisme A[[X]|[1/ X]-linéaire lorsque I’on inverse X car tel est le cas
de Id®Fy)Y et Ad®Fy)Y (puisque M, M’ vérifient (1), cf. (3)). Le lemme 5.2
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(que I’on peut appliquer a Homapxy(MY, M’) par le lemme 5.3) implique alors
que Homyupx (MY, M) est de type fini sur A[X[F]. O

La catégorie QDFA est munie d’un produ1t tensorlel naturel comme suit :

=1lim,_, D; et D" =lim,,_,, D;, sont dans <I>FA , On Pose :

DD ¥ lim  (D; ®agxyi/x) D) € ‘brzt (23)
(i,iel xI’
ou D; ®arxyi1/x] D;, est le produit tensoriel dans CIJFf{ét (on vérifie que cela est
indépendant des D;, D, tels que D =1im D; et D" =lim D). Notons que DRD' =
D QRALXI1/X] D'siD,D € CDFAét.

Nous montrons maintenant le résultat principal de cette section. Notons d’abord
que, comme le foncteur DEv du § 3 ne dépend que du choix de &, quitte a modifier
Lo et Ny il n’est pas difficile de voir que 1’on peut de plus supposer que ¢, induit
des isomorphismes pour o € S :

Ny (L)YNNg = Op C L =G,(L). (24)

On supposera toujours dans la suite que Ny vérifie (24). De plus, on fixe une fois
pour toute un isomorphisme de Z,-modules v : Trzq,(OL) = Z,, ce qui fixe
donc un isomorphisme (si G #T) :

No/Ni mm /0,(OL)———7Z,.

Soit G’ un autre groupe algébrique réductif connexe déployé sur L de centre
connexe, B’ C G’ un sous-groupe de Borel et 7/ C B’ un tore maximal déployé
dans B’. Comme pour (G, B, T) on fixe (to')g'es (0 S’ désigne les racines simples
associées a (G', B', T")), &' € XV (T') et N totalement décomposé vérifiant (24). On
définit Ny par (11) et, comme ci-dessus, I’isomorphisme v induit un isomorphisme
de Z,-modules Nj/N{=7Z, si G'#T'. On consideére (GxG', Bx B', T xT') avec
les choix ((ta)aes, (ta)ares), § ®E € XV(T x T') et Ng x N/, (qui est totalement
décomposé et vérifie (24)) et on note :

N/ S tY ty Tr /0,

Ny Ker(No x o Trr/a,(OL) % Zp). (25)

Pour toute représentation lisse de B(L) x B’(L) sur A on dispose donc de Dé EBE’( )€
—=ét

oL .

Proposition 5.5. Soit 7w et ' des représentations lisses respectivement de B(L)

et B (L) sur des A-modules libres. On suppose que les A X[ F1-modules aM et

7'M satisfont la propriété Ad de la définition 2.2. Alors on a un isomorphisme dans

—=ét

oI,
D} (m @4 7') = DY (T)®D (). (26)
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Démonstration. Notons Homcom(n 7’ ) le A-module des homomorphismes A-
linéaires continus de ¥ dans 7" ot 7 est muni de la topologie profinie et 7’

N . L P PR )
de la topologie discrete. En écrivant 7 = lim, V, et 7’ =1lim,, V ,, ou V, et V,
sont des sous-A-modules libres de type fini quelconques de (I’espace sous-jacent a)
respectivement 7 et 7/, on a :

Hom™ (¥, ') = hmHomA(VV, "= hmHomA(

/

V). (27)

n>’

L application 7 @ 4 7" — Hom°°“‘(7r , 7)), v r—> (f > f(v)v’) est un isomor-
phisme, car par (27) et 7 @ v’ = =lim, ., Vy ®a Vy il suffit de le vérifier avec les
A-modules libres de type fini V,, et V,; au lieu de 7 et " ol1 ¢’est évident.

Supposons d’abord G # T et G’ # T'. On déduit de ce qui précéde un isomor-
phisme :

(7_[ AT )N1><N HomCOHt(n T )N1><N ~ Homcont(n, T[/N])Nl

@Y, 2™, (28)

o~ Homcont(
(Le dernier isomorphisme se montre en écrivant 7 = lim,, W, ot la limite inductive
est prise sur des sous-A-modules de type finis W), de 7 stables par N et en utilisant
que les coinvariants (W,Y)y, de W,’ pour I’action de N sont isomorphes a (W,V1),
ce qui découle en dualisant puis en remplacant W, par son dual du fait que, si V
est une représentation lisse de N; sur un A-module de type fini, on a (VV)M =
(Vay)¥.) Il n’est pas difficile de vérifier que I’action de No x N}, sur (7 ® 4 7/)M Vi
induit la structure de A[[No/N1] ®a4 AI[NO/N 1= AI[NO/N 1®a AIINO/Nl]] =
AXT®a A[[X [I-module définie ci-dessus sur Hom§™ (7 V)Y, N 1) (rappelons
que 7N et 7'M sont dans Mod 4) et que, par (25), cela induit un isomorphisme de
A[[ XT-modules :

(r @4 7N 2> HomS™((x M), 2 [¥] 2= HomSyh, (™M), 2™)  (29)

qui commute aux actions de ZX et de F (avec ’action (17) de F a droite). Soit
HC Homj"[{‘)t(]]((an)V, aN ') un sous-A[[ X[ F]-module de type fini et 7y, ..., Fy
des générateurs de H sur A[X][F]. Par continuité chaque F; : (7)Y — 7'M se
factorise par un quotient M’ de (xr N1yV oot M; € ™1 est un sous-A-module de type
fini que I’on peut prendre stable par Z, et est a valeurs dans un sous-A-module de
type fini M/ (stable par ZX) de 7'M Soit M (resp. M") le sous-A[[ X[ F]-module
de 7™ (resp. 7'V ) engendré par Zl | M; (resp. Zl \ M), alors M et M’ sont
des A[[X][F]-modules de type fini (stables par ZX) et donc des A[[X]-modules
admissibles puisque 7' et 7'M satisfont la propriété Ad. De plus, par construction
ona:

Fi € Hom{p (MY, M") = Hompxy (M, M)



2266 Christophe Breuil

pour tout i et donc H = Z?Zl AIXT[F1F: € Homyupxy(MY, M’). Comme par la
proposition 5.4 et (29),on a :

Hompx(M", M') € M(HomSy ((r¥)Y, /™)) = M((w @4 7)™,

on en déduit que H est un A[[ X ]-module admissible et que les A[[ X ][ F']-modules
Hompxy (MY, M') pour (M, M') parcourant M (™) x M) forment un
systeéme cofinal dans M ((mr ® 4 7")N 1”). Cela implique :

DY((r @4 7)) = lim DY (Homapxy(M", M)
(M, M")

= lim (MY[1/X]®agxy1/x] M"[1/X])
(M, M)

= pY(@"M®DY ('™,

ot la limite projective est prise sur (M, M") € M(xN) x M (' Nf) et oll le deuxieme
isomorphisme résulte du lemme 5.3. Cela donne 1’isomorphisme de I’énoncé lorsque
G#T,G #T'.

Traitons le cas G =T et G’ # T’ et notons que 7' = 7 est un A[F]-module de
torsion puisqu’il satisfait la propriété Ad. Pour (M, M') € M(w) x M) on a
Homffm(M v, M"y=Homu (M"Y, M’) et un isomorphisme A[[X]-linéaire analogue
a(18):

(AIXT @A M) @apxy M = MY @4 M = Homu (Homa (M, M'), A).

Par une preuve analogue (en plus simple) a celle du cas G # T, G’ # T, on obtient
que les Hom (MY, M") pour (M, M") € M(r) x MM forment un systéme co-
final dans M(Hom$™ (7Y, JT/N{)) =MEe,7') et que DY (Homus (MY, M")) =
DY (M) ®apxjii/x) DY (M’). On conclut comme dans le cas G # T', G’ # T'. Enfin,
le cas G =T, G' =T’ est encore plus simple et laissé au lecteur. O

Remarque 5.6. (i) La preuve de la proposition 5.5 donne aussi que le A[ X[ F]-
module (7 @4 /)N = Homg"ﬁl}tﬂ]((nN DY, ' N 1) satisfait la propriété Ad. Par une
récurrence immédiate, on en déduit pour tout entier n > 0 un isomorphisme (avec
des notations évidentes) ng]@...@g,, (T Q4 - Qamy) = Dg TR -+ @Dgﬂ ()

lorsque tous les m; vérifient les hypotheses de la proposition 5.5.

(ii) L’énoncé de la proposition 5.5 est peut-étre valable sans supposer que V! et
7'M satisfont la propriété Ad ou que les espaces sous-jacents a 7 et 7’ sont libres
sur A. Par exemple, on peut montrer que, lorsque A = kg, I’isomorphisme (26) est
vrai pour toutes représentations lisses 7w, 7' de B(L) et B'(L) sur kg sans hypothése
supplémentaire. Mais n’ayant qu’une preuve assez laborieuse de ce dernier résultat
(pour A = kpg), et n’ayant de toute facon pas a appliquer (26) ici en dehors des
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conditions de la proposition 5.5 (cf. §9), j’ai finalement opté pour I’énoncé a minima
ci-dessus.

(iii) Soit N dans Mod, et munissons NY = Homy (N, A) de sa structure de
A[X][F]-module avec action de Z; comme ci-dessus. Alors tout quotient D
de NY[1/X] de type fini comme A[X][1/X]-module, stable par Z} et tel que
(Id®F)Y : NY[1/X] — AlX] ®gy, arxy NV[1/X] induit un isomorphisme D ~>
Al X1®g, apxy D est de la forme MY[1/X] pour un M € M(N). En effet, il suffit de
considérer I'image du A[[X]-module compact N dans le A[X][1/X]-module de
type fini D, d’utiliser la dualité modules compacts - modules discrets [Gabriel 1962,
§IV.4] et d’appliquer le lemme 5.2 au dual M de cette image. Comme réciproque-
ment tout M € M(N) donne un tel quotient D = MV [1/X] (lemme 2.6), on obtient
que DY (N) s’identifie a la limite projective des quotients de NV[1/X] qui sont
dans CIDFAé‘. En appliquant cela 3 N = 7V pour 7 représentation lisse de B(L) sur
A (et G # T), on voit que DSV (r) s’identifie a la limite projective des A[X[1/X]-
modules quotients de (7VN)V[1 /X1 qui sont dans ¢F§t. On a une identification
analogue lorsque G = T en remplacant (mM)V[1/X] par 77 @4 A[XT[1/X] que
I’on laisse au lecteur.

(iv) On peut donner une variante comme suit de la preuve du lemme 5.2 (je remercie
un rapporteur anonyme pour cette remarque). Via le méme argument qu’au début du
(iii) ci-dessus et une récurrence comme au début de la preuve du lemme 5.2, on peut
supposer que MY[1/X] est un g-module (étale) irréductible sur kg[X][1/X] (on
utilise que la catégorie des ¢-modules étales de dimension finie est abélienne, noter
qu’iln’y a pas de I" ici). Des lors (avec les notations de la preuve du lemme 5.2) : soit
M = M, pour un n > 0, et c’est fini puisque M,, est de type fini sur kg[[ X[ F], soit
M,/[1/X]=0 pour tout n > 0 par irréductibilité de M, ce qui conduit a I’existence
de M’ et une contradiction.

(v) La construction de DSv (;r) donnée en (iii) ci-dessus peut aussi s’interpréter
comme une propriété universelle de ng (,r). Nous renvoyons pour cela le lecteur a
I’article récent d’Erdélyi et Zabradi [2014] ou les auteurs utilisent [Zdbradi 2011]
pour généraliser cette interprétation de DSv (r) et faire le lien avec le foncteur
construit dans [Schneider et Vignéras 2011].

6. Le cas des induites paraboliques I

Dans cette section et la suivante on calcule le D%.v d’une induite parabolique en
fonction du ng de la représentation induisante du Levi.

On conserve les notations du § 3, en particulier on fixe des isomorphismes
lg : Ny = G, pour o € S vérifiant (9), un sous-groupe ouvert compact Ng C
N (L) totalement décomposé et vérifiant (24), un isomorphisme de Z,-modules
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v Trg /Q, (Or) = Z, (ce qui détermine un isomorphisme No/N; = Z,, lorsque
G # T) et un cocaractere £ € XV(T) tel que o 0§ =1dg,, pour o € S.

Soit P € G un sous-groupe parabolique contenant B, L p son sous-groupe de
Levi, Np son radical unipotent, P~ le parabolique opposé a P et Np- le radical
unipotent de P~. Le groupe L p est réductif connexe déployé et on fixe BN Lp
comme sous-groupe de Borel de L p, dont le radical unipotent est Ny, = N N Lp.
On note Rp les racines de (Lp, T), R; C Rp les racines positives relativement a
BNLpetSpC R;F les racines simples. Comme Zg est connexe par hypothese,
ou de maniere équivalente le Z-module X (7T")/(PyecsZa) est sans torsion, on a
que le centre Z;, de Lp est aussi connexe (car X (T)/(Dyes,Za) est aussi sans
torsion puisque X (T')/(BqesZcr) est sans torsion et Byes,Zo est facteur direct de
@aeSza)~

Pour pouvoir appliquer a (Lp, BN Lp, T) les constructions et résultats du §3 on
doit fixer des choix pour le groupe réductif L p. On le fait de maniére compatible
a ceux pour G comme suit. On garde le méme & € XV (T) et les mémes ¢, (pour
o € Sp) et on note £p la composée :

N, = [ Ne sl Ga.
aeSp
On a donc un diagramme commutatif :
Np,—— N
| lz (30)
Gy =——=0;,

On pose Nr.,.0 e Np,(L)YNNy= ]_[aeR; Ny (L) N Ny de sorte que :

& Lp Tr
Ny ¥ Ker(Np, 0 = L =222 Q)

vérifie Ny, 1 = Nr,(L)NN; = N, 0NN par (30). Lorsque P # B, I’hypothese
(24) implique que I’on a des suites exactes courtes :

0— Npp1— Nppo— Trye,(0OL) -0, 0— Ny — No— Trpq,(O0L) = 0
d’ou il suit que I’injection Ny, o € Np induit un isomorphisme (pour P # B) :
Nip,0/Npp,1 = No/Ni. €1y

Toujours lorsque P # B, I’isomorphisme v induit Ny, o/Ny, 1= Z, qui coincide
avec (31) composé avec No/N1 = Z,,.
L’ objectif de cette section et la suivante est de démontrer le théoreme suivant.
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Théoreme 6.1. Soit wp une représentation lisse de L p(L) sur A, que I’on voit par
inflation comme représentation lisse de P~ (L). On a un isomorphisme fonctoriel
en wp dans la catégorie QDF/? :
G(L ~
DY (Ind3) 7p) = D (p).

On suppose G # T dans la suite sinon il n’y a rien a montrer. On note W =
Ng(T)/T et Wp = N, (T)/T les groupes de Weyl respectifs de G et Lp, et
wo € W I’élément de longueur maximale. On a Wp C W et ’ensemble :

KpE{wew, w ! (R}) SR}

est un systeme de représentants (dits de Kostant) des classes a gauche Wp\W. En
utilisant que {wwy, w € K p} est encore un systeme de représentants de Wp\W, on
déduit de la décomposition de Bruhat généralisée [Digne et Michel 1991, Lemma
5.5] que I’on a une décomposition :

G=[] pPwB= ][] P wn. (32)
weKp weKp
En procédant comme dans [Emerton 2010, §4.3] ou [Vignéras 2008] ou encore
[Hauseux 2014, §2.1], rappelons que la représentation IndgEL()L)JT p admet une filtra-
tion croissante par des sous-B(L)-représentations dont les gradués sont contenus
dans :

Cyp(mp) der c—IndiiEBWN(L) Tp

pour w € Kp ou c-Ind signifie les fonctions (localement constantes) a support
compact modulo P~ (L) et ou I’action de B(L) sur Cy,(;p) est la translation a
droite sur les fonctions. De plus C;(;rp) est le premier cran (ou premier gradué)
de la filtration. En fait, au moins lorsque P = B, les gradués sont tous exactement
les Cy, (mp), cf. par exemple [Hauseux 2014, §2.1] (nous n’aurons pas besoin de ce
résultat pour P # B). Par exactitude a droite du foncteur contravariant Dg (cf. (id)
de la proposition 3.2) et un dévissage évident, on voit qu’il suffit de démontrer les
deux propositions suivantes.

Proposition 6.2. On a DEv (Cw(mp)) = 0 pour tout w € K p\{1}.

Proposition 6.3. On a un isomorphisme fonctoriel en wp dans la catégorie ﬁ:t :
D/ (Ci(rp)) = D{ (rwp).

Pour w € K p soit 7t la représentation de w='P~(L)w dont I’espace sous-jacent
est le méme que 7p et telle que w ! p~w € w™' P~ (L)w agit par 7p(p~). On a
un isomorphisme B(L)-équivariant :

Cu(rp) => cInd) T, | o wE, e (e f(wn) (33)
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ou I’action de N (L) est la translation a droite sur les fonctions et ou 1’action de
T (L) est donnée par :

(th)(n) = mp (1) (h(t~"'nt)) (34)
siteT(L),ne N(L)eth ec- IndNEf;, (L)wﬂN(L)JT}f (noter que T (L) est contenu

dans w™' P~ (L)w).
Le reste de cette section est consacré a la démonstration de la proposition 6.2.

Lemme 6.4. Notons R~ (resp. Rp) les racines négatives de (G, T) (resp. (Lp, T))
relativement a B (resp. BN\L p). Soit w € Kp\{1}, alors ona w™! (RT\Rp)NS # 2.

Démonstration. Comme w # 1, ona R~ Nw(R™) # @ et donc R~ Nw(S) # @
(puisqu’une racine de w(R™) est somme 2 coefficients positifs de racines de w(S)).
Comme w € Kp, on a w*I(R;) C R, donc w*I(R;) NS = g c’est-a-dire
R, Nw(S) = . On en déduit (R™\R,) Nw(S) # I, d’ou le résultat. [l

Le lemme suivant s’inspire de [Schneider et Vignéras 2011, Proposition 12.2].
Lemme 6.5. Soit w € Kp\{1}, alors (w™'Np-(L)ywnN No)\No/N1 = {1}.
Démonstration. Par le lemme 6.4, il existe o € S tel que Ny, € w™ ! Np-w, donc

N (L)ﬂNo Cw 'Np-(L)wnNNy et il suffit de montrer (N, (LYNNo)\No/N1 ={1}.
Soit N2 Ker(No £> Or), on a Ny C N et il suffit de montrer que :

(Na (L) N No)\No/ N> = {1}.

Comme ¢ : Ng/ N, = Op par (24), il suffit de montrer £(Ny (L) N Ng)\Or = {0}.
Mais c’est clair puisque €(Ny (L) N Ng) = 14 (Ny(L) N Ng) = Op (encore) par
(24). O

Pour tout w € Kp on munit C,(rp)N = (c IndNEfI)D (LywnN(L) JT}‘)’)NI de sa
structure d’objet de Mod, définie au § 3.
Lemme 6.6. (i) Soit M C (C Inng})D (LywnN(L) n}f)N' un sous-A[[ X[ F-module

de type fini. Alors il existe un entier n >0 tel que F" (M) C (Ind P (LywnNg TP )Nl .

N(L N
(ii) Le sous-A[[ X]-module (Ind (lIP LywnNg ™ ) de (c Ind 511)0 (LwnN(L) w) :
est un sous-objet dans Mod 4.
Démonstration. () Par [Hauseux 2014, lemme 3.1.3] on a :

N(L) =& ™ Nog(p")
n>0
etpar (34)ona:
E(p™"INoE(P") w E(pT"FHNoE(p"h) w
E(P)And, % = 1 ywme (g pm TP S 10,5 o e (s Nog (1) T
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. déf E(p™")NoE(p") w\N P
Soitn >0 et M, = (Indw’lP’(L)wﬂé(p*")Noé(p”) mp)™, on en déduit aveF (12)
(et No CE(p~)No&(p™)) que les M, sont des sous-A[[ X ][ F]-modules croissants
(quand n grandit) du A[ X ]|[ F]-module (c—IndN(L) n'g)Nl, que F(M,) C

. w1 P=(L)wNN(L)
M,_;sin>0,etque:

N(L) Ny _
(c-Ind = 1wy TR = U M.
n>0
SiM C (C'Iﬂdﬁﬂ—(mwmm n,’f’)N' est de type fini sur A[X]I[F], il existe donc

un entier n > 0 tel que M € M, d’ol on déduit F"(M) C F*"(M,) C M.

(ii) Par le preuve du (i), My = (Ind™°, aW)N est stable par F dans
w P~ (L)YwNNy ** P

(c—IndzEf;,_ (LYwAN(L) n,’é’)N t, Comme M, est clairement stable par Z; (cf. (34)),

c’est donc un sous-objet dans Mody4. O

oy . . —=ét
Proposition 6.7. Pour tout w € K p, on a un isomorphisme dans <I>F: :

\V N(L) wy ~ vV No wy\N
D (e-Ind =, /) oy FR) = D ((Indw—lP—(L)meo mp)™M).

Démonstration. Le (i) du lemme 6.6 montre que :

Cw (nP)Nl/(IndIlZ(l]P—(L)meo ng)Nl

est un A[F]-module de torsion. Le résultat découle donc de la proposition 2.7. [J

On démontre maintenant la proposition 6.2. Par la proposition 6.7, il suffit de
montrer que tout sous-A[[ X ][ F]-module M de (Ind]u\)/(ll P (L)ywnNo n,‘i’)N ! vérifiant
les conditions (1) est tel que MY[1/X] = 0 si w # 1. Comme wINp-(L)w
agit trivialement sur 777, on a une injection Ny-équivariante (qui n’est pas un
isomorphisme si P # B) :

nd, - o, TH < C((w ™ Np-(Lyw N No)\No, ) (35)

ol le terme de droite désigne le A-module des fonctions localement constantes avec
action de Ny par translation a droite (et triviale sur 7). Cette injection en induit
une de A[[X]-modules :

— N
Md -, TP > C((w ™ Np-(Lyw N No)\No, 7)™
= C((w ™ 'Np-(L)w N No)\No/ N1, ).

Or, si w # 1, le lemme 6.5 implique que X agit par O sur ce dernier terme, donc aussi
sur (Indg‘llp,(L)meO m )M, donc a fortiori sur tout M (Indgﬂlp,(L)meo )M
vérifiant (1), donc enfin sur M"Y (cf. la preuve du lemme 2.6). On en déduit
MVY[1/X] =0 ce qui achéve la preuve.

Lorsque P = B, on peut préciser la proposition 6.2.
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Proposition 6.8. Supposons P = B et wp localement admissible (comme repré-
sentation de T (L)), alors Cy, ()" est un A[Fl-module de torsion pour tout w €
WA\{1} (en particulier on retrouve DSv (Cyw(rp)) =0 par le (iii) de la proposition 2.7).

La preuve est le cas particulier i = 0 du (ii) du théoreme 8.1 ci-apres, auquel on
renvoie le lecteur.

Remarque 6.9. Il est possible que, pour P # B et wp localement admissible
(comme représentation de L p(L)), le A[F]-module C,,(7rp)™! soit en fait encore
de torsion pour w € Kp\{1} (voir aussi a ce propos la remarque 8.7).

7. Le cas des induites paraboliques 11

On démontre la proposition 6.3, ce qui achéve la preuve du théoreme 6.1.

On conserve les notations des sections précédentes et on suppose P # G sinon
il 0’y a rien 2 montrer. On pose Np,o & Np(L) N No = [Tyege\ g+ (Na(L) N No) et
Np def Np(L)N Ny = Np N N;. Comme Ny est totalement dé(P:omposé, on a un
produit semi-direct No = N1, oNp o (avec Np o distingué). Comme (R*\R}f) NS #
& (car P # G), on a par (24) une suite exacte courte :

0— Np1— Npo— TrL/@p((’)L) —0

d’ou on déduit que I’inclusion Np o € Ny induit un isomorphisme Npo/Np 1 =
No/N1.Notonsque Ny, 1Np1 CNisiP#B etqueth,lt_l CNp, tNLP’lt_1 C
Ni,.1 (puisque tNp (L)t~ ' =Np(L),tNy, (L)t~ =N, (L) ettN1t~! € Ny) pour
tout 1 € £(Z,\{0}).

Lemme 7.1. Les inclusions N1, 0 € N1, oNp.o et Np,o € N1, 0Np,o induisent un
isomorphisme de groupes abéliens :

Nippo/Npp1xNpo/Np1—> No/(Np,1Np1).

Démonstration. Par définition de Nz, ; etde Npj,ona:

[] Nu)NN))C Ny et [ (Na(L)NNo) C Np.y
@€R;\Sp a€(RT\RH\(S\Sp)

qui entraine ]_[aeR+\S No(LYNNo C N, 1Np,1. On a par ailleurs un isomorphisme
de groupes abéliens (rappelons que Ny est totalement décomposé) :

N0/< I1 (Na<LmNo>)’él'[<Na<LmNo)=

a€RM\S aes

[T WNa@ N No) [T NalL) N No).  (36)

C{ESP OIES\SP
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De plus I'image de Ny, 1 (resp. de Np 1) dans le quotient (36) est clairement :

B} Y wesp la YoTr
Kers,,défKer(]_[(Na(L)mNo) o, 0 z,,)

aGSp

(resp. avec partout S\ Sp au lieu de Sp) de sorte que 1’on a un isomorphisme de
groupes abéliens :

(NL,,JNP,I)/( [] We@ ﬂNo)) =5 Kerg, x Kerg\s, - (37)
a€RT\S
En utilisant les isomorphismes :

Nipo/NLp1 = ( []We@n No)) / Kers,

aESP

Np,o/Np,1:»< I (Na(L)mN()))/ Kerg,s,,

aes\Sp
on en déduit le résultat en faisant le quotient de (36) par (37). (|

Via les isomorphismes No/N1 = Z,, Np,.0/Nrp,,1 = No/N1=Z, (si P # B)
et Npo/Np,1 = No/Ni1 = Z,, on voit que la suite exacte courte de groupes
abéliens 0 — N1/(Nr, 1Np.1) = No/(NL,1Np,1) — No/N1 — 0 s’identifie a
0—-0—2,—Z,—>0siP=Betvialelemme7.14a:

0O—rn2,——2,x72, Z, 0
X — (x, —X) (38)
(zy)H——z+y

si P # B.
Rappelons que, par (33) et la proposition 6.7, on a :
DY (Ci(wp)) = DY (c-Indp ) o 7p) = DY((Ind}’ ;v )Y, (39)

La restriction 2 Np o induit un isomorphisme :
Ind]}\,]‘l(mm\,o wp => C(Npo,mp) =C(Npo, A) ®a7Tp (40)

ot le terme de droite désigne les fonctions localement constantes a valeurs dans wp
ou A, ou I’action de Np ( est par translation a droite sur les fonctions (et triviale
sur 7rp), et ot 'action de Ny, o est donnée par :

(nLp.0h)(npo) =mp(np,0) (g} gnponi,.0) (41)

si nr,o0€ NLP’(), npo € Nppet he C(NP’(), Tp).
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Lemme 7.2. On a un isomorphisme de A[[No/(Np,,1Np,1)l-modules :

~ Nipiiy ~ NL,.
(Ind},2 v )V NP Z C(Np o/ NPy, p ) ZC(Npo/Np 1y A) @4y

ou la structure de A[No/(Np, 1Np 1)]-modules a droite est la structure évidente
de A[[Npo/Np ]]@AA[[NLP’Q/NLP’1]]-m0dul€s via l'isomorphisme du lemme 7.1.

Démonstration. Comme Np ( (et donc Np 1) agit trivialement sur wp, on a :

(c—IndZI\,’O_(Lm\,0 mp)NPU = C(Npo/Np.1, p)

par (40). Par le lemme 7.1, I’action par conjugaison (41) de Nz, ¢ (et donc de
Np,.1) sur Np o devient triviale dans le quotient abélien Np o/Np ;. On en déduit
facilement le lemme. (]

Supposons dans un premier temps P # B. Le groupe Nz, 0/Np, 1 = Z, agit
naturellement sur ngL” !
une injection :

et via I’'isomorphisme Np o/Np ;1 = Z, précédent, on a

N n s C(Npo/Np1. T, v (x > x(1)) = n(v)

Pl

N Nipa NL
ol x € Npo/Npietvem, " . Rappelons que 7 et:

NLP,I Ny lemn,E: 72 Np .1Np1 Ny ~ Ny
C(Npo/Np1,7p ") =  (C(Np,mp) tr! 7P N =C(Np,o, p)

sont munis d’une structure d’objets de Mod4 (pour les groupes réductifs respectifs
Lp et G, cf. §3 et (ii) du lemme 6.6).

Lemme 7.3. L’injection n induit un isomorphisme dans Mod 4 :

ﬂgLP'l = C(Npo/Np,1, ﬂgLP’l)N‘-
Démonstration. 1l faut montrer que 7 induit un isomorphisme de A[[ X ]|[ #']-modules
qui commute aux actions de Z;. Posons N { e N L,.1Np 1, un sous-groupe distingué
de N (cf. lemme 7.1). Par le lemme 7.1 et le lemme 7.2, on voit que I’action
de No/N| = Ny ,.0/Npp1 X Np.o/Npy = Z, x Z, sur C(Np.o/Np.j,p ") =
C(Z,,7p""") est donnée par :

(@, UNE) =z(f(x +y)). (42)

Par la suite exacte (38) et par (42), un élément f € C(Npo/Np.1, ng“”]) est inva-
riant sous N1, ou de maniére équivalente sous Ny /Ny % Z,, sl vérifie y(f(x—y)) =
f(x) pour tout x € Z,, et tout y € Z,,. En posant v¥ £ 0) € rrPLP"
y = x, on obtient f(x) = x(v), ce qui montre la surjectivité de .

Si xg € No/N1 =Z, et f =n(v) €C(Np,o/Np.1, n,fLP")Nl, on a (via (38)) :

(x0(f))(x) = ((0, x0)(f)) (x) = f (x+x0) = (x +0) (v) = x (x50 (v)) = 1 (x0(v)) (x)

et en faisant
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ce qui montre la compatibilité a I’action de A[X].

On montre la compatibilité a I’action de F, laissant celle a I’action de Z;,
analogue en plus facile, au lecteur. Comme &(p) N{&( p)~! € N/, on peut définir
pour tout f € C(Np.g, p)M :

déf ’
Ep) v fE DY nEMS € C(Npo, )M
n €Ny /E(p)NIE(p)~!
. / N .
Via C(Np.o, ap)M = C(Zp, rrPLP'l) (lemme 7.2), un petit calcul montre que cette
action est explicitement donnée par :

&P N HX) = > nip1§(p)(f(x/p)) (43)

nip 1 €NLp 1 /E(P)NLp 1E(p)7!

ou f(x/p) =0six e Z,\pZ,. Par ailleurs, pour tout f € C(Np, wp)M on a
I’égalité suivante dans C(Np o, ap)N

Y. mEpS = > mEP) -y ). @4
meN1/E(p)N1£(p)~! 1E€(N1/N/E(P)(N1/NDE(p) !

(On laisse cette vérification facile au lecteur ; considérer la chaine d’inclusions
S(p)leg‘(p)_1 C N[(E(p)Nléf(p)_l) C N; comme dans la preuve du lemme 4.1
ol N{ (é(p)Nlé(p)_l) est le sous-groupe de N| engendré par N{ et S(p)Nlé(p)_l,
et remarquer que Ny N E(p)N1E(p)~ ! = g-‘(p)Ni%‘(p)_l.) En combinant (43), (44)
et (42) (appliqué avec (z, y) = (i, —i) € N1/N; S No/Ny), on voit que I’action de
F sur f =n() eC(Np, ap)N = C(Zp, nfyLPv')Nl/Nl/ est explicitement donnée
par :

p—1 .
F(n(v))(x)=2i( 3 nLP,IS(p)(x l(v))) (45)

i=0 “np, 1€NLp 1/E(PI)NLp1E(p)~] p

N

ol ((x —i)/p)(v) = 0 si x n’est pas congru a { modulo p. En notant i, €
{0, ..., p—1} 'unique entier congru a x € Z, modulo p etn, GS(p)NLP,()é}(p)_1 -

Ny, ounrelevé de x —iy € pZ, via£(p)Np, 06 (p) "' /E(P)NL, 1E(p) ™1 => pZ,,
(45) se récrit :

F(n(v))(x) = ix< > nLP,lnxap)(v))
NLp.1/E(P)NLp.1£E(p)~!
Oou encore :

F((0)(x) = x 3 n;lnLP,lnxs(p)(v)). (46)
Nip 1 [EDINLp1E(p)~!

Comme N, | est distingué dans Ny, o et £(p)Nr, 1£(p)~" est distingué dans
.SE(p)NLP,OS(p)_I, I’ensemble {n;lnLP’lnx} dans la somme ci-dessus est encore
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un systéme de représentants de NLPJ/s(p)NLP,lg(p)_1 dans Ny, 1 pour chaque
x € Z,. On en déduit que (46) se récrit :

F(n(v))(x) =x< > nLP,ls<p>(v)) =x(F(v))

Nip1/E(PINLp 1E(p)~1

pour I’action de F sur ngLP’l a droite. Cela montre F(n(v)) = n(F (v)). U

Par le lemme 7.3, on a donc DV(C(NP’O, np)Nl) = Dsv (7p) ce qui, avec (40)
et (39), montre la proposition 6.3 lorsque P # B (tous les isomorphismes étant par
ailleurs clairement fonctoriels en 7 p).

On suppose maintenant P = B. Par le lemme 7.2 on a un isomorphisme de
A[[X]-modules C(Ny, 7))V = C(Z,, A) ® s wp. En munissant le terme de droite
d’une action de Z,\{0} donnée par I’action de §(Z,\{0}) € T (L) sur mp et par
fr= (G f(x/a))surC(Z,, A)ouacZ,\{0}et f(x/a) =0six/aecQ,\Zp,,
on vérifie facilement qu’il s’agit d’un isomorphisme dans Mody (cf. (43) avec
Nll =NjetNL, 1= {1}.

Lemme 74. (i) Si Mp C 7p est un sous-A-module de type fini stable par
E(Zp\{0}) alors C(Z,, A) @4 M p est un sous-A[[ X[ F]-module de C(Ny, )V =
C(Z,, A) @4 mp stable par Z; qui vérifie les conditions (1).

(i) Tout sous-A[[X||[F1-module de C(Ny, mg)N' stable par Z; qui vérifie (1) est
contenu dans C(Z,, A) ® s Mp pour Mg C g un sous-A-module de type fini stable
par §(Z,\{0}).

Démonstration. (i) On a :
HOII]A(C(ZP, A)R@aMp, A)EA[X]®a Ml\;

qui montre que C(Z,, A) ®4 Mp est un A[X]-module admissible puisque M est
de type fini sur A. Montrons qu’il est de type fini sur A[X][F]. Par dévissage
(C(Z,, A) est plat sur A), on se ramene au cas A = kg. Comme k%[[X]][F] =
k' @k, (ke[ XT[F1) est de type fini sur kg[[ X[ F] pour toute extension finie k; de
kg, on peut quitte a étendre les scalaires supposer que Mp| £(@;) estune extension
successive de caracteres lisses de & (@;) (a valeurs dans k). Par dévissage encore,
on est donc ramené au cas dimy, Mp = 1 et, quitte a twister I’action de &§(Z,\{0})
sur C(Zp, kg) Qk, Mp, on peut méme supposer que Mp| £@)) est le caractere trivial.
On est finalement ramené a C(Z,, kg) qui est bien de type fini sur kg[X][F],
engendré par exemple par la fonction 1z, .

(i) Soit M CC(Z,, A)® a7 p stable par Z; et qui vérifie (1). En prenant Hom4 (-, A),
on a une surjection de A[X ][ F]-modules A[[X]]@Ang — MY compatible a Z;
o MY est un A[X]-module de type fini, d’olt une surjection de A-modules
my — MY/XM" qui commute a F et Z);. Comme F = £(p) est ici bijectif sur 75,
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donc sur 7, il est surjectif (et A-linéaire) sur le A-module de type fini MY /XM,
donc aussi bijectif. Par un argument classique (parfois appelé “Dwork’s trick™), on
en déduit une section A[F]-linéaire canonique s : M~/ X MY < M" de la surjection
MY — MY /XM" qui commute avec la section évidente 7)) < A[X]®a7m) et
avec ’action de Z;. Autrement dit la surjection A[X 1® Arrg — M se factorise
comme suit :

~ Id ®s
AlXTI®amy—AIXI @4 MY/ XMY —»M".
Et on voit que Mp € Homy (MY/XMY, A) convient. O

Le lemme suivant est un exercice simple sur les (¢, I")-modules que I’on laisse
au lecteur.

Lemme 7.5. Soit M un A-module de type fini muni d’une action A-linéaire lisse
de Q. V(M) la représentation de Gal(Q »/Qp) sur A associée par la réciprocité
locale et D(M) le (¢, I')-module associé a V(M) par le foncteur covariant de
[Fontaine 1990, théoréme A.3.4.3]. Ona D(M) = A[X][1/X]®4 M ou I’action
de I' = 7 est 'unique action A[X1[1/ X]-semi-linéaire donnée par I’action de
Z,, sur M et out 'action de ¢ est l'unique action semi-linéaire donnée par I’action
de p sur M.

Par le lemme 7.4, on obtient un isomorphisme dans @:t :

DY(C(No, mp)™) Zlim(A[XT[1/X]1®4 My) (47)
Mp

ou la limite projective est prise sur les éléments Mp de M (rp) et ou I’action de ¢
et de Z; (ou de maniere équivalente de @;) sur M, est donnée par (¢(f))(m) =
FEP)Tm) et (x(f)(m) = FEX)m)), x € Z;. Par le lemme 7.5 appli-
qué a M) et le fait que le foncteur (¢, I')-module commute a la dualité, on
a A[XN[1/X] ®a My = DY(Mp) pour Mg € M(mp) (cf. § 3), d’ol on dé-
duit DY (C(Ny, mp)V) = Dg(ng) par (47). Par (40) et (39), on en déduit la
proposition 6.3 lorsque P = B (la fonctorialité étant la aussi claire).

Exemple 7.6. Soit x : T(L) — A* un caractere lisse, alors st (IndgfL(z) x) estle

(¢, T')-module du dual du caractére de Gal(Q »/Qp) sur A donné (via la réciprocité
locale) par @ — A*, x = x (£(x)).

Proposition 7.7. Supposons mg localement admissible (comme représentation de
T (L)), alors le A[ X[ F1-module C; ()N satisfait la propriété Ad (définition 2.2).

Démonstration. En procédant comme dans la preuve de la proposition 6.7, par le
(i) du lemme 2.5 il suffit de montrer le résultat pour le sous-A[ X ][ F]-module
C(Ny, mp)M = C(Z,, A)® mp. Comme g estun A[F]-module de torsion (car 5
est localement admissible), tout sous-A[[ X [I[ F']-module de type finide C(Z,, A)®a
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mp est contenu dans C(Z,, A) ®4 Mp ou Mp C mp est un sous-A-module de type
fini stable par F. On en déduit le résultat par le (i) du lemme 7.4 et le (i) du
lemme 2.1. U

8. Le cas des H!(Ny, Cy(7p)) pouri >1

On montre que les A[F]-modules H'(Ni, C, (7)) (cf. fin du § 3) sont tres
souvent de torsion.
On garde les notations des sections précédentes.

Théoreme 8.1. Soit g une représentation lisse de T (L) sur A.
(i) Le A[F1-module H (N1, Ci(1tg)) est de torsion pour tout i > 1.

(1) Si mp est de plus localement admissible (comme représentation de T (L)),
le A[F1]-module H' (N1, Cy (1)) est de torsion pour tout i > 0 et tout w €
WA\{1}.

Le théoreme 8.1 va résulter de la combinaison de quatre propositions énoncées

(et démontrées) ci-dessous.

Pour tout w € W, posons Cy, o(7p) (ng((w_] N~ (L)w N No)\No, wg) (notons
que (35) est un isomorphisme lorsque P = B). C’est un sous-A-module de Cy, (7p)
stable par I’action de Ny et de £(Z,\{0}) (pour cette derniere cela découle de (34),
voir la preuve du (i) du lemme 6.6). En particulier on peut définir pour tout i > 0 et
tout w € W des objets de Moda, H (N1, Cy.0(wp)) et H (N1, Cyy () /Cuw.0(TB)),
comme a la fin du §3.

Proposition 8.2. Si les assertions (i) et (ii) du théoréeme 8.1 sont vraies avec
Ci0(mp) et Cy.o(rp) au lieu de Ci(7wp) et Cy (1), alors le théoreme 8.1 est vrai.

Démonstration. La suite exacte courte :
0 — Cy,0(p) = Cy(mp) = Cuw(X)/Cuwo(mp) = 0
donne des suites exactes dans Mod,4 pour touti > 1 :
H'™! (N1, Cu(p) /Cu0(p)) — H' (N1, Cu0(p)) — H' (N1, Cy(p)) —
H' (N1, Cuy(7p) /Cu0(p)).  (48)

La méme preuve que celle de [Hauseux 2014, lemme 3.3.1] (voir aussi celle du (i)
du lemme 6.6) montre que &(p) est localement nilpotent sur Cy, (7w5)/Cyy.0(7t5) pour
tout w € W, et donc F est localement nilpotent sur H' (N1, Cy,(x)/Cu.0(7p)) pour
tout i > 0 et tout w € W (cf. (14)). En particulier H (N, Cw(mp)/Cy o(mp)) est
toujours de A[F]-torsion. Par le (i) du lemme 2.5 et (48), cela montre la proposition.

O

Proposition 8.3. Le A[F]-module HI(N,, Ci1.0(mp)) est nul pour tout i > 1.
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Démonstration. Comme No/Ni = Z,, est de dimension 1, on a pour tout i > 1 une
suite exacte courte déduite de la suite spectrale de Hochschild—Serre (cf. [Hauseux
2014, §3.2(12)]) :

0— H'(Z,, H™" (N1, C10(p))) — H'(No, C1,0(mp)) —
H(Z,, H' (N1, C1,0(p))) = 0. (49)

Comme C; o(p) = C(No, wp) est une représentation injective de Ny (agissant par
translation a droite sur les fonctions), on a H' (No, Ci.0(mp)) =0 pouri > 1. Par
(49) on en déduit HO(ZP, H (N, Cl’o(ﬂB))) = 0. Comme Z, est un pro-p-groupe,
un A-module non nul avec une action lisse de Z, a toujours des vecteurs non nuls
invariants sous Z,, d’ou H(N,, Ci.o(mp)) =0pouri > 1. O

Par la proposition 8.2, cela montre le (i) du théoreme 8.1.

On fixe dans la suite w # 1. On va montrer le (ii) du théoréme 8.1 pour Cy, o(7p).
Par un dévissage sur A évident et le (i) du lemme 2.5, on peut supposer A = kg.
Comme mp est une représentation lisse localement admissible du groupe com-
mutatif 7'(L) sur kg, on peut I’écrire comme limite inductive 7p = lim, 7p, de
représentations 7z, de T (L) de dimension finie sur kg. Comme Ny est compact,
toute fonction de C,, o(7rp) est a valeurs dans une sous-représentation n}éj’  demp
de dimension finie sur kg, de sorte que 1’on a Cy o(p) = lim, Cy o(7p,,) (avec
des notations évidentes). Comme la cohomologie (continue) commute aux limites
inductives, on voit qu’il suffit de traiter le cas ol wp est de dimension finie sur kg,
ce que 1’on suppose dans la suite. On va en fait montrer que H {(Ny, Cw.o(mp)) est
alors aussi de dimension finie sur kg pour tout i > 0, ce qui implique qu’il est a
fortiori de torsion comme kg [ F']-module.

On note N5 [1,e r+\s No : ¢’est un sous-groupe algébrique fermé normal de
N de quotient abélien isomorphe a ]_[aes N, . De plus, on a NS(L)NNy € N; C Ny.
Soit R, & R+ N w=1(RT), comme N, est totalement décomposé, on a :

l_[ (Ny(LYNNg) Zw 'N(L)ywN Ny = (w 'N"(L)wNNo)\No.  (50)
aeRi
Proposition 8.4. Il existe une suite 0 = N§ € NS € N5 C--- C N3 = N5 de
sous-groupes algébriques fermés de N vérifiant les conditions suivantes
@) N.S est un sous-groupe normal de N pour tout j € {0, ..., m};
(i1) pour tout j € {1 , m}, ou bien ’action de (NS(L) ﬂ No)/(NS (L) N Nop)

sur Cw,o(nB) = I(LmNo est triviale, ou bien Cy,, 0(713) = I(L)QNO est une repré-
sentation injective lisse de (N].S(L) N No)/(N]‘.g_1 (L) N Ng) sur kg.

Démonstration. Si N® est trivial (i.e., si R* = §), il n’y a rien & montrer. On suppose
donc NS non trivial dans la suite.
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Construisons d’abord N IS . Soit @; € RT\S une racine de hauteur maximale
dans R™ (cf. par exemple [Breuil et Herzig 2015, Remark 2.5.3]), alors N, est un
sous-groupe algébrique de N normal dans N par [Digne et Michel 1991, Theorem
0.31(iv)] (en fait No, commute méme a tout élément de N par [loc. cit.]).

Supposons w(a1) € R™, i.e., a; ¢ R} ou de maniere équivalente :

Ny, Cw 'N"wNN,
alors pour tout ng € Ng et ny, € Ny, (L) N Np on a dans (w N~ (Lywn No)\No :

(w™'N"(L)yw N No)nong, = (w™'N~"(L)w N No)nong,ny 'no
= (w™'N"(L)w N No)ng

puisque nonmna1 € Ny, (L) N Ny et Ny, (L) N Nog € w~ !N~ (L)w N Ny. Donc
I’action de Ny, (L) N Ny sur Cy, o(rp) est triviale.

Supposons w(a) € RT,i.e., ) € R} ou de maniére équivalente N, Cw ™' NwN
N. En utilisant (50), on voit que 1’on a un isomorphisme compatible a 1’action de
N, (L)N Ny :

Cu0(TB) Ny, ynm = Q) C(WNa (L) N No, 3)

a€R$

(Ie produit tensoriel étant sur kg) ou I’action de Ny, (L) N Ny est triviale sur
C(No(L)N Ny, ) si a0 # ay et est la translation a droite sur C(Ny, (L) N Ny, mg)
(g ne jouant aucun rodle). Comme C(Ny, (L) N Ny, mg) est une représentation
injective de Ny, (L) N Ny sur kg, on voit que C,,,,O(JTB)I;\/“l (L)NN, €St une somme
directe de représentations injectives de Ny, (L) N Ny sur kg, donc est injective.

On peut poser NIS et Ng,. Si le = N5, c’est fini. Sinon, en remplagant N par
N/N?3, NS par NS/NS, R par R*\{a;}, R} par R} \{a1} (qui peut étre égal a
R;z selon les cas) et Cy, o(7rp) par :

Cuo(rp)™ BN = ¢ ((w™ N7 (L)w N No)\No/(Ney (L) N No), )
= C(((w "N~ (L)YwNg, (L)) N No)\No, 73)
Q) C(Nu(L)NNo, 7p),

aeRH\{o}

12

le méme argument donne a; € (R™\{a1})\S (de hauteur maximale dans R\ {o})
tel que Ny, est un sous-groupe algébrique de N5/N 15 normal dans N/N?, et tel
que action de Ny, (L) N Ny sur Cy o ()1 (©Wo par translation a droite est soit
triviale soit “injective” selon que w(az) € R~ ou w(az) € RT. On pose alors
NZS & f Ny, = Ny, N IS C N9, qui est bien normal dans N. On poursuit par une
récurrence évidente, qui s’ arréte lorsque Nl.S = NS5, (]
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Par le (i) de la proposition 8.4, N ]S 0 © N /S (L) N Ny est en particulier un sous-
groupe normal de N; pour tout j € {0, ..., m}.

Proposition 8.5. Pour tout i >0ettout j€f{0,...,m}, le kp-espace vectoriel
H' (Nl/N 0> Cu, 0(713) J. 0) est de dimension finie (rappelons que dimy, wp < 400).

Démonstration. On fait une récurrence descendante sur j.
Supposons d’abord j = m. Alors NO/N;Z,O = Ny/(N5(L) N Np) est le groupe
abélien [ [,¢(No (L) N Np) et

Cur ()" N0 = C( [ ] Na(L) N Ny, niﬁ)

€Sy,

0 S, & sn R} Comme w # 1, il existe B € S\Sy. On fixe un tel B et on définit
une injection (d’ensembles) :

jup: [ Na(L)NNo) > N1, n> 15! (—Em)n

€Sy

ol t ( £(n)) est 'unique element de Ng(L)N Ny dont I'image par (g est —€(n) €
Or (cf (24), on a bien alors Lﬂ ( £(n))n € N1). Composée avec la projection
Ni — N1 /(NS(L) N Ny), Jw,p induit une injection de groupes abéliens (en fait de
Z ,-modules libres de type fini) :

Jup: [ (Na(L) N No) <> Ni/(NS(L) N No)

aEeSy,

dont le conoyau est sans torsion (regarder le conoyau dans No/(N3(L) N Ny) =
[ [ es(Na (L) N Np)). Notons Ny, g un facteur direct de HaeSw (N4 (L) N Ny) dans
Ny /(NS(L) M Np) via I’injection jw_ﬁ (N1,w,p est donc isomorphe a une somme de
copies de Z ). Par la suite spectrale de Hochschild—Serre, il suffit de montrer que
le kg-espace vectoriel :

H (Nl,w,ﬂ, H"Z( [T Wa(L) N No). C( [T WNa(L) NNy, n;’)))

aEeSy aESy

est de dimension finie sur kg pour tout couple d’entiers (i1, i2). Comme il est nul
si iy > 0 (par injectivité de C([T,es, (Na(L) N No), }})), on peut supposer ir = 0
auquel cas il reste H'' (N1 4,8, g) qui est de dimension finie car Ny, g est un
pro- p-groupe analytique compact et sans torsion et 775 est de dimension finie, cf.
par exemple [Serre 1994, §1.4.5].

Supposons maintenant H'’ (N1 / NS 1,00 Cu, 0(713) . 0) de dimension finie p%ur
un j €{0,...,m—1}ettoutentieri > O et montrons que H' (NI/N] 0+ Cw,0(TB) 70)
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est de dimension finie pour tout entier i > (. Par la suite spectrale de Hochschild—
Serre appliquée a :

1— N7 o/Nig— Ni/Njy— Ni/N? g~ 1,
il suffit de montrer que le kg-espace vectoriel :
. N
H' (Nl/N i+1,00 le(NjSH,o/NjS,o, Cw,o(ﬂB)Nf~°))

est de dimensiogl finie sur kg pour tout couple d’entiers (il, i2). Supposons d’abord
que Cy 0(7p) Njo est une représentation injective de N3 T, 0/ 70 (cf. le (i1) de
la proposition 8. 4) alors comme dans le cas precedent seul reste a considérer
Hi (Nl/N PL1.00 Cw.0(7B) Nia, 0) (les autres cas étant nuls), qui est de d1mens10n
finie par hypothese de recsurrence Supposons maintenant que N PH1,0 / o agit
trivialement sur C,, 0(7‘[3) 70, Alors on a un isomorphisme compatible a I’ actlon de
Ni/ N? J+1,0

N N
H(N?,, 0/ N7 gs Cuo(mp)™i0) Z Cuo(rp)"Vi0 @iy H2(NF,, /N7 o k) (51)
pour I’action usuelle de N1/N]f5+1’O sur :

N N
Cu0(p) V10 = €,y (7w p) Vit10

(provenant de ’action par translation a droite) et I’action naturelle de N; /N3 41,0
sur H™ (N 1.0 / NS ior kE) obtenue en voyant kg comme représentation tr1V1ale
de N /N . Comme N3 T, 0/N 7o est un pro-p-groupe analytique compact et
sans t0r510n H2(N$ T, O/N] - kE) est de dimension finie sur kg ([Serre 1994,
§1.4.5]), et comme Nl/N]+1 o €st pro-p-groupe, on voit que H2(N? T+ O/N] 0 kE)
est une extension successive finie de representatlons triviales de N; / N3 41,0 SUT kg.
Ainsi la representatlon (51) de Ny/ N 1,0 €St une extension successive finie de

Cw.o(mp) Ni+10, Par les suites exactes longues de cohomologle des groupes usuelles
et un dévissage évident, il suffit donc de savoir que H'! (Nl/ 1.0 Cuw.0(Tp) N, o)
est de dimension finie sur kg pour tout i; > 0, ce qui est de nouveau I’hypothese de

récurrence. O

Par la proposition 8.2, le (ii) du théoréme 8.1 découle du cas j = 0 de la
proposition 8.5, ce qui acheve la preuve du théoréme 8.1.

On a le corollaire suivant immédiat par le (iii) de la proposition 2.7.
Corollaire 8.6. Soit wg une représentation lisse de T (L) sur A.

(i) Ona DY (H'(Ny,Ci(p))) =0 pour tout i > 1.

(1) Si mp est de plus localement admissible (comme représentation de T (L)), on
a DV(Hi(Nl, Cw(JTB))) =0 pour tout i > 0 et tout w € W\{1}.
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Remarque 8.7. Des calculs ainsi que la remarque 6.9 suggerent que le théoreme 8.1
et le corollaire 8.6 devraient se généraliser comme suit a tout sous-groupe para-
bolique P C G contenant B comme au § 3 : soit 7p une représentation lisse de
Lp(L) sur A, alors on devrait avoir un isomorphisme dans la catégorie ﬁjt pour
touti >1:

Dv(Hi(Nl, Cl(ﬂp))) ; DV(Hi(NLP,l, ”P)),

et si wp est de plus localement admissible (comme représentation de L p (L)), alors

on devrait avoir que le A[F]-module H {(Ny, Cy(mp)) est de torsion pour tout i >0
; ?

et tout w € Kp\{1}, et donc dans ce cas DV(H’ (N, Cw(np))) =0.

9. Quelques conséquences

On explicite quelques conséquences des résultats précédents, en particulier on
en déduit la réponse a une question posée dans [Breuil et Herzig 2015].

On garde les notations des sections précédentes. On note SP; la catégorie
abélienne des représentations lisses de G(L) sur A de longueur finie dont les
constituants irréductibles sont des sous-quotients de séries principales.

Corollaire 9.1. Soit & un objet de SBy.
(i) Le A[XT[F1-module ™' satisfait la propriété Ad de la définition 2.2.
(i) Le A[F1-module H' (N1, ) est de torsion pouri > 1.
(ili) Ona D (7) € OIS (et pas seulement ﬁft).

Démonstration. (1) Noter que 7|p(1) est encore de longueur finie comme repré-
sentation de B(L) par [Vignéras 2008, théoreme 5]. Par le (ii) du lemme 2.5 et un
dévissage, on se ramene 2 A = kg. Si wp est un caractere lisse de T (L) sur kg,
rappelons que la B(L)-représentation (IndggL()L)nBN B(L) est de longueur finie et
que ses constituants sont exactement les B(L)-représentations C,, () du § 6 pour
w e W, cf. [Vignéras 2008, théoreme 5]. Par le (ii) du lemme 2.5 et un dévissage sur
les constituants de 7|p(z), on se ramene ainsi a une B(L)-représentation Cy, (7).

Cela découle alors de la proposition 6.8 et de la proposition 7.7.

(i) Par le (i) du lemme 2.5 et un dévissage comme au (i), il suffit de démontrer
I’énoncé pour A = kg et C,(;rp) comme au (i), ce qui suit du théoreme 8.1.

(iii) La encore, par le (ii) de la proposition 2.7 et un dévissage, on se ramene a
Cy(mp) comme au (i). Si w # 1, c’est clair par la proposition 6.8. Si w =1, cela
résulte de (39) et (47) (cf. Exemple 7.6). U

Corollaire 9.2. Soir0 — 7’ — 7w — 7" — 0 une suite exacte courte de représen-
tations lisses de G (L) sur A telle que ' est dans SP. Alors on a une suite exacte
courte 0 — Dg(n”) — ng(n) — Dév(n/) — 0 dans CDF:t.
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Démonstration. On a une suite exacte dans Mod, :

0—s 7'M 7V s N HY(Ny, ).
Le A[XT[F]-module 7’ Nt gatisfait la propriété Ad par le (i) du corollaire 9.1 et
HY(N;, 7’) est un A[F]-module de torsion par le (ii) du corollaire 9.1. Par le (iv)
de la proposition 2.7, on en déduit le résultat. ([

Corollaire 9.3. En restriction a la catégorie SPy, le foncteur DV est exact et d
valeurs dans ®T{.

Démonstration. La premiére partie résulte du corollaire 9.2 et la deuxieme est le
(iii) du corollaire 9.1. O

Remarque 9.4. La preuve du corollaire 9.3 reste la méme en remplacant SP; par
la catégorie abélienne C, formée des représentations de G (L) de longueur finie
sur A dont les constituants irréductibles 7 vérifient les 3 conditions : (1) 7™
satisfait Ad, (2) H'(Ny, 7) est un A[F]-module de torsion, (3) ng (m) e CDFIft. Il
est vraisemblable que C4 contienne strictement SPy au moins pour L = Q. Par
exemple on peut s’attendre a ce que les induites paraboliques irréductibles (sur
kg donc) ne faisant intervenir que des représentations (irréductibles) de GL,(Q),)
ou des caracteres de Q ; dans la représentation du Levi [Abe 2013; Herzig 2011]
vérifient (1) et (2) (elles vérifient (3) par le théoréme 6.1, la proposition 5.5 et les
résultats pour GL,(Q,) [Colmez 2010; Emerton 2008; Berger et Vienney 2014;
Colmez et al. 2014]).

Considérons maintenant la catégorie abélienne SPr des représentations continues
unitaires de G (L) sur E topologiquement de longueur finie dont les constituants
(topologiquement) irréductibles sont des sous-quotients de séries principales conti-
nues unitaires sur E. Alors le foncteur Di_.v s’étend en un foncteur contravariant
et exact de SPr dans la catégorie CI>1"E§ét des (¢, I')-module étales usuels sur E en
posant si IT est dans SPg :

DY (MY E ®0, lim hm DM/ ()

ot IT° est une boule unité (quelconque) de IT stable par G(L) et ou les fleches de
transition (surjectives) Dév (119 (wf)) — st (119 (wa—l)) proviennent de :

/(g™ 1 (g

En utilisant les propriétés d’exactitude de DSv , on vérifie facilement que ng ()
ne dépend pas du choix de T1°. Ces mémes propriétés d’exactitude montrent que
DEV(HO/(wl’E")) est libre de rang fini (indépendant de m) sur Og/(ewwp)" [ X1[1/X]
pour tout m.
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Soit G’ un autre groupe algébrique réductif connexe déployé sur L de centre
connexe et soit DSV,, DSVGBS’ comme au § 5. On définit les catégories SPy (resp. SPg)
comme SPg mais avec le groupe G’ (resp. G x G’) au lieu de G, auxquelles on étend
DEV, (resp. Dév@g,) comme ci-dessus. Si (IT, IT") € SPg x SPg, notons que NI
est aussi un objet de SP;, (cela se déduit aisément du fait que le produit tensoriel
complété de deux séries principales continues unitaires de G(L) et G’(L) est une
série principale continue unitaire de G(L) x G’(L)), de sorte que Dg/ S’(H® eIl)
est bien défini dans CDI“hiét. On note de maniere analogue a [Fontaine 1990, §A.2.2.1] :

¥ E®o, (Iim O /(@p)" X111/ X]) = E ®o, (O£IX1I1/X1)"
m
muni des actions de Z; et ¢ induites par celles sur O /(wg)" [ X][1/X] pour
tout m.
Corollaire 9.5. Avec les notations précédentes, on a un isomorphisme dans GDFEét :
D} (M) = DY (1) ®¢ DY(T).

Démonstration. Soit TI° (resp. TI’°) une boule unité de IT (resp. IT') stable par
G (L) (resp. G'(L)), alors H0®0E 1Y est une boule unité de TIRIT’ stable par
G(L) ® G'(L) et par définition :

~ . 0
Do M®EM) = E ®o, lim D}g. (M°/(w]) ®0, 1" /(@ ])).
m
Commeona:

~ ) 0

D/ () ®s D/ (') = E ®o, lgl(DgV(HO/(wg")) ®orxir/x1 DL /(@ F))),
m

il suffit de montrer que pour tout m :

DYee (M°/ (@) @0, /(@)= DY (") (@) ®o,pxiyx) DL /(@)

ce qui découle de la proposition 5.5, que 1’on peut appliquer grace au (i) du
corollaire 9.1 (notons que les Og/(wg)™-modules sous-jacents a o/ (wf) et
"’ /(@) sont bien libres, une base s’obtenant en relevant une base quelconque
de T1°/(wwg) et I1"°/(wp)). O

Remarque 9.6. Par le (i) de la remarque 5.6, la méme preuve donne une version
du corollaire 9.5 avec un nombre fini quelconque de représentations.

On a aussi une version p-adique du théoreme 6.1 dont la preuve, sans difficulté,
est laissée au lecteur.

Corollaire 9.7. Soit wp une représentation continue unitaire de Lp(L) sur E
topologiquement de longueur finie dont les constituants irréductibles sont des sous-

quotients de séries principales continues unitaires de L p (L), et soit (IndgEL()L) 7p)°
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I’induite parabolique continue unitaire de 7p. On a un isomorphisme dans ®IS"
fonctoriel en wp :

G 0 ~
DY ((nd§5'") 7p)") = DY (p).

(Notons que, par induction “par étages”, la représentation (Ind P(L()L) g p)co est

bien dans la catégorie SPg.)

Nous pouvons maintenant répondre de maniere significative (et positive) a une
question formulée dans [Breuil et Herzig 2015, §3.5]. Nous devons rappeler pour
cela plusieurs notations, définitions et constructions de [loc. cit.]. On suppose
désormais L = Q,, (comme dans [loc. cit.]).

On note (G, B, T), (X(T), R, XV(T), RY), etc. comme au début du § 3. On
suppose G de centre connexe, on fixe des cocaracteres fondamentaux Ayv : Gy, — T
pour « € S et on pose édef D csrav €X v(T) comme au §3 La donnée radicielle
duale (XV(T), RV, X(T), R) est associée a (G, B, T) ou G est le groupe réductif
deploye sur Q, dual de G, B le Borel associé a (RY)™ et TcC B le tore maximal (tel
que X (T) = XV(T)). On note N le radical umpotent de B et N C N le sous- groupe
radiciel associé a @ € (RY)™. On suppose que G est aussi de centre connexe, en
particulier il existe un caractere 0 € X (7T') tel que 6 oa¥ = Idg,, pour tout @ € S
[Breuil et Herzig 2015, Proposition 2.1.1]. On rappelle qu’a tout sous-ensemble
C C(RY)* clos (i.e., tel que a, BeCetat+pe (RV)Jr = a+peC)estassocié
un sous-groupe algebnque fermé Bc de B (resp. Ge de G) sur 0, engendré par T
etles N, (resp. T etles Ny, N_a) pour « € C. De plus tout sous-groupe algébrique
fermé de B contenant T est de la forme §c-

Soit p : Gal(@p/@p) — §(E) - é(E) un homomorphisme continu et :

%, 1 Gal(@,/Q,) > B(E) - T(E).

On suppose a” o X, ¢ {1, e*!} pour tout @ € RY, i.e., p est générique au sens de
[loc. cit., Definition 3.3.1]. On note C, C (RY)™ le plus petit sous-ensemble clos
tel que p est a valeurs dans BC (E) C B(E ). Quitte a remplacer p par un conjugué
dans B(E ), on suppose de plus C, minimal parmi tous les conjugués de p dans
B(E) (cf. [Breuil et Herzig 2015, §3.2]). On pose :

We, & {wew, w(Cy) S (R}

Siwe W, etl C w(SY) N C, est un sous-ensemble de racines deux a deux
orthogonales, alors I et C,\I sont des sous- ensembles clos de (RY)™ [loc. cit.,
Lemma 2.3.7] et Bc est un produit semi-direct Nc A\ X B, ol :

Nejo = [ e
aeC,\I
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est le radical unipotent de Bc \1- De plus B1 est 1s0morphe a TI X (]_[0(E I /B\a) ou
TI C T est un sous-tore central dans BI tel que T TI X ([yes T, w)s T (resp. Ea)
étant un tore déployé (resp. un sous-groupe de Borel contenant 7";) de la copie
de GL, dans G correspondant a la racine «, cf. [loc. cit., §2.3]. Soit w € We, et
o € w(SY)NCy, en utilisant la minimalité de C,, on voit que la représentation :

pe - Gal(@,/Q,) LN Ecp(E) — By(E)

est non scindée (i.e., n’est pas a valeurs dans ﬁ[(E ) a conjugaison pres dans Ea(E )
et est générique.

On note L® & QuesL(Aqv) (une représentation algébrique de G sur E) ou
L(Ayv) est la représentation algébrique de G sur E de plus haut poids (dominant)
Ao relativement a B (cf. [loc. cit., §2.1], on utilise ici XV(T) = X (?)) On note
(L®|A )0rd la plus grande sous-représentation algébrique de L®| Be, dont les poids
(dans X (T)) sont dans {w(§), w € W} en voyant £ dans X (T) Pour suivre les
notations de [loc. cit., §2], on écrit plutdt o au lieu de ", par exemple L® =
®qesvL(Ag). Siw € We, et I C w(SY) N C, est un sous-ensemble de racines
deux a deux orthogonales, on considere la représentation algébrique de B, =

T, x (]_[ael §a) sur E :

Li¥w®)lz ®F (@ La>
ael

ol L est larestriction a By, de la représentation algébrique de GL; sur E de plus haut
poids w(& )|fa relativement a §a. En fait L, a dimension 2 et est I’'unique extension
non scindée du poids s, (w (&) |7,) parle poids w(§)|z, ousy € Westla permutation
associée a o (V01r [loc. cit., §2.3]). On voit L; comme représentation algébrique de
Bc via Bc — B, ;. Si I C I, on aune unique injection L; <> L 1/ ce qui permet de
définir (a isomorphisme pres) la représentation algébrique L, w = hm Ly de Bc
sur E ou la limite inductive est prise sur les sous-ensembles / de w(S ) NC, de
racines deux a deux orthogonales. Alors on a un isomorphisme de représentations
algébriques de Ecp sur E ([Breuil et Herzig 2015, Theorem 2.4.1]) :

~ d
@wech LCp,w = (L®|§C )or .

SiI’on note x,, I'image de ¥, via la surjection T(E) —» ’Y:I(E), on dispose aussi
de la représentation de Gal(Q,/Q,) sur E :

Liop= w7 0Xp) Pk (@Laopa)- (52)

ael

A o comme ci-dessus est par ailleurs associée dans [loc. cit., §3.3] une re-
présentation dans SPg notée IT(p)° dont on rappelle la définition. C’est une
somme directe 1(p)°™d = Buewe, [1(p)c,.w ou II(p)c, w est défini comme suit.
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Soit w € W¢, et J C S un sous-ensemble de racines simples deux a deux ortho-
gonales tel que w(J) € C; ou C/ e = Cp} € R™. Dans ce cas G est
le sous-groupe de Levi du parabolique B~ G ; de G et est isomorphe a T X GL{
ou Ty € T est un sous-tore central dans G, tel que T = T; x ([[,c; T), T
étant un tore déployé de la copie de GL, dans G correspondant a la racine o,
cf. [loc. cit., Lemma 3.1.4]. On choisit cette décomposition de telle sorte que
fw(J)v (cf. ci-dessus) (resp. Tw(a)v, o € J)soitle dual de wTyjw ! CwTw ' =T
(resp. de wT,w™!) ot w(J)V Ew@)Y, @ € J} € w(SY) N C,. Notons que
BNG;=T; x ([[yes
To.Sia e J et xq : T,(Q)) — (92 C E* est un caractere continu unitaire, on pose
avec les notations de [loc. cit., §3.1] (série principale continue unitaire) :

By) ou B, C GL, est un sous-groupe de Borel contenant

GL2(Qp)

< _ CO
Ma (o) € (Ind "0 7 (- (67" 0)I,@,)) -

Soit x, : T(Qp) — OE C E* le caractere continu (unitaire) correspondant a x,
par la correspondance de Langlands pour les tores (cf. par exemple [loc. cit., (10)]).
Pour & € § on note & I'unique extension non scindée de Iy (s« (w™(x,) |7, @,)))
par Ha(wfl(xp)m(@p)) (cf. [loc. cit., Appendix B] pour des références) et on
consideére 1’induite parabolique continue :

£ 0
M(p); ¥ (nd3 ) ) @) (07 () - € 007y, ®F (Bucs&n))) -
Pour J € J’ comme ci-dessus, on a une unique injection G(Q),)-équivariante
[1(p); < [1(p) a scalaire pres [loc. cit., §3.3] et on pose H(p)cp,w‘gfli_ng IT(p),
ou la limite inductive est prise sur les sous-ensembles J de S N w‘l(CZ) de
racines deux a deux orthogonales. Il est clair que I1(p)c, w est dans SPg (en fait
[T1(p)c,.w admet une suite de composition formée de séries principales “completes”,

cf. [loc. cit., §3.3]).

Dans [Breuil et Herzig 2015, §3.5], on demande s’il existe un foncteur cova-
riant noté F de la catégorie des représentations continues unitaires admissibles
(topologiquement) de longueur finie de G(Q),) sur E dans la catégorie Repy des
représentations continues de dimension finie de Gal(Q »/Qp) sur E vérifiant les
trois propriétés suivantes :

(i) pour tout caractére continu unitaire x : 7(Q,) — Og CE*ona:

G(Q _ 0 ~
F((IndBE(qg)p) x- (o)) =07,

ou x : Gal(@p/ Qp) — T(E) correspond a x par la correspondance de
Langlands pour les tores et ol on voit £ dans X (7T') ;
(i1) F est exact lorsque restreint a la catégorie SPg ;

(iii) F(M(p)™) = (L5, )" o p.



Induction parabolique et (¢, ')-modules 2289

Alternativement (i) est équivalent via la réciprocité locale a :

F((Indgf%l) X 00)) = (x> x(E()))
ou x € Q. Notons que la définition de I1(p)° ne dépend pas de £, mais comme
celle de L® en dépend (via les A,v), on s attend par (i) et (iii) & ce que £ intervienne
aussi dans le définition d’un tel foncteur F.

Notons V" le foncteur contravariant de CDth dans la catégorie Rep, défini
comme le dual du foncteur covariant Ve de [Fontaine 1990, §A.3.4.4(c)]. Soit
§:Q5 > Op CEX, x> e~ 1(0(&(x))) = 8(x) que I’on voit comme caractere de
Gal(Q,/Q)) (une puissance de & donc). Le corollaire suivant montre que, au moins
lorsque 1’on se restreint a la catégorie SPg (qui suffit pour exprimer les propriétés
(1) a (iii1) ci-dessus), un tel foncteur F' existe bien.

Corollaire 9.8. Le foncteur F gef (VVo ng) ® 87! de la catégorie SPg dans la
catégorie Repy, satisfait les propriétés (i), (ii) et (iii) ci-dessus.

Démonstration. La propriété (i) découle du corollaire 9.7 et des définitions (cf.
Exemple 7.6). La propriété (ii) suit du corollaire 9.3 (cf. la discussion qui suit la
remarque 9.4). Montrons la propriété (iii). Soit w € W¢, et J € SN w! (C;) un
sous-ensemble de racines deux a deux orthogonales. Par le corollaire 9.7 appliqué
avec L=Q,, P=BGjet:

p W (xp) (67 001, @,) OF (Racsa),

et par le corollaire 9.5 (avec la remarque 9.6), on a dans CDth :
DY (TI(p)s) = D (w ' (x) - (" 001, (@,) ®c (®aecs DY, (Ea))  (53)

ou &; (resp. &) est la composée Gy, —S> T — Ty (resp. Gy, —E> T — T,). Par définition
de DEVJ (cf. §3 et le lemme 7.5), on a (en voyant 7;(Q,) comme facteur direct de
T (Q)) et via la réciprocité locale) :

V(D (w™ (xp) - (67 00)ry@y)) = (x> (W™ (xp) - (67 0 0)) (s (x)))
= (x> w (X E X)) ®8;

oux € Q ety est le caractere de Gal(@p/@p) induit par x > &~ (Q(Ej(x))).
Mais le caractere de Gal(Q »/Q)p) induit par x — w —I( Xp)(€7(x)) est exactement
le caractere w(é)lT vy Xpu Y (en suivant les définitions et en voyant maintenant
& dans X(T)) De méme, si o € J et si §, est le caractere de Gal(@,,/@,,) induit
par x — ¢~ (6(&(x))) (en voyant T, (Q,) comme facteur direct de 7(Q,)), ona:

Vv(Dg; (got)) = (Lw(oz)v o /Ow(oc)v) ® by

car, par généricité de pyq)v, par [Colmez 2010] (voir aussi [Colmez et al. 2014])
avec le (iii) de la proposition 3.2 (et un passage a la limite projective évident) et
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par la propriété (i), VV(DSVDI (&) ®6, I est I'unique extension non scindée de :
(x> 50w () € (1)) = WSaENIF, . © Ky

= Sw((x)v (w (€)|?w ) o ipw(‘,)v

(VY

par (x — w‘l(xp)(éa(x))) = w(.‘;‘)lAw(a)v o j(\pw(a)v. Comme V"V commute aux
produits tensoriels, on en déduit avec (52), (53) et I’égalité §; [ [,., 8« = 8 que
F(IT(p)s) = Lyyv o p. Par passage a la limite inductive sur J et exactitude de F,
on obtient facilement F (IT(p)c,.w) = Lc,.w o p d’ol la propri€té (iii) en sommant

sur w € We,. U

Remarque 9.9. Par une preuve totalement analogue (dont on laisse les détails au
lecteur intéressé), lorsque p est un bon premier pour G au sens de [Breuil et Herzig
2015, Definition 2.5.1], on montre une version sur kg du corollaire 9.8 (comme
espéré a la fin de [Breuil et Herzig 2015, §3.5]).
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