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Sur les surfaces lorentziennes
compactes sans points conjugués

CHRISTOPHE BAVARD

PIERRE MOUNOUD

Nous prouvons l’existence de métriques sans points conjugués dans toute composante
connexe de l’espace des métriques lorentziennes du tore ou de la bouteille de Klein. En
particulier, l’existence de tores lorentziens sans points conjugués non plats contraste
avec la situation riemannienne (théorème de Hopf).

We prove the existence of metrics without conjugate points in any connected com-
ponent of the space of Lorentzian metrics on the torus or on the Klein bottle. In
particular, the existence of nonflat Lorentzian tori without conjugate points contrasts
with the Riemannian case (the Hopf Theorem).
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Introduction

D’après le théorème de Hopf [10] (généralisé en toute dimension dans Burago et
Ivanov [5]), les tores riemanniens sans points conjugués sont nécessairement plats.
En géométrie lorentzienne, le résultat se rapprochant le plus de ce théorème a été
obtenu par Andersson, Dahl et Howard [1] (voir aussi Gutiérrez, Palomo et Romero [8,
page 373]), où il est montré que toute déformation sans points conjugués et à support
compact de la métrique lorentzienne plate standard du plan reste plate; l’analogue
riemannien de ce phénomène résulte du théorème de Hopf; voir Green et Gulliver [7].

Même si les ingrédients essentiels de la preuve du théorème de Hopf ne subsistent plus
dans le contexte lorentzien, aucun procédé permettant de produire des tores lorentziens
sans points conjugués et non plats ne semble connu. Ainsi, la question de l’existence
de telles surfaces se pose naturellement. Nous établissons ici le résultat suivant.

Théorème 1 Toute composante connexe de l’espace des métriques lorentziennes sur
le tore de dimension 2 ou sur la bouteille de Klein contient des métriques sans points
conjugués.
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Il faut noter que les seules surfaces compactes portant des métriques lorentziennes sont
le tore et la bouteille de Klein. Dans les deux cas, l’espace des métriques lorentziennes
possède une infinité de composantes connexes et l’action du groupe des difféomor-
phismes sur ces composantes admet une infinité d’orbites. De plus, les métriques plates
se situent toutes (au signe près) dans la même composante. Les surfaces sans points
conjugués que nous construisons ne sont pas géodésiquement complètes. L’apparition
de métriques non complètes est inévitable puisque toutes les métriques complètes
appartiennent – au signe près – à une même composante connexe, celle des métriques
plates (c’est une conséquence directe de Carrière et Rozoy [6]). Nous laissons ouverte
la question de l’existence de tores non plats, sans points conjugués et complets.

Enfin, la situation du point de vue de l’espace des métriques lorentziennes mérite d’être
précisée. Nous observons que les métriques sans points conjugués forment un fermé.
Ce fermé rencontre toutes les composantes connexes (théorème 1) et nous vérifions
que nos exemples sont situés au bord de cet ensemble (section 2.1).

Les exemples présentés dans ce travail se déduisent (par des constructions de revê-
tements et de quotients) des tores de Clifton–Pohl. Ces tores possèdent par définition
un revêtement cyclique commun, que nous appellerons ici “plan de Clifton–Pohl”, voir
section 1.2. Le point clé est le suivant.

Théorème 2 Le plan de Clifton–Pohl n’a pas de points conjugués.

La preuve de ce résultat s’appuie sur une extension remarquable du plan de Clifton–Pohl
introduite par Boubel, Mounoud et Tarquini [2]. Il s’agit d’une surface doublement
périodique qui contient le plan de Clifton–Pohl comme ouvert fondamental (à indice
2 près, voir section 1.3). Ce “plan étendu” possède des points conjugués; nous mon-
trons qu’il est géodésiquement complet, nous décrivons l’allure de ses géodésiques
(section 1.6) et nous déterminons ses champs de Jacobi à l’aide des fonctions elliptiques
(section 1.4). Une étude détaillée de ces champs nous permet de prouver le théorème
en exhibant, sur toute géodésique, un champ de Jacobi ne s’annulant pas dans le plan
de Clifton–Pohl.

1 Sur la métrique de Clifton–Pohl

1.1 Préliminaire

Considérons une surface lorentzienne lisse, orientée et munie d’un champ de Killing K ,
c’est-à-dire un champ de vecteurs K vérifiant

(1) rX K �Y CX � rY K D 0
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pour tout couple .X;Y / de champs de vecteurs. Soit  une géodésique qui n’est
pas de type lumière. Notons T la vitesse “unitaire” de  et N le vecteur “unitaire”
directement orthogonal à T :

T �T D �; N �N D��;

avec � D 1 (respectivement � D�1) si  est de type espace (respectivement temps).
Pour abréger, l’entier � sera appelé le type de  . Soit R le tenseur de Riemann. Comme
son flot est isométrique, le champ K vérifie l’équation de Jacobi rTrT KDR.T;K/T

le long de  . Posons

(2) K D C T CˇN:

Alors C D �K � T est une constante d’après (1) (Lemme de Clairaut et Noether)
et ˇ D��K �N . L’équation de Jacobi s’écrit ˇ00N D ˇR.T;N /T , d’où

ˇ00C ��ˇ D 0;

où � est la courbure. Cette relation peut également se lire comme l’expression de la
courbure � D��ˇ00=ˇ aux points où ˇ ¤ 0.

Lemme 1.1 Soit  une géodésique de type � D ˙1 et soit ˇ D ��K �N . Alors la
quantité �ˇ0.t/ ne dépend que du point  .t/ et on a la relation

ˇ0
2
K �KCrK K � rK K D 0:

Preuve Observons d’abord qu’un plan lorentzien (au sens de l’algèbre linéaire) pos-
sède deux involutions anti-isométriques naturelles: les réflexions fixant les points d’une
droite isotrope � et inversant l’autre. Si le plan est orienté, on peut privilégier l’une des
deux, par exemple en prenant pour � la première droite (dans l’ordre de l’orientation)
bordant le cône négatif. Cela étant, déterminons rK K . On a rT K D ˇ0N , puis
rN K D ˇ0T grâce à (1). Par suite

(3) rK K D ˇ0.CN CˇT /D �ˇ0K�;

où K� désigne l’image de K par l’involution anti-isométrique privilégiée du fibré
tangent. Si  .t/ n’est pas un zéro de K , cette relation permet de conclure. En un zéro
de K , une étude locale montre que �ˇ0 est la valeur propre de la partie linéaire de K

correspondant à �.

Lemme 1.2 Soit  une géodésique sur une surface. On suppose qu’il existe un champ
de Jacobi normal le long de  qui ne s’annule pas. Alors la géodésique  n’a pas de
points conjugués.
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Preuve C’est un fait bien connu. Soit f0 une solution qui ne s’annule pas de l’équation
de Jacobi f 00C�f D0 (les fonctions sont à valeurs réelles). Alors pour toute solution f
on a .f0f

0�ff 0
0
/0 D f0f

00�ff 00
0
D 0, d’où .f=f0/

0 D c=f 2
0

avec c constante. Par
suite f=f0 (et donc f ) s’annule au plus une fois.

Remarque 1.3 Une autre formulation classique de cette propriété est la suivante: étant
donné deux solutions indépendantes de l’équation de Jacobi, entre deux zéros de l’une
il existe un unique zéro de l’autre. En outre, la réciproque du lemme 1.2 est vraie
d’après Hopf [10].

Lemme 1.4 Soit  une géodésique de type temps ou espace sur une surface munie
d’un champ de Killing K . On suppose que  vérifie l’une des hypothèses suivantes:

� ou bien C 2 > sup jK �Kj (borne supérieure prise sur la surface),

� ou bien K ne s’annule pas sur  et  est orthogonale à K (C D 0).

Alors  n’a pas de points conjugués.

Preuve Dans les deux cas il est évident que la fonction ˇ ne peut s’annuler: le
lemme 1.2 s’applique.

Enfin, il est utile de noter qu’en dimension 2, une géodésique de type lumière ne peut
contenir de points conjugués [14, page 291]. En effet, tout champ de Jacobi le long de
 qui s’annule deux fois doit être tangent à  (car perpendiculaire!) et donc nul.

1.2 Métrique de Clifton–Pohl

Nous appellerons plan de Clifton–Pohl, noté †CP , le plan épointé R2 n f0g muni de la
métrique

(4) gCP D
2 dxdy

x2Cy2
; .x;y/ 2 R2

n f0g:

L’invariance de cette métrique par les homothéties centrées à l’origine fait du champ
radial K D x@xCy@y un champ de Killing. Le quotient de †CP par une homothétie
non triviale sera dénommé tore de Clifton–Pohl; il y a donc une famille à un paramètre
de tels tores.

Remarquons que la courbure � de †CP est liée au carré scalaire de K :

(5) � D�
4xy

x2Cy2
D�2K �K D�2�.C 2

�ˇ2/;
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la dernière égalité valant pour une géodésique donnée  , voir (2). L’équation de Jacobi
le long de  s’écrit

(6) f 00C ��f D f 00C 2.ˇ2
�C 2/f D 0:

Remarque 1.5 Le signe de f 00 pour une solution f de l’équation de Jacobi coïncide
avec celui de �xyf ; il ne dépend donc que du type � (fixé), du quadrant où l’on se
place et du signe de f .

Lemme 1.6 (localisation des géodésiques) Soit  une géodésique de †CP . Alors

(i) les coordonnées x et y sont monotones le long de  ,

(ii)  reste dans un demi-plan déterminé par un axe d’équation x D 0 ou y D 0,

(iii) la courbure s’annule au plus une fois le long de  .

Preuve (i) Cela résulte de la préservation du type.

(ii) Soit  une géodésique, que l’on peut supposer de type ˙1. Si  coupe deux fois
(au moins) l’ensemble xyD 0, on considère deux points d’intersection consécutifs avec
xy D 0, que l’on peut supposer (par symétrie de la connexion de Levi-Civita) sur les
demi-axes yD 0;x> 0 et x D 0;y > 0; l’intégrale de Clairaut conduit immédiatement
à une contradiction.

(iii) C’est une conséquence directe de (i) et (ii) et du fait que � s’annule si et seulement
si xy D 0.

Dans le plan de Clifton–Pohl, la relation (3) s’écrit

(7) rK K D
x2�y2

x2Cy2
K�:

Les seules trajectoires géodésiques du champ de Killing sont donc les demi-diagonales
x2 D y2 ; elles correspondent aux points critiques de la fonction K �K (c’est une
propriété générale) qui coïncident ici avec les extrema de la courbure.

Nous montrerons plus loin (voir section 1.4) que ˇ s’exprime au moyen des fonctions
elliptiques de Jacobi. Dans un premier temps, il est naturel d’examiner les zéros de ˇ ,
c’est-à-dire les zéros des champs de Jacobi induits par K .

Lemme 1.7 (sur les zéros de ˇ ) Soit  une géodésique (de type temps ou espace)
du plan de Clifton–Pohl. Alors

� ou bien ˇ � 0 et  est portée par une trajectoire de Killing (demi-diagonale
x2 D y2 ),

� ou bien ˇ s’annule au plus une fois.
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Preuve Les zéros de ˇ correspondent aux points où  est tangente à K . Si ˇ est
identiquement nulle, alors  est au paramétrage près une trajectoire du champ de
Killing. Sinon, supposons que ˇ.a/D ˇ.b/D 0 avec a< b ; alors K a le type de 
en  .a/ et  .b/ et (lemme 1.6) tous les points  .t/ pour a � t � b appartiennent à
un même quadrant ouvert du plan .x;y/. D’après la remarque 1.5, la fonction ˇ00 est
du signe de ˇ sur �a; b Œ, ce qui est absurde.

Proposition 1.8 (premières géodésiques sans points conjugués) Soit  une géodési-
que (de type temps ou espace) du plan de Clifton–Pohl avec jC j � 1 ou C D 0. Alors 
ne contient pas de points conjugués.

Preuve Les cas C 2 > 1 et C D 0 résultent du lemme 1.4. Si C 2D 1 et si ˇ s’annule,
alors  est tangente à K en un point où K �K est extrémal, c’est-à-dire vérifiant
x2 D y2 . Ainsi  est portée par une trajectoire de K et ˇ est identiquement nulle. Le
long de  la courbure � est donc constante, plus précisément �� D �2. Il est donc
clair que l’équation (6) n’a pas de solutions s’annulant deux fois.

Les éventuels points conjugués du plan de Clifton–Pohl sont donc à rechercher sur les
géodésiques admettant une unique tangence avec le champ de Killing (c’est-à-dire ˇ
admet un unique zéro); de plus les champs de Jacobi associés ne peuvent avoir que
deux zéros situés de part et d’autre du zéro de ˇ . Noter par ailleurs que les extrema
de ˇ sont situés aux intersections de  avec les diagonales x2 D y2 (comparer (3) et
(7)).

1.3 Extension du plan de Clifton–Pohl

Dans [2], il est montré que le plan de Clifton–Pohl admet une extension naturelle. Plus
précisément, il existe une surface b† doublement périodique dont un pavé fondamental
ouvert – à indice 2 près – est isométrique à †CP . Posons

ƒD
n
�

2
.k; l/ I .k; l/ 2 Z2; kC l � 0 .mod 2/

o
:

Les éléments de ce réseau seront considérés indifféremment comme points du plan ou
comme translations. Nous appellerons plan étendu, bien qu’il ne s’agisse pas d’un plan
au sens strict, la surface b† D .R2 nƒ;bg/, où bg est la métrique définie par

bg D 2 d' d 

cos2 ' sin2  C sin2 ' cos2  
; .';  / 2 R2

nƒ:

Soit U l’ouvert formé des points .';  / 2 b† tels que j'j < �=2, j j < �=2 (carré
épointé). Un calcul immédiat montre que l’application ‰W U ! †CP définie par
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‰.'; / D .tan'; tan / est une isométrie. Il est par ailleurs clair que le réseau ƒ
agit isométriquement sur b† . Ainsi l’ouvert U est isométrique au plan de Clifton–Pohl
†CP et constitue un domaine fondamental ouvert pour un sous-réseau d’indice 2 de ƒ
(à savoir �Z2 ). Noter également que b† n’a qu’une singularité modulo ƒ, celle de
†CP . Dans la suite, nous identifierons l’ouvert U avec †CP .

Le champ de Killing de †CP s’étend en un champ de Killing sur b† , encore noté K ,
partout défini dans le plan .';  / et donné par

2K D sin.2'/@' C sin.2 /@ ; .';  / 2 R2:

La relation (5) entre la courbure et le carré du champ de Killing se prolonge évidemment
au plan étendu:

(8) � D�2K �K D ı�1 sin.2'/ sin.2 /; où ı D cos2 ' sin2  C sin2 ' cos2  :

On voit que la courbure s’annule sur les deux familles de droites ' D �=2 (mod �=2)
et  D �=2 (mod �=2). Noter par ailleurs que la relation particulière � D�2K �K

montre que la fonction ˇ est solution de

(9) ˇ00C 2.ˇ2
�C 2/ˇ D 0:

Il est immédiat d’expliciter le groupe d’isométries de b† . En effet, l’ensemble des
points de b† par lesquels passent deux lignes de courbure nulle est stable par Isom.b†/;
grâce à l’action du réseau ƒ, on se ramène à déterminer le stabilisateur G de l’un de
ces points, par exemple p0 D .0; �=2/. Le morphisme évident de G dans le groupe
orthogonal de Lorentz O.1; 1/ est injectif (car tout point de b† est relié à p0 par une
géodésique brisée). On constate facilement qu’il est surjectif, la composante neutre
de O.1; 1/ correspondant à la composante neutre Isom0.b†/, c’est-à-dire au flot du
champ K . La projection de Isom.b†/ sur Isom.b†/= Isom0.b†/ est scindée et on a la
suite exacte (également scindée)

0 �!ƒ �! Isom.b†/= Isom0.b†/ �! Z=2Z�Z=2Z �! 0:

Ce quotient Isom.b†/= Isom0.b†/ est isomorphe au “groupe de réflexions” associé au
carré euclidien (les réflexions par rapports aux diagonales '˙ D n�=2, n 2Z, étant
des isométries). Noter que la surface b† admet également des anti-isométries.
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1.4 Champs de Jacobi du plan étendu

Proposition 1.9 Soit  une géodésique de type � D˙1 du plan étendu. Le long de 
la fonction ˇ et la courbure � vérifient les équations différentielles suivantes:

ˇ0
2
C
�2

4
D ˇ0

2
C .ˇ2

�C 2/2 D 1;(10)

�0
2
C 2.��C 2C 2/.�2

� 4/D 0:(11)

Preuve On oriente le plan étendu par .@' ; @ /. L’identité (3) donne alors

(12) �ˇ0 D ı�1.cos2  � cos2 '/;

qui entraîne immédiatement l’équation (10) compte tenu de (8). De la relation (5) on
déduit que �0 D 4�ˇˇ0 . Par suite

�0
2
D 16ˇ2ˇ0

2
D 16.��=2CC 2/.1� �2=4/:

Soit  une géodésique définie sur un intervalle I (a priori distinct de R). Dans la
suite, nous dirons qu’une fonction f définie le long de  se déduit d’une fonction f0

définie sur R s’il existe t0 2R et �D˙1 tels que f .t/D f0.�tC t0/, pour tout t 2 I .
Les équations différentielles (9) et (10) nous permettent d’exprimer les fonctions ˇ le
long de  à l’aide de fonctions elliptiques de Jacobi sn, cn et dn. On pose également
sdD sn = dn et ndD 1= dn.

Proposition 1.10 (fonctions ˇ du plan étendu) Soit  une géodésique de type
�D˙1. Soit ˇ la fonction définie le long de  par ˇD��K �N et soit C la constante
donnée par C D �K �T (voir section 1.1). Au signe près, la fonction ˇ se déduit de la
fonction ˇ0 définie sur R par:

(13) ˇ0.t/D

8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:

q
1�C 4

2
sd
�p

2t;

q
1CC 2

2

�
si C 2 < 1;

8e
p

2t

8e2
p

2tC1
ou 0 si C 2 D 1;

p
C 2� 1 nd

�p
C 2C 1t;

q
2

C 2C1

�
si C 2 > 1:

Preuve À partir des identités classiques entre les fonctions elliptiques de Jacobi

sn2
C cn2

D 1; dn2
C`2 sn2

D 1; sn0D cn dn; cn0D� dn sn; dn0D�`2 cn sn;

où ` est “le module”, ici `2 D .1CC 2/=2 si C 2 < 1 ou `2 D 2=.C 2C1/ si C 2 > 1,
on vérifie que les fonctions définies par (13) donnent bien des solutions des équations
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(9) et (10). Pour avoir toutes les solutions il suffit de considérer les fonctions déduites
de ˇ0 sur R et leurs opposées. La connaissance d’un couple . .t0/;  0.t0// nous donne
.ˇ.t0/; ˇ

0.t0// via l’identité (12) et permet de déterminer ˇ .

On s’intéresse maintenant aux géodésiques du plan étendu pouvant posséder des points
conjugués. Au vu du lemme 1.4, on peut supposer que jC j< 1 dans ce qui suit.

Proposition 1.11 (expression de la courbure, jC j < 1) Soit  une géodésique de
type � D˙1 avec jC j< 1 et ˇ.0/D 0. Alors, le long de  , la courbure � et la fonction
ˇ2 sont données par

(14) � D�2�

�
C 2
C

C 4� 1

} � 2C 2=3

�
et ˇ2

D
1�C 4

} � 2C 2=3
;

où } est la fonction de Weierstrass de paramètres g2D
4
3
.C 4C3/ et g3D

8C 2

27
.C 4�9/.

Preuve En posant � D�2�.wCC 2=3/, l’équation de la courbure (11) se met sous
la forme “de Weierstrass”

w0
2
D 4w3

�
4
3
.C 4
C 3/w� 8

27
C 2.C 4

� 9/D 4.w� e1/.w� e2/.w� e3/;

avec e1 D 1�C 2=3, e2 D 2C 2=3 et e3 D�1�C 2=3. On a donc w.t/D }.t C a/,
où a vérifie }.a/D e2 (condition �.0/D�2�C 2 ) et }0.a/D 0. Par suite (formule
d’addition pour } ):

}.tCa/D
1

4

�
}0.t/

}.t/� e2

�2

�}.t/�e2D e2C
.e2� e1/.e2� e3/

}.t/� e2

D
2

3
C 2
C

C 4� 1

}.t/� e2

;

d’où l’expression de � . Celle de ˇ2 résulte maintenant de (5).

D’après la proposition 1.10, les champs de Jacobi le long d’une géodésique de type ˙1

se déduisent des solutions de l’équation différentielle

(15) f 00� 2.C 2
�ˇ2

0/f D 0:

Proposition 1.12 (solutions de l’équation de Jacobi, jC j< 1) L’espace vectoriel des
solutions sur R de l’équation “de Jacobi” (15) est engendré par les fonctions

s.t/D sd
�p

2t;

q
.1CC 2/=2

�
et c.t/D .3�.t/C 2C 2t/ s.t/;

où � est la fonction zêta de Weierstrass de paramètres g2 D 4.C 4 C 3/=3 et g3 D

8C 2.C 4� 9/=27. De plus, la fonction c n’est jamais périodique.
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Preuve Comme ˇ0 vérifie l’équation (9), la fonction s est solution. De plus cD �s

est solution si et seulement si �00sC 2�0s0 D 0. La deuxième relation de (14) implique
s2.3} � 2C 2/D 6, donc �.t/D 3�.t/C 2C 2t convient (on rappelle que �0 D�} ) et
le wronskien de s et c vaut alors �6. Noter que la fonction �s est holomorphe près de
l’axe réel.

On définit une fonction méromorphe Z sur C par Z.z/D 3�.z/C 2C 2 z . Il est bien
connu (voir [9]) que la fonction � est quasi-bipériodique, c’est-à-dire il existe deux
nombres complexes !1 , !2 , indépendants sur R, tels que

�.zC 2n!1C 2m!2/D �.z/C 2n�.!1/C 2m�.!2/;

pour tout .n;m/2Z2 . Comme nos fonctions � sont associées à des fonctions elliptiques
de Jacobi, on sait de plus que !1 et i!2 sont réels. On en déduit que Z est également
quasi-périodique:

Z.zC 2n!1C 2m!2/DZ.z/C 2nZ.!1/C 2mZ.!2/;

pour tout .n;m/ 2 Z2 . Pour estimer le défaut de périodicité réel (donné par Z.!1/),
on peut donc se placer sur une droite horizontale arbitraire ne passant pas par un pôle
de � et intégrer la dérivée de Z sur une période. On sait que pour tout z 2 C,

Z0.z/D�
6

s2.z/
:

Par ailleurs, pour tout u 2R, on a (voir [9, page 47]) sd.uC
p

2!2/ 2 iR. Il en résulte
que pour tout t 2 R, Z0.t C !2/ est un réel positif et que donc Z.!1/ est un réel
strictement positif. La fonction Z n’est donc jamais périodique et c ne l’est jamais
non plus.

1.5 Absence de points conjugués dans le plan de Clifton–Pohl

Proposition 1.13 Soit  une géodésique de b† de type � D˙1 et soit J un champ
de Jacobi non trivial le long de  . Alors la courbure � s’annule au moins deux fois
(multiplicité comprise) sur tout segment de  délimité par deux zéros distincts de J .

Preuve Si le champ J s’annule deux fois, on a nécessairement jC j < 1; de plus
(lemme 1.2) la fonction ˇ doit s’annuler entre deux zéros consécutifs de J . Quitte à
reparamétrer  , on peut supposer que ˇ.0/D 0. Sur l’intervalle de définition de  ,
on a alors �.t/D�2�.C 2 �ˇ0.t//

2 (proposition 1.11) et le champ J est défini par
la restriction d’une solution non triviale f de l’équation de Jacobi (15). Si f est
proportionnelle à s, la conclusion est vraie. Sinon, f admet deux zéros consécutifs t1
et t2 tels que t1 < 0< t2 . Soit t0 � 0 le plus petit réel tel que ˇ0.t0/D jC j, ou encore
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s.t0/D
p

2jC j.1�C 4/�1=2 . On a t0 D 0 si et seulement si C D 0 et dans ce cas le
segment Œt1; t2� comprend un zéro de s (lemme 1.2), c’est-à-dire un zéro double de la
courbure. Nous supposons donc maintenant que C ¤ 0 (t0 > 0). Rappelons que !1

désigne le quart de période réel de s et que t0 < 2!1� t0 . Les relations

s.2!1� t0/D s.t0/ et s.�t0/D�s.t0/;

signifient que la fonction C 2�ˇ2
0

s’annule en �t0 , t0 et en 2!1�t0 . On peut supposer
que l’un au moins des réels t1 ou t2 appartient à Œ�t0; t0� (sinon il n’y a plus rien à
prouver) et même, quitte à inverser le sens de parcours de  , que t1 2 Œ�t0; t0�. Ainsi,
pour montrer que la courbure s’annule deux fois sur  entre les points  .t1/ et  .t2/,
il suffit de trouver une solution de l’équation (15) ne s’annulant pas sur �� t0; 2!1� t0Œ

(cela entraîne t2 � 2!1� t0 d’après le lemme 1.2).

Soit f0 la solution de l’équation de Jacobi donnée par

f0 D sC
s.t0/
c.t0/

cD s
�
1C

Z

Z.t0/

�
:

La fonction s est impaire tandis que c est paire, donc f0.�t0/D 0. On en déduit, en
utilisant à nouveau le lemme 1.2, que f0 ne s’annule pas sur �� t0; 0�.

On sait que c.0/D 3
p

2> 0. Comme l’expression C 2�ˇ2
0

est positive sur �� t0; t0Œ

et que c est solution de l’équation de Jacobi, on voit que c est convexe sur �� t0; t0Œ.
Comme c0.0/D 0 on en déduit que c.t0/ > c.0/ > 0. On a bien évidemment f0.0/D

.s.t0/=c.t0//c.0/ > 0 et f 0
0
.0/D s0.0/ > 0. L’équation de Jacobi implique alors que f0

est convexe sur �� t0; t0Œ. Par suite f0.t0/ est lui aussi positif. En appliquant encore le
lemme 1.2, on obtient que f0 s’annule sur ��t0; 2!1�t0Œ si et seulement si f0.2!1�t0/

est négatif.

En utilisant le fait que Z est impaire et quasi-périodique on a

f0.2!1� t0/D s.t0/

�
1C

Z.2!1� t0/

Z.t0/

�
D s.t0/

�
1C

Z.�t0/C 2Z.!1/

Z.t0/

�
D 2s.t0/

Z.!1/

Z.t0/
:

De plus, on sait que Z.t0/ > 0 et on a vu lors de la preuve de la proposition 1.12 que
Z.!1/ > 0. Par suite f0.2!1� t0/ est positif, ce qui montre que f0 ne s’annule pas
sur �� t0; 2!1� t0Œ et termine la preuve.

Nous pouvons maintenant conclure la démonstration du théorème 2. Soit  une géodé-
sique du plan de Clifton–Pohl. Si  est de type lumière, elle n’a pas de points conjugués
(voir section 1.1). Sinon, d’après le lemme 1.6, la courbure ne peut s’annuler qu’une

Geometry & Topology, Volume 17 (2013)



480 Christophe Bavard et Pierre Mounoud

fois le long de  . Or, la proposition 1.13 nous dit qu’entre deux points conjugués la
courbure doit s’annuler deux fois (le cas C D 0 est exclus par la proposition 1.8). Il
n’y a donc pas de points conjugués sur  .

1.6 Complétude et géodésiques du plan étendu

Proposition 1.14 Le plan étendu b† est géodésiquement complet.

Preuve Commençons par étudier la complétude des géodésiques de type lumière
de b† . Soit  une telle géodésique. Si  ne s’accumule pas sur des points de ƒ,
elle est préservée par une translation isométrique. Sinon, elle est donnée par  .t/D
.arctan.t0Ct/; �=2/ modulo isométrie. Dans les deux cas la géodésique  est complète.

Regardons la complétude des autres géodésiques. Comme il existe des anti-isométries, il
nous suffit d’étudier la complétude des géodésiques  de type espace. Les coordonnées
' et  étant strictement monotones le long de  , la géodésique ne peut s’accumuler
dans b† . Il y a donc deux comportements possibles aux bornes de l’intervalle de
définition de  : la géodésique  part à l’infini ou elle va s’accumuler sur un point
de ƒ.

Dans le premier cas la courbure s’annule une infinité de fois le long de  , autrement
dit le carré de la fonction ˇ associée à  prend une infinité de fois la valeur C 2 . Or
aucune des expressions de ˇ2 données par la proposition 1.10 ne prend une infinité
de fois la valeur C 2 sur un intervalle borné. On en déduit que si la géodésique  ne
s’accumule pas sur un point singulier alors elle est complète.

Dans le deuxième cas, quitte à translater  par un élément de ƒ, on peut supposer
que  s’accumule (dans le futur) sur l’origine de b† . On peut donc travailler dans le
plan de Clifton–Pohl †CP (voir (4)). D’après le lemme 1.6, pour t assez grand, le point
 .t/ appartient à un quart de plan que l’on notera V . Modulo isométrie, on choisit
V D f.x;y/ 2 †CP Ix > 0; y > 0g. Dans ce cas x et y décroissent le long de  et
C � 0. On a C ¤ 0, sinon  est contenue dans f.x;y/ 2 †CP Ixy D cte¤ 0g et 
ne s’accumule pas sur 0. Dans les coordonnées .u; �/ définies par x D exp.u/ cos.�/,
y D exp.u/ sin.�/ la métrique s’écrit:

sin 2�.du2
� d�2/C 2 cos 2� dud�; .u; �/ 2 R��0; �=2 Œ;

avec bien sûr K D @u . Si ˇ est identiquement nulle alors  est une trajectoire de K

et donc  est complète. Sinon, les zéros de ˇ sont isolés et quitte à avancer le long
de  , on peut supposer que  est transverse à K , c’est-à-dire que � 0 ne s’annule pas.

Par hypothèse,  tend vers 0, c’est-à-dire u tend vers �1. Si  n’est pas complète,
alors forcément u0 n’est pas bornée. Montrons que ce n’est pas possible. Des intégrales
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premières (à savoir  0.t/ � 0.t/D 1 et  0.t/ �K D C ) dans les coordonnées .u; �/, on
déduit �

u0 sin.2�/C � 0 cos.2�/D C;

.� 0/2 D C 2� sin.2�/:

Si � 0 > 0, alors

u0 sin.2�/D C
�
1C cos.2�/

q
1� sin.2�/=C 2

�
:

Comme � ne peut pas tendre vers 0, u0 est bornée et  est (semi-)complète. Le cas
� 0 < 0 se traite de la même façon.

La complétude et la connaissance des fonctions ˇ (proposition 1.10) nous permettent
d’une part de préciser l’allure des géodésiques de b† et des tores de Clifton–Pohl
(proposition 1.15), d’autre part d’exhiber un ouvert de b† ayant un quotient compact
et des points conjugués (remarque 1.17). Appelons axes verticaux (respectivement
horizontaux) les droites du plan étendu b† d’équation ' D l�=2 (respectivement
 Dm�=2) avec l 2 Z (respectivement m 2 Z). La réunion des axes coïncide avec
le lieu où la courbure s’annule. En un point d’intersection d’une géodésique  de
type � D ˙1 avec un axe vertical (respectivement horizontal), on constate – vu le
choix du vecteur N – que �ˇC � 0 (respectivement �ˇC � 0). Rappelons que les
coordonnées .';  / sont monotones le long de  . On va voir que l’allure de  dépend
essentiellement de la valeur de la constante C qui lui est associée.

Si C 2 < 1, la fonction ˇ est périodique et prend une infinité de fois les valeurs ˙C

et donc ses deux bouts partent à l’infini. De plus, on peut voir que ˇ prend deux fois
consécutivement la valeur C avant de prendre deux fois consécutivement la valeur �C .
Ce qui traduit le fait que  coupe deux axes verticaux consécutifs puis deux axes
horizontaux consécutifs et ainsi de suite. Ce comportement est illustré par la courbe
(a) de la figure 1. Si C 2 > 1, à nouveau la fonction ˇ est périodique, elle prend une
infinité de fois la valeur C ou �C et donc ses deux bouts partent à l’infini. Cette
fois la fonction ˇ est de signe constant, la géodésique  ne coupe donc que des
axes horizontaux ou que des axes verticaux. Ainsi,  est contenue dans une bande
horizontale ou verticale de “largeur” �=2 bordée par deux axes. De plus, les bouts
de  sont asymptotes aux axes. En effet, pour fixer les idées prenons  D .';  / avec
0<' <�=2, limt!1 '.t/D '0 � �=2 et limt!1  .t/DC1, de sorte que C > 1,
� D 1 et ˇ < 0. Le long de  , on a

1

ı
 0 sin.2'/D C �ˇ et 2'0 0 D ı:
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Par suite, si '0 < �=2, alors M D sup 0 < 1 (ˇ est bornée), ı � ı0 > 0 et
'0 � ı0=.2M / > 0 quand t tend vers l’infini, ce qui est absurde. Ce comportement est
illustré par la courbe (b) de la figure 1.

Si C 2D 1 et ˇ¤ 0 la courbure ne s’annule que deux fois le long de  qui s’accumule
donc aux deux bouts sur un point singulier. La fonction ˇ ne change pas de signe et la
géodésique est contenue dans un rectangle horizontal ou vertical bordé par des axes, de
“largeur” �=2 et de “longueur” 3�=2. Ce comportement est illustré par la courbe (c)
de la figure 1. Si C 2 D 1 et ˇ D 0, le support de  est connu: il s’agit d’un segment
diagonal reliant deux singularités (voir la courbe (d) de la figure 1).

(a) (b)

(c)

(d)

Figure 1: Géodésiques de b† : (a) C 2 < 1; (b) C 2 > 1;
(c) C 2 D 1; ˇ ¤ 0; (d) C 2 D 1; ˇ D 0

Proposition 1.15 Un tore de Clifton–Pohl admet exactement 8 géodésiques fermées
(4 de type lumière, 2 de type espace et 2 de type temps) et seulement 4 géodésiques
complètes. Les ensembles ˛–limite et !–limite d’une géodésique sont toujours distincts
et constitués d’une seule géodésique fermée.

Preuve Soit  une géodésique du tore de Clifton–Pohl et soit b un relevé de  à
†CP (qui correspond à la zone grisée de la figure 1). Cette géodésique se prolonge en
une géodésique (que l’on note toujours b ) de b† . Si b n’est pas contenue dans les
diagonales x2D y2 , elle sort de †CP et donc  n’est pas complète. Si  est fermée et
de type ˙1 alors elle est complète. Ce qui prouve que les seules géodésiques fermées
de type ˙1 du tore de Clifton–Pohl sont les 4 obtenues par projection de x2D y2 . De
plus il est bien connu que chaque feuilletage de type lumière du tore de Clifton–Pohl
est constitué de deux composantes de Reeb. Il existe donc exactement 4 géodésiques
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fermées de type lumière et toute géodésique de type lumière s’accumule sur deux
d’entre elles.

Considérons maintenant une géodésique  de type ˙1 telle que b n’est pas incluse
dans les diagonales x2 D y2 , c’est-à-dire telle que b sort de †CP . Dans †CP en
coordonnées .x;y/, b part à l’infini en étant asymptote à une droite horizontale
ou verticale (géodésique de lumière). Ce bout de  s’accumule sur une géodésique
fermée de type lumière. C’est le comportement auquel on assiste en chaque bout si
C 2¤1. D’après la discussion précédente, on peut affirmer que les deux géodésiques sur
lesquelles s’accumule  appartiennent au même feuilletage de lumière si et seulement
si C 2 > 1 (voir figure 1).

Quand C 2 D 1, un bout de b sort de †CP et s’accumule sur une géodésique fermée
de type lumière, tandis que l’autre bout s’accumule sur une singularité de b† (le 0

de †CP ou un point à l’infini). Sans perte de généralité, on peut supposer que  est
définie sur Œ0;C1Œ et que b .Œ0;C1Œ/� V D f.x;y/ 2†CP Ix > 0;y > 0g. On sait
(voir proposition 1.10) que ˇ0.t/ tend vers 0 lorsque t tend vers C1. En utilisant les
expressions (7) et (3), on en déduit que .x2�y2/.x2Cy2/�1 tend aussi vers 0 et donc
que x=y tend vers 1. Cela signifie que b coupe toutes les trajectoires de K voisine
de la diagonale de V et donc que  s’accumule sur la géodésique fermée obtenue en
projetant cette diagonale.

Remarque 1.16 La dynamique de ce flot géodésique est donc très différente de celle
d’un flot géodésique riemannien. En un certain sens (que l’on pourrait préciser) ce
n’est plus une dynamique conservative.

Remarque 1.17 Le plan de Clifton–Pohl n’est pas le seul ouvert de b† possédant un
quotient compact. Ainsi, l’ouvert W D f.';  / 2 b† I 0<  < �=2g est stable par le
groupe � engendré par le temps 1 du flot de K et la translation de vecteur .�; 0/. On
peut vérifier que W =� est un tore lorentzien bien différent des tores de Clifton–Pohl.
Ce tore possède notamment des points conjugués (par exemple sur la géodésique (a)
de la figure 1).

2 Points conjugués, vus de l’espace des métriques

2.1 L’ouvert des métriques à points conjugués

Dans la suite, l’espace des métriques lorentziennes d’une variété compacte sera muni
des topologies Ck (0� k �1). Le but de ce paragraphe est de montrer que l’ensemble
des métriques sur le tore ayant des points conjugués est un ouvert pour la topologie C2

et que les tores de Clifton–Pohl sont dans l’adhérence de cet ensemble.
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Proposition 2.1 Soit g une métrique lorentzienne sur une variété compacte M et
soit v vecteur tangent de type temps pour g . On suppose que la g–géodésique issue
de v a des points conjugués. Alors il existe un C2 –voisinage � de g dans l’espace
des métriques lorentziennes sur M tel que toute métrique h 2� possède des points
conjugués le long de la h–géodésique issue du vecteur v .

Preuve Commençons par remarquer que les géodésiques issues de v associées aux
métriques proches de g sont toutes définies sur un même segment et évidemment de
type temps.

Affirmation Soit g une métrique lorentzienne sur M compacte, soit v un vecteur de
TM et soit  la géodésique issue de v . On suppose que  est définie sur un segment
Œa; b�. Si V est un voisinage de  .Œa; b�/ dans TM alors il existe � un C1 –voisinage
de g dans l’espace des métriques lorentziennes sur M tel que pour tout h 2 � la
h–géodésique issue de v est définie sur Œa; b� et h.Œa; b�/� V .

Preuve Pour toute métrique h sur M on désigne par Xh le générateur du flot géodé-
sique de h. L’équation des géodésiques d’une métrique h s’écrivant en fonction des
dérivées premières de h, on voit que si .hn/ est une suite de métriques lorentziennes
qui converge vers g pour la topologie C1 alors .Xhn

/ converge uniformément sur tout
compact vers Xg . Ainsi, sur tout compact de TM , les trajectoires de Xhn

convergent
uniformément vers celles de Xg . Autrement dit, si on note n la hn –géodésique issue
de v , pour tout voisinage V de  .Œa; b�/, il existe N 2 N tel que pour tout n>N , la
géodésique n est définie sur Œa; b� et n.Œa; b�/� V . La topologie C1 étant métrisable
puisque M est compacte, on en déduit le résultat.

Ce point étant établi la preuve est la même que dans le cas riemannien (voir [16,
page 43]). Soit  la géodésique donnée dans l’énoncé de la proposition 2.1. Si  .a/
et  .b/ sont deux points conjugués alors il existe " > 0 tel que  est définie sur
Œa� "; bC "�. D’après l’affirmation, il existe un voisinage � de g tel que pour tout
h 2� la h géodésique issue de v est définie sur Œa� "; bC "�. Ainsi la “forme indice”
Ih
Œa�";bC"�

donnée par

Ih
Œa�";bC"�.X;Y /D�

Z bC"

a�"

h.X 00CRh.X; 
0
h/
0
h;Y / dt

est bien définie pour toute métrique h 2�. La forme Ih
Œa�";bC"�

est définie négative
si et seulement s’il n’existe pas de points conjugués le long de h entre  .a � "/
et  .bC "/ (voir [14, page 274]). Si h est une métrique C2 –proche de g alors son
tenseur de courbure Rh est C0 –proche de celui de g et donc Ih

Œa�";bC"�
est proche
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de I
g

Œa�";bC"�
. Par hypothèse l’indice de I

g

Œa�";bC"�
est non nul et par semi-continuité

inférieure de l’indice on en déduit que cette propriété subsiste sur un C2 –voisinage
de g .

Remarque 2.2 Le fait que les métriques possédant des points conjugués “de type
temps” forment un ouvert (en topologie C2 ) se voit aussi aisément à partir de l’indice
de Maslov (voir par exemple [13, Section 3] pour cette notion). L’approche avec la
forme indice a été privilégiée pour son utilité dans la preuve de la proposition 2.3.

Proposition 2.3 Chaque tore de Clifton–Pohl est limite, pour la topologie C1 , d’une
suite de tores lorentziens possédant des points conjugués.

Preuve Nous nous inspirons du cas riemannien traité dans [16]. Ici, la présence d’une
géodésique plongée  avec un champ de Jacobi s’annulant au bord du plan de Clifton–
Pohl permet de conclure plus simplement. On part d’une perturbation de la métrique à
support petit coupant  et triviale à l’ordre 1. Cette perturbation est ensuite propagée
de façon à passer au quotient, l’existence de points conjugués étant assurée par un
contrôle ad hoc de la forme indice.

Rappelons que la métrique de Clifton–Pohl gCP D 2.x2Cy2/�1dxdy est munie du
champ de Killing KD x@xCy@y . Notons V le quadrant positif x > 0;y > 0. Soit ˇ0

la fonction définie dans la proposition 1.10 pour C D 0 et soit !1 le quart de période
de ˇ0 . Il existe des coordonnées globales .s; t/ 2 ��!1; !1Œ�R sur V centrées au
point .x;y/D .1; 1/ et telles que

@s DK; @t �K D 0 et @t � @t D�1:

Dans ces coordonnées, la métrique s’écrit hD ˇ0.t/
2ds2�dt2 et la courbe définie par

 .t/D .0; t/ (t 2��!1; !1Œ) est géodésique. Étant donné s0 > 0, on peut trouver des
fonctions f0 de norme C1 arbitrairement petite, à support dans la boule de centre 0

et de rayon min.!1; s0=4/ et vérifiant

f0.0; t/D @tf0.0; t/D 0; @2
s;tf0.0; t/� 0 et @2

s;tf0.0; 0/ > 0 .t 2 ��!1; !1Œ/:

Notons f la fonction invariante par le temps s0 du flot de K obtenue en propageant
f0 et posons

hf D ˇ
2
0 ds2

� dt2
C 2f dsdt:

Par un calcul direct, on voit que  est une hf –géodésique le long de laquelle la courbure
de hf vaut ˇ00

0
=ˇ0 � @

2
s;t f=ˇ

2
0
D �2ˇ2

0
� @2

s;t f=ˇ
2
0

. Dans les coordonnées initiales
.x;y/, les métriques précédentes fournissent des perturbations de gCP invariantes par
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le temps s0 du flot de K . Elles définissent donc des métriques sur le tore, arbitrairement
proches de la métrique d’un tore de Clifton–Pohl donné.

Cela étant, la fonction ˇ0 définit un champ de Jacobi le long de  qui tend vers 0 aux
extrémités de  et qui vérifie ˇ0

0
.0/D 0. Pour tout " > 0, on désigne par J�" (respec-

tivement JC" ) le champ de Jacobi le long de  qui vérifie J�" .0/D 1 (respectivement
JC" .0/D 1) et J�"

0.0/D " (respectivement JC"
0.0/D�"). On définit alors la fonction

J" par J" D J�" à gauche de 0 et J" D JC" à droite de 0. Il existe des réels a" et b" ,
tels que a" < 0 < b" , où la fonction J" s’annule. De plus lorsque " tend vers 0 ces
points s’écartent et tendent vers les bornes de l’intervalle de définition de  . Ainsi,
on peut supposer que ni a" ni b" n’appartiennent au support de f . On désigne par
I
f

Œa";b"�
la forme indice associée à la métrique hf et au segment géodésique  .Œa"; b"�/.

Il est maintenant facile de voir que pour f donnée il existe " > 0 tel que

I
f

Œa";b"�
.J";J"/ > 0:

La forme indice n’étant pas définie négative, il existe des points conjugués pour la
métrique hf le long de  (voir à nouveau [14, page 274]).

Remarque 2.4 La méthode précédente fournit également des perturbations C1 de
toutes les métriques exhibées aux sections 2.3 et 2.4 par des métriques ayant des points
conjugués. En effet, il suffit de relever la géodésique  au revêtement universel de †CP

(voir (16)), puis dans chaque cas de propager une petite perturbation comme ci-dessus
par le groupe fondamental.

2.2 Composantes connexes de l’espace de métriques

Soit L l’espace des formes quadratiques lorentziennes sur un plan vectoriel réel et
soit LC , respectivement L� , l’espace des formes q 2 L munies d’un choix d’une
composante du cône négatif q < 0 (orientation du temps), respectivement du cône
positif q > 0 (orientation de l’espace). Il est clair que

L'GL2.R/=O.1; 1/; LC 'GL2.R/=OC.1; 1/ et L� 'GL2.R/=O�.1; 1/;

où O.1; 1/ est le groupe orthogonal de Lorentz du plan et OC.1; 1/ (respectivement
O�.1; 1/) son sous-groupe préservant chaque composante du cône négatif (respecti-
vement positif). On sait aussi (voir par exemple [17, Section 40]) que le choix d’une
structure euclidienne sur le plan permet de définir – via la décomposition polaire – une
rétraction par déformation de L sur un sous-ensemble difféomorphe au projectif P1

R .
L’espace L a donc le type d’homotopie du cercle S 1 ; il en est de même pour LC et
L� qui sont des revêtements doubles connexes de L.
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Soit † une surface. On notera L†, LC†, L�† les fibrés sur † associés à L,
LC , L� et L.†/, LC.†/, L�.†/ les espaces de sections correspondants (métriques
lorentziennes sur †). Noter que les composantes connexes de L.†/ coïncident pour
toutes les topologies Ck (k D 0; : : : ;1). Le choix d’une métrique riemannienne
auxiliaire sur † fournit une rétraction par déformation de L† sur le fibré projectif
tangent à †, noté P†. De même L.†/ a le type d’homotopie de l’espace des champs
de droites sur la surface †. Enfin, une métrique lorentzienne est orientable en temps
(respectivement en espace) si elle se relève à LC† (respectivement L�†).

Rappelons qu’il existe deux actions naturelles sur les métriques lorentziennes d’une
surface: celle des difféomorphismes, en particulier le groupe �0 Diff.†/ agit sur les
composantes respectives de L.†/, LC.†/ et L�.†/, et l’inversion du signe des
métriques qui définit une involution de L.†/ et échange bijectivement LC.†/ et
L�.†/.

2.3 Métriques sans points conjugués sur le tore

Comme le fibré LT sur le tore T est trivial, l’espace L.T / des métriques lorentziennes
(lisses) sur T s’identifie aux applications (lisses) de T dans L. Noter que le groupe
GL2.Z/ agit par difféomorphismes sur T , donc sur les composantes de L.T /. Étant
donnée une métrique lorentzienne sur le tore T , on peut choisir un champ de droites
négatives �� et un champ de droites positives �C . Les champs �� et �C sont partout
transverses et homotopes; pour cette raison l’inversion de signe des métriques agit
trivialement sur les composantes de L.T /. Le 2–tissu isotrope de la métrique définit
deux champs de droites (ce qui ne sera plus le cas sur la bouteille de Klein, voir
section 2.4) homotopes aux précédents. Ces 4 champs sont simultanément orientables
ou non suivant que la métrique se relève ou non au fibré LCT .

On sait (voir [4] et [11, II–7]) que l’ensemble des classes d’homotopie d’applications
continues de T dans S 1 s’identifie à H 1.T;Z/' Z2 . Pour chaque métrique lorent-
zienne sur T on choisit l’un des feuilletages de lumière. Celui-ci comprend un nombre
fini de composantes de Reeb. Après avoir orienté les feuilles fermées, on note pC
(respectivement p� ) le nombre de ces composantes positives (respectivement négatives)
et on pose

nD jpC�p�j 2 N:

L’entier n est le nombre minimal de composantes de Reeb d’une métrique de la
composante de L.T / (voir [15] pour les détails). Il caractérise les orbites de GL2.Z/.
Les métriques sont temporellement orientables ou non suivant la parité de n.

On peut expliciter un revêtement universel des tores de Clifton–Pohl en paramétrant
les méridiens (courbes orthogonales au champ de Killing) et les parallèles (trajectoires
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du champ de Killing). Par exemple, en posant x D exp.u/ cos.�/; y D exp.u/ sin.�/
pour .x;y/ 2†CP (voir section 1.2) on trouve la métrique

(16) sin 2�.du2
� d�2/C 2 cos 2� dud�; .u; �/ 2 R2;

sans points conjugués (théorème 2). Ce plan lorentzien sera noté e†CP . Les directions
des coordonnées correspondent aux méridiens (uD cte) et aux parallèles (� D cte).
Les feuilletages de lumière Fi (i D 1; 2) se décomposent en composantes de Reeb:
il s’agit de bandes horizontales de largeur � , d’âmes � D k� (k 2 Z) pour l’un des
feuilletages et � D �=2Ck� (k 2 Z) pour l’autre. Nous supposerons que les Fi sont
orientés.

Revenons aux composantes de L.T /. Le cas n D 0 (orbite “triviale” de GL2.Z/)
correspond à une seule composante contenant les métriques plates qui sont évidemment
sans points conjugués. Ensuite, soit Tn (n� 1) le quotient de e†CP par les translations t

et �n avec

t.u; �/D .uC 1; �/ et �.u; �/D .u; � C�/; .u; �/ 2 R2:

Alors Tn est un revêtement cyclique de degré n de T1 (en particulier T2 est un
tore de Clifton–Pohl) et c’est un tore lorentzien sans points conjugués, orientable
pour n pair. Cette suite Tn représente toutes les orbites de GL2.Z/, excepté l’orbite
triviale (composante des métriques plates). En faisant agir GL2.Z/, on obtient donc
une métrique sans points conjugués dans chaque composante connexe de L.T /. Cela
prouve la première partie du théorème 1.

2.4 Métriques sans points conjugués sur la bouteille de Klein

Soit K la bouteille de Klein, présentée comme suspension d’une isométrie indirecte d’un
cercle euclidien (deux points fixes et renverse l’orientation). Ainsi K est décomposée en
deux rubans de Möbius (dont les âmes correspondent aux points fixes) et feuilletée par
les méridiens (cercles de la suspension). On fixe un méridien (orienté) ˇ ainsi que l’une
des âmes ˛ de K . D’après l’appendice, tout champ de droites � sur K est caractérisé
à homotopie près par un élément .n� ;m�/2Z˚Z=2Z défini par ses restrictions à ˇ et
à ˛ . De plus, il résulte de cette étude que m� Dm�0 si et seulement si � et � 0 se coupent
homotopiquement au-dessus de ˛ (donc deux champs partout transverses ne sont jamais
homotopes) et qu’il n’existe pas trois champs de droites mutuellement transverses en
tout point de K . Par suite, le 2–tissu isotrope d’une métrique lorentzienne sur K

ne définit jamais de champs de droites. Chaque composante connexe de L.K/ sera
donc caractérisée par l’élément .n;m/ 2 Z˚ Z=2Z associé à un champ de droites
négatives �� .
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Il est connu que �0 Diff.K/ est isomorphe à Z=2Z˚Z=2Z (voir par exemple [12,
page 315]). Considérons une symétrie �1 par rapport à un méridien, une symétrie
centrale �2 centrée sur le bord commun des deux rubans de Möbius et la symétrie �3

par rapport à ce bord. L’action de ces difféomorphismes sur les classes d’homotopie
de champs de droites, c’est-à-dire sur les composantes connexes de L.K/, est alors
clairement la suivante (voir Remarque A.1):8<:

�1.n;m/D .�n;m/;

�2.n;m/D .�n;mC n/;

�3.n;m/D .n;mC n/;

.n;m/ 2 Z˚Z=2Z:

Cela montre en particulier que les �i (i D 1; 2; 3) représentent avec l’identité tous les
éléments de �0 Diff.K/. L’inversion du signe de la métrique correspond quant à elle à

�.n;m/D .n;mC 1/; .n;m/ 2 Z˚Z=2Z:

Il s’agit de l’opération qui à tout champ de droites associe l’unique champ (à homotopie
près) qui lui est transverse.

Ensuite, un champ de droites � est orientable si et seulement si n est pair et �j˛ est
homotope au champ des tangentes à l’âme ˛ (mD 0 suivant l’appendice), il en est alors
de même pour l’autre âme, voir Remarque A.1. Une métrique lorentzienne g 2 L.K/
ne sera donc orientable ni en temps ni en espace pour n impair; si n est pair, g sera
orientable en espace ou en temps selon que les âmes sont tranverses (à homotopie près)
à �� ou non.

Le plan e†CP permet également de construire des métriques sans points conjugués sur
la bouteille de Klein K . Posons

�.u; �/D .uC 1; �=2� �/; .u; �/ 2 R2;

et notons Kn le quotient de e†CP par le sous-groupe h�; �ni (n� 1). Remarquer que les
âmes correspondent à � D �=4 modulo n�=2, donc sont de type .�1/n . L’entier n est
le nombre de composantes de Reeb d’un champ de droites négatives. Pour n pair, Kn

est orientable en espace (mais pas en temps), et Kn n’est orientable ni en temps ni en
espace pour n impair. La composante connexe de Kn correspond à .n; 1/ 2Z˚Z=2Z.
L’orbite de Kn sous l’action de �0 Diff.K/ a 4 éléments pour n impair et 2 éléments
pour n pair; dans ce dernier cas, les métriques �Kn et ��

1
.�Kn/ représentent les deux

composantes avec la même valeur de jnj et orientables en temps. Si l’on ajoute à cette
liste les deux métriques plates sur K (associées à nD 0), on obtient une métrique sans
points conjugués dans chaque composante connexe de L.K/. Ce qui achève la preuve
du théorème 1.
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Appendice: champs de droites sur la bouteille de Klein

Soit K la bouteille de Klein et soit PK le fibré projectif associé au fibré tangent de K .
La suite exacte d’homotopie de ce fibré s’écrit

(17) 0 �! Z �! �1.PK/ �! �1.K/ �! 1:

Notons Z le �1.K/–module défini par cette suite exacte. L’énoncé suivant est naturel.

Théorème L’ensemble des composantes connexes de l’espace des champs de droites
sur la bouteille de Klein s’identifie avec H 1.�1.K/;Z/' Z˚Z=2Z.

Preuve Tout d’abord, il est immédiat que H 1.�1.K/;Z/' Z˚Z=2Z. Ce groupe
correspond aux scindements de la suite exacte (17), modulo conjugaison par un élément
du noyau, ou encore aux dérivations d W �1.K/!Z, modulo les dérivations principales
[3, page 89]. Le groupe �1.K/D ha; b j aba�1D b�1i agit par a �k D�k et b �k D k

(k 2 Z). Toute dérivation d est alors déterminée par .n;m/D .db; da/ 2 Z˚Z, les
dérivations principales étant caractérisées par nD 0 et m 2 2Z.

Ensuite, toute classe d’homotopie de sections du fibré PK!K induit évidemment
via la suite exacte (17) un élément de H 1.�1.K/;Z/. Cette correspondance peut être
explicitée par le comportement des sections au-dessus d’un système générateur de
�1.K/. Soient ˛; ˇW R=Z! K une âme et un méridien de K , paramétrés de sorte
que ˛.0/ D ˇ.0/ et soit  W R=Z! PK la fibre paramétrée au-dessus de ce point,
noté p . On prend comme points bases p 2K et q D  .0/ 2 PK , puis on choisit des
revêtements universels pointés . eK ; zp/ et .ePK; zq/. Enfin, on note ę; ěW R! eK ete W R!ePK les relevés tels que ę.0/D ě.0/D zp et e .0/D zq .

Soit maintenant � une section de PK!K . Quitte à “homotoper”, on peut supposer
que �.p/Dq . La section � se relève de façon unique en e� W eK!ePK tel que e� . zp/Dzq .
Il existe alors un unique couple .n;m/ 2 Z˚Z tel que

(18) e� ı ę.1/D e .m/ et e� ı ě.1/D e .n/;
couple qui correspond à la dérivation �1.K/ ! Z associée à � . Soit Œ�� la classe
d’homotopie de � et soit m la classe de m modulo 2. En explicitant des modèles pour
les revêtements universels (voir ci-dessous), on vérifie facilement que la correspondance
Œ�� 7! .n;m/ 2 Z˚Z=2Z est bijective.

Pour fixer les idées, on peut prendre eK DC et ePKD eK �R pointé en .0; 0/ 2C�R,
l’action de �1.PK/ étant définie par ba � .z; t/D .zC 1;�t/, bb � .z; t/D .zC i; t/ etbc � .z; t/D .z; t C 1/ pour .z; t/ 2ePK , où bc est un générateur du noyau de (17). Les
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âmes de K correspondent à Im z 2 1
2

Z. Un représentant �n;m de chaque classe de
champ de droites sur K est alors donné par

e� n;m.z/D
�
z; n Im zC

m

2

�
.z 2 C/:

Le couple .n;m/ défini par (18) s’interprète comme suit. Tout d’abord, le fibré PKjˇ
est trivial et l’entier n correspond au degré de l’application de ˇ dans le cercle définie
par �jˇ . Ensuite, au-dessus de l’âme ˛ , le fibré induit PKj˛ est une bouteille de Klein
et �j˛ est homotope à l’une des deux âmes de PKj˛ selon la parité de m. On peut
convenir que mD 1 quand �j˛ est partout transverse à ˛ , à homotopie près (ce sera le
cas pour le modèle précédent si l’on suppose de plus que la section nulle C� f0g se
projette sur le champ de droites “horizontal” de K ).

Remarque A.1 De façon analogue, la section � définit un élément m0 2Z=2Z associé
à l’autre âme de K et on a la relation mCm0C nD 0 (n comme ci-dessus).
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