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2x1-ES TEGLALAPOKKAL LEFEDHET@ IDOMOKROL

HETYEI GABOR
Matematika tanszék

A cikk problémaja a ktvetkezd feladatbdl ered:

Vegylink egy négyzetet, melynek oldalhosszusiga egész szam, és bont—
suk fel az 1. dbra szerint egységoldalii négyzetekre. Kérdés, hogy ha a
négyzet két szembenlévé cstcsanal egy-egy egységnégyzetet elhagyunk, a
visszamaradé idom 2 X l-es téglalapokkal lefedheté-e?

Ha a négyzet oldalhossza eredetileg paratlan volt, akkor nincs ilyen
lefedés, hiszen ekkor az idomban pératlan szamu egységnégyzet van. De
a lefedés akkor sem hajthaté végre, ha az oldalhossz paros volt:

Szinezziikk be ugyanis az idomot fehér és fekete szinnel sakktabla-
szerlen. ‘

Minden 2 X 1-es tégla két szomszédos négyzetet, azaz egy fehéret és.
egy feketét fed le. Igy a lefedhetOséghez sziikséges, hogy a fehér négyzetek
szédma egyenld legyen a feketékével. Példankban ez a feltétel eredetileg
teljesiilt, de mivel két egyforma szind négyzetet vettiink el, a visszamaradoé.
fehér és fekete négyzetek szdma mar nem lehet egyenld.

{abra
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Ezek utan altalanosithatjuk a problémét a kovetkezdképp:

Egységnégyzetekbol dllo tetszéleges idom mikor fedhetd le 2 X 1-es
_téglalapokkal?

Felvethet6 az analdg haromdimenziés probléma is: .

Mit mondhatunk egység-kockdkbél dll6 tetszbleges alakzat 2 X 1 X 1-
es téglatestekkel valé kit6lthet6ségérol?

Foglalkozzunk elGszor a.sikbeli problémaval:

Barmely, egységnégyzetekbol allé idomrél is legyen sz6, azt szinez-
hetjiik sakktiblaszertien fehérre, feketére. A lefedhetéséghez mindig sziik-
-séges, hogy a fehér és fekete négyzetek szama egyenld legyen.

Ez azonban, amint azt a 2. abran lathato egyszerd idom esete mutatja,
nem elegendd.

2.abra

Allapodjunk meg abban, hogy csak olyankor neveziink két négyzetet
:szomszédosnak, ha van kozos oldaluk.

Ezzel a sz6hasznalattal problémankra a védlasz igy hangzik:

1. tétel: Egységnégyzetekbdl dallé idom 2 X 1-es téglalapokkal akkor
és csakis akkor fedhet6 le, ha bdrmely k darab (k 2 1, egész) ugyanolyan
szinil négyzetet kivdlasztva, a kivdlasztott négyzetekkel szomszédos négy-
-zetek szdma is legaldbdb k.

Bizonyitus:

1. Tegyiik fel, hogy az idom 2 X l-es téglalapokkal lefedhetd. Te-
kintslink egy lefedést. Ekkor akiarhogy is valasztunk ki k darab ugyan~
olyan szindi, pl. fehér négyzetet, mindegyikhez tartozik egy vele szomszé-
dos fekete négyzet, amelyikkel egy téglalapot alkot. Ezek a fekete négyze-
tek mind kiilonbéz6ek. Igy az eredetileg kivalasztott k darab fehér négy-
zetnek legalabb k szomszédja van.

Hasonl6 a helyzet, hogyha eredetileg fekete négyzeteket valasztot-
tunk ki.

2. Megforditva, tegylik fel, hogy teljesiilnek az 1. tétel feltételei. Ekkor
-az idom lefedhets:

Mindenesetre ekkor az idomban ugyanannyi fehér négyzet van, mint
ahany fekete.

Legyen ugyanis a fehér négyzetek szima v, a feketéké s.

A v darab fehér négyzetnek legalabb v szomszédja van, s mivel ezek
‘mind feketék, szamuk nem lehet nagyobb s-nél. Igy

vV<s.
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Ha a gondolatot a fekete négyzetekre alkalmazzuk, akkor meg az
sSv

egyenlétlenséghez jutunk. Ez pedig csak Ugy lehet, ha v =s.

Ha a tételben szerepld feltételt k = 1 esetre alkalmazzuk, akkor azt
kapjuk, hogy minden négyzetnek van legaldbb egy szomszédja.

Ezek utdn a feltétel elegendbségét indirekt médon bizonyithatjuk:

Ha az idom 2 X 1l-es téglalapokkal nem volna lefedhetd, akkor bar-
hogyan is prébalkozzunk a lefedéssel, (természetesen ugy, hogy egy négy-
zetre nem tesziink egynél tobb téglalapot) — mindig az kovetkezik be,
hogy maradnak egyenlé szamban lefedetlen fehér és fekete négyzetek, és
ezek kozott nincsenek szomszédosak.

Az ilyen lefedés-prébalkozéasok koziil nézziink egy olyant, amelyben a
lefedetleniil maradt négyzetek szama a legkisebb. Ezt a lefedés-probélko-
zast a tovabbiakban kezdd lefedésnek nevezziik.

Vegylink most egy lefedetleniil maradt fehér négyzetet. Ennek van
szomszédja, azt azonban téglalap fedi.

A téglalapot emeljlik fel és tegyiik ra az eddig is lefedett fekete és az
emlitett lefedetlen fehér négyzetre.

Igy egy eddig lefedett fehér négyzet valik lefedetlenné. Szemléletesen
szblva, ilymédon a fehér ,lyukak” vandoroltathatok, s ektzben a fekete
négyzetek lefedettsége vagy le nem fedettsége nem valtozik.

A kezd6 lefedésben lefedetlen fehér négyzeteket jeldljiik ai, as, .. .a,
vel (p21). Az o; lefedetlenségét vandoroltassuk csak, a tobbiét rogzitsiik.
Nevezziik lukasnak a;-et, és minden olyan fehér négyzetet, ahova o; lefe-
:detlensége eljuthat.

A kezdd lefedésben lyukas négyzet szomszédja nem lehet lefedetlen:

Ha volna ugyanis egy lyukas fehér négyzet, amelynek fedetlen fekete
négyzet a szomszédja, akkor a lyukvandoroltatassal a fehér négyzetet le-
fedetlenné tehetnénk. Ek6zben a fekete négyzet természetesen lefedetlen
maradna.

Ekkor erre az egymaés melletti tiresen allé két négyzetre elhelyezhet-
nénk még egy téglalapot. Ez pedig lehetetlen, mert a kezdd lefedés mini-
mum tulajdonsagu volt.

Mdsrészt, ha egy (a-val jeldlt) fehér négyzet lyukas, akkor bdrmely
{b-vel jelolt) szomszédjdt a kezd6 lefedésben a rajta lévd téglalap egy (c-
vel jelolt) lyukas fehér négyzethez kapcsolja.

(Ha a = c, akkor ez trivialis). »

Ha a # c, akkor mindenesetre a lyukvéndoroltatissal a lefedetlenné
tehet6. Ha ekodzben a b és c-t lefedd téglalapot mozditottuk, akkor a b, .
mint fekete négyzet, a mozditas utan is lefedett maradt, viszont c lefedet-
lenné valt, azaz lyukas tipusu. Ha pedig a b és c-t lefed6 téglalapot nem
mozditottuk, akkor most emeljiik fel és fedjiik le vele a és b-t. A c ezéltal
lefedetlenné valik, tehat lyukas tipusn.)

Jel6ljlik a lyukas fehér négyzetek szamat m-mel, a veliik szomszédos
(fekete) négyzetek szamat pedig n-nel.

A tétel feltételei szerint

0
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-A kezdd lefedésben ez az n darab fekete négyzet fedett, és a lefed$
téglalap mindegyiket egy-egy lyukas fehér négyzethez kapesolja. Van tehat
biztcsan n darab lefedett lyukas tipusu négyzet. Mivel a feltevés szerint
van lé nem fedett lyukas fehér négyzet is (pl. @;), ezért

m>n (2)

Ez pedig ellentmond (1)-nek. Ellentmondasra jutva, tételiinket iga-
zoltuk.

Ezzel egyszersmind a térbeli problémat is megoldottuk. Vildgos ugya-
nis, hogy az idom minden lefedése a fehér négyzetek A halmaza és a
fekete négyzetek B halmaza kozott egy parositast, egy kolcsondsen egy-
értelmli leképezést hataroz meg. (A térbeli probléma ett6l csak abban
kilonbozik, hogy ott a négyzet sz6 helyett kocka szerepel.)

Ha végignézziik az el6bbi bizonyitast, akkor lathatjuk, hogy a sik-
beliséget sehol sem hasznaltuk ki, érvényes a kévetkez6:

2. tétel: Legyen adva két elemidegen halmaz, A és B. (A elemeit nevez-
hetjiik fehéreknek, B elemeit feketéknek.) Legyen tovdbbd megadva az A
és B elemeire egy szimmetrikus tulajdonsdgu ,.szomszédja” reldcio, amely
csak kiilonb6zb halmazba tartozé elemek k6z6tt dallhat fent.

Az A halmaz a B halmazra akkor és csakis akkor képezheté le kol-
cséndsen egyértelmii médon Ugy, hogy a megfelelé elemek szomszédosak
legyenek, ha az A és B halmaz bdrmelyikére teljesiil, hogy k darab (k =1,
tetszbleges egész) elemet beldle kivdlasztva, az ezekkel szomszédos elemek
szdma legaldbdb k.

Ha az els6 tételre adott bizonyitast tlizetesebben megvizsgaljuk akkor
latjuk hogy az még tovabb élesithet§: Azt a tényt. hogy barmely k darab
fekete négyzetnek legaldbb k szomszédja van, csak egyetlen egyszer hasz-
naltuk, annak kimutatasdra, hogy a fehér négyzetek szama ugyanannyi,
mint a feketéké. Ezutan mindig csak azt hasznaltuk ki. hogy a fehér négy-
zetekre teljesiil a feltétel.

Ezek szerint, ha azt a problémat vetjliik fel. hogy adott egy egység-
négyzetekbdl 4116, sakktéblaszerlien szinezett idom; és 2 X l-es téglalapo-
kat akarunk benne elhelyezni Uigy, hogy az dsszes fehér négyzet le legyen

fedve, (és természetesen egy négyzetre se keruljon egynél tobb téglalap),

akkor a valasz a kovetkez6: Ez akkor és csakis akkor valdsithaté meg,
ha barmely k darab fehér négyzetnek legaldbb k szomszédja van. Ennél
a problémanal tehat a fekete négyzetek szidma joval tobb lehet mint a
fehéreké. Ebben a problémaban mar csak specialis esetként fordul el6 az
a kérdés: Mikor van egyszerre az egész idom lefedve?

Ez az egész problémakor egy grafelméleti problémaéaba torkollik. Hogy
ezt jol lathassuk, nevezzik az egységnégyzeteket ill. egységkockikat pon-
toknak, & a szomszédosakat kossiik Ossze éllel. Ha az alakzatot el6zileg
sakktablaszertien szineztiik, akkor igy egy olyan grafhoz jutunk, amelynek
barmely két szomszédos pontja kozil egyik fehér, a masik fekete.

Az ilyen grafokat paros grafoknak szokas nevezni, mert ezekben az.
élekbdl alkotott barmely zart vonal paros szamu €lb6l all.

(Ha a graf igy szinezhetd, akkor pl. egy fehér pontbol egy €l mentén
kiindulva, minden péros lépés utan fehér pontba jutunk. Amig kiindulé
pontunkhoz visszaériink, addig paros szdmu élen haladtunk keresztiil.
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Ha viszont a graf paros, akkor egy alapul valasztott pontjat fessiik
be fehérre, szomszédjat feketére, annak szomszédjat ismét fehérre s. i. t.
Ha volna clyan pont, amelyet igy fehérre is, feketére is kellene festeni,
akkor ahhoz az-alapul valasztott pontbol két uton is eljuthatnank. Ezek
kozil az egyik paros, a masik paratlan szamu élt tartalmazna. Ez a két ut
egylitt azonban egy paratlan szamu élbdl allé korutat hatarozna meg.)

Eredeti problémankat tovabb altalanositva azt kérdezhetjiik: Tetsz6-
leges grafnal, ha olyan ,,téglak” allnak rendelkezésiinkre, hogy barmelyik-
kel két szomszédos pontot fedhetiink le, akkor milyen feltételek teljesti-
lése mellett fedhet6 le a graf?

Maés terminolégiaval: Mikor van a grafnak teljes parcsitasa? Azaz,
mikor lehet a graf Osszes pontjat parckba scrolni Ugy, minden pontnak
legyen egyetlen, vele szomszédos parja?

A grafelméletben n-edfokunak neveznek egy pontot, ha n szamu él
illeszkedik ra, és m-edfokunak egy grafot, ha minden pontja n-edfoku.
Egy graf els6foku faktcranak pedig az olyan grafot nevezik, melynek pont-
jal megegyeznek az eredeti graf pontjaival, élei mind az eredeti graf élei
koziil valok, de az ,,els6foki” jelz6nek megfeleléen minden pontbol csak
egy €l vezet ki. Azaz egy elséfcku faktor izolalt élekbél all. Minden él
a két végpontjaval egy pontpart ad meg. Igy a graf egy teljes parositésat
keresni ugyanaz, mint azt kérdezni, hogy: Mikor van egy grafnak elséfoku
faktora?

Az egységnégyzetekbdl all6 idomok 2 X l-es téglalapokkal vald le-
fedési problémaja minket az 1. majd a 2. tételhez vezetett, melynek graf-
elméleti alakja a kovetkezd:

3. tétel (Hall—Radé tétel). Egy pdros grdfnak akkor és csak akkor van
els6foku faktora, ha barmely k darab (k = 1, egész) ugyanolyan szinil pont-
jat kivdlasztva, az ezekkel szomszédos pontok szdma legaldbb k.

Itt, mint a tovabbiakban is tenni fogjuk, feltételeztiik, hogy a graf
fehérre-feketére van szinezve gy, hogy barmely két szomszédos pontja
koziil, egyik fehér, méasik fekete.

Tetszbéleges grafokra vonatkozéan is ismeretes a megfeleld tétel. Ez
Tutte nevéhez fliz6dik, és igy szol:

4. tétel: Egy G grafnak akkor és csak akkor van elséfoku faktora, ha
bdrhogyan is hagyjuk el G-bdl pontjainak egy A halmazdt (az elhagyott
pontokhoz illeszkedd élekkel egyiitt), a visszamarado pontok és élek alkotta
Osszefiiggs darabok (komponensek) kozill azoknak a szima, amelyek pd-
ratlan sok pontbél dllnak, kisebb, vagy egyenlé az A halmaz pontjainak
szamandl.

Lathatjuk, hogy minél kevesebbet tudunk egy grafrél, annal bonyo-
lultabbak az els6foku faktor létezését biztositd feltételek. Ezzel kapcsolat-
ban szeretnénk megemliteni a kovetkezé érdekes példat:

Egy Konig Dénest6l szarmazo6 tétel szerint (amely egy, a Hall—Radé
tételbol levezethetd specidlis eset), az n-edfokit pdros grdfnak mindig van
elséfoku faktora. (Pontosabban, a tétel Ggy szol, hogy van n darab olyan
els6foku faktora, hogy az eredeti graf barmely éle egy és csakis egy faktor-
ban fordul elé.)

Eszerint barmely méasodfoktl grafnak, ha az paros graf, van elséfokn
faktora.
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A 3. dbra viszont egy 7 fehér, 7 fekete négyzetbdl 4ll6 idomot mutat,
-amely 2 X l-es téglalapokkal nem fedhetd le, mert a *-gal megjeldlt 4
négyzetnek csak 3 szomszédja van. Igy az idomnak megfeleld paros graf-
nak nines teljes parositasa, nincs elséfoku faktora.

E=

A

=l

3.abra

Ezt a tényt (fehér négyzetek = ndk, fekete négyzetek = férfiak, szom-
szédos = ismerés terminolégia mellett), egy kicsit Konig Dénes emlékének
adézva, tréfasan a kovetkezoképp fogalmazhatnarnk meg:

Ha egy tancteremben n férfi és n né van, és minden férfi két nét,
minden n6 két férfit ismer kolesonosen, akkor az Osszes résztvevld egy-
szerre parbaallithat6 gy, hogy minden parba egy férfi és egy né, egymas
ismerései keriiljenek.

Ha viszont (csak férfi—né ismeretségrol beszélve), mindenkinek van
két ismerdse, de vannak olyanock is, akik 2-nél t6bb ismerdssel rendelkez-
nek, akkor az Osszes résztvevok elébbi moédon valé parbaallithatosiga mér
nem garantélhato.

S ez a tény elsé pillanatra paradoxul hangzik.

A 3. tételt a grafelméletben az alternalé utak médszerével szokdas bi-
zonyitani. Ennél a lyukvandoroltatdsi modszer — amelyben csak egyetlen
lyuk vandorol —, talan egyszer(ibb és szemléletesebb.

A lyukvéndoroltatisi modszerrel kapcsolatban meg kell jegyezniink,
hogy az tetszéleges grafokndl is alkalmazhatd:

5. tétel: Ha egy G grdfnak van egy F els6foku faktora, akkor az a lyuk-
vdndoroltatdsi médszerrel megtaldlhatd.

Bizonyités:

Alljanak rendelkezésiinkre olyan téglak, amelyekkel két szomszédos
pontot lehet lefedni.

Tegylik fel a tétel dllitdsanak ellenkezbjét, vagyis azt, hogy a mond-
juk 2n szamu pontot tartalmazé G grafban elhelyeztiink p (p < n) téglat,
és a lyukvandoroltatasi médszerrel nem tudjuk elérni ujabb téglak elhelye-
zését; azaz nem tudunk egy lefedéshez, vagy ami ugyanaz, G egy els6éfoku
faktordhoz eljutni.

Ekkor van olyan a; pont, amely lefedetleniil all. Ez az q; az F faktor-
ban egy b; ponthoz kapesolddik. A b; nalunk is lefedett, (ellenkez3 eset-
ben q;, b;-re tehettiink volna téglat), de valamely as ponttal alkot egy part,
egy téglat. Tegyikk most &t ezt a téglat a;, bi-re, és tobbet ehhez ne nyul-
junk.
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Ha a lefedetlenné valt ay melletti pont is lefedetlen volna, akkor rajuk
Ujabb téglat tehetnénk. Ez lehetetlen, mert az volt a feltevésiink, hogy. az
elhelyezett téglak szdma nem novelhetd.

Az dy az F faktorban egy bs-hoz kapcesolodik, de by, nalunk valamely
a3 ponttal alkot- part. Vegyiik le roluk a téglat, és tegylk at as, by-re és
tobbet ehhez a téglahoz ne nyuljunk.

Ez a lyukvandoroltatas legfeljebb p lépésben azt eredményezi, hogy
a p szdmu tégla az F faktornak megfeleléen van elhelyezve. (Azaz, ha
két pontot tégla fed, akkor ez a két pont az Sket dsszekots éllel szerepel
F-ben.)

Ez a legfeljebb p szamu lépésbdl all6 lyukvandoroltatas az Osszes lehe-
t6ség végigprobalasanal okvetlen el6jon. Ez egy megtaladlhatd lépéssorozat,
amelynek végén lefedetleniil all a G egy 2n—2p pontbol allé részgrafija,
amit téglakkal le lehet fedni. (Azt, hogy ezt hogyan lehet megtenni, azt
az F-bél olvashatndnk ki.) Mindenesetre az F léte biztositja, hogy még egy
téglat elhelyezhetiink, s igy ellentmondésba keriiltiink a kiinduld felte-
véssel.

II.

A kovetkezékben elséfoku faktorral, vagy ami ugyanaz, teljes paro-
sitdssal rendelkezé grafok belsé felépitését fogjuk részletesebben megvizs-
galni. Rovidség kedvéért ezeket ebben a cikkben t-grafoknak nevezziik.
(A t betli a teljes parositasra utal.)

A 4. dbran egy ilyen grafot lathatunk. Azonnal felt(inik, hogy az a, c
pontokat hidba koti Ossze él; ha képezziik az a, ¢ part, akkor b és d-bdl,
mivel ezek nem szomszédosak, part mar nem alkothatunk. Az (a, ¢) él
,,tilos” él. .

d

b
babra

Definicié: A t-grdaf egy élét tilos élnek nevezziik, ha nem fordul el6 a
graf egyik elséfoku faktordban sem.

Vegyilink egy t-grafot. Ha ez nem Osszefliggs, akkor minden 6sszefliggd
darabja is t-graf. (Azaz mindegyiknek van els6foku faktora, mert kiilon-
ben az eredeti grafnak sem volna.)

Ezért a tovabbiakban csak Osszefliggé t-grafokkal foglalkozunk.

Egy Osszefliggdé t-grafban a graf Osszes pontjainak meghagyésa mel-
lett szlintessiik meg a tilos éleket. Ekkor a graf vagy oOsszefliggé marad,
vagy szétesik Osszefliggé komponensekre.
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Mivel egy grafban a tilos él fogama egyértelmiien meghatarozott, ezért
az, hogy az egyes 6sszefligd komponensek mely pontokbdl allnak, szintén
egyértelmiien meghatarozott.

Ezek utan, ha bevezetjik a kovetkez6é definiciot:

Definici6: Az olyan t-grdfot, amely a tilos élek megsziintetése utdn is
Osszefiliggé marad, elemi grdfnak nevezziik.

akkor kimondhatjuk a kovetkezd tételt:

6. tétel: Barmely t-grdf pontjainak halmaza egyértelmiien bonthaté
fel diszjunkt részhalmazokra ugy, hogy minden ilyen részhalmazban meg-
rajzclva az eredeti grdf 6sszes olyan élét, melynek mindkét pontja a rész-
halmazhoz tartozik, mindig egy elemi grdfot kapunk.

(Ezeknek a részgrafoknak ugyanis van elséfoku faktoruk, és a tilos
élek megsziintetése utdn Osszefliggék maradnak.)

Ha egy t-grafban van két kiillonboz6 elemi grafhoz tartozd szomszédos
pont, akkor &ket tilos él koti Gssze. Azaz:

7. tétel: Ha egy t-grdf két kiilonb6zd elemi grdfjahoz tartozé szom-
szédos két pontjat pdrba foglaljuk, akkor az eredeti grdfbél visszamarado-
részgrdfnak nincs elséfoku faktora.

(Ha a visszamaradé résznek volna elséfoku faktora, akkor ehhez az el-
hagyott két pont alkotta élt hozzavéve, az eredeti graf egy elséfoku fak-
torat kapnank, melyben két kiillonb6z6 elemi grafot 6sszekoto, azaz tilos é1
szerepelne.)

A 7. tétel mas szoval azt jelenti, hogv a t-grafban 1évé elemi grafok
azzal a nevezetes tulajdonsdggal rendelkeznek. hogy barmely pAarositas
énmagukra képezi lc 6ket. Azaz, ha G elemi graf. akkor barmely parositas
G-beli ponthoz G-beli pontot rendel hezzd. Ebben a tekintetben az elemi
grafok a legszlikebb grafok: hasonlé tulajdonsagu részgrafjuk nines:

8. tétel: Legyen egy t-grdf pontjainak halmaza V. H pedig ennek egy
valédi része. (H nem iires, H # V.) Ha bdrmely pdrositisndl H-beli pont
csak H-belihez kapcsolédhat, akkor a grdf nem elemi.

Bizcnyitas:

Ekkor ugyanis H-beli pontbol egy nem H-beli pontba vezet6 barme-
lyik €l tilos €l. Emiatt a tilos élek megsziintetése utdn H nem fiigg Ossze
a graf tobbi részével.

9. tétel: Barmely elemi grdfba 1j éleket beiktatva, a grdf elemi marad.

Bizonyitas:

A graf barmely nem tilos éléhez taldlhatunk azt tartalmazé els6foku
faktort.

Ez a faktor 4j él beiktatasatdl nem szlinik meg, azaz az emlitett él
nem valhat tilossd. Ha a graf a tilos élek megsziintetése utan eddig Ossze-
fliggé volt, akkor az Uj él beiktatdsa utan is ez a helyzet.

A kovetkez6 tételek a parcs elemi grafok érdekes tulajdonsigait tiik-
rozik.

10. tétel: Ha egy 2m (m > 1) pontbdl dll6 pdros grdf elemi grdf, akkor
bdarmely k darab (o < k < m) ugyanolyan szinii pontjat kivdlasztva, ezek
szomszédainak szdma nagyobb, mint k.

Bizonyitas:

Valasszunk ki k darab (o < k < m) ugyanolyan szind pl. fehér pontot.
Ezek halmaza legyen A, a velik szomszédos pontok halmaza pedig B.
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Mivel a graf t-graf, ezért (a 3. tétel szerint) az A-beli pontoknak Gssze-
sen legaldbb k darab szomszédjuk van. Azaz B-nek legalabb k eleme van.
De nem lehet pontosan k:

Ha B-nek k darab pontja volna, akkor barmely teljes parositasndl a
B halmaz elemei csak A-beliekhez kapcsolédhatnak. Ha valamely B-beli
elemet nem A-belivel parositanank, akkor a k darab A-beli elemhez csak
k—1 szomszéd tartozna s igy a parositas lehetetlenné valna. (Hiszen az A-
beli pontok mind fehér szintiek, kozottiik nem lehet part alkotni.)

Mindez azt jelenti, hogy barmely parositdsnal az A 4 B halmaz 6n-
magara képezédik le. A k < m miatt A 4 B pontjai nem meritik ki az
eredeti graf osszes pontjait. Igy a 8. tétel szerint az eredeti graf nem le-
hetne elemi. Az ellentmondés csak a tétel helyességének elfogadasaval ol-
dédik fel.

11. tétel: Egy 0Osszefiiggbé pdros t-grif akkor és csak akkor elemi grdf,
ha egy tetszbleges fehér és egy tetszdleges fekete pontot (a hozzdjuk vezetd
élekkel egyiitt) elhagyva, a grdf t-graf marad.

Bizonyitas:

Az egyetlen élbdl 4ll6 grafra a tétel természetesen uigy teljesiil, ha az
tres grafot t-grafnak tekintjlik.

Ezutan olyan grafokkal foglalkozzunk, amelyeknek 2-nél tobb pont-
juk van.

1. Vegylink egy elemi grafot és ebbdl tetszblegesen hagyjunk el egy
fehér és egy fekete pontot, (a rajuk illeszkedd Osszes élekkel egyiitt.) E
két pont elhagyasa utidn keletkezs grafban barmely k darab ugyanolyan
szinli pontnak legalabb k szomszédja marad. (A 10. tétel miatt.) Ez els6-
foku faktor létezését mar biztositja: azaz a visszamaradoé graf t-graf.

2. Ha egy 0Osszefligg6 t-graf nem elemi graf, akkor még két szomszédos -
pontot sem biztos, hogy el lehet hagyni. (Biztos, hogy els6foku faktor nél-
kiilivé valik a gréaf, ha az eredeti graf két kilonboz6 elemi grafjahoz tar-
toz6 két szomszédos pontjat hagyjuk el. Ez a 7. tétel alapjan vilagos.)

A jelzett tulajdonsaggal tehat csak az elemi grafok rendelkeznek.

Hasonléan bizonyithato be a kovetkezd:

12. tétel: Egy 0Osszefiiggé pdros t-graf akkor és csak akkor elemi grdf,
ha két tetszidleges, szomszédos pontjdt pdrbadllitva (és a grifbol elhagyva),
a visszamarado résznek is van teljes parositdsa.

A tétel kifejezi a paros elemi grafoknak azt az érdekes tulajdonsagat,
hogy benniik nincs tilos él.

Hasonl6é tulajdonsaggal a nem paros grafok altaldban nem rendelkez-
nek. Pl. a 4. abran lathato graf elemi graf, de az (a, c) €le tilos él. Viszont
pl. a tetraéder négy cslcsa, és az ket Gsszekotd élek tilos él nélkiili nem
paros elemi grafot alkotnak.

Tetsz6leges elemi grafokra csak a kovetkezd sokkal gyengébb tétel
érvényes:

13. tétel: 2-nél t6b pontbdl dll6 elemi grdf tetszoleges élét (a végpontok
megtartdsa mellett) megsziintetve, a grdf t-graf marad.

Bizonyitas:

Legyen a és b a graf két (tetszéleges) szomszédos pontja. A grafnak
biztosan van olyan els6foku faktora, amelyben az (a, b) él nem szerepel.

Ellenkez6 esetben a H = (a, b) ponthalmazt barmely parositds onma-

 gara képezné le, s igy (a 8. tétel miatt) a graf nem lehetne elemi.

(]
(S]]
=]



A paros grafokhoz visszatérve, azok kozott mindenesetre az egyetlen:
€l a legegyszerlibb elemi graf. Az osszes elemi graf (s6t az Osszes t-graf):
ilyenekbdl épithetd fel. Felvettdik a kérdés: elemi grafokat ) élekkel 0sz-
szekapesolva mikor kapunk elemi grafot, és mikor csak t-grafot (amely
nem elemi graf egyuttal)?

Paros grafokra vonatkozoéan erre ad valaszt a

14. tétel: Az Ey, E,, ..., E, pdros elemi grifokbdl i) élek segitségével
egy Osszefiiggdé pdros G grdafot alkotunk. Ahhoz, hogy a G grdf elemi le-
gyen, sziikséges és elegendd, hogy az E; grdfok kiziil akdrhdnyat kivdlaszt-
ve, (i=1,2,...,n) ezek dsszességét a G t6bbi részéhez me csupa ugyan-
olyan szinii pontokbdl kiindulé élek kapcsoljik.

Bizonyitéas:

Miel6tt a bizonyitds érdembeli részére térnénk, megjegyezzik a ko-
vetkezéket:

Feltételezziik, hogy az alapul vett elemi grafok fehérre, feketére van-
nak szinezve. Ezutan vesziink két kiilonboz6 elemi grafhoz tartozé egy-egy
pontot és ezeket 1j éllel Osszekotjlik. Ezt igy folytatjuk, mig meg nem
alkottuk a G grafot. Ezeket az Gj éleket megjeltlve gondoljuk. Ezek a régi
elemi grafokra vonatkozdéan ,koété” élek. Ha ligyellink arra, hogy uj élt
mindig csak két kiillonbozé szinli pont kozé iktassunk be, akkor biztositot--
tuk, hogy G péros graf legyen. Tovabba vildgos, hogy G-nek van teljes
parositasa; hisz az E;, E,, ..., E, elemi grafok mindegyikének volt. Mind-
egyiknél véve egy teljes parositast, ezek egylittese G egy teljes parosi-
tasat adja.

Ezutan térjliink rd a bizonyitasra:

1. A feltétel szilikséges: Ha az elemi grafok bizonyos H Osszessége pl.
~csupa fehér pontbdl kiindulé éllel kapesolodik a G graf tobbi részéhez,
akkor H fekete pontjainak szama megegyvezik szomszédainak szamaval, s
igy a 10. tétel szerint G nem lehetne elemi graf.

2. A feltétel elegend6:

a) Vegylunk k darab elemi grafot: E;, E,,..., E;-t. Ezek sorrendjét
vegyiik ciklikusnak (azaz E; utdn E; kovetkezzék). Mindegyik graf egy
fehér pontjat kossiik ossze az utdna kovetkezd egy fekete pontjaval. Igy
az 5. dbran lathaté grafhoz jutunk, amely nyilvan egy Osszefligg t-graf.

A beiktatott kot6 élek végpontjait egymassal parba allitva, minden
elemi grafbol egy fehér és egy fekete pontot vettliink el. A visszamaradé
résznek a 11. tétel szerint van teljes parositisa.

Az elemi gréifok belsejében nincs tilos él, s 1atjuk, hogy a tobbiek sem
azok. Igy az 5. 4bran lathaté graf elemi graf. Ezutdn ebbe tovabbi uj éleket
iktathatunk be, (ezek persze csak kiillonb6z6 szinli pontokat kothetnek
Ossze), a graf elemi marad. (A 9. tétel szerint.)

b) A feltétel elegendGségét teljes indukcioval bizonyitjuk:

Ha csak két elemi grafbol készililt a G graf, akkor az a) szerint elemi.
Azaz a 14. tétel n = 2-re igaz.

Tegylik fel a tétel helyességét n-nél kevesebb szamu elemi graf ese-
tére.

Ezutdn mindenesetre barmely elemi grafot tekintsiik is, a tétel felté-
telei szerint van olyan koté él, amelyik egy fehér pontjabol indul ki és.
olyan is, amely feketéb6l indul ki.
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5abra

Tekintsiik az egyik elemi grafot, legyen az E;. Ennek van olyan fehér
pontja, amelybdl egy kot él vezet at egy masik elemi graf, mondjuk Es; egy
fekete pontjaba. Es-nek van egy fehér pontja, amelybdl koté él vezet At
mondjuk E; egy fekete pontjabas. i. t. Mivel véges sok elemi grafrél van szo,
bizonyos szamu lépés utan igy egy E,-be, s abbdl egy olyan E;-be jutunk,
amely E;mar az el6bb képzett sorozatban szerepelt. Ekkor E;, E;yq,...,
E, elemi grafok egy az a)-ban targyalt alakzatot, azaz elemi grafot alkot-
nak. Beiktatva most az Gsszes olyan kot6élt, amely a G-ben az E; E; 4 1

..., E, elemi grafok kozil barmely kett6ét Osszekoti, tovabbra is elemi
grafot alkotnak. Igy ezeket a tovdbbiakban egyetlen elemi grafnak tekint-
hetjiik. Ekkor viszont a G megalkotasidban ezutdn n-nél kevesebb szamu
elemi graf Gsszességérol lesz szo6, amelyre szintén teljestilnek a tétel felté-
telei. Igy az indukcids feltevés miatt G elemi graf.

I11.

Lattuk, hogy egy elemi graf két pontja kozott egy uj élt beiktatva
ismét elemi grafot kapunk. Egy él megsziintetése utan pedig a grafnak még
mindig van els6fokt faktora.

Gallai Tibor vetette fel azt a problémét:

Melyek azok az elemi grafok, amelyekben barmelyik élt megsziintetve,
mar nem elemi grafot kapunk?

Ezeket a minimum tulajdonsagd elemi grafokat a tovabbiakban csak
m-grafoknak nevezziik. Ezek nyilvan mind tilos él nélkiiliek.
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A kérdés tisztazasara bebizonyitjuk a kovetkezé tételeket:

15. tétel: 2-nél tobb pontu elemi graf egy nem tilos élén két ujabb pon-
tot létesitve, elemi grdfot kapunk, amelynek ugyanannyi teljes pdrositdsa
‘van, mint az eredetinek.

Bizonyitas:

Tegyuk fel; hogy az (a,b) nem ‘mlos élen lebevswettun‘k két uj pontot,

c-t és d-t, a 6. abra szeunt

a b
Sk

a ¢ d b

GrIPA

Az eredeti graf Osszes parositasait tekintve, azok egy részében a és b
nem egy parban szerepelt. (Ellenkez6 esetben a 8. tétel miatt a graf nem
lehetne elemi.) Ezen parositdsok mindegyikéhez a (¢, d) part hozzavéve,
csupa kilonbozé parositast kapunk.

A régi graf azon parocsitdsaibol, ahol a és b egy part alkotott, vegylk
el ezt a part. Tegylk helyébe az (a. ¢) és (d, b) parokat. Igy az 4j graf csupa
kiilonboz6 parositasait kapjuk. (Ha a régiek azok voltak.)

Latjuk, hogy az eredeti és az uj grafnak ugyanannyi parositisa van.
S mivel az (a, c) és (d, b) illetve (c, d) élek mindegyvike szerepel az 4j graf
valamelyik parositasdban, ezért ezek egvike sem tilos él.

A tobbi él tilos vagy nem tilos volta nem valtozott meg, ezért ha a
graf a tilos élek megsziintetése utan eddig osszefliggé volt, akkor most is
‘az. Azaz: az 1j graf elemi.

Az eljaras ismételt alkalmazéasaval adodik a

16. tétel. Bdrmely 2n (n > 1) pontbdl dilo, s szimu els6fokid faktorral
rendelkez6 elemi grdfhoz, és bdmely p=n szimhoz van olyan 2p pontbdl
alkotott elemi, grdf, amely szintén s szdmu elséfoki faktorral rendel-
kezik.

17. tétel: Azzal az eljdrdssal, hogy elemi grdf egy-egy nem tilos élén
két 1j pontot létesitiink, barmely 2-nél tobb pontbol dllo, tilos él nélkiili
elemi grdfhoz talalhaté (ugyanannyi elséfokd faktorral rendelkezd) tetsz6-
leges sok m-gradf.

Bizonyités:

Létesitsiink példaul a graf minden élén két Uj pontot. Mivel a grafnak
nem volt tilos éle, igy egy tilos él nélkiili (elemi) grafot kapunk, melynek
ugyanannyi els6foku faktora van, mint az eredetinek.

Az igy létrejott graf barmelyik élének egyik végpontja masodfoku.
Ha tehat barmelyik élt is szlintetjiik meg, a grafban létrejon legaldbb egy
els6foku pont. Mivel ennek csak egy szomszédja van, minden parosités-
nal csak egyttt alkothatnak part. Ez (a 8. tétel miatt) azt jelenti, hogy az
él megsziintetése utan kapott graf nem elemi. Vagyis: az €l megsziintetése
el6tti graf m-graf volt.
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Ebben az.m-grafban akarhany élen ismét két uj pontot létesitve, ismét
m-grafot kapunk, melynek ugyanannyi elséfoku faktora van. Es igy tovabb,
az eljaras folytathato.

Természetesen lehetséges, hogy véve egy tilos él nélkiili elemi grafot,
nem kell minden élen két Uj pontot létesiteni, s mar 4gy is m-grafhoz
jutunk.

Az m-grafokra egyébként a legegyszerlibb példa: az egyetlen él, illetve
a masodfoku elemi graf. (Paros szamu pontot tartalmazo egyetlen kor.)

Ezeket a tovabbiakban triviadlis m-grafoknak nevezzik.

A nem trividlis m-grafckkal feglaltkozva, felvetédik az a kérdés: vajon
ezek mind el6allithaték a 17. tételben leirt médon? — Ezzel kapcsolatos
a kovetkez6 két tétel: ‘

18. tétel: Legyen a nem trividlis m-grdf két szomszédos mdsodfoku
pontja c és d, tovabbd ¢ mdsik szomszédja a, d mdsik szomszédja b. (6. dbra.)
Ha a c és d pontot a grafbol eltavolitjuk, de ugyanakkor a-t és b-t Gssze-
kotjik, akkor tilos él nélkiili elemi grdfot kapnunk.

Bizonyitas:

Az eredeti m-graf azon parositasaibol, melyben a (c, d) par el6fordult,
ezt a part toroljuk. Igy az uj graf egy-egy parositasat kapjuk.

Az eredeti graf azon péarositdsaiban, amelyben (c, d) par nincs, az (a, c)
és (d, b) parok fordulnak elS. Ezek helyett az (a, b) part iktatjuk be. Igy
ismét az uj graf egy-egy parositasat kapjuk. (Az az eset, hogy a = b, nem
fordulhat el6. Ekkor ugyanis a ¢ csak d-vel alkothatna part, s igy a graf
nem lenne elemi.)

Ha a régi graf mindegyik éle el6fordult valmelyik régi péarositasban,
akkor az uj graf mindegyik éle szintén el6fordul valamelyik 4j parosi-
tasban.

Azaz az Uj graf tilos él nélkiili elemi graf. (Es természetesen lehet,
hogy még ez is m-graf.)

Elképzelheté, hogy az a, b pontok mar eredetileg éllel voltak &ssze-
kotve. (7. abra.) Ekkor a ¢, d pontok torlése, és ezzel egyidében az a és b
pontok Gsszekotése az a és b kozott kétszeres élt hozna létre. Ez azonban
nem trividlis m-grafban nem fordulhat elé:

a

c

7Zabra
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Ekkor ugyanis a graf parositasait harom osztalyba sorolhatnink:

1. Van (c, d) péar, de nincs (a, b) par.

2. Van (a, b) pér, és emiatt van (c, d) par is.

3. Nines (c, d) par, igy (a, c) és (b, d) par van, tehat nincs (a, b) par sem.

E haromfajta parositisban barmely él (pontosabban barmely él két
végpontja altal alkotott par) szerepel, mert az m-grafban ninecs tilos él. Az
a és b kozotti él megsziintetése csak a 2. fajta parositasokat érinti.

Ezért megsziintetjliik az a és b-t Osszekotd élt, és kimutatjuk, hogy
még igy is elemi grafot kapunk:

A 2. fajta parositasokban az a, b pontok ko6zotti élt megsziintetve (de
az a és b pontokat tovdbbra is megtartva), az (a, b) part és a (c, d) part
toroljik. Iktassuk a helyikre az (a, ¢) és (b, d) parckat. Latjuk, hogy a régi
graf Osszes tObbi éle, ha eddig szerepelt valamelyik parositasban, most is
szerepel, azaz nem valt tilossd. S mivel mind ilyen volt, és a graf most is
Osszefliggs, ezért az uj graf tilos él nélkiil elemi graf. A régi graf tehat nem
lehetett m-graf.

A tétel alapjan vildgos, hogy ha egy nem trivialis m-grafnak van két
szomszédos mésodfoki pontja, akkor azokat a tételben leirt médon meg-
sziintetve kapunk egy grafot. Ha ez még mindig m-gréf, és van két szom-
szédos masodfokd pontja, akkor ezeket is megsziintetjiik s. i. t. Igy végil
vagy egy tilos él nélkiili elemi grafhoz jutunk, amely mar nem m-graf,
vagy olyan m-grafhoz, amelynek nincs két szomszédos masodfoku pontja..

Kimutatjuk, hogy ilyen m-grafok nincsenek, azaz minden nem tri-
vialis m-graf megkaphato tilos él nélkiili elemi grafbol ugy, hogy bizonyos
szamu élen két-két tjabb pontot 1étesitlink.

19. tétel: Ha G egy mem trividlis m-grdf, akkor van két szomszédos
mdsodfoki pontja.

Bizonyitas:

Legyen G egy els6foku faktora G;. Jeloljik ugyanigy a G; altal meg-
hatarozott teljes parositast is. A graf G;-hez tartozd éleit vastag vonallal
huzzuk meg.

Legyen G; egy éle (a, b) és vegylik-azt a G» parositast, amelyben az
(a, b) par nem szerepel. (Ilyen G» van, mert kiilonben a-nak mindig csak
b lenne a péarja, de akkor G nem lehetne elemi graf.)

A G, parositas b-hez valami c-t rendel, c-bbl egy G;-beli vastag élen
valami d-be jutunk. A d-hez a G; egy e-t rendel. Az e-b6l egy G;-beli vas-
tag élen valami f-be jutunk s. i. t. Végesszamu 1épés utan vissza kell jut-
az igy képezett sorozatban a-hoz. (Ha ugyanis az a, b, c, d, e, f, ... sorozat
a-tél kilonbozé pontjaba jutnank vissza, akkor ebbe a pontba vagy G-
beli vastag élen, vagy Gs-beli vékony élen érkeznénk, s igy a kérdéses pont-
ban vagy két vastag és egy vékony él, vagy egy vastag és két vékony él
futna Gssze. Ez azonban azt jelentené, hogy vagy Gi, vagy G az illeté pont-
hoz két pontot is hozzarendelne parnak, ami lehetetlen.) Igy az a, b, c,
d, ..., a ciklikus sorozat egy olyan egyetlen korbél all6 H; elemi grafot
ad, melynek barmely két szomszédos éle kozil egyik G;, méasik Gs-beli. E
graf pontjai mind méasodfokuak, és egyik él sem tilos él

A H, grdf nem tartalmazza G 0sszes pontjat.

(Hiszen, ha tartalmazna, akkor amiatt, hogy H; trividlis m-graf, a G
pedig nem volt az, a H;-b6l ugy kaphatnank meg a G-t, hogy a pontok
kozott uj éleket létesitenénk. Ahogy ezeket az éleket egymés utan beik-
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tatjuk, mindig elemi grafot kapniank. De akkor a végeredményként kapott
G grafbol ezeket az éleket a beiktatassal forditott sorrendben egymésutan
torélve, mindig elemi grafot kapnank, s igy a G nem lehetett volna m-graf.)

Az, hogy a H; nem tartalmazza a G Osszes pontjat, az magaban véve
is érdekes tény, mert azt jelenti, hogy nem trivialis m-grafnak nincs Hamil-
ton kore. (Azaz a graf egy pontjabol elindulva, és az éleken haladva, nem
lehet a kiindulési pontba gy visszaérkezni, hogy kézben a graf t6bbi pont-
jan egyszer és csakis egyszer keresztiilmentiink.)

Térjink vissza az eredeti gondolatmenetiinkh6z: Mivel Hy-en kiviil van
a G-nek pontja, az ilyen pontokbol valamilyen (nem tilos) éleken keresz-
tiil el lehet jutni H; pontjaihoz. Lesz tehat olyan Gs péarosités, amely egy
H;-beli a; ponthoz egy nem H;-beli b; pontot rendel. A b;-b6él Gy-beli vas-
tag élen egy c;-be jutunk. A c;-hez Gz egy d;-et rendel, ebbél egy G;-beli
vastag élen egy e;-be kell jutnunk, stb. Ezt addig folytatjuk, mig vissza
nem jutunk H;-beli pontba. (Az nem lehet, hogy ebben a sorozatban nem
H,-beli pont ismétlddése miatt a visszajutas lehetetlen: ekkor a kérdéses
pontba ismét legaldbb harom él futna Ossze, s mivel csak G; és Gz-beli
élekrdl van szd, a harom él koziil 2 ugyanahhoz az els6foku faktorhoz tar-
tozna, ami lehetetlen.) ’

S.abra.

Ezutan megnézziik, van-e még olyan H;-beli pont, amelyhez Gz nem
H;-belit rendel, s ha igen, megalkotjuk az ehhez tartozé sorozatot is. s. i. t.
Az ilyen sorozatoknak nem lehet olyan kozots pontja, amely nem H,-be
tartozik: Ellenkez6 esetben ebbe a pontba legalabb harom él futna Gssze,
melyek kozilil ketté ugyanazon parositishoz tartozna, hiszen a harom él
Osszesen csak két parositasba: G;-be és Gs-ba tartozik.

Egyszer eljutunk oda, hogy barmely H;-beli pontot is vessziik, amely-
hez G3; nem H;-beli pontot rendel, mar megalkottuk az ehhez tartozé soro-
zatot. A H;-hez ezeket a sorozatokat hozzacsatolva, egy Hs grafhoz jutunk.
Ebben H; régi élei sem, az ujonnan hozzicsatolt G;-beli élek sem tilosak.
De nem lehetnek tilosak a Hg-be tartozd Gs-beli élek sem: hiszen barme-
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lyik Hs-be tartozé pontot is vesszik, az a pont is Hp-beli, amelyet G; ehhez
a ponthoz rendel.

Mivel H, Gsszefliggd is, ezért tilos él nélkiili elemi graf, és van neki
két sZomszédos masodfoku pontja, hiszen a H;-be nem tartozd, de Hs-be
beletartozé barmely G;-beli vastag él két végpontja ilyen.

Az eljarast mindaddig folytassuk, mig az eredeti G 0sszes pontjait el6-
szor megkapjuk egy Osszefliggs, tilos €l nélkiili H, grafban. Az eljiras
tulajdonsdgai miatt ennek is van két szomszédos masodfokti pontja. Ezzel
G-t meg is kellett, hogy kapjuk, mert ha éleket kellene beiktatnunk, akkor
minden €l beiktatasa utan elemi grafot kapnank ugyan, de régton utana
ezeket az éleket a beiktatashoz képest forditott sorrendben megsziintetve,
minden lépésnél szintén elemi grafot kapnank, ami nem lehet, mert G egy
m-graf volt. Igy viszont G kell, hogy rendelkezzék legalabb két szomszé-
dos méasodfoku ponttal.

Ezaltal az m-grafok problémajat arra vezettiik vissza: melyek a tilos él
nélkiili elemi grafok? — Lattuk, hogy ilyenek az Gsszes paros elemi grafok,
de konnyen lehet ilyet késziteni barmely elemi grafbél is, vagy a tilos élei-
nek elhagyasaval, vagy a kovetkezéképpen:

Ha egy elemi grafban (a, b) tilos él, akkor nézziik meg a graf egy paro-
sitasdt. Ebben mondjuk az (a, c) és (b, d) parock fordulnak els. Ha beiktat-
juk a (c, d) élt, akkor a tekintett parositasban az (a, c) és (b, d) parokat az

"(a, b) és (c, d) parokkal helyettesithetjlik, s igy az altaluk meghatarozott
két él egyike sem tilos él. Ekozben a tobbi €l sem valhatott tilossa. Az elja-
rast folytatva a tilos élek szamat zérusra redukalhatjuk.

Az m-grafok tovabbi vizsgalatatol a jelen dolgozatban eltekintlink.

A cikk iroja kedves kotelességének érzi, hogy koszonetet mondjon Gallai Tibor-
nak és Pollak Gyorgynek a jelen cikkel kapcsolatos értékes tanacsaikért, a problémak
felvetéséért.
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0 ®UI'YPAX, MNOKPBIBAEMBIX MPSMOYIOJJbHUKAMU B 2x1

FABOP XETEN

[TepBasi yacThb cTaThM 3aHUMaeTCs MPOOJIeMoii: KOTIa MOTYT MOKPLIBATHLCS
¢Huryphl, cocrosiiive U3 eIMHUYHBIX KBaJpaToOB, MPsIMOyroJibHUKamu B 2X 1.

Ota npobnema BeléT K npolbiieMe Sr3UCTeHIMY MepBOCTENEHHBIX (AKTOPOB
RapHBIX r'pados.

CoobiieHue 1a€T OpOCTON MeTON AJISI MCKAHUS MOKPHLITOCTH, C MOMOIUILIO-
KOTOpOro noJjiyyaeTcsi HOBOe, HarjsilHOe 0Ka3aTelbCTBO Te3uca Xayn-Pano
HacuéT mepBOCTeNeHHBIX (aKTOpOB.

DTOT MeTON UCKAHUS MOKPHITOCTH (Y rpadoB: MeTOA HCKaHUS [epBOCTe-
NEHHBIX (PAKTOPOB) MOXKET MPUMEHATbCA Y JIIOLIX rpados.

Bropasi 9acTb coo0ineHus 3aHMMaeTcsl 3JeMeHTapHbIMK rpadamu. ['paHb.
rpadga c nepBOCTeNeHHBIM (GAKTOpPOM Ha3bIBAETCS ,,3alpeIléHHON” rpaHbio,
€CJI1 He HAXOIUTb eé HU B KaKOM MNepBOCTeneHHOM (akTope rpada. I'pad Ha3bl-
BaeTCs1 3JIEMEHTAapHBbIM, €cClM TMocje yaalleHHs ,3alpelléHHbIX” rpaHeil O
OCTaéTCs CBA3aHHBIM.

3aTem cllefyeT OMNHMCaHUE HECKOJIbKUX CBOWMCTB 3JeMEHTapHBIX pados,
B MepBYyI0 ouepelb MapHBIX.

TpeTbs uacTb coolleHus Aa€T pelleHWe cllefyloleil npo0JieMbl: Kakue
Te 3JieMeHTapHble rpadbl, y KOTOpLIX [pHM MpeKpameHuu mw000if rpaHm (HO
Opy CcOXpaHEHMM ABYX KOHEUHBIX MYHKTOB) MOJYyYaeTcss HE 3JIEMEHTAPHBIH
rpag.
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UBER DIE MIT RECHTECKEN 2 X1 BEDECKBAREN GEOMETRISCHEN
FIGUREN

HETYEI GABOR
Lehrstuhl fiir Mathematik

Der erste Teil des Aufsatzes beschiftigt sich mit dem Problem, wann
die aus Einheitquadraten bestehenden Flachenfiguren mit Rechtecken vom
Mass 2x1 bedeckbar sind.

Dieses Problem fiilhit zum Existenzproblem der erstgradigen Fak-
toren (im weiteren so: 1-Faktoren) der (paaren) Graphen.

Der Aufsatz macht mit einer einfachen Methode des Suchens von
Mboglichkeiten des Abdeckens bekannt, mit dessen Hilfe wir einen neuen,
anschaulichen Beweis des sich auf die 1-Faktoren beziehenden Satzes von

Hall-Radé erhalten.

Diese Methode des Suchens von Moglichkeiten des Abdeckens, (bzw.
bei den Graphen die ihnen entsprechende Methode des Suchens von 1.-Fak-
toren) ist bei beliebigen Graphen anwendbar.

Der zweite Teil des Aufsatzes beschiftigt sich mit den elementaren
Graphen.

Die Kante des iiber einen 1-Faktor verfiigenden Graphen nennen wir
s, verbotene’”” Kante, wenn sie in keinem der 1-Faktoren des Graphen ver-
treten ist. Den Graphen nennen wir ,,elementaren Graphen”, wenn er auch
nach der Entfernung der verbotenen Kanten zusammenhingend bleibt.

Dann folgen im Aufsatz einige Eigenschaften der elementaren Gra-
phen, in erster Reihe die der gepaarten.

Der dritte Teil des Aufsatzes beschreibt die Losung folgenden Prob-
lems: Welche sind die elementaren Graphen, die keine mehr bleiben, wenn
}zvir?e'me beliebige Kante (beim Behalten ihrer beiden Endpunkte) abschaf-
Ients I , [ P
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Rectangular configurations that can be covered by 2x1 rectangles
GABOR HETYEI

Pécsi Tandrk. Féisk. Kozl. 8 (1964), 351-368

The first part of the article considers the problem of when a rectangular
shape, consisting of unit squares can be covered by 2x1 rectangles. This
problem leads to the question whether a degree-one factor (called from
now on a 1-factor) exists in a (bipartite) graph. The paper shows a sim-
ple method to search for possible coverings; with the help of which one ob-
tains a new visual proof of the Hall-Rad6 theorem regarding 1-factors. This
method of searching for coverings (respectively the corresponding method
of searching for 1-factors in graphs) may be used on arbitrary graphs.

The second part concerns elementary graphs. In a graph possessing a 1-
factor, we call an edge “forbidden” if it does not belong to any 1-factor of
the graph. We call a graph “elementary” if it remains connected even after
the removal of all forbidden edges. The paper provides a few properties of
elementary graphs, first and foremost of bipartite elementary graphs.

The third part answers a question of Tibor Gallai by describing those el-
ementary graphs which cease to remain elementary if one deletes any of
their edges (without removing any vertex). It turns out that every non-
trivial minimally elementary graph arises from an elementary graph with
fewer vertices by replacing some edges by paths of length 3.

[Note: The scan of this article was kindly provided by the author’s family at Silvio
Levy’s request. The author’s son, also called Gabor Hetyei, prepared the English
abstract, adding the reference to Tibor Gallai at the author’s request. Mathematical
Sciences Publishers thanks all those who helped make this frequently cited article
more accessible.]



