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En 1939, Lorenzen [4] a demontré que tout groupe réticulé est iso-
morphe & un sous-groupe sous-réticulé d’un produit direct de groupes
totalement ordonnés. Pour le faire, il a utilisé la théorie des systémes
d’idéaux, introduite auparavant par Krull [2] dans I'arithmétique des an-
neaux d’intégrité commutatifs.

Dans cette note, nous démontrons ce méme théoréme par une me-
thode distincte, qui utilise la notion de filet de Jaffard [1]. Notre
démonstration semble plus transparente et met en relief certains aspects
d’intérét qui ne sont pas du tout apparents dans le travail de Lorenzen: (1)
la réalisation qui nous obtenons est complétement réguliere, de Hausdorff
et fidele (ces termes sont définis ci-dessous); (2) il y a une relation entre
les ultrafiltres de I’ensemble des filets du groupe donné et les pré-ordres
totaux plus fins, laquelle est utile pour exprimer I’ordre donné comme
la conjonction d’ordres totaux plus fins (cf. Krull [3], Ribenboim [5, 6]).

1. Rappelons d’abord les définitions et résultats qui seront utilisés.
Soit G un groupe (abélien additif) réticulé (selon l'ordre <) et notons
P Vensemble des éléments positifs de G; G est un réticulé distributif.
Si feP soit E(f)={geP|g A f=0} 'ensemble des éléments de P
étrangers a f. Posons f = g si et seulement si E(f) = E(g9). La classe
d’équivalence f contenant 1’élément f e P s’appelle le filet de f. Soit .7~
I’ensemble des filets du groupe G, determinés par les éléments fe P. &7
est ordonné en posant f < g si et seulement si E(f)2 E(g9); 4 pos-
sede un premier élément 0 = {0} ; si f,geP,f<galors f<g; # est
un réticulé distributif:

FAG=FANGFVI=FfVg=Ff+a
on af A g =0sietseulement si f Ag=0; & est disjonctif: sif, e 7
f ne suit pas g dans &, il existe he 7 tel que 0 #h < g, h A F=0.

Si feG(mais non nécessairement fe P) posons par définition: f =

f: Vf—r done JFZW, ou |f|=fr+f-€P.

Soit (G)).e; une famille de groupes totalement ordonnés, [].e; G, leur
produit direct ordonné; un isomorphisme ¢ d’un groupe ordonné G dans
I1.c: G. 8’appelle une réalisation lorsque pr.0(G) = G, quelque soit ¢e l.
Par un théoréme de Lorenzen-Dieudonné, un groupe ordonné G admet
une réalisation si et seulement §’il vérifie la condition suivante: si feG
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et nf = 0,ou n est un entier strictement positif, alors f = 0. FEn parti-
culier, tout groupe réticulé satisfait cette condition et admet alors une
réalisation.

La réalisation 0 : G—0(G) < Il.e; G. est dite concordante (ou propre)
lorsque 6(G) est un sous-réticulé de [[.c; G. (la réalisation obtenue dans
la démonstration du théoréme de Lorenzen-Dieudonné n’est pas concor-
dante).

Si feG notons a(f)={ceI|prd(f)+0}. Alors a(fVg)=a(f)Ua(g),
a(f N g) =a(f) N a(g) lorsque 0 est une réalisation concordante.

La réalisation 6: G—0(G) C Jl.c; G. est dite complétement reguliére
lorsque: sicel, fe P, ¢¢o(f) alors il existe g € P tel que ¢ € a(g), a(f) N
o(g) = ¢.

La réalisation 0: G — 0(G) C [l.e:G. est dite de Hausdorff lorsque :
si ¢, kel t+k,il existe f, ge P tels que ¢ e a(f), k€ a(9), o(f)Na(g)=d.

La réalisation indiquée dans le théoréme de Lorenzen-Dieudonné
n’est pas complétement réguliére, ni de Hausdorft.

LEMME 1. Si 6 est une réalisation concordante et compleétement
régulicre alors 0 est fidéle, c¢’est-a-dire: si f,geP alors f=4g si et
seulement st o(f) = a(g); ainst ¢ definit un isomorphisme du réticule
F des filets de G sur un sous-réticulé de celut de parties de l’ensemble
I, en posant a(f) = a(f).

En effet, soit f =g et ceo(g), & a(f); alors il existe h e P tel que
tea(h),oh) N o(f)=¢; donc gh ANf)=¢ et h Af=0; or, 0 étant
concordante, ¢ea(h) N o(g) = o(h A g) donc h A g #0 et alors f =+ g,
absurde! Ainsi, on a bien a(f) = o(g).

Réciproquement, si o(f) = a(g), sik € P est tel que 2 A f =0, alors

¢ =0k A f) = 0o(h) N o(f) = a(h) N a(g) =k A g)
donc & A g =0, et vice-versa, donc f = g.

Par conséquent, si on pose a(f) = a(f) alors (o) = ¢, o(f V §) =
a(f) U a(@), a(f A §) = 6(f) N 5(g) (ol f, g € P) et G est bien un isomor-
phisme du réticulé .&# des filets de G dans celui des parties de I.

2. Theoréme de réalisation. Tout groupe réticulé admet une réalisa-
tion concordante et complétement réguliére.

Démonstration.

1°. Soit G le groupe réticulé donné, & le réticulé des filets de G,
2 T’ensemble des ultrafiltres de .# . Pour tout Ue 2 soit P, = {f G|
il existe ae U tel que f_ A @ =0}. Alors P, + P, < P,. En effet, si
fr9eG et BoyelU sont tels que f~ AR =0,7- A v =0 alors

F+D-NBANSF-F9-ANBAN=(F-VIT)NBAT)
=(f~ABANV@G@-ABAY=0
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avec B3 A yeU,donec f + g€ P,. Deméme, P, N (—P,) = {feG|il existe
acU tel que fAa=0}. En effet, si f A a=0 alors de f=f.Vf-
vient 0 =fAa=(f, Vi)Aa=(f: AV (Ff- Aa) done f_ A a=0,
(—F/)- A a=f, AN a=0; réciproquement. Enfin, G = P, U (—P,). En
effet, si f¢ P, alors f. A @ # 0 quelque soit ae U, donec f, ¢ U (car
F- A f.=0) et alors il existe Bc U tel que 0 =f. AB=(—F)-AB,
c’est-a-dire —fe Py.

2. Nous venons de voir que P, définit un pré-ordre total compatible
sur G. Soit G, = G/(P, N (—Py)) et considérons Py, =P, /(P, N (—Py)) donc
P}, définit un ordre total compatible sur Gj,. Pour tout f e G soit f}, son
image canonique en Gi. Si f e G posons O(f) = (fy)rea € Ilve, G et
montrons que 0 est un isomorphisme de G dans le produit direct ordonné
Ilveo G- D’abord O(f + g) = 0(f) + 0(g9) car (f + 9)y = fr + g quel-
que soit UefR. Sif+#0 il existe Ue® tel que feU donc fAa+0
quelque soit a e U et f ¢ P, N (—Py), ¢’est-a-dire f}, + 0 et alors 6(f)+0.
Si feP alors f- = 0 donc fe P, quelque soit U e 2 et alors 6(f)=(f})vea
est positif dans [[yeqGl. Réciproquement, si f¢ P alors f_ + 0 donc il
existe U e Q tel que f_ e U et alors f¢ P, car f- A a # 0 quelque soit
ae U, done O(f) n’est pas positif, car f} & P} . '

3%, 6 est une réalisation, car pr,0(G) = G, quelque soit UeR; en
effet, si fI, e G, avec fe G alors pr,0(f)=f,. L’isomorphisme @ est con-
cordant, c’est-a-dire, 6(fAg)= inf{0(f), (9)}, 0(F \VV g) = sup {0(f), 6(g)}
(inf et sup pris dans [J,cq G ); pour cela, on doit montrer que pr,0(fAg)=
inf {pr,0(f), pry0(g)} (inf pris dans G}) pour tout U e £ (analoguement
pour le sup). Puisque G} est totalement ordonné, alors par exemple
fir =< 9f dans g, — f, = (9 — f)y € P}, et alors g — fe Py, donc il existe
BeU tel que (g —f)- AB =0; or, alors f A g et f sont quasi-égaux
selon le pré-ordre défini par Py, c’est-a-dire, f A g — feP,N(—P,); en
effet, FAg—FAB=0ANWG—F)ANB=—(@—S)-AB=0. Donc
pry0(f N 9) = (f A9y = fi,=fu A gy = inf {pry0(f), pry0(g)}.

4°. Montrons maintenant que la réalisation est complétement réguliere.
Soit Ue 2, feP tel que Ué o(f)={V e 2|pr,0(f)+ 0}, donc pr,0(f)=0
et alors fe P, N(P,); ainsi, il existe ge P, ge U, tel que f A g =0, donc
FAg=0 et par conséquent a(f) N a(g) = ¢; enfin pr,6(g) # 0, c’est-a-dire
gé P, N (—P,), sinon il existe Be U tel que g A B =0, absurde!

REMARQUE. On a o(f) = {Ue Q|fe U} quelque soit fe@G, et 0 est
une réalisation de Hausdorff. En effet, si feG, fe U, alors pr,0(f)+0,
car sinon fe PyN(—P,) et il existe a e U tel que f A a =0, absurde!
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Réciproquement, si f ¢ U il existe Be U tel que fAR=0 donc fe P, N
(—Py) et alors pr,0(f)=0. Il résulte que si U, Ve 2, U+ V, il existe
frgePtelquefeU,f ¢ V,geV,fAg=0,donc g¢ U et alors Ueo(f),
Vea(g),f Ag=0,donc o(f) N a(9) = ¢
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