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In [1] F. W. Bauer, Homotopie und Homologie, Mathem.
Ann. Bd. 149 S. 105-130 (1963), wurde zu jeder Homologietheoriβ
eine Homotopietheorie gefunden, fur die ein Hurewicz-Satz
gilt und die mit dieser Eigenschaft universell ist. In dieser
Arbeit wird dieser Gedankengang wesentlich verallgemeinert
und zu einem beliebigen Funktor Φ: $ -> SI ($ ist eine beliebige
Kategorie mit hinreichend vielen Nullabbildungen, bezgl. % s.
1. Abschnitt) ein eindeutig bestimmter universeller Funktor
φ%\ £ —> % gefunden, der einem Hurewicz-Satz (d. h. Bedingung
H) im 2. Abschnitt) geniigt. Die einzige Forderung an Φ ist
eine Art Dimensionsaxiom Φ 1) im ersten Abschnitt.

Die Konstruktion von Φπ verlauft nach den gleichen
Prinzipien wie in [1]. Man hat nur hier bei Φπ (X) i. A.
auch dann keine Gruppenstruktur mehr, wenn Φ(X) noch eine
Gruppenstruktur trug. Als unmittelbare Anwendung bekommt
man wieder die Hurewiczschen Homotopiegruppen heraus, wenn
man von der singularen Ήomologie ausgeht. Nimmt man
einen dualisierten Homotopiefunktor π als Φ, so bekommt man
fur Φn den Cechschen Kohomologiefunktor1 heraus. Eine
weitere Anwendung ist die Konstruktion eines universellen
Homotopiefunktors (d. h. eines solchen, der H) erfiillt) Φw zu
gegebenem Φ, der die folgende Eigenschaft hat:

W) 1st fur ein /efi, Φ(f) ein Isomorphismus, so auch

Φwif).

Ist Φ = Hn, der singulare Homologiefunktor in irgend
einer Dimension, so hat bekanntlich auf einer Kategorie von
einf ach zusammenhamgenden Raumen der Funktor πn diese
Eigenschaft. Das ist der Inhalt eines bekannten Satzes von
J. H. C. Whitehead. In Satz 4 wird festgestellt, dass es zu
beliebigem Φ immer genau einen universellen Homotopiefunktor
gibt, der die Eigenschaft TΓ)hat.

I* Die Kategorie 21. In einer Gruppe G fϋhren wir fur zwei

Elemente a,beG die folgende " ^ "-Relation ein: Es ist a ^ δ, wenn

fur jeden Homomorphismns / : Gf —• G, in dessen Bildbereich b liegt,

auch a im Bild von / liegt. Man priift sofort nach: Es ist a 5* b

genau dann, wenn fur die von a bezw. von 6 erzeugten zyklischen

Untergruppen gilt:

W ^ {b} .

Diese Relation ist eine schwache teilweise Ordnung, d. h. es gilt:

1 Mit Koeffizienten in Rι (= reelle Zahlen mod 1).
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01) a ^ a
0 2) α^6, b Sc=>a^c

aber nicht mehr notwendigerweise
0 3) α g ί i , b Sa*=>a = b.

Man kann aber beim Fehlen von 0 3) sofort zu einer Klasseneinteilung:
a^b<=>a^b^a ϋbergehen2 und bekommt dann eine teilweise
geordnete Menge (also eine solche, die 01)-0 3) erfϋllt) heraus. 1st
fe © (@ = Kategorie der Gruppen mit Homomorphismen), f:G'—*G
a' g br in G', so ist f(a') ^ f(b'). Ausserdem ist ein Nullelement 0 e G,
das Einselement der Gruppe (das wir hier unabhangig davon ob G
abelsch ist order nicht mit dem Buchstaben 0 bezeichnen) vorhanden.
Es gilt, 0 ^ a fur alle aeG. Folgende zusazliche Bedingung wird
von einem fe® noch erfϋllt:

0 4) Ist a S /(&') in G, so gibt es ein a! e G\ a' g bf mit f(a') = a.
Die Eigenschaf t 0 4) hat u. a. /(0) = 0 zurfolge. Nun kann man die
Kategorie SI definieren:

DEFINITION 1.1.

211) Die Objekt von 2ί sind teilweise geordnete Mengen V (d. h.
0 l)-0 3) ist erfϋllt) mit Nullelement.

212) Die Abbildungen φ e 21 sind anordnungserhaltende eindeutige
Zuordnungen, die 0 4) erfiillen.

Man ϋberzeugt sich sofort davon, dass 21 wirklich eine Kategorie
ist. Wir beschaftigen uns mit kovarianten Funktoren Φ: & —> 2ί wobei
® eine beliebige Kategorie ist, in der es nur hinreichend viele
Nullobjekte und Nullabbildungen gibt. Zu jedem X e f i soil es ein
Nullobjekt QΣ sowie eine Nullabbildung ωx;0x-~+X geben (d. h. es
ist fur bel. fe $, /: X - > Γ, fωΣ = ωτ).

Je zwei Nullobjekte 0 x , 0F sollen in ί£ Equivalent sein. Von Φ
fordern wir nur das "Dimensionsaxiom": Φl) Es ist Φ(0x) = 0.

Ein Se& heisst "spharisch" bezgl. Φ, wenn es folgende Eigen-
schaft hat:

S) Es gibt in Φ(S) ein grosstes Element.

Mit anderen Worten: Es gibt in Φ(S) ein Element s, sodass fur
alle a e Φ(S) gilt: a <£ s. Zwei Sβ' heissen vergleichbar, S ^ Si wenn
es ein / : S—> S' mit Φ(f)s = s' gibt. Diese Relation wird transitir und
symmetrisch fortgesetzt.

Das Axiom Φl) wird von uns einzig und allein zu dem Zweck
benutzt, hinreichend viele spharische Objekte bereit zu haben. Hat
man einen Funktor Φ: ® —> E vorgelegt, wobei K eine beliebige
Kategorie ist, so gibt es i. A. unzahlige Moglichkeiten daraus einen
Funktor zu machen, der in 21 abbildet. Man kann beispielsweise zu

2 Die Klasse eines aeG nennen wir auch ά.
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<einem X die Unterobjekte von Φ(X) betrachten (die teilweise geordnet
sind). 1st & eine Kategorie von strukturierten Mengen und
entsprechenden mengentheoretischen Abbildungen, die die Struktur
erhalten, so kann man zunachst versuchen das nachzumachen, was
wir eben bei der Kategorie © taten: 1st CeK α,6eC, so setzen wir
a ^ δ, wenn fur jedes /: C —> C in dessen Bildbereich b liegt gilt,
auch a e Bild / ist. Allerdings muss diese Relation nicht unbedingt
naturlich sein, man findet also auf diesem Wege nicht immer einen
Funktor in die Kategorie SI. Es gibt einen anderen Weg, das doch
noch zu retten: In [2] wurde der Begriff der grossten Operation U
zu einem Funktor Φ erklart. Nehmen wir den identischen Funktor
und die dazu gehorige grosste Operation, so kann man a S b setzen,
wenn U(a) S U(b) ist. Diese Definition lief ert (wegen der Natiirlichkeit
der Operation U) eine natiirliche teilweise Ordnung.

2* Der Funktor Φπ. Zu Φ: $t —> SI geben wir einen neuen
Funktor Φπ: & —* SI sowie eine natiirliche Transformation h: Φπ—> Φ
an, AeSI (d. h. h(X): Φπ{X)->Φ{X) ist fur alle I e S in 31) sodass
ein "Hurewicz-Satz" gilt:

H) Ist S spharisch bezgl. Φ, so gibt es ein hf: Φ(S) —* Φπ(S) in
SI fur welches

h K - Identitat

ist. Dieses h' ist naturlich, d.h. fiir ein f: S—>S^S, S^^ S ^ S±

spharische Objekte) gilt h'Φ(f) = Φπ(f)h'.

Wir nennen auch h'Φ(S) — Φπ(S) und finden, dass h au Φr

π{S) ein
Isomorphismus (in der Katgeorie SI) ist. Es wird sich herausstellen,
dass fur Φπ noch gilt:

Π) Ist aeΦπ(X), l e t so gibt es ein spharisches S, f:S—»X,
/ e f i sowie ein α'eC(S), sodass Φπ(f)a' = a ist.

In Worten: Jedes a e Φπ(X) "kommt von einem α' e Φ'π(S) her".
Die Konstruktion eines solchen Φπ zu gegebenem Φ verlauf t folgender-
massen:

Man nehme zu gegebenem X e £ Paare (α, / ) , wobei aeΦ(S), S
ein spharisches Objekt und /: S -> X in S ist. Wenn (α', / ' ) , (α", /")
zwei Paare (zu dem gleichen X) sind, setzen wir (a', f) ^ (α", /")
(/': S' —> X, / " : £ " —> X), wenn es ein Paar (α, /) sowie zwei
Abbildungen r':S->S', r " :S~>S ; / gibt, sodass

< 1) / V = / = /"r"
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und

( 2 ) Φ{r')a = α'

φ(r")a = a"

ist. Wir setzen diese Beziehung transitiv fort und erhalten so eine
Aquivalenzrelation zwischen Paaren (α, / ) , die wir mit dem Symbol
"~" bezeichnen wollen. Die Elemente von Φπ(X) sollen die Aqui-
valenzklassen von Paaren im obigen Sinne sein. Wir nennen (α,/)
die Klasse des Paares (α, / ) . Wir geben Φπ(X) die Struktur eines
Objektes aus 3ί indem wir definieren: Es ist fur zwei Paare (αf, /') g
(α", / " ) , wenn man / ' = / " und a' ^ a" hat. Fur α, a' e ΦK(X) setzen
wir a 5£ α', wenn es ein (α, /) e a, (α', /') e a' mit (α, /) <̂  (α', /') gibt.
Wir haben zu beweisen:

2.1. Es ist Φπ(X) ein Objekt in 21.

Beweis. Zunachst ist sicherlich a ^ a, also 0 1) erfϋllt. Ist
a ^ a', a! ^ a" so bedeutet das die Existenz von Paaren (a, f) e a,
« / ' ) , ( l ' , r t e α ; und (α",/")eα", sodass

ist. Nun ist (α', /') ~ (δ', ̂ ') und wir wollen zunachst annehmen, dass
(α'» /') ^ (&', ̂ ') ist. Wir ίinden ein Paar (c, 1) sowie Abbildungen
r' r", sodass das Diagramm

kommutativ und Φ{r")c = α', <?(r')c = 6' ist. Wegen 0 4) fiir Φ{r")
ist ein αx e (^(SJ mit ^ ( r " ) ^ = α und aλ ^ c vorhanden. Es ist
(au 1) ^ (α, /) (man beachte: / = /') und darum

( 3 ) a ^ a" .

Ist nur (α/, /') ^ (6', </'), so kann man leicht diesen Schluss iteriren
und damit (3) beweisen. Damit ist 0 2) gezeigt.

Ist a ^ a! und a! <Ξ α: so zeigt man mit einem ahnlichen Schluss,
dass α = a! ist.

Um den Beweis von 2.1. abzuschliessen, haben wir noch ein
Nullelement OeΦπ(X) mit der Eigenschaft O ^ α fiir alle aeΦπ(X)
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zu flnden. Man betrachte Paare (0, /) wo f:S-+X und 0 das
Nullelement in Φ(S) ist. Wegen der Voraussetzung ϋber $ und Φl)
sind alle diese Paare aquivalent zueinander. Es ist sicherlich (0, /) ^
(a, f) fur ein beliebiges Paar (α, / ) .

Damit ist 2.1. bewiesen.
Wir erklaren nun Abbildungen Φπ(g): Φπ(X) —*Φπ(Y) zu einem

g: X—* Y in $ und weisen anschliessend nach, dass sie in $ liegen.
Ist (α, /) ein Paar, /: S —> X, so betrachten wir das Paar (α, gf) und
setzen:

Ist (α, /) ^ (α', / ' ) , so ist trivialerweise auch (α, gf) &* (α/, #/') und
darum fiihrt die so definierte Zuordnung Klassen wirklich in Klassen
iiber. Ist (a, /) ^ (α', / ) , so ist (a, gf) ^ (a', gf) und damit ^(^r)
anordnungserhaltend. Ist a ^ β — Φπ(g)β' in (?π(]Γ), so nehmen wir
ein Paar (b\ /') e β' und ίinden nach der im Beweis von 2.1.
durchgefiihrten ΐίberlegung ein (α, 1) e a mit (α, 1) ^ (δ', ftf;). Das
bedeutet aber: 1 = gf und das Paar (α, /') erfϋllt damit die Forderung
α' = (a,f) ^ /S', Φπ(g)a' — a. Damit ist gezeigt:

2.2. Es ist Φx(g) e Si.

Die Tatsache, dass sich Φπ{g) funktoriell verhalt ist trivial und somit
haben wir:

2.3. Es ist 0π:®-*21 ein Funktor.

Die Konstruktion von h ist sehr einfach:

Ist a = (a, f) e Φπ{X), so setzen wir:

( 4) h{aΓf) =

Ist (α', /') ^ (α", /") so weist man sofort nach, dass aus (1), (2) folgt:

h{a',f') = h(a",f")

Das gleiche gilt demnach auch, wenn (α/, /') ~ (α", /") ist. Ist
(a, f) ^ (al9 / ) , so ist h(a, f) g h(auf) und ebenso leicht sieht man
0 4) fur h ein. Also liegt h in SI. Ist g: X—> Y, so gilt

a,f) - Φ(flr/)α - fe(α, gf) - ΛΦ̂ flr) (α,/) .

Somit ist h natiirlich.

2.4. Es ist h eine natϋrliche Abbildung in 31, h: Φπ —> Φ.

Ist v:S—+S fur ein spharisches Objekt die identische Abbildung, so
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ist folgendes richtig,

2.5. Ist (α/, v) ~ (α", v) so ist a = a'.

Beweis. Ist (α', v) & (α", v), so ist ein Paar (α, / ) , f:
vorhanden, sowie Abbildungen r',r": Sχ—+S sodass gilt:

vτf = vr" = /

(P(r")α - α" ,

also ist

α' = <p(/)α = α" .

Entsprechend behandelt man den Fall (a', v) ~ (a", v).

2.6. Ist S ein spharisches Objekt und (α, /) ein Paar zu S, /: Sx

S & Sj. so ist

(α,/)~(0(/)α,j;).

Beweis. Man betrachte das Diagramm:

wobei vx die Identitat fur S1 ist.
Trivial ist noch:

2.7. Ist α', α" e Φ(S), a' ^ α" so ist (α', y) ^ (α", v).

Aus 2.5. bis 1.7. folgt:

2.8. Erklart man auf den spharischen Objekten die Abbildung

h'(a) - (α, v) ,

so gilt

hh' = Identitat

und h! ist ein natiirlicher Homomorphismus in 21, im Sinne von H)

Es ist also H) fur den Funktor Φπ richtig. Ist a e Φπ{X), so ist ein
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a! 6 h' Φ(S) fur ein gewisses spharisches Objekt S vorhanden, sowie
ein /: S —* X mit

( 5 ) Φκ(f)a' = a .

Man nehme einfach zu a ein (a,f)ea und setzte α' = (α, v) = fc'(α),
Sodann ist also auch /7) erfϋllt. Mit diesen Betrachtungen ist die
Konstruktion eines Φπ zu gegebenem Φ abgeschlossen. Wir kommen
nun zur Untersuchung der Universalitatsfrage.

3. Φπ ist universelL Sei Ψ irgend ein Funktor, Ψ\ $t—SI fur
den H) mit einem gegebenem hv: Ψ—Φ und einem hr e 21 gilt. Wir
behaupten:

3.1. Es gibt eine Abbildung η: Φκ—Ψ, die mit h, hΨχ vertraglich
ist, d.h. fur die die Diagramme:

Φ Φ(S)

kommutativ sind (S ist ein spharisches Objekt).

Beweίs. Ist a e Φπ(X), (a, f) e a, so deίinieren wir

(7) V(a) = Ψ(f)K(a).

Ist (α/, /') ^ (a'\ f"), so ist (mit den Bezeichnungen von (1), (2))

Ψ(f) K{a') = Ψ(f)K(a)

= Ψ{f") K(a") .

Also ist η von der Reprasentantenauswahl unabhangig. Ist g:X~+Y
in β, so ist

η Φπ{g)a = Ψ(gf) K{a)

= Ψ(g)Ψ(f)h'r(a),

also ist 7] natiirlich. Ist a! S oc" in Φπ{X), so nehmen wir einen
Reprasentanten (α', /) bezw. (α", /) mit a' S a" und es ist dann

Ψ{f) h'r(a') g ¥(f) K(a") ,

also

Ist ξ e Ψ(X), ξ ^ η(a), a e ΦK(X), so ist wegen 0 4) fur Ψ(f) K ein
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Ψ{f) K(ad = ξ

und η erfϋllt 0 4) liegt also in SI. Es gilt schliesslich:

hΨ7]Wf) = hΨΨ{f) K(a) - Φ(f) hΨK(a)

- Φ(f)a - h{ΞJ)

und

Ύ]h\a) - Ψ{v) K(a) - hf

Ψ(a)

aeΦπ(S) fiir ein spharisches Objekt Sin $. Damit ist 3.1. bewiesen.
Man kann sogar zeigen:

3.2. Ist ζ:Φπ->¥ irgend eine Abbildung, die (6a), (6b) erfϋllt, so
ist ζ = 7].

Beweis. Sei a e Φπ(X), so gibt es wegen Π) ein a e Φ(S), f: S -»
X fiir ein gewisses spharisches S e S mit a — Φz{f) h'{a). Also ist:

CΛ'(α)

- Ψ(f) K(a)

DEFINITION 3.1. Ein Funktor Ω: $ —* 21 heisst bezϋglich einer
Eigenschaft (A) (die fiir Funktoren und Abbildungen zwischen Funk-
toren formuliert sein kann) universell, wenn es fiir jeden anderen
Funktor A: & —* Sί mit der Eigenschaft (A) genau eine Abbildung φ
mit Eigenschaft (A), φ\Ω—+Λ gibt.

4* Der Hauptsatz

4.1. Sind Φz und Ψ beide universell bezgl. der Eigenschaft H) und
mit den beiden Forderungen (6a), (6b) fiir die verbindenden Abbildungen
η: Φ% —+Ψ, ζ: Ψ —• Φπ η, ζ € 21 so ist 37 ein Isomorphismus.

Beweis. Es ist ζη: Φπ —> ίζ eine Abbildung die (6a), (6b) erfϋllt.
Andererseits tut das auch die Identitat, also ist ζrj — Identitat. Aus
Symmetriegrϋnden gilt auch ηζ = Identitat, was 4.1. beweist.

DEFINITION 4.1. Ein Funktor Φπi der H) bezgl eines Funktors
Φ erfϋllt heisst ein Homotopiefunktor zu Φ. Eine natϋrliche Abbildung
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zwischen zwei Homotopiefunktoren Ω, A zu gleichem Φ heisst zulassig,
wenn sie (6a), (6b) erfϋllt.

Satz 1. Erfϋllt ein Funktor Φ:^—>% die Bedingung Φl), so
gibt es bis auf Isomorphismen genau einen bezgl. zulassiger
Abbildungen universellen Homotopiefunktor Φπ: £ —• 21 zu Φ. Es
ist Φπ ein Funktor, der die Eigenschaft Π) hat.

5* Hurewiczsche Homotopiegruppen* Wir gehen aus von einer
Kategorie g von einfach zusammenhangenden topologischen Raumen mit
Basispunkt und Homotopieklassen von stetigen (basispunkterhaltenden)
Abbildungen als Morphismen. Alle Inklusionen xoe X (^-Basispunkt)
sollen in % liegen. Auf g ist der singulare Homologiefunktor H(*) =
\JΓ Hn(*) deίiniert. Wir wollen ihn ersetzen, durch einen Funktor
(den wir wieder mit H bezeichnen) nach 21. Jedem X e g wird nun
also die Menge der zyklischen Untergruppen {a} £ Hn{X) fur alle n
zugeordnet. Ist / e g also / eine Homotopieklasse von stetigen
Abbildungen von X nach Y, so ist H(f) e 2ί erklart. Ebenso behandeln
wir den Hurewiczschen Homotopiefunktor π: SI —> 2ί. Setzen wir
in obigen Betrachtungen H — Φ, so erfϋllt π und der klassische
Hurewicz-Homomorphismus h:π—>H(der natϋrlich auch fur unsere
Funktoren, die in 2ί abbilden erklart ist) die Forderung H). Die
spharischen Objekte sind gerade diejenigen Rέίume Xe% (den
Basispunkt lassen wir in der Schreibung fort) fur die H(X) eine
zyklische Gruppe ist. Das aber sind zunachst Spharen Sn und die
n + 1-Zellen, B^1 deren Randsphare Sn durch eine Abbildung vom
Grade m verheftet ist. Alle anderen Raume S, die spharisch im
Sinne von Bedingung S) sind, haben die Eigenschaft, dass es eine
Abbildung f:Sn^S order f:BZ+1-+S gibt, fur die H(f) ein
Isomorphismus ist. Das ist eine wesentliche Eigenschaft der singularen
Homologie, die sich mit elementaren Mitteln beweisen lasst. Wir
konnen uns also auf Spharen Sn und Raume Bz+1 beschranken, wenn
wir spharische Objekte untersuchen. Fur diese beiden gilt aber, wie
man weiss, die Aussage if).

5.1. Es erfϋllt der Funktor π: g —> 21 die Voraussetzung if).3 Wir
zeigen, dass π: g —> 21 in unserem Sinne (Definition 3.1., 4.1.) universell ist.

Sei Ψ: % —• 21 irgend ein Funktor, der H) erfϋllt, so erklaren wir
ein -η:π-+Ψ in folgender Weise: Ist a e π(X), a = {a} g πn(X), a =
π(f)v (v ist die Homotopieklasse der Identitat), so finden wir ein i/ e
H(Sn), sodass h\vr) = v ist. Wir setzen:

3 Es ist hier S « Sf genan dann, wenn Em (S) = <r «=> Hm{S') = <r.
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Ebenso wie im 4. Abschnitt beweist man, dass η eine zulassige
Abbildung in SI, dass es eindeutig bestimmt und damit, dass π
universell ist.

Satz 2. Ist g eine Kategorie von einfach zusammenhangendeni}

topologίschen Rάumen mit Basispunkt und basispunkterhaltenden
Homotopieklassen von stetίgen Abbiidungen die neben dem Basispunkt
x0 auch alle Inklusionen xQe X, Xe % enthalt, ist ferner H:%—*%
der singulare Homologiefunktor so ist Hπ = π: % —> §ί der Hure-
wiczsche Homotopiefunktor.

6. Dualisierung* Geht man nicht, wie wir es bisher taten von
einem kovarianten, sondern von einem kontravarianten Funktor
Φ: $ΐ —• 2ί aus, dann lassen sich alle unsere Betrachtungen wortlich
dualisieren. Man kann die Bedingung H) wortlich iibernehmen. Bei
der Formulierung der dualen Bedingung Π) zu Π) hat man einfach
die Richtung der Abbildung / (jetzt:/: X—+S, fe$b) umzukehren.

Wir hatten von der Kategorie $ die Existenz von Nullobjekten
und von Abbiidungen ωx: 0x —> X gefortert, sodass fur ein /: JSΓ—> Y
fβ)Σ — β)r ist. Jetzt fordern wir die Existenz von Abbiidungen
ζ x : X~> 0x, sodass fur ein f:Z-+X ζxf = ζz ist. Die Bedingung Φ 1)
bleibt wortlich erhalten. Der Funktor Φπi den wir nunmehr kon-
struieren ist jetzt natϋrlich kontravariant und wir haben:

Satz 1. Erfullt ein kontravarianter Funktor Φ die Bedingung
Φ 1), so gibt es bis auf Isomorphismen genau einen bezgl. zulassiger
Abbiidungen universellen kontravarianten Homotopiefunktor
Φπ:&-+% zu Φ.

7. Cechsche Kohomologiegruppen* Wir gehen aus von einer
Kategorie g von topologischen Raumen mit Basispunkt und Homo-
topieklassen von stetigen Abbiidungen als Morphismen. Alle Basispunkte
xQeXe%und alle Abbiidungen X—>x0 sollen in g enthalten sein.
Ferner sollen alle Raume in g den Homotopietyp eines CW-Komplexes
haben und einfach zusammenhangend sein. Wir konstruieren nun
einen Funktor ft: % —• 21 auf folgende Weise: Es ist

τr(*) - U Hom(τrw(*), Rt) (* G g)

wo Rx die Gruppe der reellen Zahlen mod 1 ist, ein Funktor nach ©.
So wie im ersten Abschnitt machen wir daraus einen Funktor nach

4 Man konnte auch ohne den einfachen Zusammenhang fur ein Xθ $ auskommen,
wenn man von den spharischen Objekten Sβ£τ voraussetzt, dass sie einfach zusammen-
hangend sind.
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21. Fiir zwei φt: πn.(X) —> Rx setzen wir demnach φλ ^ φ2 wenn nx —
nz = n ist und wenn es ein r: R1—^R1 in der Form r(a) = ma (fiir
f estes ganzzahliges m) mit rφ1 — ψλ gibt. Die Klasse eines
φ: πn(X) —+ i?! bezeichnen wir mit φ(φ1 ~ φλ <=> φt ^ φ2 ^ ^J . Auf
diese Weise haben wir einen Funktor nach SI, den dualen Homotopie-
funktor π. Wir konstruieren nun ππ und wol en beweisen, dass fr̂  =
H*, der von der Cechschen Kohomologie (mit Koeffizienten in Rλ)
induzierte Funktor nach 31 ist: H*(X) = U H*(X, RJ = \J [X, K(RU n)\.
Wie ϋblich unterscheiden wir in der Bezeichnung nicht den Funktor
nach © und den zugeordneten nach §1. Zunachst interessieren wir
uns fiir die spharischen Objekte von ft.

7.1. Jedes bezgl. π spharische Objekt Te% ist ein K(G,n) fiir eine
gewisse Gruppe G(n > 1).

Beweίs. Ist T spharisch bezgl. π, so sieht man, dass es nur eine
Dimension n mit πn(T) Φ 0 geben kann, weil es sonst kein maximales
φ: πn(T)—>R1 gibt. Zwei nichttriviale φ{\ πn.(X)-->R1 sind unvergleichbar,
wenn nx Φ n2 ist. Ist aber ein πn(T) Φ 0, so gibt es immer ein
φ: πn{T) -+RlyφΦ 0. Das bedeutet, dass T ein K(G, n) ist.

Wir betrachten nun den Funktor if* als Funktor nach §1 und
behaupten, dass fiir ihn die Bedingung H) erfiillt ist. Zunachst haben
wir den dualen Hurewicz-Homomorphismus anzugeben, h: H* —>τ?(in
SI). Sei aeH*(X), αe ίP(X), so gibt es ein f:X^K{Run) mit
f — a. (es ist ein / e g bereits eine Homotopieklasse einer stetigen
Abbildung) Wir setzen: h(a) = πn(f) ( : πn(X) —+ RJ und erkennen, dass
wir so Klassen a aus H*(X) e SI in Klassen φ aus π(X) e SI iiberfiihren.
Man priift leicht nach, dass h eine natiirliche Abbildung aus SI ist.
Sei T ein spharisches Objekt bezgl. π also nach 7.1. ein K(G, n). Ist
φ: πn(K(G, n)) —> πn(K(Ru n)) so kann man φ durch eine Abbildung
/: K(G, n) —* K(Rl9 n) realisieren (nach bekannten Satzen gibt es sogar
ein eindeutig bestimmtes / e g mit πn(f) = φ) und es ist:

h{f) = Ψ .

Dieses Argument liefert den Beweis, dass es ein natϋrliches
K':H*(T)->π(T) gibt, sodass KK' = Identitat ist. Die Einzeheiten
des Beweises seien dem leser ϋberlassen.

7.2. Es genϋgt H* der Bedingung H).

Der Beweis dafiir, dass H* universell ist, ist eine unmittelbare
Dualisierung des entsprechenden Beweises fiir π im 5. Abschnitt.
Zusammenfassend konnen wir formulieren:
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Satz 3. Sei $ e^ne Kategorie von topologischen Rdumen mit
Basispunkt wie in Satz 2, deren Objekte alle den Homotopietyp eines
einfach zusammenhangenden CW-Komplexes haben und in der alle
Projektionen X—>x0 enthalten sind (xoeXe%), π = \JΉ.om(πny R^):
g~*3ϊ der duale Hornotopiefunktor, so ist

ππ = H* ,

der Cechsche Kohomologiefunktor (mit Koeffizienten in i?x): H*(X) —
U [X, K(RU n)].

8* Der Whitehead-Satz* Ist Φ: $ —> 3ί ein Funktor der Φ 1)
erfϋllt, so sagen wir, es gelte fur einen anderen Funktor Ψ: & —> SI
(etwa beide kovariant) eine Whitehead-Bedingung (bezgl. Φ), wenn
folgendes erf ϋllt ist:

W) Ist /: X—> Y in ίδ und (?(/) ein Isomorphismus, so auch Ψ(f).

In diesem Abschnitt wollen wir nur solche Homotopiefunktoren
betrachten, die einer Whitehead-Bedingung bezgl. des vorgelegten Φ
genϋgen. Wir kδnnen dann beweisen, dass es genau einen bezgl.
dieser Eigenschaft und zulassiger Abbildungen universellen Homo-
topiefunktor gibt.

Zum Beweis dieser Tatsache betrachten wir zu dem Paar Si, Φ
eine neue Kategorie Bφ die wir folgendermassen konstruieren: Die
Objekte von Bφ sind die gleichen wie die Objekte von ®. Um zu
einer Abbildung F X—>Y in Bφ zu gelangen, betrachten wir eine
Kette

X
/l v fz v fz fn-1 v fn v v

von Abbildungen in $, wobei alle f2n die Eigenschaft haben, dass
Φ(An) e ί n Isomorphismus ist. Die Klasses der Abbildungen g mit
Φ(g) = Isomorphismus nennen wir I(Φ)m Diese Ketten selbst sind aber
nicht die Abbildungen in $tφ sondern wir mϋssen fur eine Kette erst
noch einen Reduktionsprozess erklaren, der aus einer Folge von
Schritten der folgenden Art besteht:

(*) Man betrachte zwei aufeinanderfolgende Abbildungen in der
Kette (die wir einfach a und b nennen wollen) und ersetze sie, wenn
moglich durch eine Abbildung C G S , SO wie es in einem der kommu-
tativen Diagramme

a/*'\b a/'\b a/"m\b a/'\b
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angezeigt ist. Im dritten und vierten Falle muss c e I(Φ) sein. Nun
fasse man die Abbildung c im ersten und vierten Falle mit der auf
b folgenden, im zweiten und dritten Falle mit der a vorangehenden
Abbildung (falls es in der Kette eine solche Abbildung gibt) zusammen
und man erhalt wieder eine Kette k\ Dabei beachte man, dass wenn
zwei aufeinanderfolgende Abbildungen beide zu I(Φ) gehδren, das
Kompositum zu I(Φ) gehbrt. Die Lange von k (die Zahl n) hat sich
bei jedem Reduktionsschritt vermindert. Der Anfang und das Ende
von k (namlich die Objekte X und Y) sind fest geblieben.

Zwei Ketten ku k2 heissen nun Equivalent, wenn sie gleichen
Anfang und gleiches Ende haben und wenn man eine Folge von
endlich vielen Reduktionen der Form (*) finden kann, die eine in die
andere (kλ in kz oder fc2 in &2) ϋberfiihrt. Diese Beziehung setzen
wir transitiv fort und machen damit aus ihr eine Aquivalenzrelation.
Die Abbildungen in Bφ sind nun Klassen F = k von Ketten k.
Sicherlich ist §ΐφ eine Kategorie: Man setzt zwei Ketten k±: X—+Y,
k2: Y—+Z zu einer Kette k2kx zusammen, indem man sie hintereinander
schreibt und, wenn man will bei Y noch die Identitat einschaltet,
damit (formal) die Kettenbedingung erfϋllt ist. Damit ist auch eine
Komposition von Kettenklassen definiert und $ΐφ erfϋllt die Forde-
rungen an eine Kategorie. Ist g:X —> Y in $ΐ, so ist g eine spezielle
(und nicht mehr reduzierbare) Kette. Ist /: X—> Y, g: Y-+Z in St so
ist die Klasse gf in ®φ mit der Klasse 'gf identisch. Ist v:X-+X
die Identitat, so ist V die Identitat in $φ. Also gibt es einen Funktor
M: $ —> BΦ der die Objekte in sich und die Abbildungen in ihre Klassen
ϋberfϋhrt. Ist Ψ: £ —* 21 ein Funktor, fϋr den jedes g e I(Φ) einen
Isomorphismus induziert, so kann man einen (sogar eindeutig bestimmen)
Funktor ¥':&-+% finden, der Ψ fortsetzt. Ist umgekehrt W:&*-+%,
ein beliebiger Funktor so nehme man den Funktor W M: $t —» SI und
hat einen Funktor Ψ: $ —> §1 fur den W) gilt.

8.1. a) Es gibt einen Funktor Λf:®—>$* der auf den Objekten die
Identitat ist.

c) Erfϋllt Ψ: Si —• Si die bedingung W) bezgl. Φ, so gibt es genau
eine Fortsetzung W: Bφ -> Si.

b) Ist Ψ'\ ®φ — 2ί so erfϋllt Ψ = Ψf M: Λ — SI die Bedingung W).

Nur c) bedarf eίnes Beweises: Sei geI(Φ), g:X—>Y, so ist g
eine Aquivalenz in $tφ, denn es gibt in &φ eine Umkehrung zu g
(namlich wieder g, wobei jetzt aber g als Kette mit nur einem Glied
verstanden wird, wobei man, um die formale Kettenbedingung zu
erfϋllen noch die jeweilige Identitat davor und dahinter schaltet).
Aus funktoriellen Grϋnden ist Ψ\g) = Ψ{g) ein Isomorphismus in SI.

Wir wenden nun Satz 1 auf Φr: Bφ —> SI an und erhalten ein
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Φ'π: &*-*%. Wir setzen

Ist ¥:$l —>2ί irgend ein Funktor, der H) und W) bezgl. Φ erfύllt,
so kann man ψ'\ Bφ -* 5ί bilden und auch 3F' erfϋllt if). Es gibt also
eine eindeutig bestimmte zulassige Abbildung rf\ Φ'π —> ¥'. Durch
Ύ) — η'M: ΦW—*Ψ ist eine zulassige Abbildung die ebenfalls, durch Φw

und Ψ eindeutig bestimmt ist (da & und Bφ die gleichen Objekte haben)
definiert und Φw ist ein bezgl. W) und zulassiger Abbildungen univer-
seller Funktor.

Satz 4. Zu jedem Funktor Φ: & —> 31 der Φ 1) erfiillt gibt es bis
auf Isomorphismen genau einen Homotopiefunktor Φw; Si —> 2ί fur
den W) gilt und der universell (mit zuldssigen Abbildungen in 21)
bezgl. dieser Eigenschaft ist.

Satz 5. Ist g βΐne Katgeorie von topologischen Raumen wie in
Satz 2, deren Objekte alle einfach zusammenhdngend sind, so ist

Beweis. Es erfiillt π die Forderung W) und es ist π nach Satz
2 sogar ohne ausdrϋckliche Voraussetzung von W) universell bezgl.
H). Also ist π erst recht universell bezgl. H) und W).
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