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CLASSES DE CHERN ET THEOREME DE GAUSS-BONNET

NGO VAN QUE

La theorie des classes caracteristiques peut etre dέveloppέe
de maniere axiomatique dans la catέgorie des espaces topologi-
ques "admissibles", i.e., localement compacts, dέnombrables &
Γinfini et de dimension cohomologique finie [Hirzebruch, Topo-
logical Methods in Algebraic Geometry, Springer Verlag, N.Y.].
Nous allons nous restreindre a la catέgorie des variέtέs para-
compact es, diffέrentiables de classe <^7°o et introduire les classes
caracteristiques telles qu'clles έtaient construites originalement
par S. Chern [voir par exemple, S. Chern, Differential geometry
of fiber bundles, Proc. Int. Congress, 1950]. P. A. Griffiths
a d§montr§ le th§oremd, dύ a Chern, dit de Gauss-Bonnet pour
le cas des fibre's vectoriels de rang 1 [On a theorem of Chern,
Illinois J. Math. 6 (1962)]. Dans le meme ordre d'id§es nous
voulons donner dans ce travail une demonstration simple, par
la th§orie des connexions, du thέoreme de Gauss-Bonnet dans
le cas des fibres vectoriels de rang quelconque.

1* Connexion dans u n fibre hermitien*

1. Soίt M une variete (differentiable). Le fibre tangent de M
sera note par T. Le fibre T* = T* (g) C designera le fibre des 1-formes

R

complexes sur M.

DEFINITION 1.1. Etant donne un fibre vectoriel complexe E sur ikf,
une connexion dans E est la donnee d'un operateur diίferentiel

V\E > TϊδdE

(produit tensoriel de Whitney sur le corps des nombres complexes),
tel que pour toute fonction / a valeurs complexes sur M

dans le cas oύ E est muni d'une structure hermitienne, la connexion
sera dite hermitienne si

d<s, s'> =

EXEMPLE. Considerons le fibre hermitien trivial

E = M x Cn .

Toute section s de E sera un n-tuple (f\ , fn) de fonctions sur M
a valeurs complexes, et on a T* ® E — T$ x x ϊ\,*, produit ^-tuple
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394 NGδ VAN QUE

direct de Whitney. Alors 1'operateur F defini par

F(f\ ...,fη = (df\ --.,dp)

est evidemment une connexion hermitienne dans E.
Par cet exemple, et de Γexistence des partitions de Γ unite sur

M, on demontre immediatement (voir tout cours de geometrie dif-
ferentielle) Γexistence des connexions hermitiennes sur tout fibre
vectoriel complexe E sur M.

Sur un ouvert U de trivialisation de E, Γensemble des n sections
s\ , sn de E est une base locale de E si toute autre section s de E
sur U est de la forme

s = fi8* avec fie&-{U,C)

(nous prenons ici comme dans toute la suite la convention dΈinstein
de sommation). Alors pour une connexion F dans E, on a

F(s*) = ω) 0 sj

ω) etant des 1-formes complexes sur U. La matrice n x n (cofi = o) dont
les entrees sont des 1-formes complexes, sera dite la matrice repre-
sentative de V relativement a la base locale (s1, , sn). Cette matrice
definit inversement Γoperateur V restrient a U par

Γ(s) = Vifts1) = dfi (g) s* + f,ω) (g) sj .

Rappelons enfin que si E est muni d'une connexion F, on peut
definir sur Γespace fibre vectoriel dual E* une connexion canonique
notee encore par V telle que si s et s' sont respectivement des sections
de E et de E*

d(s, s') - (F(8), s') + (s,

Et soit (Ei) avec i = 1, , p, un ensemble de p fibres vectoriels
complexes sur Λf, munis respectivement des connexions Fiβ On peut
definir sur S ^ ® ^ une connexion canonique F telle que

F: ^ (8) (8) # p > Tc* (8) ( ^ ® <g) £?p)

s1 (8) (8) sp — • s1 (8) (8 s'-1 (8 Fite4) 0 ^ ' + 1 Θ <S>sP

en remarquant Γexistence d'un isomorphisme cononique

2* Tenseur de courbure. Etant donnee une connexion F dans
le fibre vectoriel E, on peut definir de maniere generale pour tout
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entier p

Θ0s > dθ(g)S + (-l)pΘΛF(s)

II est immediat par un simple calcul que

0<g)s > θ AV\s)

L'operateur F2 est done un morphisme de fibres vectoriels; en particulier:

V2:E >{A2TS)®E

peut-etre considere comme une section globale Ω sur M du fibre
(Λ2T*) ® End (.£7). Ω est couramment nomme tenseur de courbure de
la connexion V.

Si V est une connexion hermitienne de E, on a

done

d\s, sfy = d<F(s), s

ou

0 = <F2(s), 8'> - <F(s), F(s')>

0 = <F2(8), s'> + <8> F2(s')> .

Autrement dit, avec la notation habituelle.

LEMMA 1. Si V est une connexion hermitienne, on a

Ω + *Ω = 0 .

D'apres la fin de la section precedente, nous avons defini a partir
de la connexion F, une connexion canonique notee encore par F, dans
End (E) = E§ζ)E*. Precisement si a est une section de E §§ E* et
s, une section de E,

- F[a(s)] - a[F(s)]

avec une interpretation immediate de notations. Ceci dit.,

LEMMA 2. (Identite de Bianchi.)

F(Ω) = 0 .

En effet, d'apres la definition meme de F dans End (E), on a
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F(Ω) = F o F 2 - v2oV = 0

comme operateurs sur @PA
PT% ®E.

REMARQUE. Donnee une base locale (s1, , sn) de E, on a

Q(8*) = F\sι) = Ω) <g) s3'

avec £?}, des 2-formes complexes sur Γouvert U de trivialisation cor-
respondant de E. La matrice carree n x n (Ω)) = K. Alors si ω = (ωj )
est la matrice representative de F, Γidentite de Bianchi se traduit
par Γidentite

0 = dK + [α>, if]

i.e.,

0 = dΩ) + ω\AΩ) - flίΛωJ, Vi et j .

3. Famille de connexions. Une famille de connexions Vt sur I£,
dependant du parametre reel t e [0, 1] = J, sera toujours entendue telle
que pour toute section s de E

σt = Vt{s)

est une famille differentiate g700 de sections de Γ* 0-&, i.e., Γapplica-
tion

σ:M x / • T$ ®E

(x, t) > σt(x)

est differentiate ^°° (morphisme de notre categorie).
Etant donnee une telle famille de connexions Vt, considerons

Γoperateur

Vt:E >T$E

On a pour toute fonction / a valeur complexe de M

^ + fVt(s)\ = fVt{s) .

Done Vt peut etre considere comme une section de T£ 0 End (E).
Comme precedemment, a la famille Ft, il correspond une famille de
tenseurs de courbure Ωt (i.e., une famille differentiate de sections de
Λ2T* ® End (E)) et une famille de connexions notee encore par Ft dans
End (E). Ceci dit,
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L E M M A 3.

A (Ωt) = Pt(Ft) .

En effet, comme operateur de E dans Λ2T$ 0 E,

^-(Ωt) = JLψl) = VtoVt + VtoVt = Ft(Ft)

la derniere egalite provenant de la definition de Vt dans End (E).

II* Classes de Cherru

1. Nous pouvons evidemment considerer

(ΛpaikT$) ® E = ®(Λ2pT$) (8) E

comme fibre de modules libres sur le fibre en algebre commutative

Alors Ω = V2 est un endomorphisme de ce fibre de modules. Done
nous pouvons considerer comme d'habitude det (I + (i/2π)Ω), qui sera
done une section globale sur M du fibre ΛpaίRT£. Precisons que si E
est de rang n, i.e., d i m ^ = n,

det (i + ±Ω) = 1 + Cι(F) + + cn(F) - c(F)

avec Ci(P), 2ί-forme complex sur M.

LEMMA 1. Si F est une connexion hermίtienne, c^F) sont des
formes reelles sur M.

En effet, comme Ω + ιΩ = 0

V 2πJ V 2ττ

Or evidemment,

det ( 7 - Ώ = d β t ( l - ^ ) = det(l + ̂ - ) .

Done

/ iΩ \ ( iΩ
det I + — ) = det 11 + —

V 2πJ \ 2π
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2. Nous allons nous restreindre a un ouvert U de trivialisation
de E. Soit done (s1, , sn) une base locale de E sur U. K = (42})
etant la matrice representative de 42, et (δ)) celle de I,

P[Ω] = det ( l + —4
V 2τr

27Γ 27Γ

oύ P e A^^fXx1, •••, X™] Γalgebre de polynomes de n x n variables a
coefficients dans Γalgebre ApaiR des formes exterieures de degre pair
sur U. Nous pouvons aussi considerer P e A[Xt, , X%] oύ A est
Γalgebre de toutes les formes exterieures complexes sur U.

Faisons cette convention: pour tout θ = (θ19 , θn) e An, Pj[^ί] est
la valeur dans A du polynome P quand

et

Xj. — ^ β
1 ~2π ι '

Alors, P etant de fait a coefficients complexes, i.e., 0-formes constantes,
il est clair que dP[Ω\, •••, Ωt] = P}[dΩi] (remarquez la sommation due
a la convention dΈinstein).

D?autre part, ω — (ω}) etant la matrice representative de la con-
nexion V et P etant de fait multilineaire relativement aux variables
XI, •••, X£, on a par Γidentite de Bianchi (Lemma 2 de I et la re-
marque qui le suit).

P}[dΩi] + PfiωiΛΩΪ - ΩlΛωΊ] = P}[dΩ\ + ω{ΛΩ\ - Ω{Λω\]

= Σ P}[0] = o .

Or d'apres une propriete elementaire du det, on a

P}[ωiΛΩki - ΩiΛω\] = 0 .
Done

dP[Ω] = P}[dΩi] - 0

de cette propriete locale, on a immediatement

PROPOSITION 1.

dc(F) = dΓdet (i +

3. Soit donnee une famille de connexions Vt de E. Relativement

dc(F) = dΓdet (i + — # ) ] = 0 .
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a la base locale donnee (s1, , sn) de E, (Ω}(t)), (ώ>j(ί)), (ώ}(ί)) designeront
respectivement les matrices representatives de Ωt, Vt et F ί # Avec la
convention precedente de notation

P}[<i>i(t)] = Q[Ω(t), ώl(t)]

avec

algebre de polynomes de 2(n x w) variables. Done θ = (θ19 •••
prenons la meme convention: Qa

β[θa] designe la valeur de Q pour

X} = d) + ^-Ω) si (i,j)Φ(β,a)
ΔΊZ

XIX) = ̂ -ώ) si (n + i,n+ j) Φ (β, a)
ΔTC

Xί = ^-θa.
2π

Alors

( i ) dQ[Ω(t), ώ(ί)J - Q)[dΩ\{t)\ + QltRdώi(t)\ .

Or d'apres le Lemma 3 de I

(i i) ^P[Ω(t)\ = P)[dώ\(t) + ω{(t)Λώ\{t) - ώi(t)Aω\{t)]

= QlVAdώiit)] + Qlt)[ω{(t)Λω\(t)

- ώ{(t)Aω\(t)] .

Et d^apres Γidentite de Bianchi, Q etant multilineaire par rapport aux
variables, on a

Q)[dΩ{{t) + ω{{t)ΛΩ\(t) - Ω{(t)Λω\(t)\ = 0 .

Done on a de (i) et (ii)

<iii) ^P[Ω(t)] = dP)[ώ\(t)\ + Q)[ωi{t)ΛΩ\{t) - Ωi(t)Λω\(t)\

+ QliHωmΛώ'it) - ώl(t)Λω\{t)} .

Eemarquons que

Q[Ω(t), ώ(t)]=§-P[Ω(t) + xώ(t)]β=0 .
ox

Done encore d'apres la propriete elementaire deja citee du determinant,
on a
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Q)[ωi{t)ΛΩ\{t) - Ωί(t)Λω\(t)\ + Ql%\[ωί(t)Λώ\(t) - ώ{(t)Λω\(t) - 0 .

D?oύ la formule importante suivante due a A. Weil

(iv) ί
dt

II est immediat de verifier que la forme Pj[ώ|)] est independante du
choix de la base locale. Done Pj[ώi(t)] est la restriction sur U d'une
forme exterieure globale notee P[Ωt, Ft] de M.

PROPOSITION 2. Etant une famille de connexions Vt

<KFi) - c(Fo) - d[p[Ωt, Vt]dt .
Jo

Cette proposition n'est autre que Γintegration de la formula (iv)
de A. Weil.

4. Classes de Chern. On verifie immediatement qu'etant donnees
deux connexions Fo et Pl9

vt = wx + (l - t)r0

est une famille de connexions reliant Fo et Fx. Done d'apres la pro-
position (1) et (2), etant donnee une connexion V dans E, la classe
de cohomologie de c(V) est independante du choix de V. Nous pouvons
noter cette classe par c{E), nominee classe de Chern de E. Remar-
quons que cette classe est reelle: c(E) e HvaiR(M, R) = (&pH

2p(M, R)
comme d'apres le Lemma 1, on peut toujours prendre une connexion
hermitienne dans E et c{V) est alors une forme reelle.

Si / est une application d'une variete Mf > M designons par
f'E le fibre vectoriel complexe sur M' induit par / :

f

i i
M' >M

f transporte de faςon evidente toute section s de E en une section
f's de f'E. Ceci dit, il est immediat de verifier que pour une con-
nexion donnee V de E, il existe une et une seule connexion V sur f'E
telle que

oύ /* est le prolongement de / aux formes exterieures et

(/* <8> /')(*> ® s) = (f*ω) ® f's> comme section de T$(M') ® f'E .
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Nous avons alors

c(F') = f*e(F)

ou encore par passage aux classes de cohomologie, on a la propriete
universelle suivante de la classe de Chern

c(f'E) = f*c{E) .

Ill* Proprietes geometriques des classes de Chern*

1. Theoreme de dualite de Whitney. Soit E = J5Ί 0 E2, somme
directe de deux fibres vectoriels complexes sur M. Si F, et F2 sont
des connexions respectivement dans Et et E2,

V = F,® F2: E > T%®E= T* ®E,® Tc* <g) E2

8 = 8X + S2 > F{s) = 7,(8,) + F2(S2)

est evidemment une connexion dans E. Le tenseur de courbure Ω de
V est tel que

fl = V2: E >Λ*Tg ®E = Λ2T% <g) J^ φ ^ 2 Γ ^ ® ^

s = S i + S2 , p*(8) = /72( S i ) + F 2 ( S 2 ) β

Autrement dit,

fl = flx 0 β2 ,

Done

c(F) = c(yγ)Ac(y2) .

En passant aux classes de cohomologie, nous avons le theoreme
suivant dit de dualite de Whitney

THEOREM. Si E = ELQ) E2, nous avons dans Γalgebre de cohomo-
logie HpaiR(M, R)

c(E) = c(EME2) .

COROLLAIRE. Si E admet une section partout non nulle on a
cn(E) = 0 (n etant le rang de E). En effet, si E admet une section
partout non nulle E — E1®C, ou C est le fibre en droite trivial sur
M. Done

c(E) = c(Ex) - 1 + c^Ed + + cn^(Ed .

REMARQUE. Caractere de Chern. ApaiR designe Γalgebre exterieure
de degre pair sur M. Done Γalgebre ApaiR[X] des polynδmes a coef-
ficients dans ApaiR, posons pour une connexion F dans E

c(F)[X] = 1 + c,(F)X + + cn(F)X* .
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Ecrivons formellement

alors

ch(V) = en + + er%

est un element de ^ α ί β . Des proprietes connues sur c(F), on conclut
immediatement que ch{V) est une forme fermee, et que sa classe de
cohomologie ch(E), dite caractere de Chern de E, est definie independam-
ment du choix de F. Ceci dit,

(i) la theoreme de dualite se traduit alors par la relation

ch(E, 0 E2) = chiE,) + ch(E2)

(ii) etant donnes deux fibres vectoriels complexes Eι et E2, munis
respectivement des connexions Fι et F2 rappelons qu'on definit sur
Eλ 0 E2 une connexion canonique V

F: E, ® E2 > Tϊ ®E,®E2

Sί 0 s2 > F^s,) (g) s2 + sL ®

D'oύ

^ ( S i ® βa) = Π(«i) (8) S2 + S, <g) F*(S2

ce qui entraine que si

c(Fλ)[X] = (1 + 71X) (1 + 7,X)

et

c(F2)[X] = (1 + λxX).. .(1 + XqX)

on a

c{F)[X) = Π [1 + (% + τ,)X] .

Done

cA(F) = ch(F ̂ Λchψ 2)

ou encore

Ainsi de faςon un peu plus savante, if etant le foncteur de Gro-
thendieck de la categorie des varietes differentiables a valeurs dans
la categorie des anneaux commutatifs, le caractere de Chern est une
transformation naturelle de ce foncteur au foncteur qui associe a toute
variete differentiable M Γanneau commutatif Hvaik(M, R) des classes
de cohomologie de degre pair de M.
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2. Theoreme de Gauss-Bonnet.

(i) Uindice de zero d'une section. Considerons le fibre vectoriel
complexe trivial Cn x Cn sur C*, muni de Γorientation canonique.
Une section Z de ce fibre est une fonction differentiate

Z: Cn > Cn .

Supposons que Z~ι(Q) — 0; alors Z applique Cn — {0} dans lui-meme. Or
la sphere orientee S2n~ι = {(z19 , zn) e Cn, \z,\2 + + \zn\

z = 1} est
un retract par deformation de Cn — {0}. Z est done homotopiquement
equivalent a une application que nous noterons encore par Z, de S2n~ι

dans elle-meme. DΌύ nous avons

Z*: I P - ^ S 2 - 1 , Z) > H*n-\S2n-\ Z)

z —> z
Z* est une multiplication par un entier algebrique Ind (0, Z), appele
Γindice du zero 0 de la section Z.

EXEMPLE. Pour n = 1,

Ind(0,Z)= - - ^ - ί ^ l
2π ir Z

oύ 7 est une courbe de Jourdan simple, rectifiable quelconque orientee
dans le sens positif entourant Porigine 0 de C.

Dans le cas general oύ E est un fibre vectoriel complexe de rang
n sur une variete M orientee de dimension (reelle) 2n, pour une section
•s de E sur M admettant x comme un zero isole, on peut toujours se
ramener au cas precedent sur un voisinage U de trivialisation E, con-
tenant x, diffeomorphe a Cn avec conservation de Γorientation et tel
que x corresponde a Porigine 0 de C\ Et de cette maniere, on definit
"Γindice Ind (x, s) du zero x de la section s de E.

(ii) Theoreme de Gauss-Bonnet dans le cas du fibre de rang 1.
Soit done E un fibre vectoriel complexe de rang 1 sur une surface
compacte de Riemann, i.e., orientee et de dimension 2. Etant donnee
une section s quelconque a zeros isoles xt, , xp de E sur M, choisis-
sons des voisinages de trivialization Ujy 1 ^ j' ^ p, de E, contenant
respectivement et seulement xd. Par une partition de Γunite, on peut
choisir une connexion V dans E, a courbure nulle sur les U5. Design-
ons par [M], la classe fondamentale d'homologie de dimension 2 de la
^ariete orientee compacte M; nous avons
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La connexion V etant a courbure nulle dans UJf cx(F) est une 2-
forme nulle a Γinterieur des disques B(v3) de centre xj9 contenus re-
spectivement dans U3 (i.e., des disques par un certain diίf eomorphisme
conservant Γorientation de U3 avec C); done

JM JMε

avec M£ = M - \Jj B(x, ) .
Or sur Mε, la section s donnee est par tout non nulle, peut etre

done prise comme une base locale de E; on a sur Mε

Γ(s) = ω ® s, ω etant une 1-forme complexe sur Mε.

V\s) = dω§§ s — ωΛF(s) = da)§§ s — (ωAω) (g) s

= dω (g) s .

Done sur Mε,

cL(P) = det (—Ω) = —dω .
\2π ) 2π

Par la for mule de Stokes,

f Cl{V) = -?-( dω =—\
JMε 2Tϋ JMε 27ϋJSMε

oύ Ί3 est la courbe de Jourdan simple orientee qui est le bord de

D'autre part, rappelons que dans U3, la connexion V est sans
courbure. On peut supposer

V(e3) — 0, avec e3 une base locale de E sur U3 .

Dans U3, la section s etant de la forme

on a

V(s) = dz(g) e3- .

Ce qui fait que sur Ί3, bord de B{x3) contenu dans Uj9

P(S) = α>(g)s = ^ ( g ) s .
z3

Ainsi,
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<pι(E),[MY>= -Σ-^-t ^
i 2π J TO Zj

nous avons demontre le theoreme dit de Gauss-Bonnet dans les hypo-
theses indiquees de E et de M.

THEOREME DE GAUSS-BONNET. (C^E), [M]} = Σ i Ind (xj, s), oά ies

#y s<m£ ίes zeros isoles d'une section quelconque s du fibre E de rang
1.

Le second membre de la derniere egalite etant un entier, le corol-
laire suivant est immediat,

COROLLAIRE. cx(E) est en fait une classe de cohomologie de M a

valeurs dans Z

cx{E) e H2(M, Z) .

EXEMPLE. Considerons Γespace projectif complexe Pn(C), i.e.,
Γensemble des sous espaces vectoriels x de dimension 1 de Cn+1.
Designons par Hn, le sous fibre vectoriel complexe de rang 1 du fibre
vectoriel trivial Pn{C) x Cn+1 sur Pn{C), forme des couples (x, v) tels
que v soit un vecteur de Cn+l contenu dans le sous espace x. Qn

denotera le fibre vectoriel quotient

0 >Hn > Pn(C) x C^ >Qn > 0 .

Considerons la section s de P^C) x C2, telle que s(x) = (x, v), oύ
•v est un vecteur fixe non nul de C2, la section s definira au quotient
une section s' de Ql9 qui adment un seul zero x = [v], le sous espace
engendre par v. On peut voir facilement par un calcul direct que

Ind(H, s') = 1 .

D'ou par le theoreme de Gauss-Bonnet,

autrement dit, cλ(Q) est la classe d'orientation canonique de Pi(C).
Par le theoreme de dualite de Whitney,

est la classe d'orientation opposee.
Rappelons que nous avons la decomposition cellulaire de Pn(C):

.-. c P U C ) c P } l ( C )

par Γattachement a chaque etape une seule cellule de dimension 2i
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correspondante et que Pn(C) est une variete Kahlerienne. Done,

H*(Pn(C), R) = R

Γalgebre de polynomes tronquee engendree par la classe ω de la 2-
forme fondamentale Kahlerienne; et on pourrait demontrer aussi que

H*(Pn(C), Z) = Z+ Zζ+ . . . + Zζn ,

Γanneau de polynomes tronque engendre par une classe ζ de degre 2,
telle que ζn soit la classe d'orientation canonique de Pn(C). La classe
ζ est aussi Γunique classe de degre 2 de Pn(C), qui induit sur la sous-
variete P^C) de Pn(C) sa classe d'orientation canonique; autrement
dit, nous avons necessairement

cx{Hn) = - ς .

Encore par le theoreme de dualite de Whitney,

cn(Qn) = (-irCl(Hnr = ζn

autrement dit, pour tout entier n, cn(Q) est la classe d'orientation
canonique de Pn(C).

(iii) Theoreme de Gauss-Bonnet dans le cas general. Nous con-
siderons done plus generalement un fibre vectoriel complexe E de rang
n sur une variete compacte M orientee et de dimension 2n. Pour
simplifier, nous noterons par Ef le fribe vectoriel induit π'Έ sur E
par la fibration π:E—>M;E'n' est autre que le produit direct de
Whitney E x ME, muni de la premiere projection sur E. Inversement
si nous designons par j la section nulle de E sur M, on a E = j'E'.
Aussi, comme toute section s de E sur M est homotope a la section
j , s'E' est isomorphe au fibre E sur M. En particulier, pour toute
connexion V dans Έf s*cn(P') definit la classe de cohomologie cn(E)
de M:

<cn(E), [M]> = \ s*cn(Π

oύ [M] est la classe d'homologie fondamentale de dimension 2n de la
variete compacte orientee M.

Nous supposerons donnee une section s de £ sur M a zeros
isoles x19 «, Xp1 et choisissons comme precedemment des ouverts U,, 1 g
j <̂  p de trivialisation de E, contenant respectivement et seulement
Xj. Uj etant diffeomorphe a Cn avec conservation de Γorientation,
nous designerons par B(x5) le disque de centre x5 dans U5. Nous avons

1 II existe toujours en effet dans le fibre vectoriel E des sections a zeros isoles
(voir N. Steenrod, Topology of fibre bundles), Princeton Univ. Press, 1951.
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ί 8*cJT) = \
JM j

oύ M£ = M — U ;#(%)• O r il existe une section canonίque σ dans Ef:

E' = EM x E

Ve e E, σ(e) — (β, β) .

La section cr est partout non nulle sur EQ = i? — i(ikf), i etant la
section null de .£7. Done sur Eo, E' — Hξ£)Q, ou H est le saus fibre
trivial engendre par σ. En dehors d'un petit voisinage de j(M)f prenons
Δf = AH + ΔQ. Si ΔH(σ) = ω = ω 0 σ, on a, loin de ;?(Λf),

= -£-d[ω A c^iJg)] = da

Par la formule de Stokes, nous avons done

s*cx(V) = ( s*α +

JdMε

i \ Jΐj jBixj)

oύ 7j est la sphere orientee, bord de B(xά). Cette formule montre
qu'il nous suίϊit de faire une etude locale dans U3 , sur lequel E n'est
autre Ie fibre trivial Cn x Ud et E', le fibre Cn x Cn x Uά.

(a) Posons Q = Cn - {0}. Sur Co

%, le fibre trivial Cn x Co

w est
la somme directe de deux fibres

Cn x C? = [σ] + ^Qw_! ,

oύ πfQn_γ est le fibre induit de ft,_L par la projection canonique

TΓ: C? > P^.ίC)

et [σ] est le sous fibre de rang 1 de Cn x Co

% engendre par la section

σ: Q > Cn

Designons par Fρ une connexion quelconque dans Q ^ et par VH la
connexion dans [σ] telle que d etant la derivation complexe de Dolbeaut

avec 1212 = |z x |
2 + + |z n | 2 . Prenons dans Cn x Co, la connexion
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oύ π'Vq est la connexion induite de FQ. On a

en(F0) = ^

Vue que C^FQ) est la classe d Orientation canonique de Pn-X(C)f il
n'est pas difficile de montrer que

2π \z\2

est la classe d'orientation de C? (i.e., restreinte sur toute sphere de
centre 0 dans Cn, elle definit la classe d'orientation canonique de cette
sphere).

(b) Dans le fibre trivial Cn x Cn sur Cn, la connexion triviale
sera notee par Fx. Soit φ une fonction positive sur Cn telle que

φ(z) = 1 SI

φ(z) — 0 SI

z\> r

l/2r .

De faςon evidente, Ft = φF0 + (1 — φ)F1 definit une connexion dans le
fibre Cn x Cn. Designons par e1, « , e w la base canonique du fibre
trivial

V\{e) = [d(φω}) - φ'ωiΛω1^] 0 ej

(ω}) etant la matrice representative de le connexion FQ, i.e.,

VQ{el) = ω) (g) e3' ,

ω) des 1-formes complexes sur C?. Ainsi

cn{Vt) - det (J-[d(φω)) - φ2ωiΛω)]) .

(c) Rappelons que sur Uj9 E
f = Cn x Cn x Uά. Nous pouvons

supposer par une partition de Γ unite que la connexion F' choisie dans
Ef, restreinte sur Ud, est la connexion naturelle induite par Ft dans
Cn x Cn sur Cn x Cn x U3 . Alors la section s donnee n7est autre
qu'une application s: U3- > Cn. Supposons que la fonction φ pre-
cedente soit choisie telle que

s-\{\z\<r})<zB{xs).

Nous avons

s a — — —— \ s i-

r5- 2τr J^ V 12

Done, vue la remarque de la fin de la section (a) de notre demonstra-
tion
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I s*a — Ind (xjf s) .

D'autre part

( s*cn{V) = [ s* det (J-ldiφω)) - φtωlAω)]) .
jBiXj) jB(xj) \2TΓ /

Tout en sachant qu'on doit choisir la fonction φ telle que 1 — φ soit
a support dans B(xs), il est immediat de montrer que

limί s* det (-±-[d(φω}) - φ2ωiAω*]) = 0
)B{X5) \2π J

quand B(xj) parcourt un filtre de voisinages de xjm Autrement dit
nous avons prouve que

<pn(E), [Λf ]> =
j

avec ε aussi petit qu'on veut. D'oύ le theoreme

THEOREME GENERAL DE GAUSS-BONNET. E etant un fibre com-
plexe de rang n sur une variete compacte orientee M de dimension
2n

<pn(E), [AΓ]> = Σ Ind (xjy s)
j

on les Xj sont les zeros (isoles) d'une section s de E sur M.

COROLLAIRE. Les classes de Chern sont des classes rationnelles:

Vpy cp(E) e (H2*(M, Q)) .

En effet, d'apres les resultats de R. Thorn, la cohomologie ration-
nelle de M peut etre deίinie a partir des cycles fermes qui soient des
sous varietes de M. Soit done donne un tel cycle N de dimension
2p. Pour tout fibre E sur Λf, E\N est "stablement equivalent" a un
fibre E' de rang p sur N:

<cp(E), [N]> = <cp(E% [N]> .

Or d'apres le theoreme de Gauss-Bonnet, le second membre est un
entier.

REMARQUE. (1) Nous avons developpe la theorie des classes ear-
acteristiques de Chern dans la categorie des varietes differentiables.
II est a rappeler que tout espace fibre sur un espace topologique
paracompact de dimension cohomologique finie est Γinduit par une
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application continue d'un fibre differentiate E sur une variete Gras-
smanienne. Vue la propriete universelle des classes de Chern, precisee
dans Π-4, il est alors immediat d'etendre la theorie a la categorie des
espaces topologiques "admissibles" au sens de Hirzebruch (voir notre
introduction).

(2) De fait le dernier corollaire n'est qu'un resultat partiel. On
pourrait en effet demontrer a Γaide d'un argument de A. Borel (voir
Hirzebruch, Topological methods in algebraic geometry) que les classes
de Chern sont integrates:

c{E)eH*(M,Z) .
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