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We give a short proof of the following theorem of Mooney:

If {φn} is a sequence in &(—πyπ) such that limn\ fφn = l{f)

exists for all /eiJ°°, then there is φeL1 such that l(f) = \fφ
for a l l /e#~.

NOTONS. H°°(D) Γalgebre uniforme des fonctions analytiques
bornees dans:

T= {zeC;\z\ = 1}: et Lι(T, λ)

Γespace des fonctions integrables pour la mesure de Haar λ sur T.

A{D) = H~(D) n

Le but de cette note est de donner une autre demonstration du
theoreme suivant du ά Mooney [4]:

THEOR^ME. Si{φn}nsN est wne suite d'elements de L^T^) telle
que:

existe, alors il existe φeL\T, λ) tel que:

(*) i(/) = \fφ fa co vfeH~(D).

Cette demonstration est basee sur une proposition demontree dans
[3] qui permet d'appliquer a H°°(D) la methode que J. P. Kahane [2]
a utilise pour demontrer (*) lorsque / appartient a A(D).

1* Reduction du probleme* Soit X la frontiere de Shilov de
H°°(D); m la mesure representative unique de l'origine, alors on sait
[1] que Lι(X, m) est isometriquement isomorphe a Lι(T, λ).

Utilisant cet isomorphisme, les donnees sont alors les suivantes:
Soit {φn}neN ^ne suite de L\X, mi) telle que:

V/G H~(D); l(f) - lim \jφn dm
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existe; expression dans laquelle / designe la transformee de Gelfand
de /. II s'agit alors de trouver φ e Lι(X, m) telle que:

l(f) = [ fφdm VfeH-iD) .
JX

Par le theoreme de Banach-Steinhaus, l{f) est une forme lineaire
continue sur H°°(D).

Par le theoreme de Hahn-Banach, il existe une mesure μ borelienne
sur X telle que:

Kf) = ( fdμ.
JX

Decomposons μ par rapport a m:

dμ = ηdm + dμs; ΎJ e L\X, m); μs

singuliere par rapport a m. Posant:

Φn = Φ* - V on a: lim I fφn dm = \ fdμs .
?l->oo J X JX

Pour demontrer le theoreme il suffit alors de montrer que μs est
orthogonale a H°°(D).

2* Rappelons la proposition de [2]* (**) Pour tout compact K
de X, de m mesure nulle, il existe un compact P tel que:

(i) KaPaX
(ii) m{P) - 0
(iii) P est pic pour H°°(D) sur X.

On en deduit le lemme suivant:

LEMME. Soit v une mesure sur X; v singuliere par rapport a
m et telle que:

v{X) = a Φ 0 .

Alors il existe un ensemble pic P pour H°°(D) tel que:

v(P) Φ 0 et m(P) = 0 .

Demonstration. \ v \ est singuliere done:

Vε > 0, IK compact c X

tel que:

m{K) -0; \v\{X\K)<s.

Par (**):
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K; m{P) = 0; P pic pour H°°(D) sur X.

Done

I v \(X\P) <ε et | v(P) | ^ | y(X) | - ε = | a \ - ε .

D'oύ le lemme avec ε = | a |/2.

3. Demonstration du theoreme* Supposons qu'il existe g e H°°(D)
tel que:

\ gdμs Φ 0 .

Posant: dv = gdμs, on peut appliquer le lemme a v. Done il existe
P, pic pour H°°(D) tel que:

m(P) = 0 et I v(P) | > 0 .

Soit alors h e H°°(D) une fonction qui pique sur P:

h(x) = 1 si x G P

I £(E) I < 1 si a g P

en particulier | h(z) | < 1; ze D. Soit enίin:

Ψn = £0% G LX(X, m) .

On a:

lim \fWn dm = lim \fgΦndm = ί/^d/ίβ VfeHoz(D)f car /^ e iP°(D) .

De plus:

(1) lim \ hkdv = v(P) Φ 0

(2) lim f hhΨndm = 0 VneN

(3 ) lim I hk¥ndm = \ hkdv Vk e N.

Posant:

0

on montre comme dans [3], que pour une suite de md croissant assez
vite, feH°°(D).

Reprenant exactement la methode de J. P. Kahane [2], on arrive
a la contradiction:
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n'est pas de Caπchy.

Done il n'existe pas de g e H°°(D) tel que \gdμsΦθ, et μ8 est

bien orthogonale a H°°(D), ce qui acheve la demonstration.
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