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DENISE ET ERIC AMAR

We prove that there exists a sequence o in the polydisc D* of
C? (resp in the unit ball B, of C?) such that o is strongly H*(D?)
(resp. H?(B%) interpolating but not H*(D*) (resp. H~(B.))
interpolating. These results are corollaries of a result of this
kind for the Bergman class A*(D) of the unit disc.

1. Introduction et notations. Soit A la mesure de
Lebesgue normalisée sur le disque unité D de C; on note H*(D) I'algébre
des fonctions analytiques et bornées dans D et A*D) I'espace de
Bergman des fonctions analytiques dans D telles que:

|, 1@ kar @) = f< +

Soit o = {z,, n € N} une suite dans D, on dit que o est fortement
d’interpolation A*(D) si I'opérateur T, défini sur A *(D) dans I'espace des
suites par

VfEAD), Tf={1-|z.])f(z.), nEN}

est continu et surjectif sur [*(N);
on dit que o est d’interpolation H*(D) si I'opérateur T., de H*(D)
dans I’espace des suites définit par:

VfEH D), T.f={f(z.),n EN}

est surjectif sur I”(N).
Dans cette note on montre le

THEOREME 1. Il existe une suite o qui est fortement d’interpolation
A*(D) mais qui n’est pas d’interpolation H*(D).

Ce résultat contraste avec la cas de la classe de Hardy H*(D) car on
sait [6] que interpolation H*(D) entraine interpolation H”(D).

Soit d# la mesure de Lebesgue normalisée sur le tore T’ =
{(zyw)E C? |z|=|w]|=1} (respectivement du la mesure de Lebesgue
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normalisée sur la sphére S, = dB, = {(z, w) € C% |z '+ |w[*=1}) on note
encore H*(D’) l'algébre des fonctions analytiques et bornées dans le
polydisque D* et H*(S?) I'espace des fonctions analytiques f dans D? telles
que:

sup [ | 177z ow) dom (z, w) = [ < +2»

De méme H”(B,) désignera I’algebre des fonctions analytiques et bornées
dans B,={(z, w)EC*|z |+ |w|*< 1} et H*B,) I'espace des fonctions
analytiques f dans B, telles que

sup [ 102, rw) s 2, w) = I < +=

Soit o = (z,, n € N) une suite de D’ (resp. de B,) on dit que o est
d’interpolation H*(D’) si l'opérateur T.:Vf€ H*(D?), T.f=
{f(z.), n €N} est surjectif sur [*(N) (de méme pour H"(B,)).

On dit que o est fortement d’interpolation H*(D?) si 'opérateur

T:VfEH DY), Tof ={(1—|zF(1—|w.[)¥(z.), n €N}
est surjectif et continu sur [*(N), avec z, = (2., W,).
De méme o est fortement d’interpolation pour H?*(B,) si
T VfE€ H'By), Tof = {(1-]2.P)f(z.), n EN}

est surjectif et continu sur [’(N), (2, = (2w Wa), | 2. > = | 2. 4+ | Wa ).
Comme application du théoréme 1, on montre alors:

THEOREME 2. 1l existe une suite o dans D’ qui est fortement
d’interpolation H*(D?) mais n’est pas d’interpolation H*(D?).

THEOREME 3. Il existe une suite o dans B, qui est fortement
d’interpolation H*(B,) mais n’est pas d’interpolation H*(B,).

Une autre application du théoréme 1 montre que le classique
théoreme de Pick-Nevanlinna [4] [5] ne se généralise pas du tout en
plusieurs variables [1].

2. Preuve du Théoreme 1. On note K,({) le noyau de
Cauchy-Bergman de D et E,({) ce noyau normalisé¢ dans A?*(D):
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{1
EO= 1K=ty

Dans [2], on montre que la suite (z,).en (2,) CD est d’interpolation
pour A*(D) si et seulement si 'opérateur S de /*(N) défini par la matrice
((E., E..))xx est bicontinu. Une suite d’interpolation de H*(D) est une
suite d’interpolation pour A?*[D) [2].

(b) Construction d’une suite d’interpolation de A *(D) qui n’est pas
d’interpolation pour H*(D).

Cette suite (o) sera réunion de suites finies G, de points situés sur un-
méme cercle et équiréparties sur ce cercle

G,,={zk;Jzkf=1-2‘g"‘), Argzk=§—f(% 0=k <g(n)}

ot g est une fonction strictement croissante. G, est la n*™ génération
de la suite o au sens de Garnett [3]. o = U,G, n’est pas une suite
d’interpolation de H*(D). En effet 2, c6,(1—|z.[)=1 d’ou la suite
3.e.(1—|z) est divergente. Par construction, chaque génération est
un ensemble d’interpolation de A (D) pour une méme constante C. On
montre qu’on peut choisir la fonction g pour que o soit d’interpolation
pour A*(D).

DEMONSTRATION. ~ Soit S, la matrice ((E,, E, ));, z € G,, z; € G,. S,
est bicontinue et

Is,|=c?
Is;'|=c

On note T, la matrice ((E,,E,)); z€ UG, z € UG, On
démontre par récurrence que T, est une matrice inversible. Supposons

IT.|=K2 o C*=K:
| T3 = K.

T,., est de la forme

(6 s
G*  Su

ou G est la matrice (E.,E.,), z € UG, z, €G..). Si z €G,
zp e Gn+1
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(E.,E.,)| = (1-1zPA-=]zP

’ 1- Zkz,, lz
- 421(.“_8("“)
= [1 — (1 — 2-50)) (1 — 2—g(n+1)]2
= 423(1‘)—5(n+1)

KEzk’ Ez,,)lz = 1622%0)-28(n+])

Z ‘(Ezu Ezp> ,2 = 16.2380)-8(n+1)

2k €Gj,2pEGn+1

d’ou

z l (Ezm Ez,) '2 = 16.2_“"”) <$ 238(1'))

2k EUTG), 2pEGn+1
= €*(n).

La fonction g sera choisie telle que:

Z 5(")<21Cz

La norme de Hilbert-Schmidt de la matrice G est inférieure a e(n).
Si A€ P(25D+25@ 4 ... 26 4 280D glors A = u + v ol:

pE PO+ -+ - +28M) p € [P(250)

IATE =1l P+ 1w 1P

I Toeid P= I Te + Gv P+ G™ + S,av P

I Tk P = (K |+ €l v )7+ (CPl v [+ e(m)]| [l
=[Ki+em)fA [P

de méme

1TV P2 72— <o |IAE

La matrice T,., de U "' G, vérifie donc
p

| Tonll= Ko+ €(n)

I T s

K2
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La matrice S de U,G, vérifiera donc

IS|=C*+ > e(n)=2C?

1

Is™= =2c

éz Z €(n)

d’ou U,G, est une suite d’interpolation pour A?*[D).

3. Applications.

Preuve du Théoréme 2. On considére la suite & = {(z,, z,),n € N}
ou o = {z,, n € N} est la suite construite dans la preuve du Théoréme 1;
clairement, puisque o n’est pas d’interpolation H”(D), & n’est pas
d’interpolation H*(D?).
Si I'on note
(A-=[z[)"A~|w[)"
e(zW)(ga 7’)— (1—Z§)(1—W1])

le noyau de Cauchy Szegd D’ normalisé dans H*(D?) on a facilement
Vn’ p e N’ <e(1~12n)’ e(z,,,zp)> = <Eln7 Ezp>

donc les matrices ({e(,..), €ipu)s (B, P)EN?) et ((E.,E.), (n,p)EN?
définissent le méme opérateur sur [*(N).

On en déduit alors aisément que o est fortement d’interpolation
H*(D?).

Preuve du Théoréme 3. On considére dans B, la suite & =
{(zn 0),nEN} et on remarque, comme ci-dessus que (e(.q, €:n0) =
(E., E,) ou ici e, désigne le noyau de Cauchy-Szegd normalisé dans
H*(B,).
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