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Let A and B be complex Banach algebras with identity
and suppose that B has a separating family of finite dimen-
sional irreducible representations. If T is a linear map-
ping from A onto B such that z invertible in A implies T
invertible in B then we have Tx=(T1)Sz, for every z in A,
where S is a Jordan morphism.

1. Introduction. Presque simultanément A. Gleason [7] et
J.-P. Kahane et W. Zelazko [10] démontrérent le théoréme suivant:
solent A et B deux algébres de Banach complexes, commutatives,
avec unité, supposons que B est sans radical et que T est une ap-
plication linéaire de A dans B telle que x inversible dans A implique
Tz inversible dans B et telle que T1 == 1, alors T est un morphisme
d’algébre. W. Zelazko [16] a montré que 1I’hypothése de commutati-
vité sur A est inutile, cela résulte en fait trés facilement du lemme
de Herstein qui suit ou bien d’une petite remarque de A.M. Sinclair
([5], p.79) ou bien du Lemme 5 de [3]. Pour une démonstration de
ce théoréme a 1’aide du théoréme de Liouville réel voir [6], p. 51-53.

Dans [11], page 12, I. Kaplansky s’est posé le probléme plus
général suivant: soient A et B deux algébres de Banach complexes
avec unité, T une application linéaire de A dans B telle que 71 =1
et T envoie tout élément inversible en un élément inversible, alors
T est-il un morphisme de Jordan, c’est-a-dire tel que Ta* = (Tx)?
pour tout zc A? Ce probléme est partiellement justifié par le
théoréme de M. Marcus et R. Purves [12]: si T est une application
linéaire de M,(K) sur lui-méme, ou K est un corps commutatif
algébriquement clos, telle que det Tz = det z, pour xe M,(K), alors
il existe un morphisme de Jordan S de la forme S(x) = uxu' ou
S(x) = ut,u"(ou'x est la transposée de z) tel que Tx = (T1)S(x),
pour tout € M,(K). La partie délicate de la démonstration de ce
théoréme est de prouver que S est un morphisme de Jordan, le reste
vient du théoréme de Noether-Skolem ([8], p. 99) ou bien dans le cas
de M,(C) de la démonstration analytique donnée dans [13], Théoréme
2.5.19. Malheureusement le probléme de I. Kaplansky est trop
général pour étre vrai, ’exemple suivant le prouve. On prend A4 la

sous-algébre de M,(C) formée par les matrices<g' 2), ota, b, ce M,(C)
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et o est la matrice nulle de M,(C), on pose T(g Ic’) = <a tZ), il est

facile de vérifier que T envoie toute matrice inversible, en une
2 2

matrice inversible, cependant T <<g’ 2)) — (T (g 2)) n’est pas nulle

et est seulement nilpotente.

L’objet de cet article est de démontrer les deux résultats qui
suivent.

THEOREME 1. Si A est une algébre de Banach complexe avec unité
et si T est une application linéaire de A sur M,(C) telle que T1 = 1
et x inversible impligue Tx inversible, alors T est un morphisme
ou un antimorphisme d’algébres.

Nous dirons que 1’algébre de Banach B admet une famille
séparante .# de représentations irréductibles de dimension finie si
quel que soit ye B,y # 0, il existe [T #, telle que I(x) =+ 0.
Comme exemples il ¥ a les algébres sans radical dont toutes les re-
présentations irréductibles sont de dimension finie, L*(G) pour G
compact ou produit d’un groupe compact et d’un groupe commutatif,
M,(%) pour U commutative et sans radical (voir [1]), I}(S) pour S
semi-groupe libre ayant un nombre fini ou dénombrable de généra-
teurs, ete.

THEOREME 2. Sotent A une algébre de Banach complexe, avec
unité, et B une algébre de Banach complexe avec unité, admettant
une famille séparante de représentations irréductibles de dimension
finie, st T est ume application linéaire de A sur B telle que T1 =1
et x itnversible implique Tx imversible, alors T est un morphisme
de Jordan. Si en plus B est sans représentations irréductibles de
dimension 1 il existe des idéaux bilatéres I et J umniques, un mor-
phisme unique ¢ de A sur I et un antimorphisme wunique + de A
sur J tels que B=I1DJ et T = ¢ + .

2. Quelques résultats préliminaires. En utilisant les techni-
ques de fonctions sous-harmoniques développées dans [3], Z. Stodkowski,
W. Wojtynski et J. Zeméanek [15] ont pu obtenir le lemme suivant
qui caractérise le radical de facon purement spectrale. On dénote
par p le rayon spectral.

LEMME 1. Soit A une algebre de Banach complexe, si p(x +a)=0
pour tout x tel que p(x) = 0, alors a € Rad A.

DEMONSTRATION (a). Commencons par montrer que p(ax — za) = 0,
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pour tout ze€A. Il est clair que p(a) =0. Comme e**ae™ = a+
Mwa — ax) + --- est dans A, méme si A n’a pas d’unité, et que
o(e*ae )= p(a)=0, alors p(—e**ae**+a)=|N| p(xa—ax+Ma(xa—ax)—
(wa — ax)x) + ---) =0, on déduit que p(f(\)) =0, pour X\ =0, ol
() est la fonction analytique za—ax-+n(x(xe—ax)—(xa—ax)x)+- - -.
D’aprés le théoréme de Vesentini ([3], Lemme 2), » — o(f(})) est
sous-harmonique sur C et identique a4 0 sur C\{0} donc

o(F(0) = plaa — az) = Fm p(F(\) = 0.

20

(b) Soit II une représentation irréductible de A sur I’espace de
Banach X, alors o(/I(x)lI(a) — II(a)ll(x)) = 0, pour tout x€ A. Sil(a)
n’est pas de la forme MI(1), aveec neC, il existe £e X, £+ 0, tel que
7 = II(a)¢ et & soient indépendants. D’aprés le théoréme de densité
de Jacobson il existe xc A tel que II(x)yp =& et II(x)s = 0, alors
(I (@) (a) — H(a)I(x)¢ = H(x)y = & donel e Sp(Ill(x)/1(a) — H(a)II(x)),
ce qui est absurde. Ainsi 77(e) = M1 (1), mais comme p(a) = p(II(a))=0,
alors v = 0,d’ou acKer Il quel que soit /7 irreductible, soit ac
NKer I = Rad A.

Le résultat qui suit est intéressant en lui-méme et généralise
fortement un certain nombre de théorémes de continuité des mor-
phismes d’algébres de Banach.

PROPOSITION. * Soient A wune algébre de Banach complexe et B
une algebre de Banach complexe, sans radical, avee rayon spectral
continu. Si T est une application linéaire de A dans B tel o(Txz)<
o(x), pour toult x de A et telle que T(A) soit dense dans ’emsemble
des éléments quasi-nilpotents de B, alors T est continue.

DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme du graphe fermé pour
montrer que 7' est continue il suffit de montrer que si x, tend vers
0 dans A avec Tz, tendant vers a¢ dans B, alors a = 0. Soit zc A
et veC, alors x + Mz, tend vers z et T(x + \x,) = Tx + ATz, tend
vers Tx + na done, d’aprés la continuité du rayon spectral,

o(Tx + ha) = lim o(Tx + ATx,) < lim p(z + \z,) < o(x) .

Ainsi o(Tx + na) =< p(x), pour tout e C, ce qui implique d’aprés le
théoréme de Vesentini et le théoréme de Liouville pour les fonctions
sous-harmoniques que o(Tx + Ma) = p(Tx). Comme T(A) est dense
dans l'ensemble des éléments quasi-nilpotents de B, et que p est
continue sur B on obtient que p(y + Ma) =0 pour tout y quasi-
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nilpotent de B donc que acRad B = {0}, soit a =0, d’aprés le
Lemme 1.

REMARQUE 1. Il serait fort intéressant de savoir, lorsqu’on
laisse tomber I’hypothése que T'(A) est dense dans ’ensemble des
éléments quasi-nilpotents de B, si T est continue modulo le radical
de la sous-algébre fermée C engendrée par T(A), autrement dit si
a € Rad C dans la démonstration précédente. Pour cela il suffirait
de prouver que o(Tx,T%, - Tx, + a) = o(Tx,Tx, - - - Tx,), pour toute
famille finie x,, - - -, x, d’éléments de A.

Rappelons qu’un anneau A est dit premier si aA4b = {0}, pour
a,be A, implique a =0 ou b =0. D’aprés le théoréme de densité
de Jacobson un anneau primitif est premier, donc en particulier le
lemme qui suit va pouvoir s’appliquer aux algébres de Banach
primitives.

LEMME 2 (Herstein). Sotent A, B deux anneaux et T un mor-
phisme de Jordan de A sur B. 8Si B est premier alors T est un
morphisme d’anneau ouw un antimorphisme.

Ce résultat qui est une trés belle généralisation du théoréme de
Hua sur les corps (voir par exemple [2], p. 88-40) admet une démon-
stration trés calculatoire (voir [9], pp. 47-51).

3. Démonstration du Théoreme 1. D’aprés la proposition, T
est continue, ainsi (A, p) — ¢(\, o) = det(T(e**e**)e~*"%¢~ V) est analyti-
que en A, ¢ et ne s’annule pas, donc (\, ¢) — Log ¢(\, ¢) est analyti-
que en )\, . Comme:

|¢()" [’l)’ = H T(exxem’)g_ZTre—ﬂTyII”
<[ T|l"explNnll ] + Ml Toll + | lnlly]] + |elnl Tyl
on déduit que ReLogg¢(r, 1) = LiM| + M|p| + N, pour L, M, N >0

convenables. En appliquant le théoréme de Liouville réel, comme il
est fait dans [6], p.51-53, séparément en A et g, on obtient que:

(1) det(T(e*et)e M Tog= 1) = rygi+or

pour a, B,7v€C. De T1 =1 on déduit v = 1. Il est bien connu que
detd +m) =1 + Trm + o,(m) + o,(m) + --- +detm,od o, 0, -
désignent les fonctions symétriques fondamentales, de degré = 2, des
valeurs propres de m. En faisant un développement jusqu’au degré
3 on obtient:

T(e*erv)e o 1TV = 1 — -7-\'2j (Tw)* — ‘l—;z—(Ty)2 + %2 Ta?
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+ f—;nyﬁ + zM(Taxy — TxTy)

+ %[sz — (Tx)* + 3(Tx)* — 3T Tx)

(2) ¢ o &;E[Tmzy + (Tx)Ty + Ty(Tx)* — Ta- Ty — 2Ty Tx)

+ &g—z[Txyz + 2TyTyTy — 2 TxyTy — Ty* Tx]

4 %[Tys + 2ATy)* — 3Ty* Ty] + v

ou v contient seulement des termes de degré =4 en M et g2. Si on
pose u égal aux termes de degré = 2 dans (2) il est facile de voir
que o,(u), oi(u), --- sont de degrés =4 en \, #£. Aussi en prenant
les coefficients de A et 2 on obtient déja que @ =8 =0. D’ou en
identifiant a 0 les coefficients de Azt et A on obtient:

(3) TrTay = TrTxTy = TrTyTx .
(4) Tr[Tx*y + (Tx)*Ty + Ty(Tx)* — Ta*- Ty — 2Txy-Tx] =0 .

D’aprés (8): TrTx*-Ty = TrTa*y et TrTxy -Tx = TrTx- Tay=
TrTx*y, donc on obtient:

(5) Tr(Tx)*Ty = TrTx*y
qui avec (1) donne:

Tr(Te* — (Tx))Ty = TrTa*- Ty — Tr(Tx)*Ty

(6) . .
= TrTax*y — TrTa*y = 0.

Comme 7T est surjective et que toute forme linéaire sur M,(C) est
de la forme « — Trxa pour une matrice convenable a = Ty alors on
obtient Ta® = (Tx):. 1l suffit d’appliquer le Lemme 2 pour terminer.

Sp z désigne le spectre de z .

LEMME 3. Soient A et B deux algébres de Bamach complexes
avec unité. Si T est une application linéaire de A dans B telle
que Sp Tx < Spx quel que soit xe A, Sx = (T1)*Tx est une applica-
tion lindaire de A dans B telle que S1 =1 et SpSxcSpz. Autre-
ment dit lorsque SpTxCSpx on peut toujours supposer que T1 = 1.

DEMONSTRATION. Comme Sp7T1cSpl= {1}, ona T1 =1+ u ou
o(w) = 0. En particulier 1+ u est inversible. Supposons que ) e
Sp(1 + u)"'Tx, alors —1eSpd + u)'Ty, ou y=—x/\. Ainsi (1 + u)
[l+@Q+%)'Tyl=1+u+ Ty est non inversible, donc comme
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Sp(L +u + Ty) = SpT(A + y)cSp(L + 9),1 +y est non inversible,
soit » € Spx. Ainsi SpSz c Sp «.

COROLLAIRE 1. Si¢ T est une application lindaire de A sur
M,(C) telle que Sp Tx C Spx, pour tout z, alors Tx = (T1)Sz, ou S
est un morphisme ou un antimorphisme.

DEMONSTRATION. Il suffit d’appliquer le Lemme 3 et le Théoréme 1.

COROLLAIRE 2 (Marcus-Purves). Si T est une application linéaire
de M,(C) sur M,C) qui conserve le déterminant, alors Tx = (T1)Sx
ou Sx est de la forme uxu™ ou u'xu™", pour u¢c M,(C) convenable.

DEMONSTRATION. D’aprés les remarques du début concernant le
théoréme de Noether-Skolem il suffit de vérifier que Sp Sz = Spw,
pour tout xz. Mais AneSpax équivaut a det(x — A1) =0 donc a
det(Tx — ANT1) = 0 soit det T1-det((T1)'Tx — \) = 0 qui, comme det
T1 = 1, équivaut a det(Sx — ) = 0, donc X e Sp Sz.

4. Démonstration du Théoréme 2. Soit I7 une représenta-
tion irréductible de B, de dimension finie, qui appartient & & .
D’aprés le théoréme de densité de Jacobson II(B) = M,(C), pour un
certain n, donc d’aprés le théoréme 1, 7o T est un morphisme ou
un antimorphisme, donc en particulier 7(Tx* — (Tx)?)) = 0. Comme
F est séparante Tx® = (Tx)?, donc T est un morphisme de Jordan.
La suite de la démonstration se fait comme dans [14], Théoréme 2.1.
Soit & I’ensemble des idéaux primitifs de B muni de la topologie
de Jacobson. Si Ker I7e¢.2” alors Il T est un morphisme de Jordan
et 7I(B) est primitif done, d’aprés le Lemme 2, IIoT est un mor-
phisme ou wun antimorphisme, aussi % = A UL, ou F=
{Ker IT{Il » T soit un morphisme} et &, = {Ker I7|IT - T soit un anti-
morphisme}. Si B est sans représentations irréductibles de dimension
sur alors NS est vide. On pose I=[peo, P, J =Npes, P, ¢ égal
au produit de T et du morphisme canonique de A sur A/ ainsi que
4 égal au produit de T est du morphisme canonique de A sur A/J.
En se reportant 3 [14] on vérifie que toute la suite fonctionne bien.

REMARQUE 2. A. M. Sinelair a montré que la fin du théoréme
est fausse si B admet des représentations irréductibles de dimension
1. Maintenant il est évident qu’on peut obtenir une grande quantité
de corollaires, en particulier de grosses généralisations du théoréme
de Marcus-Purves, en prenant B = LYGF), oi G est compact ou
produit d’un groupe compact et d’un groupe commutatif, M, () pour
A commutative et sans radical, I*(S) pour S semi-groupe libre ayant
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un nombre fini de générateurs, ete.

REMARQUE 3. Un probléme de la plus haute importance serait
de savoir si le Théoréme 2 reste vrai, sans supposer T surjective,
avec comme conclusion que T est un morphisme de Jordan modulo
le radical de la sous-algébre fermée C engendrée par T(A), ou bien
plus faiblement que o(T%® — (Tx)*) = 0, pour tout xe€A. On peut
aussi se poser la question de savoir si ce méme théoréme s’étend a
une classe plus vaste d’alégbres de Banach, par exemple celles ayant
une famille séparante de représentations irréductibles a spectre
dénombrable (ot le spectre varie localement analytiquement en dehors
d’un fermé de capacité nulle, voir [4]).
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