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DEGRE MINIMUM DES POLYNOMES f(X 7, a:.X?")
SUR LES CORPS FINIS DE CARACTERISTIQUE
b>m

S. Agou

Let f(x) be an irreducible polynomial over the finite field
F,. In this paper we give explicitly the minimum degree
of the irreducible factors in F{x] of the polynomial
fO7 o aw?™) where p > m and a,€F,.. We also give some
other related results.

0. Rappels. Soient u(X)e F,.[X] un polynime et R ’ensemble
de ses racines.

0.1. Le polyndome u(X) est dit “hyponormal sur le corps fini
F,” §’il existe une racine z,€¢ R telle que pour tout xe R on ait
F,i(x,) C F,s().

0.2. Siu(X) est hyponormal sur F,s alors le degré [F,(x,): F,]
g’appelle “le degré minimum du polynime hyponormal w(X) sur
F,”. On notera que ce degré divise les entiers [F,:(x): F,s] pour
chaque z e R.

0.3. Un polyndéme non nul de la forme ¢,(X) = 37,a,X?" de
F,[X] ou r est un entier arbitraire est appelé un “p -polynime de
F,[X]".

0.4. Dans ’ensemble des p"-polynoémes de F,[X] on a, a l’aide
du “produit symbolique” au sens de Ore, [6], pour h entier, la rela-
tion

X7 = g(X) + u@, a,iX“’”>
= &(X) + w(X) X g.(X) avec deg (¢(X)) < p™,

(*)

&X), w(X) étant des p"-polynomes lorsqu’ils sont non nuls. Cette
relation est équivalente & celle donnée par la division euclidienne
usuelle. De plus pour tout neF,. on a X*" = &X) + u(r) +
w(g.(X) — N). Dans “Ualgorithme d’Euclide” de recherche du p.g.c.d.
de deux p"-polynomes de F,[X], ¢’est-d-dire par divisions euclidien-
nes successives, les seuls polynomes qui apparaissent dans les formules
sont par conséquent des p"-polynoémes et le polynome nul.
Par ailleurs, si on considére la relation

(1) X' =80 + u(X)- (FaX) avecdeg ((X) < m

une difficulté surgit: c’est 1’explicitation des polynomes &(X) et u(X)

de la relation (x) a4 l’aide des polynomes &£(X) et u,(X). Nous
1
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envisageons de donner dans un travail ultérieur la solution de ce
probléme. Ceci étant on a le

1. Reésultat fondamental.

ProposiTION 1.1. Soient m, n, r, s des entiers strictement
positifs. Soit p un entier premier, tel que p > m. Soient dans
F [ X] respectivement un polynime f(X) irréductible de degré m et
In(X) = S a, X un p-polynime tel que a, # 0. Alors le degré
minimum du polynime hyponormal f(9,.(X)) sur F,, est n ou n p**
ot k est le plus grand entier tel que p*|r/(r, sn).

Tout d’abord la proposition a été établie dans des publications
antérieures [1, 2, 3] pour m =1, m = 2, et en outre on y a donné
explicitement entre autres, les conditions d’occurence de chaque
éventualité. On désigne par 6 une racine dans F,. du polyndme
irréductible f(X) et on pose g = pt™r,

Soit # une racine d’ordre ¢ de ¢,(X) — 4. On a donc g,(X) —
0 = (X —x)'H(X) avee H(x) # 0. Par dérivation on obtient a, =
(X —2)HX) + (X —2)'H'(X). Il en résulte que la condition
a, # 0 est équivalente 4 £t = 1. Ainsi ¢,(X) — @ n’a que des racines
simples. Puisque p > m, les racines de ¢,(X) — @ sont contenues
dans le corps F 0 y ou p est un entier convenable dont I’explicita-
tion est inutile iei.

Les notations et hypothéses ci-dessus seront utilisées tout au
long de ce travail. Toute altération sera expressément mentionnée.
La numérotation des formules est interne 4 chaque paragraphe.

Preuve de la Proposition 1.1. Pour établir cette preuve on va
examiner différents cas. On procéde par récurrence sur l’entier m,
en supposant m = 2 et la proposition établie pour tous les polyndomes
de F,..[X], de la forme g,.(X) + X\ pour 1 < m' < m, ou g,.(X) est
un p’-polynome tel que ¢,.(X) + A n’ait que des racines simples. On
désignera, ci-dessous par (H) cette hypothése de recurrence.

1° Cas. Si (g,(X) — 6, X* — X) =1 alors, comme g¢,(X) — 6 est
hyponormal sur F,:., son degré minimum sur F,. est de la forme
p®. On a les -conditions pxjplmr=len et poo|primrenl/en . Qr
[mr, sn]/sn = p*- 6 avee (3, p) = 1. Il en résulte que a, = k + 1.

2° Cas. Si (9.(X)—0, X —X)+1 et si g, X)—0)yX" — X.
Le polynome (g,(X) — 0, X* — X) appartient 4 F,«[X]. Ce polynome
est par hypothése non constant. De plus ce polynome a des racines
simples et satisfait & 1’hypothése de récurrence (H). Il en résulte,
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puisqu’il a une racine dans F,, que ¢,(X) — 6@ a une racine dans
F .

3° Cas. Si g (X) — 0| X* — X.

Alors il existe un p"-polynome u(X) de F,[X] tel que I'on ait
(1) X — X = u(gn(X) — 0) = u(g(X)) .
De (1) on déduit que

(X' — X — gn(w(X)))gn(X)) = (9n(X))* — gu(X) — gn(u(gn(X)))

= (gu(X)) — gu(X) — (X" — X)) .
Comme ¢,(X)e F,[X]cC F,[X] on en déduit que
(X7 — X — g (w(X))(gn(X)) =0 .

Par suite on a
(2) X' — X = g,(w(X)) .

On est alors conduit 4 1’étude suivante.

(a) Si (9.(X)—0,u(X))=1 et si ¢,.,(X)—60tu(X), alors le
polynoéme (g,(X) — 0, u(X)) ¢ F,o» et satisfait 4 I’hypotheése (H).

La relation (1) montre alors que (g9,(X) — 0, w(X)) a une racine
dans F,.., et par conséquent g,(X) — 6 aussi.

(b) Si 9.(X) — 0|u(X), alors il existe un p"-polynome u,(X) de
F,[X] tel que

(3) WX) = uy(gn(X) — 0) = u(gn(X)) .

De (3) on déduit en tenant compte de (1) et de (2) que
(W(X) — g (X)N)NGgn(X)) = u(gn(X)) — gn(u(X)) = 0.

‘D’ou

(4) w(X) = gu(u,(X)) .

On est amené i examiner les sous-cas suivants.

(bl) Si (gu(X) — 6, u (X)) #1 et si ¢g,(X) — 0tu,(X) alors par
un raisonnement déja vu on en déduit que ¢,(X) — 6 a une racine
dans Fen.

(b2) Si g,.(X) — 0|u,(X), alors on a

(5) (X)) = u(g (X)) — 60) = u,(g,,(X)) ot uy(X) est un p"-polynoéme
de Fps[X].

On en déduit que (4,(X) — ¢ (4:(X)))(Gn(X)) = :(g( X)) — go(u,(X)) = 0,
d’ol
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(6) w(X) = gn(ux(X))

A ce stade 1’étude est a refaire a partir du polynome u,(X). Sup-
posons done que pour un indice 7, I =1, on ait

W(X) = Uy (Gn(X) — 0) = U111(g(X))
(7) et

In(i(X)) = uga(X)) .
D’ou
(8) w(X) = gu(Ur1(X)) .

D’ou les sous-cas:

(b21) Si (7) se produit pour toutes les valeurs possibles de
Ientier [, alors g¢,(X)— 6 est un p"-polynome de F,[X] et donc
¢ = 0, ainsi g9,(X) — 0 a une racine dans F,s C F .

(b22) S’il existe un entier ! minimal, tel que g¢,(X) — 6ftu,(X)
alors on a deux nouveaux sous-cas.

(b221) Ou bien (g9,(X) — 8, u)(X)) # 1 alors on sait que cela
conduit a l’existence d’une racine dans F,.. pour g,(X) — 6.

(b222) Ou bien (9,(X) — 0, u,(X)) = 1.
Provisoirement nous allons laisser de coté cette derniére éventualité.
Enfin on doit examiner le sous-cas.

(e) Si (g.(X)—6, u(X)) =1.
On peut écrire

WX) = 70 i(X) + u(gan(X) — 6),
avec deg (7,_,(X)) < deg (gn(X)) ,
ou u,(X)e F,[X] est un p™-polynome.

Maintenant on doit envisager les possibilités suivantes:
(el) Si 7,_(X)e Fi. alors & nouveau on a:

(9)

(3) w(X) = u(ga(X)) et u(f) = r,(X) #0.
d’ou
(4) w(X) = gu(w(X)) .

En vertu de (1), ¢.(X)|X*— X. Par suite on a #() =0. Par
conséquent u,(f) est une racine non nulle, dans F,s., de g¢,(X). On
peut donc écrire

In(X) = 0 = 7 (X*" —w,(0)"7X) — 0,

ol 7,_(X) est un p’-polynéme de F,.[X].
Puisque a,+# 0, alors 7,_,(X) —6 n’a que des racines simples.
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L’hypothése de récurrence (H) montre que si ce polyndome n’a pas
de racine dans F,., alors dans F,.[X], il possede un facteur
irréductible de degré p**', ce qui est absurde, puisque g¢,(X) —
8/ X* — X. Par conséquent 7, ,(X) — 6 posséde une racine ), dans
F,.». Mais alors le polynéme X?" — u,(6)*" "X — A, qui divise g,,(X) — 6,
donc X*— X, a une racine dans F,.. Le degré minimum de
n(X) — 0 sur F,» est done 1.

(€2) Si 7,.(X)¢F,. a laide de l’algorithme d’Euclide de
recherche du p.g.c.d. de ¢,(X) — 0 et de »,_,(X) on peut écrire les
relations

Ppt(X) = Tt o(X) A Urgo(F—11(X))

ol ! =0 est un entier, en convenant que 7,(X) = g.(X) — 6, ou
U15o(X) est un p"-polynéme de F,..[X] et ou enfin, | < I, [, étant le
plus petit entier tel que 7,; ,(X)€ Fjm. De plus u,.(X), pour
01 =1, est un p"-polynome.

On en déduit qu’il existe un p™-polynome U(X) de F,..[X] tel que

gu(X) — 0 =1 + U(V(X)),

V(X) étant un reste convenable, non constant, et non du premier
degré, (ce point sera établi dans la Proposition 2.1), de degré stricte-
ment inférieur a celui de ¢,,(X) et ot A &€ F,on. Le polynéme U(X) + »
satisfait & I’hypothése (H) et a des racines simples. Son degré
minimum sur F,s. ne peut étre p*** sinon g,(X) — 6 posséderait dans
sa factorisation en irréductibles de F,«[X] un irréductible de degré
multiple de p*** ee qui est impossible puisque ¢,.(X) — 6| X* — X.

Ainsi U(X) + N a une racine ), dans F,.. On peut donc
réappliquer le raisonnement & V(X) — ), et on en déduit I’existence
dans F,s d’une racine pour g,(X) — 6.

Nous avons laissé en suspens le cas (b222). Il est clair que ce
cas se traite 4 ’aide des mémes arguments que le cas (¢). C.Q.F.D.

Au cours de la démonstration nous avons affirmé que le polynéme
V(X) ne pouvait étre du premier degré. Prouvons ce point.

2. Compléments et conséquences. On conserve les notations
et hypothéses du §1. Mais dans ce qui suit on me suppose plus que
»>m. On a alors la

ProrosiTION 2.1.

Si dans 'algorithme d’Euclide de recherche d’un p.g.c.d. des
polynimes X* — X et 9,(X) — 0 il apparait un reste du premier degré
alors c’est a4 un coefficient prés le p.g.c.d. de X' — X et de g,(X) — 0.
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Preuve. 1l est possible de supposer m>2. Reprenons ’algorithme
d’Euclide de recherche d’un p.g.c.d. de X* — X et de g,(X) — 4.

(1) Xt — X = 1 (X) + u(gn(X) — 6)

ol u(X) est un pr-polynoéme de F,[X]. L’hypothése faite montre
que deg (,_,(X)) > 0. On en déduit que

(X* — X — g (u(X)))(gn(X)) = (X — X) — g(X* = X — 1, 1(X) + u(0))
= n(Tn(X) — u(0)) .

Il en résulte que X! — X — ¢,,(w(X)) = 0,_(X) ot p,_(X) est un p"-
polynome de F,;[X] de méme degré que 7,_,(X) — u(d). On a donc

(2) X'~ X =p,(X) + g (u(X)) .
Ensuite on a les relations:

In(X) — 0 = 7y + (7, (X))

’rm—l+2(‘X) = ’rm—l(X> + ul—l(qmm—Hd(-X))
avec deg (7,_,(X))=1. Modulo 7,_,(X) on en déduit les congruences:

In(X) — 0 = 7, 4(X)
X' — X = u(r, (X)) ;

Par (2) il vient
P o X) = s X) = O (1o X)) + n(u(rao(X)))
done
(9u(X) = )" — (gn(X) — 60) = gu(u(rn_o(X))) ;
Mais
gn(X* — X) = (ga(X) — 0)" — (gu(X) — 6) puisque 0 =96,
par suite
In(X* — X) = gp(u(rn(X))) ;
Par ailleurs
In( X" — X) = 75 o(X) — 1 o(X)
done on a
(3) Om—i(Tm (X)) = 0 .

(Observons que si deg (7,_,(X)) = 1 alors 7»,_,(X) = 0 et la conclusion
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subsiste.)
Il existe par conséquent un p"-polynéme p,_,(X) tel que
(4) Oni(Tmo(X)) = Ppo(7m_i(X)) .

(On a deg(0,_.(X)) = deg (7,_.(X)).)
En continuant ce processus, ¢’est 4 dire pour ¢ < I,
si on suppose que

pm—t+2("°m—t+1(X)) = pm—t+1(/"m—t+2(X))

avec
Popsa(X) = Pp_o(X) mod 7,,_,..(X)
alors on a
On—e1:(Tmo(X)) =0 mod 7, _,,(X)
d’ou

Oni(Tr-141(X)) = P15 (Tr_o( X)) .

Comme 7,_,(X) est du premier degré il en résulte que p,_(X) =

aX, ae Fy.. Ainsi 7, (X)|7n_11.(X), done 7, _,(X) est un p.g.c.d.
C.Q.F.D.

On observera qu’avee cette hypothése g,(X) — 6 a une racine
unique dans F,.. Cette racine est le zéro de 7, ,(X), donc est
effectivement calculable.

REMARQUE. Dans la Proposition 1.1. (¢2) on a donec bien
deg (V(X))>1. Car si deg (V(X)) =1, alors la relation u(g,(X)—6) =
g.(w(X)), algorithme d’Euclide de recherche du p.g.c.d. de u(X) et
de ¢,.(X) — 6 conduisent a la contradiction V(X)|(9.(X) — 6, u(X)),
lorsque dans le raisonnement ci-dessus on fait jouer 4 u(X) le role de
X' — X.

On a aussi, avec les notations et hypothéses de la Proposition 1.1.
la

PROPOSITION 2.2. Soit d un diviseur de Uentier p" — 1. On
suppose & mouveau p > m. Alors le polynime f(rea; X)) est
hyponormal sur F,s.

Prewve. 11 suffit de prouver I’hyponormalité sur F,s» du polynome
X, a,X?)? — 6. Soit vy, le degré minimum sur F,.» du polynéme

hyponormal X¢ — 4.
Soit alors f,(X) un polyndome irréductible de F,.[X] divisant
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X¢ — 0 admettant v, pour degré.

Le degré minimum de f,(3", @, X?") sur F,m est v, ou y, p™*
d’aprés la Proposition 1.1, ot p™ est la plus forte puissance de p
divisant »/(r, sny,).

Soit f,(X) un irréductible de degré v de F,.[X] factorisant
X* — 0. On sait que y,|v d’une part et que [, snv] = [r, suy,]. Le
méme raisonnement montre que le degré minimum de f(3", e, X?")
sur F,.. est v ou vp**,

Si 6, est une racine de f,(X) alors il existe ne F,. tel que 69
soit une racine de f,.

Si le degré minimum de f£,(3", a,X?") est v, sur ) alors il est
clair que I’on a I’hyponormalité sur F,.. de (37, a, X?™)* —

Si le degré minimum de f(3m,a.X?") est uop’%“, alors

m,a, X" — 0, ne peut avoir de racine dans F,... En effet dans
le cas contraire il existerait A € F,.. tel que S\, a\*" = 67 or \/p¢
Fir ony = Fyr snvg), par suite f,(3\r,a,X?™) aurait une racine A/7 dans
F i omg ce qui n’est pas. Pour conclure il reste a montrer que
v ™ up™ . Or on a ry/(r, snw) = rv/(r, suy) = p™-@,-v = p"-®, v,
avec (@,, p) = (,, p) = 1. 1l en résulte que p™|p™v/y, C.Q.F.D..

Tt
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