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JEAN-PIERRE ROSAY

On note 4 le disque unité de C.

Rappelons les définitions. Une variété analytique complexe M
est dite “taut” si pour toute suite d’applications holomorphes @, de
4 dans M:

—ou bien la suite (p,) est “compactement divergente” ce qui
signifie que pour tout compact Kc4 et tout compact K'cM o,(K)N
K" = ¢ pour tout ¢ assez grand.

—ou bien il existe une sous suite de la suite ¢, convergente
uniformément sur tout compact de 4 vers une application holomorphe
de 4 dans M.

Pour un ouvert 2 borné de C* le fait d’étre “taut” signifie que
si @, est une suite d’applications de 4 dans 2 convergent uniformé-
ment sur tout compact vers une application ¢: ¢ est 4 valeurs dans
2 ou bien @ est & valeurs dans la frontiére de 2. Il est nécessaire
que 2 soit d’holomorphie [6], et suffisant que de plus la frontiére de
2 soit de classe C* [3].

La définition donnée ci-dessus n’est pas la définition originelle
donnée par Wu cf. [6] ou [4] p. 129 (au lieu de 4 on considére toute
variété analytique) mais lui est équivalente ef. [1].

Une variété analytique complexe M est dite hyperbolique compléte
si et seulement si la pseudo distance de Kobayashi est une distance
(i.e., sépare les points) et si pour tout e M et p > 0 la boule fermée
de centre x et rayon p, pour la distance de Kobayashi, est compacte
cf [4] page 57 (intuitivement: la frontiére de M est a distance infinie).

Il est clair, a partir de la définition adoptée, et de la propriété
de décroissance de la distance de Kobayashi, que toute variété
hyperbolique compléte est “taut”.

Voir également [4] page 130 et les références qui y sont données,
et [5]. Nous allons donner un exemple d’ouvert borné de C® “taut”
mais non hyperbolique complet, en réponse au probléme 1 de [4] page
131.

1. Construction de I'exemple. Par B on désigne la boule unité
de C® et par B sa fermeture. Pour tout ne N*, soit V, ’ensemble
des (z, v, w) € C* vérifiant

”:z2“<z—%><z—ni1> wz%@"%)("—n-lu)'
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Et soit V 'ensemble des (z, o, 0) € C°.

Pour tout n e N* on prend +, une fonction plurisousharmonique
sur la boule de rayon 2 dans C? qui hors de V, ne prenne pas la
valeur —co et soit continue, et qui vérifie:

+r, est identiquement —oo sur V,

4, est constante sur V

P < 0.
On peut par exemple prendre ., = Max(Log|f|, Log|g|) — 4 ou f
et g sont deux fonctions holomorphes constantes sur V telles que

oy ng'(oy) =V,, et A une constante assez grande. Un choix
explicite possible pour f et g est le suivant:

e s~ S e e e )]

avec B = n(2n + 1)} et
1— (2n + 1)2<z — %)(z - )

_ n+1

(&) = @n + Dz — 1
n(n + 1)
=2n*+3n*+nx— @Bn*+3n+1)
et
1 _@n+1Dz—1
o9(z) = J& v, w) + _1_0‘[?) nin — 1) il
1+ll:v_ (2n+1)z—1:l
10 n(n + 1)

Soit ¢ = > a,v,; la suite a, étant une suite de nombres > 0 suffisam-
ment petits pour que:

¥(0) > — oo
+oo
(*) La suite hy = D, @,v, tend uniformément vers 0 hors
N
de tout voisinage de V, au voisinage de B .

+ est une fonction plurisousharmonique, car limite décroissante d’une
suite de fonctions plurisousharmoniques. Soient enfin la fonction
plurisousharmonique

0z, v, w) = Max [(y(z, v, w) — 4(0)) , (|2f + [v]" + [w]* — 1)],

définie au voisinage de B, sur et 2 ’ouvert défini par la condition p <0.
Le fait important est que la frontiére de 2 p=0. En effet grace a
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la condition (*) p est continue hors de V, et sur V cela résulte du
fait que + est constante, donc égale a (0).

La fonction o n’est pas une fonction plurisousharmonique bornée
d’exhaustion mais la propriété signalée est suffisante pour établir facile-
ment la propriété “taut” (cf [2] et en particulier §3.3 la remarque).

2. Louvert £ est “taut’’. En effet, si @ est une application
holomorphe de 4, le disque unité de C, dans C* i valeurs dans 2, la
fermeture de 2, et s’il existe {ed tel que p({)¢Q, il résulte du
principe du maximum pour la fonction sousharmonique po@ que cette
fonction est identiquement nulle et done que @(4) c 2 — Q.

3. L’ouvert 2 n’est évidemment pas hyperbolique complet car le
chemin v dans 2 défini ci-dessous est de longueur de Kobayashi finie
et a pour point limite 0¢ 2. On définit ~:[0(1/2)] — 2 par:

w0 = (66— (= L)t 25 2o - D) (- 27))

sil/im+1)=t= 1 nneN*). Cette définition est bien cohérente et
pour tout entier n = 2 v(1/n) = (1/n, /0% 0); si te[l/(n + 1)1/n] on a
v(t)ye V, et done (v(t)) = — o d’ou ¥(t) € 2 puisqu’on vérifie aisément
qu’'on a v(¢)e B. Le chemin v est de longueur finie car, grace a
P’inclusion de V, N B dans 2, on majore la longueur de v[1/(n + 1)1/n],
au moins pour 7 assez grand, par 2(1/n — 1/(n + 1)).

REMARQUES. Améliorant la construction présentée, N. Sibony
a donné un exemple d’ouvert borné de C? non hyperbolique complet
mais possédant une fonetion d’exhaustion plurisousharmonique bornée,
done taut. J. Fornaess a aussi donné un exemple.

Je remercie vivement Th. Barth qui a corrigé un choix explicite
incorrect des fonctions f et g¢.
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