Pacific Journal of

Mathematics

LE PROBLEME DE LEVI POUR LES FIBRES
GRASSMANNIENS ET LES VARIETES DRAPEAUX

K. ADACHI




PACIFIC JOURNAL OF MATHEMATICS
Vol 116, No. 1. 1985

LE PROBLEME DE LEVI
POUR LES FIBRES GRASSMANNIENS
ET LES VARIETES DRAPEAUX

KENZO ADACHI

In this paper we study the Levi problem for domains over the bundle
whose fiber is a Grassmann manifold and whose base is a Stein manifold,
and for domains over the flag manifold.

Introduction. Oka [9] a résolu le probleme de Lévi pour des do-
maines au-dessus de C”. Docquier-Grauert [3] ont résolu ce probleme
pour des domaines au-dessus d’une variété de Stein. Hirschowitz [5], [6],
[7] a étudié le probleme de Lévi pour des domaines au-dessus d’une
variété infinitésimalement homogeéne. En particulier, Hirschowitz a
démontré que tout ouvert non compact localement pseudoconvexe d’une
variété grassmannienne est de Stein. Ueda [10] a démontré qu'un domaine
localement pseudoconvexe au-dessus d’une variété grassmannienne X qui
n’est pas appliqué homéomorphiquement sur X est une variété¢ de Stein.
D’autre part, Brun [1] a étudié le probléme de Lévi pour des ouverts d'un
fibré analytique localement trivial & base une variété de Stein et a fibre
une variété homogene compacte. Dans ce papier, on étudié le probleme de
Lévi pour des domaines au-dessus d’un fibré a base une variété de Stein et
a fibre une variété grassmannienne, et pour des domaines au-dessus d’une
variété drapeau.

1.

DEFINITION 1. Soient X une variété complexe, E un espace Hausdorff
connexe, et ® une application localement homéomorphe de E dans X.
Alors on dit que ¢ = (E, @, X) est un domaine étalé au-dessus de X, ou
simplement un domaine.

Pour la définition du point frontiére d’'un domaine, nous référons a
Grauert-Remmert [4] (Definition 4).

DEFINITION 2. On dit qu'un domaine ¢ = (E, ®, X) est localement
pseudoconvexe si pour chaque point fronti€re g il existe un voisinage U de
q tel que U N E soit une variété de Stein.
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Soit ¢ = (E, ®, X) un domaine. On désigne I’ensemble des points
frontiéres de ¢ par dE. Alors on peut définir une structure de I’espace
Hausdorff dans £ = E U JE et P'application continue ® de £ dans X
telles que ®|E = .

Soient S un ensemble analytique de positive codimension dans une
variété complexe X et ¢ = (E, ®, X) un domaine. On dit qu’un point
frontiére g est remuable le long de S s’il existe un voisinage U de g tel que
(U, ®|U, X) soit un domaine univalent et que dE N U soit contenu dans
®~1(S). Alors on obtient le lemme suivant.

LEMME 1. Soit S un sous-ensemble analytique complexe de positive
codimension dans une variété X. Soient ¢ = (E, ®, X) un domaine et
q € 9F un point frontiére remuable le long de S. Alors il existe un voisinage
V de ®(q) et une section o de € sur V — S.

On désigne par R I'ensemble des points frontiéres remuables le long
de S. On pose E* = EUR et ®* = ®|E*. On dit qu'un domaine
e* = (E*, ®*, X) est I'extension de ¢.

On a la proposition suivante due 4 Grauert-Remmert [4].

PROPOSITION 1. Soient S un ensemble analytique complexe de positive
codimension dans une variété X et ¢ = (E, ®, X) un domaine. Supposons
que ¢ soit localement pseudoconvexe a tous les points au-dessus de X — S.
Alors

(1) S’il n’existe pas de point frontiére remuable le long de S, alors € est
un domaine localement pseudoconvexe.

(2) Soit €* = (E*, ®*, X) [’extension de ¢ le long de S. Alors £* est un
domaine localement pseudoconvexe.

De plus (2) = (1).

2. Soit V,, (n = r) I'ensemble des (n, r)-matrices dont les rangs
sont r. Soit G, , la variété grassmannienne. On va démontrer le théoréme
suivant.

THEOREME 1. Soit (X, S, m) un fibré localement trivial a fibre une
variété grassmannienne G, , et a base une variété de Stein S. Soit (D, ®, X)
un domaine localement pseudoconvexe. S’il n’existe aucun ouvert U de D tel
que U soit appliqué homéomorphiquement sur un ouvert (W), W un
ouvert de S, alors D est de Stein.
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Démonstration. D’abord on a que iso(G, ,) = PGL(n) si 2r # n et
iso(G, ,)/PGL(n) = Z/2Z si 2r = n (voir par exemple J. Dieudonne [2]).
Soit § = {(s,g): sE S, g € is0(G,,, 7~ X(s))}. Soit »,: S - S la projec-
tion canonique. Si 2r # n, (S, S, »,) est un fibré principal holomorphe
groupe structural PGL(n). Si 2r = n, la factorisation de Stein de § > §
sécrit § > § > S ol v est un revétement non ramifié  deux feuillets et u
est un fibré principal a groupe structural PGL(#n). Donc pour que D soit
de Stein, il faut et il suffit que v*D soit de Stein. Donc sans perte de
généralité, on peut supposer que le groupe structural est PGL(n). On pose
X = {((s, 8), x): (5,8) € S, xe 77 Y(s)}. Alors on obtient le diagramme
commutatif:

X - X
! I
§ 5 s

et (X, X, ») est un espace fibré principal holomorphe 4 groupe structural
PGL(n). Soit U(n) le groupe unitaire. Soient gl(n) et u(n) les algebres de
Lie de GL(n, C) et de U(n), respectivement. Alors

gl(n)/C=u(n)/V-1R+V—-1u(n)/V—-1R
et

u(n)/V=1R N V-1 (u(n)/VY=1R) = (0).
Donc PGL(%) est le complexifié d’'un sous-groupe compact maximal
u(n)/u(l) de PGL(n). En partlcuher PGL(n) est une variété de Stein. On
définit une application §: § X G,, > X par 0((s, 8), 1) = ((s, 8), g(1))-
Alors @ est I'application biholomorphe de § X G, , sur X. Soit V=
G, , Papplication canonique. On définit une application 7: S x Vir—
§ x G, , par 7(x, y) = (x, ,(»)). On pose
D, =XxXyD, D,=(SXG,,)xxD,,
D, = (S’ X Vnr) X(S'XG,,’,) D,.
Alors on obtient le diagramme commutatif:
7 6 v
D, - D, - D, - D
leo, l e, o 1@
o T ~ [ ~ v
SXVv,, - §8§XG,, - X - X

Alors (D, ®,, § x V,,) est un domaine localement pseudoconvexe.
D’apres le raisonnement de Ueda [10], (D;, ®;, S X C”"") est un domaine
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localement pseudoconvexe. Grace au théoréme de Docquier-Grauert [3],
D, est de Stein. Grace au théoréme de Matsushima-Morimoto [8], D est de
Stein. Ceci achéve la démonstration du théoréme 1.

3. Soit
= {(g1>"'7gp) € Gn,rl X Gn,r2 X - X Gn,rp: gl - g2 c--- C gp}

(0 <r < --- <r,<n)une variété drapeau. Soient

piF—->G, X ---XG,, XG X -+ XG

n,riyq n,r,

les projections canoniques. Alors on obtient le théoréme suivant:

THEOREME 2. Soit (D, ®, F) un domaine localement pseudoconvexe.
Alors D est de Stein ou pour quelque i, 1 < i < p, il existe une section de ®
au-dessus de p;'(U,), ou U, est un ouvert de

G, ., X -+ XG X G X «++XG

n,n n,ri-1 LA n,n’

Démonstration. Supposons qu’il n’existe aucune section de p; '(U)
pour tout ouvert U, de

G, X X G,, XG,, X-:XG,,

n,n

et tout i, 1 <i < p. Soit s € V, ,. Alors on peut considérer la matrice s
comme une application de C* dans C” et Iimage Ims comme un
sous-espace vectoriel complexe de dimension k dans C”. On définit une
application

T Vn,,pX Vrp,quX e XV, , > F

n,n
par

Ly 1reesty) = (Im(tt oo ty),..,Im(z,e, ), Ime,).

77(1 plp-1

P’
Alors (¥, , X V X e XV, F,m) est un espace fibré principal
holomorphe a groupe structural GL(r ) X GL(r,_;) X - -+ X GL(ry). Soit
D un produit fibré de Vi X ooe X V,M1 et D sur F. Alors on obtient le

diagramme commutatif:

b L D
ld lo
V. X XV S F

n,r, r,r

N
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Alors (D, ®, V. e XV, ) est un domaine localement pseudocon-
vexe. On va demontrer que (D ®, C"r x V oy X X V., ) est un
domaine localement pseudoconvexe. Soit

T=(C~V, )XV, XXV

rz,rl‘

Soit R I'ensemble des points frontiéres remuables le long de 7. Supposons
que R ne soit pas vide. D’aprés la méthode de Ueda, il existe un point
4o € R, un Voisinage U de q,, et un voisinage V" de (0, ¢y) ou 0 € C"7,
ty € Vr,,,r, L X XY, _ tels que U soit apphque homéomorphiquement
sur V par ®. Il existe un ouvert BdeG,, X --- X G, - tel que

w@(Uﬂ D)= {(gl,...,gp) € B X G,,V,P: g C---C gp}.
Alors
7®(Un D) =P (B).

Donc #(U N D) est appliqué homeomorpmquement par @ sur P~ 1(B), ce
qu1 contredit ’hypothése. Donc R est vide. (D, &, C™» X Vr B >< cee X

,) est par suite un domaine localement pseudoconvexe Grace au
theoreme de Oka, D est de Stein. Grace au théoréme de Matsushima-

Morimoto, D est de Stein. Ceci achéve la démonstration du Théoréme 2.

C’est naturel d’étendre les deux théoréme au probléme de Lévi pour
des domaines au-dessus d’un fibré & base une variété de Stein et a fibré
une variété drapeau. Mais, pour résoudre ce probléme, il me semble qu’il
faut savoir les isomorphismes des variétés drapeaux. Donc les résultats ne
peuvent pas étre donnés ici.
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