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REFUSANT DE SE FIBRER SUR DES SPHERES

A. DlDIERJEAN

Conner and Floyd introduced the problem of finding which cobor-
dism classes can be represented by the total space of a bundle over a
given sphere. We consider here the case of cobordism classes with di-
mension smaller than the double of the dimension of the given sphere.

1. Introduction. Dans Γetude du probleme pose par Conner et Floyd
([2]), a savoir, queues sont les classes de cobordisme non oriente qui se
fibrent sur des spheres, apparait deux types de conditions necessaires.

En plus de conditions de relations sur les nombres caracteristiques
([1], [4]), intervient une condition naturelle d'existence d'applications
dont la fibre theorique a une homologie finie ([3]).

Si les premieres de ces conditions necessaires permettent de donner
des resultats, parfois complets, dans le cas des spheres Sk

9 k < 8 ([2],
[1]> [5], [4]), ce deuxieme type de condition epuise le cas de toutes
petites fibres sur des grandes spheres ([3]).

Dans ces deux cas les algebres A*(ω)9 introduces par R. E. Stong
([6]) et utilisees dans [3] et [4] s'averent un outil tres utile. Ici, utilisant
une demonstration de R. E. Stong1, on demontre que pour toute classe
de cobordisme non nulle, pour toute variete X de cette classe et toute
application f:X—>Sk

9la fibre theorique de cette application / a une
homologie non finie si p < (k - 2)/2.

Enfin, au moyen d'une algebre A* reliant les classes de la fibre a
celles de Γespace total du fibre considere, des resultats partiels sont
donnes pour p < k.

Dans ce qui suit, seul le cas "non oriente" etant considere, H*( )
designe la cohomologie a coeffiscients dans le corps Z/2Z, la lettre ω
designe les classes de cobordisme non oriente, Nn le groupe forme de
ces classes.

Je tiens a remercier vivement le Cinvestav. de ΓI.P.N. de Mexico
pour son acceuil durant Γannee scolaire 1986/87.

1 Dans [3], la Proposition 2.4, enonce par erreur etait en fait non demontree. La demonstra-
tion de ce resultat, presente ici, m'a ete envoye par R. E. Stong.
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234 A. DIDIERJEAN

2. Quelques proprietes des algebres de classes caracteristiques in-
variantes par cobordisme. Pour toute classe de cobordisme ω e Nn,
A*(ω) designe son algebre de classes caracteristiques "invariantes par
cobordisme", construite comme suit ([6], [3]):

Pour toute variete X de la classe ω, on considere Γideal des classes
caracteristiques n'intervenant que dans des nombres caracteristiques
nuls de la classe ω:

= {a e Hι{Gn)/ύ l<n,Vβe Hn-ι{Gn), fn(aβ) = 0}

oϋ Gn designe la grassmannienne des plans de dimension n de R°° et
/ : X —> Gn une application classifiante du fibre tangent de la variete
X. Alors:

A*(ω) = H*(Gn)/I*{ω).

L'algebre A*(ω) est une algebre de Poincare avec action de l'algebre
de Steenrod ([6]) et s'identifie pour toute variete de la classe ω a un
quotient de la sous algebre de ses classes de Stiefel Whitney. En par-
ticulier si pour un cran k,Ak(ω) Φ 0, pour toute variete X e ω, on
aura Hk(X) φθ.

PROPOSITION (2.1). Soit ω e Np+k avec p < (k - 2)/2, ou
p = (k - 2)/2 si p est impair, si pour tout j , p + 1 < j < k - 1,
on a, AJ(ω) = 0, alors ω = 0.

Demonstration (R. E. Stong). Dans un premier temps on demontre
que sous les hypotheses precedentes, l'algebre A*(ω) est engendre par
les seuls elements w\,..., wp+χ.

-Si 2/? + 2 < k soit v la classe de Wu de ω dans A*(ω). Comme
A*(ω) = 0 pour p + 1 < j < k - 1, on a:

v = 1 + . . . + v[{k+p)/2] = 1 + + vp+ι et wp+2 = -" = wk_2 = 0.

Or wq = Σi+j=q Sq'ίvy), j < p + 1, les seuls elements eventuellement
non nuls sont done obtenus pour q <2j <2p + 2.

Comme de plus k > 2p + 2, la seule classe wq qui peut etre non
nulle pour q > p + 1 est wk_{ pour k - 1 = 2p + 2.

Alors wk_ι = w2p+2 = Sq^^Vp+i) = v^+1 est bien un element de
l'algebre engendre par w\... wp + 1.
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-Si 2/7 + 2 = k et p est impair, les seules classes wq eventuellement
non nulles pour q> p + 1 sont wk_χ et wk = W2p+2> et Γon a:

W£_j = Sq/7(v/7+i) = Sq1 Sq^'^Vp+i), car /7 est impair

Or Sq'-^Vp+O G A2p = Ak~2 = 0, d'oύ wk_x = 0

H^ = Sq/7+1(v/?+1) = v2

+ 1 est bien dans Falgebre engendre

par les classes w\... wp+\.

Pour terminer il faut demontrer que les conditions de nullite pour
AJ(ω) et la petite valeur des degres des generateurs wq, implique la
nullite de tous les nombres caracteristiques de la classe ω.

-Si 2p + 2 < k - 1 pour tout nombre caracteristique de ω,
wj1 w^\9 on considere ws

{

] w ^ un diviseur de degre a = Σ jSj
le plus grand possible, avec a < p + 1.

Alors tout multiple de la forme ws

{

1 vv^j wt est nul, car il appar-

tient a ^ α + / ( ω ) = 0 pour p+l <a + i <2p + 2<k-\.
-Si 2/7 + 2 = fc - 1 le seul nombre caracteristique n'ayant pas de

diviseurs dans la tranche nulle pour Aj(ω) est (Wp+1)
3. Dans ce cas

Γalgebre A* est engendree par le seul element wp+{ et done vi = v2 =
••• = vp = 0, vp + 1 = i v p + 1 .

Ainsi (w p + 1 ) 3 = (Vp+i)3 = Sq^+1(iv2+1) = [Sq^+ 1)/ 2(wp + 1)] 2 si/7+1
est pair et zero autrement.

Or pour p + 1 pair ^(3 / 7 + 3)/2(ω) = A^k+P^l2{ω) = 0. Tous les nom-
bres caracteristiques de ω sont done bien nuls.

-Si 2/7 + 2 = fc, les seuls elements de ^4*(ω) qui peuvent etre non
nuls sont wp, wp+ι et (w p + 1 ) 2 .

Le seul nombre eventuellement non nul de ω est done wp (wp+ι)2.
Ainsi dans A*(ω) on a:

wj = w2 = = wp_γ =0, V! = v2 = = v^.! = 0, et vp = Wp.

D'oύ Wp(wp+i)2 = Sq/7((w)2) = 0 par la formule de Cartan, Γentier p
etant impair. D

Si a present / : Xk+P —• S* est un fibre C°° de fibre F9 connexe, la
classe de son espace total X dans le groupe de cobordisme Nk+p (resp.
de sa fibre F dans le groupe Np) sera note [X] (resp., [F]).

Pour p fixe, si In designe une partition de Γentier n, parmis des
entiers inferieurs a /7, w1" le monome correspondant a cette parti-
tion, Γensemble de ces monomes {w1"} constitue une base du module
H»(GP).
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Pour 1 < /?, on definit le module des monomes w1' n'intervenant
que dans des nombres caracteristiques nuls si ces nombres sont de la
forme wIP w!\ le monome w1* divisant le monome wIP. Soit plus
precisement:

Hι(Gp)/si l<p,Vβe Hk^-ι{Gp), β de la

forme β = wIP~ι wμ, τk+p{aβ) = 0}.

p

La variete X etant fibre sur la sphere Sk, Γalgebre A*([X]) est
engendre par les seules classes de Stiefel Whitney Wι,...,wp. Ainsi

Γinclusion Iι([X]) c 7 ([X]), pour / < p, nous donne:

PROPOSITION (2.2). Pour I < p, on a la surjection naturelle:

Au travers de Γalgebre A , il est possible de relier les algebres A* de
la fibre et de Γespace total du fibre considere:

PROPOSITION (2.3). Si p < k, tout morphisme nature! dfinclusion
d'une fibre F = f~ι(s0) c X, induit pour tout j < k un morphisme
surjectίf:

A*([F])-+AJ([X])-+0.

Demonstration. D'une part la suite exacte de Wang du fibre prece-
dent nous assure que le morphisme hj: H-i(X) —• Hj(F), induit par
Γinclusion h: f~ι(s0) c X est une injection pour j < k.

D'autre part, le fibre tangent de la variete X se scinde en:

T(X) = Tsk(X)®f*T(Sk),

ou TSk (X) designe le fibre tangent "le long des fibres" du fibre X, et
f*T(Sk) Γimage reciproque par Γapplication / du fibre tangent a la
sphere Sk.

Ainsi, toute application classifiante du fibre TSk (X) dans la Grass-
mannienne Gp, τ : X —> Gp, induit le diagramme commutatif suivant:

H*{GP)

(1) τW \τV
H\X) -+ H*{F)

ft*

La restriction τ/ de Γapplication τ a la variete F est en effet une
application classifiante du fibre tangent a F, ceci par construction du
fibre TSk(X).
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Designons par SW*(X) (resp. SW*(F)) Γimage du morphisme τ*
(resp. τ*/).

La classe totale de Stiefel Whitney W(T(Sk)) de la sphere etant
egale a 1, SW*(X) est bien la sous algebre de Γalgebre H*(X), en-
gendree par les classes de Stiefel Whitney de la variete X.

Pour j < k, le morphisme hJ etant injectif et le diagramme (1)
etant commutatif, la restriction de hJ\ notee hJ/, a SWj(X) est un
isomoφhisme.

II suffit a present de verifier que Γapplication composee suivante:

> 0

passe bien au quotient, c'est a dire, verifier que Γideal Ij([F]) s'envoit
sur 0 pour p <k.

Or pour j = p < k, le morphisme {hj/)~ι est un isomorphisme.
Pour tout a e Ij([F]), a n'intervient que dans des nombres car-
acteristiques nuls de la variete F. D'oϋ la classe (hJ/)~ι(a) n'inter-
vient que dans des diviseurs de degre p nuls des nombres caracteris-
tiques de la variete X. Le choix de Γideal I*{[X]) nous assure du
resultat precedent. D

3. Quelques applications dont la fibre theorique a une homologie non
finie. Pour toute application / : X —• Sk, Lf designe la fibre theorique
de cette application, la variete est supposee de dimension p + k. On
dira que Γespace Lf a une homologie non finie si pour tout entier N
il existe un entier n > N tel que Γon ait Hn(Lf) Φ 0.

PROPOSITION (3.1). S'il existe j , p + 1 < j < k - 1, tel que Hj{X)
soit non nul, alors pour toute application continue f: X —• Sk, la fibre
theorique de f a une homologie non finie.

Demonstration. La variete X etant de dimension k + p, la suite
exacte de Wang de la fibration de Serre associee a /, dont Lf est la
fibre nous donne:

Pour i> k + p //,-_£+! (Lf) « Hi(Lf)

Ainsi si pour p + 1 < j < k - 1 Hj(X) Φ 0, pour tout entier m
on a:
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Soit ω G Nk+p, la non nullite du groupe Aj(ω) entraine la non
nullite du groupe de cohomologie HJ(X) « Hk+p_j(X) pour toute
variete de la classe de cobordisme ω. Ainsi on a:

THEOREME (3.2). Soit ω un element du groupe de cobordisme Nk+p.
S'il existe j , p+l < j < k-1, avec AJ(ω) Φ 0, alors pour toute variete
X de la classe ω et toute application continue f de la variete X dans
la sphere Sk, la fibre theorique de f a une homologie nonfinie.

Ce theoreme et la Proposition (2.1) du paragraphe precedent nous
donne:

PROPOSITION (3.3). Soit ω e Nk+P, ω Φ 0. Si p < {k - 2)/2 ou si
p = [k - 2)/2 pour p impair, pour toute variete X de la classe ω et
toute application continue f: X —> Sk, la fibre theorique de f a une
homologie non finie.

PROPOSITION (3.4). Soit ω e Nk+p, ω Φ 0 et Γentier k + p verifiant
Γune des conditions suivantes:

(a) k + p = 2s, s > 2, k > 2S~X + 1 et A'(ω) = 0 pour 0 < / < 2S~2

(b) k + p = 5.25, s > 0, k > 5.25"1 + 1 et A^ω) = 0 pour 0 < / < 2s.
Alors pour toute variete X de la classe ω et toute application continue
f: X -* Sk, la fibre theorique de f a une homologie nonfinie.

Demonstration. Dans [6], Theoreme 2, R. E. Stong montre que si
k + p = 2s et A'ίω) = 0 pour 0 < / < 2S~2, ou si k + p = 5.2* et
Aι(ω) = 0 pour 0 < / < 25, ω est la classe de (P2)2 ' dans le premier
cas, celle de (P(l.2))2s dans le second. On designe par P 2 le plan
projectif reel et par P(1.2) la variete de Dold de dimension 5.

Le nombre caracteristique w\ est non nul pour le plan projectif,
d'oύ le nombre w|s_, de la variete (P2)2 ' est non nul. Le groupe
A2"'1 ([P2*~1]) etant ainsi non nul, le resultat dans le premier cas resulte
du theoreme precedent. D'autre part le nombre caracteristique Wi vv|
du generateur de Dold /*(1.2) est non nul. Ainsi le nombre w2*
w|5+1 est non nul pour la variete P(1.2)2\ De la meme maniere que
preςedemment, le resultat decoule dans le deuxieme cas de la non
nullite du groupe A2s+ι([P(l.2)2s]). π

4. Quelques classes de cobordisme refusant de se fibrer sur des
spheres. Revenant au probleme de Conner et Floyd precedent, la
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Proposition (3.3) nous donne le resultat suivant:

PROPOSITION (4.1). Si ω e Nk+p, p < {k - 2)/2 on p = (k - 2)/2
pour p impair, alors la classe ω se fibre sur la sphere Sk si et seulement
si elle est nulle.

Utilisant la Proposition (3.4) et les modules A1 construits au para-
graphe 2, on peut enoncer le resultat partiel suivant pour p < k:

THEOREME (4.2). Soit f: X —• Sk un fibre C°°, connexe, de fibre
une variete compacte F. Soit ω la classe de cobordisme de la variete
X, on suppose que la classe ω et Γentier k + p verifient les conditions
suivantes:

(a) k + p impair, p < k, Aι(ω) = Aι(ω) pour 0 < / < 2s avec:
k + p< inf{(s + 5)25+1, Λ (̂̂ )} oil

N(s\ = ί {s + 1)25+2 + 1 pour s pair,
\ (s + 2)25 + 2 pour s impair

(b) k + p pair, k + p Φ 2s et 5 2s, p < k, Aι(ω) = A\ω) pour like

0 < / < 2s avec k + p < 2S+3

(c)k + p = 2s,s>2,k> 2 2 " 1 + 1, A^ω) = Aι(ω) pour 0 < / < 2^"2

(d) k + p = 5 2s, s > 0, k > 5 2s~ι + 1, Aι(ω) = 1\ώ) pour
0 < / < 2s.

Alors si la classe de cobordisme de la variete F est nulle, la classe de
cobordisme ω de Γespace total du fibre est aussi nulle.

Demonstration. Pour p < k par la Proposition (2.3), si [F] = 0,
on a Aι([F]) = A (ω) = 0, pour / < k. DΌύ, sous les hypotheses
de la proposition precedente, les groupes Aι(ω) seront nuls pour les
conditions sur Γindice / donnees precedemment.

Les cas (a) et (b) sont alors une consequence immediate des resultats
de R. E. Stong ([6], Theoremes 1 et 2). Les cas (c) et (d) decoulent de
la Proposition (3.4). D

REMARQUE (4.3). Pour des indices / < /?, la condition Aι(ω) =
Aι(ω) est liee a Γexistence, pour la classe ω, de nombres caracteris-
tiques non nuls ne provenant pas d'un produit de monomes de degre
p et de degre k.

En particulier, si tous les nombres caracteristiques non nuls de la

classe ω sont divisibles par un monome de degre p, pour tout / < p

on aura Γegalite A^ω) = Aι(ω).
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COROLLAIRE (4.4). Soit ω et k + p verifiant les hypotheses du
theoreme precedent, et X une variete connexe de la classe ω. Soit
f: X —> Sk une application C°° telle que Γimage reciproque d'une
valeur reguliere soit une variete bord.

Alors f est cobordante ά une fibration C°° connexe, si et seulement
si la classe ω est nulle.

REMARQUE (4.5). Dans le Theoreme (4.2) et le Corollaire (4.4),
Γhypothese de connexite du fibre est necessaire pour utiliser les
algebres A*. II n'est done pas possible de se ramener au cas d'un
fibre de fibre une variete bord par un procede de reunion disjointe.
Cependant on a le corollaire suivant:

COROLLAIRE (4.6). Sous les hypotheses du theoreme precedent, si de
plus le fibre considere f: X —» Sk possede une section s: Sk —> X, telle
que le fibre normal ά s(X) dans X soit trivial, alors la classe de f dans
le groupe de cobordisme Nk+p{Sk) est egale ά celle de la projection
FχSk -> Sk.

Demonstration. Pour pouvoir se ramener aux hypotheses de la
proposition precedente, il nous faut un fibre C°° connexe, de fibre
la somme connexe de deux exemplaires de la variete i7, fibre qui soit
cobordant a la reunion disjointe des fibres f:X-+SketFxSk->Sk.
Si / a une section dont le fibre normal est trivial, la construction
de R. L. W. Brown ([1], Lemme 5.1) nous donne le fibre connexe
cherche. D
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