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RESOLUBILITE SEMI-GLOBALE
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SUR LES GROUPES DE DEPLACEMENTS

KAHAR EL HUSSEIN

We study the existence of global fundamental solution of certain
invariant linear differential operators on the semi-direct product G =
V tx K where V is a real vector space of finite dimension and K a
connected compact Lie group which acts on V as a linear group.

Using the scalar Fourier transform on G and the A. Cerezo and F.
Rouviere's method ("Solution elementaire d'un operateur differentiel
invariant sur un group de Lie compact", Ann. Sci. Ec. Norm. Sup 4,
seri t; 1969, pp. 561-581). We prove that a left invariant differential
operator P on G and right invariant by K admits a fundamental
solution on G if and only if its partial Fourier coefficients satisfy a
condition of slow growth. Hence we deduce an explicit necessary and
sufficient condition for the existence of a fundamental solution for a
bi-invarίant differential operator P on the Cartan's motion group.

1. Introduction. Soient V un espace vectoriel reel de dimension
finie, K un groupe de Lie compact connexe qui opere lineairement et
continument dans V et G = V tx K le groupe des displacements pro-
duit semi-direct de V par K, relativement a Γoperation donnee de
K dans V.

Soit P un operateur differentiel invariant sur G. Alors P est dit
semi-globalement resoluble si pour toute fonction fC°° , et a support
compact dans G, il existe une fonction gC°° sur G, tel que Pf =
g. Le but de ce travail est Γetude de la resolubilite semi-globale des
operateurs diίferentiels invariants a gauche sur G et a droίte par K.
Pour cela on utilise des resultats d'analyse harmoniques sur G ([8]) et
([3]), et le fait que P est invariant a droite par le sous-groupe compact
maximal K. Ceci ramene le probleme a un probleme equivalent sur
un groupe de Lie note G, qui le produit direct de V par K. II
se trouve dans ce cas que la conditoin de A. Cerezo et F. Rouviere
([2]) est une condition necessaire et suffisante, pour qu'un operateur
differentiel invariant a gauche sur G et a droite par K admette une
solution elementaire sur G. On obtient alors le theoreme suivant:

THEORfeME. Soit G le groupe des deplacements et soit P un opera-
teur differentiel invariant a gauche sur G et a droite par K. Alors P
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admet une solution elementaire si et seulement si les coefficients de
Fourier de P verifient la conditoin de A. Cerezo et F. Rouviere (voir
Theoreme 6.5.).

Si G est le groupe des deplacements de Cartan, alors on deduit une
condition necessaire et suffisante pour qu'un operateur differentiel P
bi-invariant sur G ait une solution elementaire sur G (voir Theoreme
7.3).

1.1. Notations et rappels. Soit X une variete C°°. On note
C°°(X), D(X), D\X) et e'(X), respectivement les espaces des fonc-
tions C°°, C°° a support compact, distributions, et distributions a
support compact dans X. Soient G un groupe de Lie et g son algebre
de Lie. Tout element X de g peut etre considere comme un champ
des vecteurs invariants a droite sur G, tel que pour tout / e C°°(G),
on a:

xeG.
o

Soit 0c Γalgebre complexifie de 0. On note u Γalgebre enveloppante
de 0c, alors u peut etre consideree comme Γalgebre des operateurs
difFerentiels invariants a droite sur G. Soit () le dualite entre D'(G)
et D{G). Si P est un operateur difFerentiels invariants sur (?, la
transposee ιP de P est definie par:

pour tout / dans D{G) et E dans D'(G).
Si K est un groupe de Lie compact et si γ dans K. On note Eγ

Γespacede γ9 dy sa dimension, χσ son caractere, et YLnά(Ey) Γespace
de tous les endomorphismes de Eγ.

Soit / dans D(K), sa tranformee de Fourier / est definie par:

(1.1) f(Y)= ί f(x)γ(χ-ι)dx, VγeK
JK

(oύ dx est la mesure de Haar normalisee de K). Si / e C°°(K),
alors on a une fomule d'inversion de Fourier!

(1.2) f{x) =
yek

oϋ tr signifie trace; La convergence de la serie (1.2) etant uniforme sur
K (voir [1]).



GROUPES DE DEPLACEMENTS 261

Si P est un operateur differentiel invariant a droite sur K, on
definit les coefficients de Fourier P(γ), γ e K, de P de la faςon
suivante: P(γ) est Γendomorphisme de Eγ tel que, pour tout x eK,

(1.3) (JP7)(X) = P(γ) - γ(x).

Dans cette egalite P(γ) designe Γendomoφhisme obtenue en appli-
quant Γoperateur P a la fonction γ (au point x) et P(y) γ(x) est
le produit des deux endomoφhismes de γ(x) et P(y) de JFy.

Pour tout / dans D(K) et γ dans AT, on a:

(1.4) ΛΛy) = /(y) P(Y) >

(1.5) (</>)(y) = '/>(?),

oύ y est la representation contragradiente de 7. Si F est un es-
pace vectoriel reel de dimension n, on choisit une base hilbertienne
(v\, ... 9υn) de F , et on identifie F a Rw . Si a —• (a\, . . . , αrt) est
un multi-indices, on note Q% Γoperateur differentiel sur F , tel que:

Qv =
dvj \dvn

Si P(v) est un polynόme de n variables (υ = (v\, . . . , vrt)) sur F
a valeur complexe, on note encore P(v) Γoperateur differentiel (a
coefficients constants) sur F , en remplaςant chaque variable vj (I <
j <ri) par Γoperateur differentiel j & , / = y/^Λ .

j

2. Representations de groupes de deplacements.
2.1. Soient F un espace vectoriel reel de dimension finie, K un

groupe de Lie compact connexe et p:K —• GL(F) un representation
lineaire continue de K dans Vt\G=VκpK\z groupe des deplace-
ments produit semi-direct de F par K, relativement a p. On munit
F d'un produit scalaire ^-invariant, note (1), et le complexifie Vc =
F x C de F du produit scalaire Hermitien qui prolonge (1), et qui
sera note de la meme maniere. Le groupe K opere naturellement dans
Vc si x est dans K et ζ dans Vc, on ecrira x ζ au lieu de p(x)ζ.

2.2. Soint ζ dans Vc et Λ^ le stabilasateur de ζ dans ΛΓ. Soint
H un sous-groupe ferme de Kζ et cr une representation unitaire
irreductible de H, dans un espace Eσ (Hilbertien, de dimension
fini). Ala donnee (ζ, σ) il est possible d'associer une representation
lineaire continue (en general non unitaire) de G dans un espace de
Hubert %?σ , qui n'est autre que celui des "fonctions" φ:K —> Eσ telles
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que φ(xy) = σ(y~ι)φ(x) pour tous x dans K et y dans H, et:

(1.1) / \\φ{x)\\2dx<+oc
JK

oϋ dx designe la mesure de Haar normalisee de K et 11</>(.*) || lanorme
de φ(x), caculee dans Eσ. Le produit scalaire dans %?a est defeni
par:

(Φ\Ψ)= ί (Φ(x)\ψ(x))dx
JK

oϋ le produit scalaire figurant dans Γintegrale est celui de Eσ . L'opera-
tion de G dans β^σ est decrite de la maniere suivante: a chaque (υ , x)
dans G, est associe Γoperateur πζi(T tel que:

(πζ9σ(v, x)φ)(y) = eWWφix^y) (φ e *σ).

On notera que la restriction a K de cette representatin n'est autre que
la representation induite (unitaire) Ind//|^σ. Deux cas particuliers de
cette construction vont jouer un role privilegie.

2.3. On prend pour H le sous-groupe trivial de Kζ, a savoir H =
{1}, et pour σ la representation triviale de dimension 1. Dans ce
cas, Γespace 3Pσ n'est autre que Γespace ^ des fonctions de carre
integrable sur K, et on notera τiζ la representation construite ci-
dessus, Uζ etant Γhomomorphisme de G dans le groupe lineaire de
%?. Precisement:

(πζ(v, x) φ)(y) = eWWφix^y) (φ e *).

2.4. On prend H = Kζ et σ variable dans Kζ, et π ί σ la represen-
tation associee a (ζ, σ). Alors on a:

PROPOSITION. Powr tow/ σ dans K:

σekξ

Pour la demonstraton de cette proposition (voir [3], II, 19).

2.6. Rappellons ici que si ζ = ζ e V est reel, alors les representa-
tions Uξσ sont toutes irreductibles et toute representation unitaire
irreductible de G est equivalente a Γune de π^ σ (voir [9], Ch. I).
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3. La transformation de Fourier sur les groupes de deplacements.
3.1. Soit / dans &(G)9 on peut definir un operateur 7iζ{f), pour

chaque ζ dans Vc, de la maniere habituelle:

(3.1) πζ(f)= ί f(v,y)πζ(v,y)dvdy
JG

(oύ dv est une mesure de Haar du groupe vectoriel V.) L'operateur
7iζ(f): %?-*%? est en fait defini par un noyau Ff(ζ) qui appartient
a C°°{K x K). Precisement:

(3.2) Ff(ζ)(x,y) = I e^f{x -v,xy-χ)dv.

Achaque / dans 3f(G). on peut ainsi associer une fonction Ff\Vcx
k x k —• C, telle que:

Ff(ζ)(x 9 y) = Ff(ζ, x 9 y)

et une fonction / : V x K x K —>C, telle que:

(3.4) f(v;x,y) = f(x>v, xy~ι)

pour tout ζ dans Vc, v dans V, et (x, y) dans K x K. A la suite
de Kumahara ([6]), on appellera la fonction i y la transformee de
Fourier scalaire de / , ou la transformee de Fourier additive de la
fonction / . En sense invers des theoremes de type Paley-Wiener dύs
a Kumahara ([8]) et ([2, a]) permettent de caracterise Γimage de 3f{G)
par la transformee de Fourier scalaire oύ operateur.

3.2. La transformee de Fourier operateur 7tζ(f) de / est K-
invariant au sens suivant:

(3.5) πk^ζ(f) = τkπζ(f)τ^ (VkeK, VζeVc),

oύ τ est la representation reguliere droite de K, (voir [8], p. 28).
Alors la fonction i y est /c-invariante au sens suivant:

(3.6) Ff(k.ζ;x,y) = Ff(ζ;xk,yk)

pour tout ζ dans Vc, et (x, y, k) dans K x K x K, et la fonction
/ est aussi ^-invariante au sens (3.6).

4. Soient / Γalgebre de Lie de K, et (X\, . . . , Xm) une base de
/ , telle que l'operateur Δ = ]ΓV*j Xj soit 6-invariant sur K, une
telle base existe ([1], p. 564). Pour / e N, on pose:

(4.1) /y^l-Δ)7.
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Alors la famille de semi-normes {γι, / G N} telle que:

α \ 1/2

JDιf(y)\2dyj , feσ°(K)

definit sur C°°(A:), la meme topologie que les semi-normes | | ^ Q / | | 2 ,
c'est-a-dire sa topologie habituelle d'espace de Frechet (voir [1], pp.
565), et:

\\Xafh = (Jk \Xaf(y)\2 dy^j , a = (a,, ... , am) G Nm.

4.1. Soit ^{V) Γespace des fonctions C°° , et a decroissance rapide
sur V. On note S?{G) Γespace complete de l'espace ^(V) ® C°°(F)
produit tensoriel de «5^(F) par C°°(AΓ), dont la topologie est definie
par la famille de semi-normes {dι

a », I €N, β eN, aeNn} telle que:

dι

a β(f) = supsup (1 + \υ\2γ\\QSDιAv,y)\\2

\a\<p(v,y)eVxK

ou I I signifie la norme sur V associee a (|). Pour l'espace 5?{G)
(voir aussi [11], Chapitre 45).

L'espace 3^{G) est un espace de Frechet (voir [8], Lemme 2 et
Proposition 1), et ce qu'on appelle l'espace des fonction C°°, et a
decroissance rapide sur G, ou Vespace des Schwartz de G.

De meme on definit l'espace de Schwartz de V x K x K, qu'on
notera

4.2. Soit <9χ(V x k x K) Γensemble des fonctions F(v x, y) sur
V x K x K, iΓ-invariantes au sens (3.6) et telles que:

(i) F(v ;x,y) est C°° sur V xKxK\
(ii) V α e N w , jff G N et / G N, il existe une constante Cι

a β telle
que:

ou Dy est Γoperateur differentiel (1 — Δ) agissant sur la variable y.
On munit <9fc(V xKxK) par la topologie definite par la famille des
semi-normes:

γι

a β(F)= supsup (l + \v\2Y\\Q%Dl

yF(v;x,y)\\2

\a\<p(v,x,y)eVxKxK

oix α G N " , |α| = α i + + α Λ , j ? G N e t / € N . Alors
est un espace de Frechet (voir [8], Proposition 2). De meme on defini
les espaces DK(V x K x K) et de C|°(F x K x K) respectivement,
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alors on a:

4.3. PROPOSITION. Les conditions suivantes sont verifiees:

(i) ~: C°°{G) -• Cf?(VxKxK) est un isomorphisme Topologique.
(ii) ~: D°°(G) —• Dχ(VxKxK) est un isomorphisme Topologique.

(iii) ~:c5^(G) —• S^ciVxKxK) est un isomorphisme Topologique.
oil ~ est I'application de C°°{G) dans C°°{V xKxK) definie par:

-(/) = /
la demonstration de cette proposition est identique a celle donnee dans
([8], Lemme 3).

4.4. COROLLAIRE. Les conditions suivantes sont equivalentes:

(i) ~: Dr(G) —• Z>^(F x K x i£) etf w« isomorphisme Topologique.
(ii) ~: ε'(G0 —• ε'κ{V x KxK) est un isomorphisme Topologique.

(iii) —: &"(G) —• ^ ( K xK xK) estun isomorphisme Topologique.

Demonstration. C'est une consequence immediate de la Proposition
4.3.

4.5. LEMME (Kumahar [6]). La transformee de Fourier scalaire F
est un isomorphisme topologique de &{G) sur <?k(V xK xK)f pour
les structures d'espaces vectoriels topolgiques Γisomorphisme reciproque
note par F~ι autrement dit, pour toutes fonctions f dans S?(G) on
a :

(4.2) F-1 = /.

Demonstration. Soit & la transformee de Fourier vectoriele sur
V. Alors on a:

(4.3) F = &o -

mais comme & est un isoimorphisme topologique de <9k(VxKxK)
sur S^κ{V xKxK), d'apres la Proposition 2.7 on voit que F est un
isomorphisme topologique de &{G) sur <9κ(V x K x K).

4.6. DEFINITION. On appelle transformee de Fourier scalaire de
S?\G) dans S%(V x K x K) la transposee ΐF~ι de la transformee
de Fourier scalaire F~ι de S*K(V x K x K) sur &{G).

On notera encore par F (au lieu de tF~ι) cette transformee. Alors
on a:

(4.4) (Fτ,φ) = (T,F-1)

pour tout T dans SP\G), et φ dans ^\V xKxK). Alors il en
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resulte de ce qui precede la theoreme suivant:

4.7. THEORfeME. La transformee de Fourier scalaire F est un iso-
morphisme topologique de S*'(G) sur S^(V x K x K).

5. Operateurs diίferentiels invariants sur G.

5.1. Soient g Γalgebre de Lie de G, et gc le complexifie de g. On
note u Γalgebre enveloppante de g c , qui peut etre concideree comme
Γalgebre des operateurs diίferentiels invariant a gauche sur G on note
Uι le centralisateur de t dans U. On fixe une base v\, ... ,υn de
V qu'on pourra supposer orthonormee par rapport a (|), et une base
(X\, ... , Xm) de t telle que Δ = - ΣΊLi xf s o ^ bi-invariant. Tout
element P du U s'ecrit (de maniere unique) sous la forme:

oϋ sous le forme:

(5.1) P
a

ou les a (respectivements β) sont multi-indices (a\9 ... , am) (resp.

= (A , . . . , βn)),υfi = v^ vξ", X" = X^'-Xa

m" , αQ>/? sont des
nombres complexes, et Pα sont des fonctions polynόmes sur V a
valeurs complexes.

5.2. Soit £ reel et soit X dans 6, identifie a Γelement (0, X) de
g. On a alors:

(5.2) f(v;x9 exp -tXy) = /(xv , xy"1 exp tX).

En derivant par rapport a /,on trouve:

(5.3) ( R χ f ) ( v \ x , y ) = (LχfΓ(v χ , y )

oϋ Rx et Lx sont les champs de vecteurs associes a I , l e premier
sur V x K x K ,le deuxieme sur V x K:

(5.4) (Rχφ)(υ ;x,y)= (J^J φ(v;x, exp -tXy),

(5.5) ( L ^ ) ( v ; y ) = ( ^ ) ^ yexpίX), (0 e C°°(F x

On remarquera que les champs de vecteurs Rx et L^ peuvent
etre interpretes de la maniere suivante: Rx est un champ de vecteurs
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sur V x K x K qui en fait n'opere pas sur les deux premieres vari-
ables (υ, x) mais seulement sur y c'est essentiellement le champ
de vecteurs invariant a droite sur K associe a X, etendue de maniere
naturelle en un operateur difFerentiel sur (V x K) x K. De meme pour
Lx, mais ici Lx est invariant a gauche, et c'est un champ invariant
a gauche sur le groupe G = V x K.

5.3. Soit t reel et soit w dans V, identifie a Γelement (w , 0) dans
g. On a alors:

(5.6) f(v + ty~ιw x, y) = f(xv + txy~1w , xy"1).

En derivant par rapport a t, on trouve:

wf(v \x,y) = {wf)~(υ x, y)

oϋ w ~y~xw et:

(5.7) (wφ)(v;x,y)= (jλ φ(v + ty~ιw x, y),

(5.8) (w0)(v y) = ( ^ ) 0((ι;, y ) ( ^ , 0))

oύ comme dans 5.2, i& et iϋ peuvent etre interpretes de la maniere
suivante: w est un champ de vecteurs sur V x K x K qui opere
seulement sur la premiere variable υ comme dans la formule (5.7);
c'est le champ de vecteurs sur V associe a w . De meme pour w,
mais ici w est invariant a gauche, et c'est un champ invariant a gauche
sur le groupe G.

5.4. PROPOSITION. Soit P = Σa PaX
a un operateur differentiel in-

variant a gauche sur G. Alors il exίste un operateur differentiel lineaire
P sur V x K x K, tel que:

Pf = Pf V / G C

Demonstration. En fait si P = Σa PaX
a est un operateur difFeren-

tiel invariant a gauche sur G le calcul precedent montre bien qu'il
existe un operateur difFerentiel note P(w , R) agissant sur la premiere
et la troisieme variables, telque:

(5.9) P(w , R)f(v ;x,y)=Σ Pa(y-lw)Raf(v x, y)

= Ff(υ;x,y)



268 KAHAR EL HUSSEIN

oύ Ra = R®1 R%? chaque Rj n'autre que le champ de vecteurs
Rx (invariant a droite sur K) et Pa(y~ιw) sont des polynόmes de

(y~ιw).

5.5. COROLLAIRE. Soit P un operateur differentiel invariant a
gauche sur G. Alors il existe un operateur differentiel note F sur
Vcx K x K agissant seulement sur la troisieme variable telle que:

(5.10)

Demonstration. En effet, il suίϊit de remarquer que F = &Ό
Done d'apres la Proposition 5.4, on a:

FPf(ζ;x9y)=rFf(ζ;x,y)

(5.11) = Γ(?(w9R)f){ζ9x9y)

pour tout ζ dans Vc et (x, y) dans k, d'oύ le corollaire.

5.6. Si il n'y a pas de confusion Γoperateur Fp s'appelle la trans-
formee de Fourier scalaire oϋ la transformee de Fourier additive de
P. Desormais on notera P la transformee de Fourier scalaire de P,
alors on a:

(FPFf)(ζ;x,y) = Σ^Pa(iy • ζ)R?Ff(ζ;x9y)

( 5 1 2 ) =r?(iy ζ;R)rf(ζ;χ,y)

= P(iy.ζ9R)Ff(ζ;x9y)

ou comme dans 5.6 P(iy ζ, R) est Γoperateur differentiel sur Vc x
KxK agissant seulement sur la troisieme variable et qu'il a la forme:

(5.13)

Pa(iy C) est Γoperateur de multiplication par la fonction y \-*

Pa(y Q.

6. Solution elementaire d'un element P eu*.
6.1. On considere le groupe de Lie B = V x K x K produit direct

de trois groupes V, K, et AT. On rappele que le produit de deux
elements de B est donne par la formule:

(6.1) (v ;x,y), (v';x'9y
r) = (v + v', xx', yy').

Soit G = V x K le groupe de Lie produit direct de V par K, qu'on
pourra identifie au sous-groupe ferme V x {1} x K de B.
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6.2. THEORέME. Soient G le gorupe de deplacements, et P =
Σa PaX

a un operateur differentiel invariant a gauche sur G eta droite
par K. Alors il exist un unique operateur differentiel note Q invariant
a gauche sur G tel que:

(6.2) Pf(v 1, y) = (Qf)(v 1, y), V/ 6

avec:

(6.3) Q

oil LQ = L*1 L^m, chaque Lj n 'autre que le champ des vecteurs Lx

(invariant a gauche sur K) associe a Xj (1 < j <m).

Demonstration. Soit v la representation reguliere gauche de K.
Alors pour tout / dans 3f{G), on a:

(6.4) *>(/oτfc) (ί ^ , y) = τ̂,o(/>/) ({ x , y)

pour tout ζ dans V et (x, ^ , k) dans K x K x K. En faisant le
calcule du premiere et du seconde membre de Γequation (6.4), on
trouve:

FP(foτk)(ξ;x9y) = P(y ξ, R)Ff(ζ;x, k~ιy)
et:

Fτko{Pf){ξ;χ,y) = P(k-ιyξ, R)Ff(ξ x, fc"^).

Done, on a:

P(y ί, i ? ) F ^ ; x, k~ιy) = Pίfc-^ί, R)Ff(ξ;x, k~ιy)

ou encore:

pour tout ξ dans F et (x, y, fc) dans KxKxK. On en deduit de
Γequation (6.5) que Γoperateur P(y ξ, R) est un operateur invariant
a gauche sur Â  dont les coefficients sont des fonctions polynόmes sur
V, on a done:

(6.6)

oύ La — L^1 L°^r chaque Lj n'est autre que le champ des vecteurs
invariant a gauche sur K associe a Xj. Soit Pa{w) Γunique operateur
difFerentiel (a coefficients constantes) sur V qui correspond naturelle-
ment au polynome Pa(ζ) - Alors Γoperateur

est un operateur difFerentiel invariant a gauche sur G
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6.2'. Le passage de Pa Q et vice-versa, est donne par les diagrams
commutatfs suivants:

ϊ i
S%{B) FΛ ft

I i

I I

6.3. Remarques. Le Theoreme 6.2 dit en definitif que pour P dans
we il est possible d'associer un operateur differentiel Q invariant a
gauche sur G tel que:

(6.7')

car si P € uι, on a:

(jkϊpfKv ;χ,y) =

pour tout (υ, x,y) dans V x K x K, et / dans C°°(G). Alors
par un simple calcule, on montre qu'il existe un operateur differentiel
invariant a gauche sur G, tel que (6.7)' soit verifie.

6.4. Soit A(ξ) € End(£"y), dont les coefficients dan une base or-
thonormalde Ey sont des polynόmes ajj(ξ). On note A{ξ) lamatrice
de coefficients α, 7 (^) dans cette base, ou:

1/2

et:

aij(ζ){a) = /a'nn , at = (a2, . . . , an)

Cette definition ne depend pas de la bas orthonormale choisie, et
on a:

β

On peut maintenant enoncer ce qui suit:

6.5. THEORfeME. Soient G le groupe des deplacernents, P un opera-
teur differentiel invariant a gauche sur G et a droite par K. Alors les
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conditions suivantes sont equivalantes:

(i) P admet une solution elementaire sur G.
(ii) // existe une constante C > 0, et un entier I e N tel que pour

tout y dans K, lafonction {de ζ) det P(ζ9 y) ne soit pas identique-
ment nulle sur Vc et:

(ωP(0,y)Y
< Cdt{y)

(detP(0,y))'

oil les P(ζ, γ) sont les coefficients de Fourier de P, d[(γ) les coeffi-
cients de Fourier de Dι, et ωP(0, γ) est la comatrίce de P(0, γ).

Demonstration, Soit E e 3f'k{V x K x K), tel que:

PE(υ , y) = δG(v , y)

oύ δg est la mesure de Dirac a Γelement neutre de G et E(v , y) est
la distribution sur G, telle que:

(6.8)

pour tout / dans 2{G). D'apres le Theoreme 6.2, on a:

(PE)(υ;

= δG(v ;l9y) = δ~{y y)

pour tout (v , y) dans V x K. Done dire que E e3f'(G) est une so-
lution elementaire de P sur G equivaut a dire que £7|— la restriction

de E a G est une solution elementaire de Q sur G. Ceci montre
a la fois que (i) implique (ii) et (ii) implique (i) (voir [1], Theoreme
III), d'oϋ le theoreme.

7. Le cas particulier des groupes de deplacements de Cartan.
7.1. Soit GQ un groupe de Lie semi-simple connexe reel de centre

fini; go son algebre de Lie go = £®P u n e decomposition de Cartan de
0o Soit K le sous-groupe compact maximal de Go correspondant
a K. En pernant pour V Γespace vectoriel sous-jacent a p, muni
de Faction adjoint de K. On construit le groupe des deplacements
de Cartan G = V xAd K produit semi-directe de V par K. Notons
α un sous-espace de Cartan de p et oc son complexifie, sous-espace
vectoriel complexe de pc .

Soient M le centralisateur de α dans K, et 9Jt son algebre de
Lie. On choisit une base (Xi, . . . , Xn) de SDt, telle que Foperateur
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DM = (* ~ Σ!i-\xf)1 (I € N) soit bi-invariant sur M. On note
dι(σ) les coefficients de Fourier de Dι. On aura a faire intervenir
le groupe reductif connexe complexe Kc, qui est le complexifie (uni-
versel) de K par construction, ce groupe Kc est un sous-groupe du
groupe lineaire de p c il opere done naturellement dans p c .

Reprons maintenant dans cette situation les objets, P(ζ, γ), avec
γ dans K et ζ dans pc. La fonction (de ζ) det P{ζ, γ) etant
ϋΓ-invariante, elle est aussi ^-invariant par prolongement analytique
(car πf (/?) est ΛΓ-invariant au sens (3.5)).

7.2. LEMME. Les deux proprietέs suivantes sont equivalantes.

(i) pour tout γ dans K, la fonction polynome {de ζ) det P(ξ, γ)
n 'est pas identiquement nulle sur pa.

(ii) pour tout γ dans K, la fonction polynome de {de ζ) det
P{ζ, γ) nfest pas identiquement nulle sur oc.

Demonstration. Supposons det P{ζ, y) = 0 pour tout ζ dans
oc. Du fait de Γinvariance sous K remarque plus haut, il vient que
det P(ζ9 γ) = 0 pour tout ζ dans Kc ac (reunion des ΛTo-orbits
rencontrant oc). Or ce dernier ensemble est Zariski dense dans p c

([6]). Done det P(ζ, γ) = 0 pour tout ζ dans p c . Ainsi (ii) implique
(i), Γimplication inverse etant triviale.

7.3. THEORέME. Soit G le groupe des deplacement de Cartan, et
soit P un operateur diffέrέntiel bi-invariant sur G. Alors P admet
une solution elementaire sur G si et seulement si P verifie la conditon
de A. Cerezo et F. Rouviere i.e. pour tout a dans M, // existe une
constante C > 0, et un entier I e N, telle, que.

| |P(0, σr\\'x <Cd{{a).

Demonstration. D'apres le Theoreme -6.2 pour tout / dans 3f{G)
on a:

FPf{ζ; x, y) = FP{y ζ, R)Ff{ζ; x, y)

pour tout ζ dans VC9et (x9y) dans K\ oύ P{ζ,L) comme dans
(6.6) est un operateur difFerentiel invariant a gauche sur K dont les
coefficients sont des fonctions polynomes sur Vc. Si λ dans αc, alors
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d'apres ([4] Lemme 4.2 et 3.9), on a pour tout / dans 3f{G):

P(λ9 σ)(*-fσ)(λ;x9y) = P(^σ)(^/)*μ ; x, y)

= Γ(Pf)»(λ9x9y).

Pour tout (λ,x,y) dans ax K xK (voir [4] p. 13).
On rappelle que P(λ9 σ) est une fonction polynome sur αc pour

tout a dans M, et:

(7.2) ( ^ Λ ) ( λ ; x , y ) = /
JM

(7.3)
M

(ou ί/z est la mesure de Haar normalisee de M). Appliquons main-
tenant la transformee de Fourier partielle sur K, relativement a la
variable y 9 a Γequation (7.1); on trouve:

(7.4) P(λ9 γ)(£j)*(λ,x, 7) = P(λ, σ)(rj)d(λ;x9 γ)

pour tout γ dans K, σ dans M, et (λ, x) dans αc x K. Λlors on
a une relation entre les P(λ9 γ) et les scalaires P(λ, σ):

P(λ9σ) 0

0 P(λ9σ).

C'est-a-dire que P(λ, y) est une matrice digonalisee dont les valeurs
propres sont les P(λ, σ). Done on a:

(7.5) detP(C, y) = P(ζ, σ)d , C e αc.

Alors on en deduit la suivant:
"La fonction (de ζ) det P(ζ y) n'est pas identiquement nulle sur

F_c pour tout γ dans # si et seulement si la fonction (de£), P(C, σ)
n'est pas identiquement nulle sur αc pour tout σ dans M ". D'oϋ le
theoreme.

7.3. EXEMPLE. Soient K = SO(2, E), V = E 2, et G = E2 x SO(2)
le produit semi-direct de E2 par SO(2), relativement a Faction na-
turelle de SO(2) dans E2 autrement dit, G est le groupe des deplace-
ment du plan; il est reoluble mais non simplement connexe et e'est le
groupe des deplacements de Cartan associe SL(2, E). Notons (e\, βj)
la base canonique de E 2, et X = ( ^ Q) e'est une base de Falgebre
de Lie i de K). On posera:
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de sorte que (v\, v2, Y) est une base de Γalgebre de Lie g de G.
D'apres ([2], Lemme II), Γalgebre des operateurs differentiels invari-
ants a gauche sur G, et invariant a droite par K, est engendree par
les deux "operateurs":

tandis que celle des operateurs differentiels bi-invariants par G est
engendree par Px.

Soit P = Y^rqar^qP[P^, les ar,g etant des nombres complexes.
Alors, pour ζ = (ζ\, ζ2) dans C 2 , Γoperateur πζ(P) est Γoperateur
differentiel invariant a gauche sur SO(2).

πζ(P) = (C, L) = Σi-l)2^,^ + φrL«

oϋ L est le champ de vecteurs sur SO(2), associe a X (dans les coor-
donnees habituelles: L = d/dθ). La condition (ii) du Theoreme 7.3
s'exprime ici de la maniere suivante:

Pour tout entier m, il existe r tel que:

et il existe une constante C > 0 et un entier / G N telle que:
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