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The rigidity of some analytical or partially analytical objects: func-
tions, distributions and hyperfunctions whose support has a compact-
ness property is studied by the mean of testing families called "suites
d'unicite". The lack of rigidity of partially analytical hyperfunctions
with arbitrary support is also discussed by using a weakened form of
a Sato's conjecture and a special type of valuation operator.

1. Introduction. Certains theoremes d'unicite pour les fonctions ana-
lytiques d'une ou plusieurs variables complexes, font intervenir les
valeurs prises par les derivees successives fW de la fonction etudiee
en certains points zk de Cn .

De nombreux auteurs ont aborde ce genre de problemes, parmi
lesquels: Alander, Boas, Gontcharoff, Polya, Erdόs, Renyi, Wilf, etc.
Certains de leurs resultats ont ete retrouves ou generalises par L. A.
Rubel et B. A. Taylor [RT] et Nguyen Thanh Van [N] qui ont utilise
les proprietes de bases de fonctions.

Nous avons etudie cette question par une methode differente, resu-
mee au §2, qui applique a des espaces de fonctions holomorphes des
resultats concernant la totalite de families particulieres [Ml], [M2] et
qui generalisent aux E. V. T. localement convexes ou a leurs duals, le
point de vue de Ph. Davis et Ky Fan [DF] sur les suites totales dans
des espaces normes ainsi qu'un theoreme d'approximation du type de
"Paley-Wiener" ([A] et [B]).

Et si certains de nos resultats coincident avec ceux de [RT] ou [N],
d'autres non, par suite des differences de techniques et d'hypotheses.
Celles que nous faisons dans le Theoreme 2.4 permettent d'interpreter
celui-ci comme mesurant en fait la "rigidite" de la fonction analytique
concernee.

On sait en eίfet qu'une application analytique / d'un ouvert de Cn

contenant Γorigine dans C (ou dans un E. V. T. localement convexe
separe) est completement determinee dans la composante connexe
contenant ce point par la donnee des βk\0) et le Corollaire 2.8 mon-
tre qu'il en est encore ainsi si on remplace cette donnee par celle des
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fk\zk) oϋ (zk)keNn = (zχ(k), . . . , Zn{k))kHk^^kn)eK est une suite

de points de Cn verifiant la condition: Pour tout k e N": zk e Ω l y^
et

avec h = (h\, ... , hn)eWί e t o ΐ l &i/h e s t l e polydisque:

D'une certaine maniere, la suite (zk) mesure la "resistance" de la
fonction analytique / a perdre sa propriete d'unicite.

II nous a done paru interessant de tester sur une telle suite, appelee
suite d'unicite au §3, avec une definition un peu plus generate (Def.
3.1), la rigidite d'autres objets mathematiques possedant une propriete
d'analyticite comme les fonctions analytiques reelles etudiees au §3
ou aux §4 et 5, les distributions et les hyperfonctions analytiques par
rapport a un groupe de variables, dont la definition est precisee dans
[Kl] ou [SKK].

Ce point de vue se justifie parce que les hyperfonctions analytiques
par rapport a un groupe de variables et dont le support a une projection
compacte sur Γespace des autres variables, possedent deja, par rapport
au premier groupe de variables, la propriete d'unicite forte, autrement
dit sont testees positivement sur la suite nulle, comme on peut le voir
dans un article de Kaneko [Kl].

Relativement a la rigidite de leur comportement, on peut comparer
les hyperfonctions de ce type aux fonctions analytiques reelles: il faut
elargir la definition des suites d'unicite en celle d'unicite forte (Def.
4.1) pour obtenir un theoreme d'unicite (Th. 4.3 et 5.3). Certaines
distributions se comportent de la meme maniere mais nous n'avons
pas pu elargir la classe de celles dont le support est quelconque au dela
du sous-espace des fonctions analytiques par rapport a un groupe de
variables reelles et a valeurs dans Γespace des distributions relatif aux
autres variables (Th. 5.5).

Les hyperfonctions analytiques par rapport a une (ou un groupe) de
variable(s) sont encore bien moins rigides puisqu'aucune de nos suite
d'unicite, pas meme la suite nulle, ne peut garantir le resultat d'unicite
souhaite. Cela s'explique en partie par un contre- exemple construit
par Sato [Kl] montrant qu'il existe des hyperfonctions u analytiques
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par rapport a la variable xn, non identiquement nulles, verifiant la
condition:

Pour tout P(D) e &>$: P{D)u\x = 0 = 0
n

oύ ĉ b est Γensemble des operateurs differentiels a coefficients con-
strants. II a conjecture que la condition en question pouvait entraϊner
la nullite de u si on elargit ^ a ^ 5 ensemble des operateurs locaux
J(D) = Σk CjcD

k d'ordre infini operant sur les hyperfonctions c'est-
a-dire tels que: Pour tout H > 0 il existe A > 0 tel que, pour tout
keNn:

Cette conjuncture a ete demontree par Kaneko [K2]. C. C. Chou
et moi-meme ([CM], Th.) avons montre que pour obtenir le resultat
il suffit en fait de prendre une classe intermediaire d'operateurs, soit
£?, qui est la reunion pour toutes les classes de fonctions non quasi-
analytiques, des ensembles d'operateurs d'ordre infini operant sur ces
classes, c'est-a-dire:

P(D) = J2 ckDk € .2* si, et seulement si:

<+00
M\k\

On peut obtenir (Th. 6.5) un autre prolongement de cette conjecture
en associant a une suite d'unicite forte un ensemble Ψ d'operateurs
de valuation locale V{DXn) tels que si u est une hyperfonction analy-
tique au voisinage de 0 par rapport a la variable xn et que pour tout

V(DXΛ)U\X=0ΈΞ0,

alors u est identiquement nulle au voisinage de 0.

2. Theoremes d'unicite pour fonctions analytiques d'une ou plusiers
variables complexes. L'espace ^°(Ω) que decrit le Theoreme 2.4 n'est
pas reflexif ni meme semi-reflexif, ce qui aurait pourtant ete commode
([M2], Prop. 3.1) pour retraduire dans l'espace les proprietes de to-
talite etablies dans le dual pour certaines families. Les lemmes et la
definition: 2.1, 2.2, 2.3, exploitent une propriete plus faible que la
semi-reflexivite mais pouvant la remplacer.

2.1. LEMME. (A!) Soient: X un sous-espace d'un E. V. T.L.C sέparέ
Y, Xf et Yf leurs duals respectifs, X" le bidual de X. I etant un
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ensemble d"indices, soit (Lj)ιe/ une famίlle de formes lineaires contin-
ues sur X.

(A2) On suppose qu'il existe un isomorphisme algebrique de Y sur
X": y -+ φ tel que pour tout LeXf on ait:

φ(L) = L(y)

T G Y' designant un prolongement bien determine de L. Alors, une
condition necessaire et suffisante pour que lafamille (£/)/£/ soit totale
est:

(P) les conditions: y eY et ~Liiy) = 0 pour tout i e I f impliquent
y = 0.

Demonstration. Puisque (L/)/€/ est totale dans X1, soit done y eY
tel que: pour tout i e I: ~Li(y) = 0.

D'apres Γhypothese, il existe φ € X" tel que:

pour tout LeX': φ(L) = T(y).

Dire que (L/)/e/ est totale dans X' signifie que les conditions
ψ e X" et ψ{Li) = 0 pour tout i e / impliquent ψ = 0. On a
done:

pour tout i e I: φ{Li) = Έi(y) = 0.

Ceci entraϊne que φ = 0, done aussi y = 0, par isomorphisme. La
condition est done necessaire. Pour montrer sa suffisance, supposons
que la condition (P) soit verifiee et soit done φ e X" tel que:

pout tout i e I: φ{Li) = 0.

D'apres Γhypothese, il existe done y eY tel que:

φ{L) = Z(y) pour tout L e Xf.

On a alors:

pour tout iel: φ{L{) = Σ/0>) = 0.

On en deduit que y = 0, done aussi, par isomorphisme, que φ = 0.
Les definitions et le lemme suivants vont preciser un cas oύ Γhypo-

these Aι du Lemme 2.1 est verifiee.

2.2. Definition. Soit V un espace vectoriel sur C, / un ensemble
d'indices, S Γensemble des families de scalaires indexees par / , φ
une bijection de V sur une partie a de S
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telle que, pour chaque i e I, Γapplication lx : x —• a\ soit une forme
lineaire sur V.

Si FT est un sous-espace de V, W muni d'une topologie compati-
ble avec sa structure d'espace vectoriel, nous precisons que la famille
(Xi)iei d'elements de W est une base de W si U{Xk) = $ik P° U Γ t o u t

/ E / et k G / et si pour tout x e W 9 la famille {U{x)xϊ)iei est
sommable dans W et a pour somme x .

Soient encore # une application de / dans R+, F le sous-espace
de V forme des x tels que:

s u p H M < + 0 O ,

£• le sous-espace de V forme des x tels que:

q{ι)

2.3. LEMME. 5/ F est muni de lα norme \\x\\ = sup/e/(|//(.x)|/#(/)),
£ dfe /α topologie induite, si σ comprend toutes les families
tellesque suρz6/(|<2/|/#(/)) < +oc et sfil existe dans E une base
alors:

II existe un isomorphisme algebrίque de I sur le bidual E" de E,
y —• φ, permettant de prolonger selectίvement tout L e E1 en L e Ff

telque φ(L) =

Demonstration abregee. (a) Caracterisation du dual Er de E.
(ai) Soit x = ΣieIli(x)Xi € E. Comme on a: L e E1 alors:

^(^) = Σieili(x)L{Xi). Et L(p^) = Σy€Jr«(ΛIL(^)l est borne
quand on prend Pk = ΣjeκQU)elθjχjr> oί1 7 e s t choisi de maniere
a ce que eιθjL(Xj) = |L(.X/)| pour j e K, partie bornee de / , de
sorte que ||/7^|| = 1. II en resulte que la famille (|L(x/)|#(/))/6/ est
sommable dans R.

(a2) Pour toute famille φi)iei d'elements de C telle que
(\bi\q(i))iei soit sommable dans R, il existe un unique L e E' tel
que L(Xi) = b\.

Nos hypotheses montrent facilement que L est defini par L(x) =

Σ,-€/Ί (*)*«-
(b) (//)/e/ est une base forte de E1.
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On considere les formes lineaires sur E1: βi%. L —• L(Xf) et on a
les maj orations:

ieK E' iel\K

qui prouvent que la famille (/?, (L)//)/6/ est sommable dans E' et a
pour somme L.

(c) Le prolongement de LeEf.
Comme la famille (\L(Xi)\q(i))iej est sommable dans R et que

pour tout y eF: |//(y)| < 0(/) | | )>| |F > on peut poser:

16/

Done L est continu sur F et prolonge L a F.
(d) Caracterisation de Γisomorphisme de i 7 sur E".
(di) Si y G -F, Γapplication φ: L -^ T(y) de J?' dans C est

fortement continue sur E* comme le prouvent les inegalites suivantes,
la seconde resultant de ||p^|| = 1:

\L(y)\ < Γ £ mxi)\q(i)\ \\y\\F et ^ \b(Xi)\q(i) < \\L\\E.
V /€/ / iel

(d2) Reciproquement, soit φ eE".
Pour tout L = Σ / € / ft//,- G £"' on a:

^ ^ e t

La restriction de p a F etant un bijection de i7 sur φ(F) c σ,
contient done toutes les families (fl/)i€/ telles que

p ( | / | / ί ( ) ) +oo.
iei

II existe done y e f determine par la bijection φ~ι de φ(F) sur

tel que:

/€/ 16/

2.4. THέoRfeME. Soit Ω un ouvert connexe de Cn, contenant Vori-
gine, ^(Ω) I 'espace des fonctions holomorphes dans Ω, σ& I'ensemble
des families (βk\0)/k\)keNn obtenues guand f decrit ^ (Ω), q une
application de Rn dans R^ telle que σ& contienne toutes les families
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(ak)keNn pour lesquelles sup(\ak\/q(k)) < +oc. On designe par (fq(Ω)
le sous-espace de ̂ (Ω) des fonctions f telles que

sup(\βk\0)\/k\q(k)X+oc

et on considere la famille {zk)ke^n ou zk = (z\(k), ... , zn(k)) e Ω
pour laquelle on suppose que pour tout fceN":

oil H est une constante. Alors, si f e ^ ( Ω ) et si f^k\zk)
 = 0 pour

tout k G Nn, / est identiquement nulle.

Demonstration. Elle passe par plusieurs etapes.
(a) L'application lk\ f -+ ak = βk\0)/k\ est une forme lineaire

sur #(Ω) et Γapplication / -> (ak)keNn est une bijection de
sur σςi.

(b) Soit ^°(Ω) le sous-espace des fonctions / telles que

En munissant ^ ( Ω ) et ^ ( Ω ) de la topologie decrite au 2.2, on peut
voir que la famille {fk)kew

n definie par fk(z) = zk, est une base de
i. Cela resulte de ce que, pour toute partie finie / de Nn :

= sup ' Λ l

keJ

et de ce que l'application: k -> \ak\/q(k) de N dans R a pour limite
0 suivant le filtre des sections de N.

(c) Soit Lk la restriction a < °̂(Ω) de la forme lineaire lk . Alors la
famille (Lk)keNn est totale dans [^°(Ω)]'.

En effet, tout L 6 [<̂ f (Ω)]' pour lequel on peut ecrire, suivant la
base fk:

L(f) = Σ lkif)L{fk) Pour tout / e

peut etre prolonge d'apres le Lemme 2.3, en Z G [^(Ω)]' tel que:

k(g)L(fk) pour tout * G
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Ceci etablit d'une part Γisomorphisme algebrique de ^(Ω) sur

φ(L) = L(g) pour tout L e [<?°(Ω)]'

et prouve d'autre part que le prolongement de Lk a ^(Ω) n'est autre
que la forme lineaire sur ^ ( Ω ) :

Dire alors que les conditions g e ^ ( Ω ) et T,k(g) = 0 pour tout
k eNn impliquent g = 0 n'est que reformuler un enonce classique
sous la forme de la condition (P) du Lemme 2.1 dont les hypotheses
sont par ailleurs verifiees. On en deduit done que la famille (Lk)keNn
est totale dans [^°(Ω)]'.

(d) Soit (Mk)keNn la famille des formes lineaires sur ^°(Ω) definie
par Mk(f) = βk\zk)/k\. Alors cette famille est totale dans [^(Ω)]'.

Pour le prouver, on commence par calculer Mk(f) pour
/ = Σk akfk £ ^°(Ω), par la serie de Taylor a Γorigine ce qui montre
que:

et permet de calculer le prolongement Jfj^ de Mk en g €

Soient ^ une partie finie de Nn et (λk)keNn une famille quelconque
de coefficients complexes. Comme la boule unite B de ^°(Ω) est
caracterisee par les / = Σkakfk tels que \ak\ < q(k), on α, dans

= sup
keA keA keA

L'inegalite resulte du calcul de Lk sur le "polynόme"
PA = Σk^A Q{k)elθkfk € B oix θk est choisi pour que eιθkλk = \λk\.
D'autre part, on a, pour / € B, et en utilisant les hypotheses sur la
famille (zk)keN»:

A:!

<Cq{k) o ϋ C < l .
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Finalement, il existe une constante C, 0 < C < 1, telle que, pour

toute famille finie de coefficients complexes (λk)keAcN

 o n a i t dans

?

<CΣ\λk\q(k)<C
k€AkeA keA

Ceci exprime que les families {Lk)keϊHn et {Mk)keN» sont fortement
voisines dans [^°(Ω)]' au sens de Paley-Wiener ([B], Th. 1.1; [DF],
Th. 4; [M2], Th. 6.1). Comme (Lk) est totale dans cet espace, on en
deduit qu'il en est de meme pour (Mk).

(e) On peut done appliquer le Lemme 2.1 a la famille (Mk). On
en deduit qu'elle verifie la condition (P), ce qui, compte tenu de
Γhypothese, demontre le resultat.

Voici quelques coroUaires plus explicites de ce theoreme, enonces
sans demonstration et obtenus en particularisant Γapplication q et
Γinegalite verifiee par la famille

et Γapplica-2.5. COROLLAIRE. On suppose que la famille
tion q verifient:

et (k+p)\>

les autres hypotheses etant inchangees. Alors le resultat du Theoreme
2.4 est inchange.

2.6. COROLLAIRE. Soient τ = (τ\, τ2, . . . 5 τn) e EJ et %τ Γespace
des fonctίons entieres f de n variables complexes verifiant:

SUp < +CX).

On suppose que la famille {zk)kenn verifie:

Alors, si f G %τ et si βk)(zk) = 0 pour tout k e Nn, f est iden-
tiquement nulle.

2.7. COROLLAIRE. Si f est une fonction enti&re de n variables
complexes de type exponentiel inferieur a Log2/n et si fk{zk) = 0
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pour k e Nn oil les zk vέrifient \zi(k)\ < 1 (/ = 1, 2, . . . , ή) alors
f est identiquement nulle. (Voir [RT], Prop. 16.)

2.8. COROLLAIRE. Si f est analytique dans lepolydisque {|z, | < i?/
/ = 1, 2 , . . . , n} et si βk\zk) = 0 pour k e Nn oil les zk verifient:

Σ(I±p)l(MY<H<2,
V k\p\ \ r J ~P

ou r = (ri, r 2, . . . , rn) verifie r, < Rt (i = 1, 2, ... , n), alors f est
identiquement nulle.

3. La rigidite forte des fonctions analytiques (Tune ou plusieurs vari-
ables complexes. Le resultat du Corollaire 2 suggere la definition suiv-
ante qui fait jouer a une certaine suite le role d'une suite-test:

3.1. Definition d'une suite d'unicite. Soit h = {hx, . . . , hn) e M+ .
Ωiβ designe le polydisque:

I z e Cn, \zi\ < T- pour / = 1, 2 , . . . , n \

Une suite (zk)keNn = (z\(k), . . . , zn(k))keNn de points de Cn est
dite A-suite d'unicite si elle verifie la condition (Ci):

II existe No e N tel que pour tout k = (kλ, k2, . . . , kn) € Nw,
|fc| > JVo, implique:

(3.1) r t e θ 1 / 4 et

On dira que Ω\β est Γouvert associe a la Λ-suite

3.2. REMARQUES. (a) II est evident que la suite (zk) = 0 est une
suite d'unicite.

(b) La condition (3.1) implique que D > 1 et equivaut a:

(3.2)

Pour tout i = 1, 2, . . . , n: \zi(k)\ < (1/Λ/)[1 - φr</k<+ι] oϋ :

ι = l

(c) Une autre expression du premier terme de Γegalite de (3.1) est
aussi:

<«> Σ ^
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En eίFet, elle se deduit immediatement, de:
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p o u r :

k e t p G z = ( * ! , . . . , zn) € C11, \zi\ < 1 (i = 1, 2, . . . , ή).

3.3. THέoRfeME (rigidite forte). Soit f une function holomorphe
dans un voisinage connexe Ω de I'adherence du domaine Ωiβ associe
a une h-suite d'unicite (z^)^^ . On suppose que z> e Ω et que: pour
tout keW\ /W(Zfc) = 0. Alors / = 0.

Demonstration. Si dans la condition (Q) de la Definition 3.1 on a
NQ = 0, alors le resultat est celui du CoroUarie 2.8. En effet, d'apres
Γhypothese, on peut trouver des reels Λ, > l/λ, (/ = 1, 2, ... , ή)
tels que / soit holomoφhe dans ΩR = {|z/| < Rtr, / = 1, 2, ... , n}.

Quand iV0 > 0, on commence par remarquer que:

/W(0)
ik!

sup

< hk sup done
l/A

< oo. On a alors :

k)

h\hk

On en deduit, pour \k\ > Λ

sup
\k\>N0

k\hk < sup l + T(k+Py.
• ^ k\p\ '

< (l + C) sup

oύ, d'apres Γhypothese, 0 < C < 1. On a aussi:

/ w ( 0 )
k\hk

<
k\hk

peK
(k+p)\hk+P k\p\ -(Al^l)*
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d'oϋ on deduit finalement:

/W(0)
(3.4) (1 - C ) sup

\k\>N0
k\hk < sup

f{k)(zk)
k\hk

< (1 + C) sup
/W(0)

Done si βk\zk) = 0 pour tout k, on a aussi f^(0) = 0 pour

|fc|>tfo.
Done / est un polynόme de degre d < NQ — 1. Decomposons le

suivant ses parties homogenes:

f(z)= Σ
\k\=d

Si / = (Ii, . . . , In)
/W(z) = l\aUd = / ( / )(^/) = 0. Done
pour tous les akj tels que \k\ = d.

On montre de la meme faςon que:
proche en proche, que / = 0,

\k\=d-l

JV71 verifie |/| = rf, on voit facilement que
= 0 et il en est de meme

|λ:|=tf-i ak^d-χzk = 0 et, de

3.4. REMARQUE, (a) On peut afFaiblir les hypotheses en supposant
seulement que Ω D Ω1 / Λ avec / e ^(Ω) Π ̂ ( Ω ) .

(b) Bien que βk\zk)/klhk soit borne par Γhypothese que f^
(zk) = 0 pour \k\ > No 9 cela ne suίiit pas a ecrire que \fik\O)/k\hk\
Test mais Γhypothese Ω D Ω j ^ (ou Γhypothese affaiblie du (a) per-
met d'etablir les inegalites (3.4). Supposer seulement que Ω D Ω 1 / Λ

ne suffit pas a la demonstration.
(c) En joignant la relation (3.4) a Γintegrale de Cauchy on en deduit

Γequivalence des topologies definies sur (f{ίlχβ) Π &(Ωiβ) par les
normes:

zeΩ, /h

sup
k

f(k){0)

k\hk sup
k

f{k\zk)
k\hk

3.5. Extension aux applications analytiques. Soit Ω un ouvert de
Cn, E un E.V.T.L.C. separe sur l o u C. Une application / de Ω
dans E est dite analytique si pour tout φ e Ef, φ of est une fonction
analytique dans Ω. Pour tout k eNn on a alors:

Si {zk)keNn est une Λ-suite d'unicite telle que Ω ^ c Ω, les con-

ditions zk e Ω et fW (zfc) = 0 entraίnent done encore que / = 0.
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L'application des suites d'unicite a certaines hyperfonctions analy-
tiques (§6) utilise la version faible (Th. 4.5) du resultat suivant:

3.6. THEORfeME. Soit (fj)jeN une suite de functions analytiques
dans un voisinage connexe de Vadherence du domaine Ω ^ associe a
une h-suite d'unicite {zk)keK . On suppose que zkeΩ et que:

(3.5) IlexisteH<{hkγl\k\

tel que hm sup J = 0.

Alors il existe NQ tel que pour \k\ > NQ^ converge vers 0 dans
Γespace @(£lX/h) des fonctions holomorphes dans Ω1//z muni de la
topologie de la convergence uniforme compacte.

Demonstration. On peut ecrire, pour z e Ωj/^ :

Pour \k\ > NQ defini au 3.1, on voit, compte tenu des hypotheses sur
H et des relations (3.4) que le terme general de cette serie est majore
en module par:

h* ( \ff(

II en resulte que fj ^ converge uniformement vers 0 sur tout com-

pact de Ω\/h-

3.7. REMARQUE. L'une ou Γautre des deux hypotheses supplemen-
taires suivantes entraίne que fj converge uniformement vers 0 sur
tout compact de Ω1 / Λ :

1) JVQ = 0 2) fj converge simplement vers 0 sur un ouvert U de

Ωl/A-
Pour la premiere c'est evident. Pour la deuxieme posons:

fλz)= Σ akjzk+ Σ a*Jzk

\k\<NQ \k\>N0

la suite des polynόmes Pj(z) = Σ|Λ|<ΛΓ
 akjzk converge simplement

vers 0 sur U d'apres Γhypothese, on en deduit alors que pour
\k\ < NQ: lirrίj-^oo akj = ak = 0. II en resulte que Pj converge
uniformement sur tout compact vers P = 0.
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4. La rigidite affaiblie des fonctions analytiques reelles. Quand on
passe des variables complexes aux variables reelles les fonctions an-
alytiques conservent une rigidite en un sens affaibli que precisent la
definition et les resultats suivants:

4.1. Definition d'une suite d'unicite forte. Une suite
(zi(fc),... , zn(k))keNn de points de W1 (ou Cn) est dite d'unicite
forte si elle verifie la condition:

(C 2 ): Pour tout λ e K+ il existe N0(λ) et D(λ) e [1, 2[ tels que
pour tout k eNn

 9 \k\ > NQ implique:

(4.1) e. <D(X)<2,

oϋ Ωχ/λ designe ici le disque {|z/| <

4.2. REMARQUES ET EXEMPLES. (a) Toute suite d'unicite forte est
suite d'unicite au sens du 3.1.

(b) On peut remarquer que (4.1) equivaut a:
(4.2) II existe r/(fc), / = 1, 2, . . . , n, tel que:

- (έ)" '+1
et

(c) Soit h une fonction positive de la variable reelle tendant vers
Γinfini avec elle. Soit v une norme quelconque sur R n . Alors, la
suite (Zfe) definie par:

*/(*/) =
1

h[u(k)]

pour / = 1, 2, . . . , n avec D e [1, 2[ verifie la condition (C2). En
effet λ donne, il existe NQ(X) tel que \k\ > NQ implique h[v{k)] > λ.
Par suite, pour \k\ > NQ(X) , on a:

1 - U Γ avec r, (fc) = - pour tout /.

Remarquons que le facteur \/h[v{k)] peut tendre tres lentement
vers 0, comme 1/ Log(Log |fc|).

4.3. THEORfeME (rigidite faible). Soit fesf(ω) une fonction analy-
tique reelle dans le voisinage reel et connexe ω de Γorigine. Supposons
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qu'ilexiste unesuite (Xk)keNn d'elements de ω qui soit d'unicite forte
et pour laquelle:

pour tout keNn: f{k\xk) = 0. Alors on a: / = 0.

Demonstration, f etant analytique reelle dans ω se prolonge done
analytiquement dans un ouvert connexe Ω de Cn contenant Γorigine.
On peut choisir λ e i?+ assez grand pour avoir: Ω D Ω ^ . Alors (x^)
est une h-suite d'unicite au sens de la Definition 3.1.

II en resulte que / Ξ O d'apres le Theoreme 3.3.

4.4. Extension aux applications analytiques. Soient ω un ouvert
de Rn, E un E.V.T.L.C. separe (sur R o u C ) , / une application
analytique de ω dans E. Alors, si (Xk)keNn e s t u n e s u ί t e d'unicite
forte, les conditions: xk e ω et fik\xjc) = 0 pour tout k e N",
entraϊnent encore / = 0.

Le resultat suivant est la version "reelle affaiblie" du Theoreme 3.6.

4.5. THEORfeME. Soit (Xk)keNn u n e s u i t e d'unicitέ forte dont les
elements sont dans le voisinage connexe et reel ω de Γorigine. Soit

jjw u n e suite de fonctions analytiques reelles verifiant:
(4.3) // existe H > 0 tel que

lim sup ί = 0.
J k\H\k\

(4.4) Pour j assez grand (j > Jo) tous les fj se prolongent analy-
tiquement a un meme voisinage complexe Ω de Γorigine.

Alors il existe Λf0 tel que pour \k\ > NQ, limj^oofj^ = 0 dans
Γespace J / { 0 } des germes de fonctions analytiques au voisinage de
Γorigine, avec sa topologie usuelle.

Demonstration. Les hypotheses permettent de choisir un hf =
(H',H',...,H')e Rn tel que H1 > H et Ω

II existe done TVQ tel que pour \k\> No on ait:

•/<••

On raisonne alors comme pour la demonstration du Theoreme 3.6.

5. La rigidite des hyperfonctions analytiques par rapport a un groupe
de variables et a support verifiant une condition de compacite. Le cas des
distributions. Nous allons voir que les hyperfonctions et distributions



374 J. A. MARTI

en question se comportent vis a vis de la rigidite affaiblie, de la meme
maniere que les fonctions analytiques reelles. (Voir aussi [M3].)

5.1. Rappels—Hyperfonctions et valeurs au bord. Si U est un ou-
vert de Rn, les hyperfonctions sur U sont les elements de 3&{Jϋ) =
Hfiφ, @), (oύ ϋ est un ouvert de Cn tel que U Π W1 = U), nibmQ

groupe de cohomologie relative de U modulo U\U a valeurs dans
le faisceau des fonctions holomorphes (voir par exemple [SKK]). On
sait que u e &(U) peut etre representee par 2n fonctions Fσ G
ffφ ΓΊ (Rπ + iΓσ)) ou N > n + 1 fonctions Fj € &φ Π (Rπ + /T; )),
chaque Γ etant un cone convexe convenable de W et de sommet 0 et
que Γon peut ecrire u comme somme finie d'hyperfonctions "valeurs
au bord"

N

u = ΣFJ{X + iΓjO) = ΣFσ{x + iΓσO).
7=1 σ

On peut preciser que u peut etre representee par exemple de faςon
standard, par une fonction F holomorphe sur U$U = {Jσ Uσ avec:

Uσ = UΠ(Rn + iΓσ) = {zeϋ9σjlmzj>θ,j=l929...9n}

oύ σ = (σ\, . . . , on) avec o}• — ± 1 .

5.2. Definition-Analyticite par rapport a une variable. On dit que
u, hyperfonction de n variables x = {x\, . . . , xn), (et on ecrira
u(x)), est analytique en xn au point XQ si WFu ne contient pas
les deux points (XQ ± idxno6) G l " x iS™~1 (voir par exemple [K],
[SKK]). II en resulte que Γon peut trouver un voisinage U de Xo et
des representations de u du type de celle decrites en 5.1 telles que les
cones Γj aient une intersection non vide avec Γhyperplan {yn = 0} et
qu'on peut trouver e > 0 tel que: Fj e @(U x /(Γ7 n{|y| < ε})). Cest
dire aussi que Γon peut trouver un representant standard F tel que
les Fσ se prolongent analytiquement a travers la partie {Im zn = 0}
du bord des ϋσ. Si l / c l n est un ouvert de Rn, u e &(U) est
analytique si elle Test en chaque point de U.

Si u(x', xn) e 3S{IJ x V) est analytique en xn on peut restreindre
a Γhyperplan {xn = λ}, λe V, Γhyperfonction w et meme son ima-
ge J(D)u par tout operateur local. II suffit pour cela de restreindle
a zn = λ une fonction F definissant u ou J(D)u dans un voisi-
nage convenable de U x {λ} ou meme dans U x V si F est assez
regulier, ce qui induit independament du choix de F les restrictions
u\x =λ ou J{D)u\x=χ qui appartiennent alors a f<3?(U) espace des
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hyperfonctions des (n—1) premieres variables x' = (x\, . . . , xn-\)
L'analycite par rapport a un groupe de variables se definit de la meme
maniere sans difficultes supplementaires.

5.3. THEORfeME. Soit u(x) = u(r, t) (r eW, t eW, p + q = n),
une hyperfonction analytique en t = (xp+\, . . . , xn) sur W x ωs oίi:

ωδ = {t = (xp+ι,..., Xn) e Rq, \xj\ < δj, j = p + 1 , . . . , ή).

On suppose que supp. u c K x ω# oil K c W est compact et qu V
existe dans ωs une suite {tk)kenq d'unicite forte, pour laquelle:

pour tout keNg: D^u\t=tk = 0. Alors u(x) = 0.

Demonstration. II n'y a pas d'inconvenient a supposer p = π - 1,
ήr = l ? r = x', t = xn, δj = δ, ce que nous faisons pour nous
ramener au cas de Γanalyticite par rapport a xn . Soient U un voisi-
nage ouvert relativement compact de K dans E"" 1 et δ1 tel que
0 < δf < δ. On peut trouver β\ et des cones ouverts convexes, de
sommet Γorigine Γ ; c RJ, j = 1 , . . . , N ayant une intersection
non vide avec {yn = 0} et des fonctions Fj(z) holomorphes sur
U x {\xn\ < δ1} x i(Γj Π {|y| < βi}) telles que:

7=1

D'apres [Kl] (Lemme 1.3) les Fj se prolongent en Uj, analytiques
reellessur U\K x {\xn\ < δf}.

Soit alors g(x')h(t) e s/(K) ® &{{\t\ < e}) avec 0 < ε < δ.
Ecrivons *sf(K) aulieude s/{K) pour souligner Γanalyticite par rap-
port aux n - 1 premieres variables.

Notant ' ( , ) dualite entre f&[K] et fsf(K), (sur ces questions on
peut se referer a [S]), on va voir que la fonction t ~> f{u(x', t), g(xf))x

r

est analytique dans {|ί| < δ}. En eίFet on peut ecrire (voir [Kl]
Lemme 1.4):

f(u(x', ί), g(x'))x> = J2

oύ L c U est un compact fermeture d'un voisinage ouvert de K dans
Rn~ι et on calcule le second membre comme

7=1 JLJ
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oύ on a remplace L par Lj avec dLj = dL dans la region complexe

Fj(z9, t) est reelle analytique en t quand z9 G Ly , et Γintegrale
aussi. Derivant sous le signe somme on a alors:

{dt)k

II resulte de considerations usuelles sur les supports singuliers des
hyperfonctions u(x) et Y(ε2 -x2) (voir [Kl]) que leur produit est un
element bien defini de 3B\K x {\xn\ < ε}] = sf\K x {\xn\ < ε}).

Comme les compacts de Rn sont polynomialement convexes, il en
resulte que 's/{K) ®sι/(\xn\ < ε) est dense dans sf(K x {\xn\ < ε}).
Pour prouver que Y(ε2 - x2)u(x) est nul dans stf\K x {\xn\ < ε})
il suίϊit done de prouver que cette fonctionnelle s'annule sur
'sf{K) ®stf{{\xn\ < e}), done finalement sur chaque element de la
forme g{x')h{t) de cet espace. Le calcul donne:

(Y(ε2 - x2)u(x), g(x')h(ή) = Γ (u(xf, ί), g(x'))x<h(t) dL
J-ε

On le voit ([Kl] Lemma 1.4) en calculant le premier membre comme:

oύ γ est un chemin complexe entourant Γintervalle [-ε, ε]. II resulte
enfin de Γhypothese

.^ = 0

pour chaque A:. Done f(u(xf, ί) , ^>/(Λ:/))JC' verifie pour ω = {|ί| < δ}
les hypotheses du Theoreme 4.3 et est aussi identiquement nulle. II
en est done de meme pour Y(ε2 - x2)u(x). Done u(x) = 0 dans
{|JC| < ε} et comme ε est arbitraire, u(x) = 0.

5.4. Le cas des distributions. Soit T e 3f'{U) c 3S{V). Soient:
b: &φlU) -• ^ ( ί / ) Γapplication valeur au bord selon ^ ,
ό': ^(C/)|C/) -> 3f'(U) Γapplication valeur au bord selon 2J1 (voir
par exemple [S]). On sait que (voir par exemple [Ma] et [S]) on peut
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choisirpour T un representant standard F E<^( {/#£/) decomposante
connexe Fσ sur ϋσ (voir 5.1) tel que, si ^ ^ ^

φ -> lim ]Γ / iv(x + iy)φ{x)dx

Dire que Γ est analytique en xn (resp. en xp+\, . . . , xn) au point xo
c'est dire, d'apres 5.2 que Γon peut trouver un voisinage U de XQ et un
F defini comme ci-dessus tel qu'en outre les Fσ se prolongent ana-
lytiquement a travers la partie {Imzn = 0} (resp. { Imz^i = •••
= Im zn = 0}) du bord de C/σ . L'analyticite de T par rapport a une
ou plusieurs variables sur un ouvert de W se definit immediatement
comme en 5.2.

Si T(x) = T(r, t) est une distribution veriίiant en tant qu'hyper-
fonction les hypotheses du Theoreme 5.3, on a bien sur le meme
resultat d'unicite mais on peut se demander si ce resultat est conserve
lorsqu'on renonce a Γhypothese de compacite verifiee par le support
de T.

En conservant done par ailleurs les autres hypotheses et les notations
de 5.3 on peut, pour prouver que T = 0 essayer de se ramener a
montrer que (T9 φψ) = 0 pour tout φ € 2{U) et tout ψ e 3f{ω).
Designons par Π Γapplication de ω dans &(U) definie pour τ e ω
par Π(τ) = Γ | r = τ .

La preuve de l'analyticite de Π entrainerait le resultat. En effet on

et Γextension 4.4 du Theoreme 4.3 entrainerait alors que Π = 0.
Ecrivant:

{T9φψ)= ί U(t)ψ(t)dt
Jω

il en resulterait que (T, φψ) - 0, done, par densite, que T = 0.
Or on a, pour tout φ

ΣI
oϋ Tσ et Fσ sontdefinis comme en 5.1 relativement a Γouvert Uxω,
avec Γβ = Γ σ n ( R ' | - 1 x { 0 } ) .
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Mais Γanalyticite de la fonction t —• Fσ(xr + iy', t) n'est pas trans-
mise en general a Γintegrale par passage a la limite. En effet, d'apres
Kaneko ([Kl], Exemple 4.8), on peut construire une fonction
C°°{U x ω), soit f(xf, t), contenant t comme parametre analytique
en tant qu'hyperfonction mais qui n'est pas une fonction analytique
de t a valeurs dans 3f'{U) et pour laquelle on peut trouver φ e&(U)
telle que Γintegrale:

'(f{x',t),φ{x'))χ.= ί f(xf,t)φ(x')dx'
Ju

n'est pas analytique en t. Mais on a au moins le resultat suivant:

5.5. THέoRέME. Soit T(x) = Γ(r, t)(r eRp, t eRq, p + q = n)
une fonction analytique en t — (xp+\, . .. , xn) ^ co a valeurs dans
S\\J) oil U est un ouvert de W, ω un ouvert connexe de Rg con-
tenant les elements d'une suite (tk)keNq d'unicite forte, pour laquelle:

pour tout keNg: DfT\t=tk = 0. Alors T(x) = 0.

Remarquons que la demonstration des Theoremes 5.3 et 5.5 est
basee sur Γanalyticite d'une application de la variable reelle t a valeurs
dans un E.V.T. ('&[K] dans un cas et 3f'(U) dans Γautre).

Soulignons que dans le dernier cas Γhypothese que t est un para-
metre analytique suffit a definir Γexistence de Γapplication en question
mais pas a etablir son analyticite.

6. La rigidite des hyperfonctions analytiques a support quelconque.
Les hyperfonctions analytiques par rapport a une (par exemple xn) ou
plusieurs variables perdent encore de la rigidite par rapport aux objets
analytiques etudies j usque la. En eίfet, comme le signale Γintroduc
tion, non seulement elles n'ont meme pas la rigidite standard qui cor-
respond au test de la suite nulle, mais encore des tests plus severes
comme celui qui resulte de Faction de Γensemble ^b (resp. ^o,n)
des operateurs differentiels a coeίiicients constants (resp. dans la di-
rection xn) ne suffisent-ils pas a fournir de resultat d'unicite (voir
le contre-exemple de M. Sato cite dans [Kl] p. 402). En elargissant
<̂ o a &, ensemble des operateurs locaux, puis 9°§ 9 n a 3Pn ensembk
des operateurs locaux dans la direction xn , A. Kaneko ([Kl], [K2]) a
demontre une conjecture de M. Sato conduisant au resultat d'unicite
souhaite.

En remplaςant & ou &n par deux types de classes d'operateurs
(Def. 6.1 et 6.3) nous obtenons (voir [CM], [M3]) dans cette partie
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des informations supplementaires sur la rigidite des hyperfonctions en
question. Le resultat du Theoreme 6.2 est signale par A. Kaneko dans
[K3] p. 273.

6.1. Definition d'une classe d'operateurs operant sur les hyperfonc-
tions. On designe par J? la reunion, pour toutes les classes de
fonctions non quasi-analytiques des ensembles d'operateurs d'ordre
infini operant sur ces classes, c'est-a-dire: P(D) = Σk CkD

k e S*
si et seulement si ([C] p. 1 a 4):

M\k\

J&n designe alors le sous-espace de 3* des operateurs diίFerentiels
suivant xn.

6.2. THέoRέME ([CM], Th.). Soit u(x) = u(x', xn) une hyperfonc-
tion de
que:

n~ι
x R), analytique par rapport a la variable xn telle

pour tout P{DXH) G S>n: P(DXn)u\XnQ ΞΞ 0. Alors u = 0.

Demonstration. On se ramene, suivant [Kl], a prouver qu'une suite
(fj)jeN d'elements de Γespace s/{0} des germes de fonctions analy-
tiques a Γorigine tend vers 0 si et seulement si pour tout PN(D) G <2f
de la forme normale (c'est-a-dire PN(D) = P\(Dx)...Pn(Dx)) on

Le resultat est deduit des deux propositions suivantes demontrees
dans [CM]:

(Pi) Soit (fj)jeN avec /} e A{0}, tel que:

Dkfj(0)
pout tout H > 0 lim sup

HkMu

= +oo.

Alors il existe un PN(D) G &, de la forme normale, tel que la suite
(PN(D)fj)(0) ne tende pas vers zero.

(P2) Pour toute suite {fj)j&i non bornee de ^{0}, il existe alors
une sous suite notee encore (fj)jeN e t u n e s^ite |Af/| satisfaisant aux
conditions (a) (b) (c) de [C] telles que pour tout H, on ait:

Dkfj(0)
lim sup

En perturbant un operateur local au moyen d'une suite d'unicite,
on obtient maintenant une autre extension.
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6.3. Valuation locale associee a une suite de nombres reels. Soient
(h)keN une suite d'elements de R telle que pour tout k: \tk\ < γ et
(Q)fceN u n e s u i t e d'elements de C telle que lim^oodQIΛ;!)1/^ = 0.
Soient encore u(xf, xn) e 3§{IJ x \\xn\ < δ}) et

Fσ(z)e<f(ux{\xn\<δ})σ

les composantes connexes d'un representant F de w. On peut alors
poser: V{DXn)u = E σ # o ( * + iΓσ0) oύ

Hσ(zf , z n ) = T CkD
k

z F σ ( z ' , z n + tk) G ί ~ ^ ^
k

II en resulte que V(DXn) envoie &(U x {\xn\ < δ}) dans
x \\xn\ < δ - γ}). On peut done prendre la restriction

V(DXn)U\Xn=o e 3S{JJ) que Γon appellera valuation locale de u suiv-
ant (tk)keN' On remarque que si tk = 0 pour tout k, V(DXn) n'est
autre que Γoperateur local J{DXn) bien connu.

On a bien sur des definitions et consequences analogues pour les
fonctions analytiques ά$ s/(U x ({\xn\ < δ}).

6.4. THέoRfeME. Soit {Fj)je^ une suite de fonctions analytiques
reelles dans ω = {\t\ < δ} dont les elements se prolongent, a partir
d'un certain rang a un certain voisinage complexe et connexe Ω de 0,
contenant les elements tk e R, \tk\ < γ < δ, d'unesuite d'uniciteforte;
on suppose que ΩnRc {\t\ <δ -γ} et que pour tout operateur local
devaluation V{Dt) associέ a {tk)\ l i m ; ^ V{Dt)Fj{0) = 0. Alors
lim^oo Fj = 0 dans J / { 0 G R}.

Demonstration abregee. On commence par montrer Γexistence de
H > 0 tel que

lim sup
J k

Flk)(tk) = 0

par un raisonnement analogue a celui qu'utilise le theoreme de [CM] et
en utilisant pour un h convenable, les majorations (3.4). On applique
alors le Theoreme 4.5.

6.5. THέORfeME. Soit u{x) = u(x' 9 xn) une hyperfonction analy-
tiquepar rapport a la variable xn definiedans Ux{\xn\ < δ} oύ U esϊ
un ouvert de W. Soit {tk)ke^ une suite d'elements de R\tk\ < γ < δ.
On suppose que pour tout operateur V(DX) de valuation local associe
a tk suppose d'unicite forte:

V(DX )u\x =o = 0 dans'^(U).
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Alors u(x) = 0 dans un voisinage de U x {0}.

Demonstration abregee. Pour demontrer que u{x) est nul au voisi-
nage de tout point XQ de U x {0} qu'on peut supposer Γorigine,
il suffit de montrer, d'apres Kaneko ([Kl] Th. 3.5 et 3.10) que
Wj(x) = Y(^ - x%)v(x , 8j) tend vers 0 dans J / { 0 } quand y —> oo
(et 8j —• 0), oύ υ(x, ε) = (υ(yf, xn)/E(x' -y1, ε))y>

Έ(xf, ε) designe le noyau de Poisson a n - 1 dimensions, ι (jt)
une hyperfonction a support compact K, ' ( , ) la dualite entre '&(K)
et fsf{K), M(Λ ) coϊncidant avec v, a une fonction analytique pres,
au voisinage de 0. Pour chaque j , wj(x) = Wj(xr, xn) est analytique
en x au voisinage de 0: Γhypothese sur u(x) entraϊne alors que pour
tout operateur local normalise a n - 1 variables, JN{DX>) :

Le calcul de Wj montre en outre que les fonctions xn -> Wj(0, xn)
se prolongent analytiquement a un meme voisinage complexe Ω de
Γorigine qui contient done tous les points de t^ pour k > NQ. Sup-
posons d'abord NQ = 0. D'apres le theoreme 6.4 la suite de fonction
(xn —> JN(Dx<)Wj(0, xn))jEn tend vers 0 dans J / { 0 G i?}. Par suite,
pour tout operateur local en xn, J(DXn):

et il en resulte que wj -* 0 dans J / { 0 } ([Kl], [K2]). Si No > 0,
le meme raisonnement prouve d'abord que dku(x)/(dxn)

k = 0 pour
k > No dans un voisinage de {7 x {0}. On en deduit alors que:
u(x) = ΣJ<N Aj{x')xJ

n , polynόme en xn a coefficients hyperfonctions
de la variable xf = (*i, . . . , xn-ι)- Appliquant encore a u(x) les
operateurs de valuation locale V(DXn), on en deduit finalement que
u(x) = 0 au voisinage de U x {0}.
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