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The rigidity of some analytical or partially analytical objects: func-
tions, distributions and hyperfunctions whose support has a compact-
ness property is studied by the mean of testing families called “suites
d’unicité”. The lack of rigidity of partially analytical hyperfunctions
with arbitrary support is also discussed by using a weakened form of
a Sato’s conjecture and a special type of valuation operator.

1. Introduction. Certains théoremes d’unicité pour les fonctions ana-
lytiques d’une ou plusieurs variables complexes, font intervenir les
valeurs prises par les dérivées successives fK) de la fonction étudiée
en certains points z; de C”".

De nombreux auteurs ont abordé ce genre de probléemes, parmi
lesquels: Alander, Boas, Gontcharoff, Polya, Erdos, Rényi, Wilf, etc.
Certains de leurs résultats ont été retrouvés ou généralisés par L. A.
Rubel et B. A. Taylor [RT] et Nguyen Thanh Van [N] qui ont utilisé
les propriétés de bases de fonctions.

Nous avons étudié cette question par une méthode différente, résu-
mée au §2, qui applique a des espaces de fonctions holomorphes des
résultats concernant la totalité de familles particulieres [M1], [M2] et
qui généralisent aux E. V. T. localement convexes ou a leurs duals, le
point de vue de Ph. Davis et Ky Fan [DF] sur les suites totales dans
des espaces normés ainsi qu’un théoréme d’approximation du type de
“Paley-Wiener” ([A] et [B]).

Et si certains de nos résultats coincident avec ceux de [RT] ou [N],
d’autres non, par suite des différences de techniques et d’hypotheéses.
Celles que nous faisons dans le Théoréme 2.4 permettent d’interpréter
celui-ci comme mesurant en fait la “rigidité” de la fonction analytique
concernée.

On sait en effet qu’une application analytique f d’un ouvert de C”
contenant I’origine dans C (ou dans un E. V. T. localement convexe
séparé) est completement déterminée dans la composante connexe
contenant ce point par la donnée des f*)(0) et le Corollaire 2.8 mon-
tre qu’il en est encore ainsi si on remplace cette donnée par celle des
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f8(zi) ob (zp)kent = (21(K) 5 -+ s Zn(k)) =ik, ...,k yene €St une suite
de points de C" vérifiant la condition: Pour tout k € N*: z; € Qy

et
n 1 k1+1
I1 (1 —hiiz,-(k,-n) <D<2,

i=1

avec h=(hy, ..., hy) €R] etou Q,, estle polydisque:
n 1 :
zeC ,|zi|<Fpourl=1,...,n .
1

D’une certaine maniere, la suite (z;) mesure la “résistance” de la
fonction analytique f a perdre sa propriété d’unicité.

Il nous a donc paru intéressant de tester sur une telle suite, appelée
suite d’unicité au §3, avec une définition un peu plus générale (Déf.
3.1), la rigidité d’autres objets mathématiques possédant une propriété
d’analyticité comme les fonctions analytiques réelles étudiées au §3
ou aux §4 et 5, les distributions et les hyperfonctions analytiques par
rapport a un groupe de variables, dont la définition est précisée dans
[K1] ou [SKK].

Ce point de vue se justifie parce que les hyperfonctions analytiques
par rapport a un groupe de variables et dont le support a une projection
compacte sur I’espace des autres variables, posseédent déja, par rapport
au premier groupe de variables, la propriété d’unicité forte, autrement
dit sont testées positivement sur la suite nulle, comme on peut le voir
dans un article de Kaneko [K1].

Relativement a la rigidité de leur comportement, on peut comparer
les hyperfonctions de ce type aux fonctions analytiques réelles: il faut
élargir la définition des suites d’unicité en celle d’unicité forte (Def.
4.1) pour obtenir un théoréme d’unicité (Th. 4.3 et 5.3). Certaines
distributions se comportent de la méme maniére mais nous n’avons
pas pu élargir la classe de celles dont le support est quelconque au dela
du sous-espace des fonctions analytiques par rapport a un groupe de
variables réelles et a valeurs dans I’espace des distributions relatif aux
autres variables (Th. 5.5).

Les hyperfonctions analytiques par rapport a une (ou un groupe) de
variable(s) sont encore bien moins rigides puisqu’aucune de nos suite
d’unicité, pas méme la suite nulle, ne peut garantir le résultat d’unicité
souhaité. Cela s’explique en partie par un contre- exemple construit
par Sato [K1] montrant qu’il existe des hyperfonctions u analytiques
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par rapport a la variable x,, non identiquement nulles, vérifiant la
condition:
Pour tout P(D) € %: P(D)u|x -0 =0

ol A, est 'ensemble des opérateurs différentiels a coefficients con-
strants. Il a conjecturé que la condition en question pouvait entrainer
la nullité de u si on élargit &, a &, ensemble des opérateurs locaux
JD) =Y CiD* d’ordre infini opérant sur les hyperfonctions c’est-
a-dire tels que: Pour tout H > 0 il existe 4 > 0 tel que, pour tout
keN": "
Cel < 4T
Cette conjoncture a été démontrée par Kaneko [K2]. C. C. Chou
et moi-méme ([CM], Th.) avons montré que pour obtenir le résultat
il suffit en fait de prendre une classe intermédiaire d’opérateurs, soit
%, qui est la réunion pour toutes les classes de fonctions non quasi-
analytiques, des ensembles d’opérateurs d’ordre infini opérant sur ces

classes, c’est-a-dire:
P(D)=> CD*eZ si, et seulement si:
k

cusat, ()"
kil > FY R ou — < 400.
Mk =~ \ M

On peut obtenir (Th. 6.5) un autre prolongement de cette conjecture
en associant a une suite d’unicité forte un ensemble 7° d’opérateurs
de valuation locale V'(Dy ) tels que si u est une hyperfonction analy-
tique au voisinage de O par rapport a la variable x, et que pour tout
V(D) e? :

V (D, )l =0 =0,

alors u est identiquement nulle au voisinage de O.

2. Théoremes d’unicité pour fonctions analytiques d’une ou plusiers
variables complexes. L’espace é’f(Q) que décrit le Théoreme 2.4 n’est
pas réflexif ni méme semi-réflexif, ce qui aurait pourtant été commode
([M2], Prop. 3.1) pour retraduire dans P’espace les propriétés de to-
talité établies dans le dual pour certaines familles. Les lemmes et la
définition: 2.1, 2.2, 2.3, exploitent une propriété plus faible que la
semi-réflexivité mais pouvant la remplacer.

2.1. LEMME. (A;) Soient: X un sous-espace d’un E.V.T.L.C. séparé
Y, X' et Y' leurs duals respectifs, X" le bidual de X . I étant un
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ensemble d’indices, soit (L;)ic; une famille de formes linéaires contin-
ues sur X .

(A,) On suppose qu’il existe un isomorphisme algébrique de Y sur
X":y — o tel que pour tout L € X' on ait:

o(L)=L(y)

L €Y' désignant un prolongement bien déterminé de L. Alors, une
condition nécessaire et suffisante pour que la famille (L;);c; Soit totale

est:
(P) les conditions: y € Y et Li(y) =0 pour tout i € I, impliquent
y=0.

Démonstration. Puisque (L;);c; est totale dans X', soitdonc y € Y
tel que: pour tout i€ I: L;(y)=0.
D’apres I’hypothese, il existe ¢ € X" tel que:

pour tout L € X': (L) = L(p).

Dire que (L;);e; est totale dans X' signifie que les conditions
w € X" et w(L;) =0 pour tout i € I impliquent ¥ = 0. On a
donc:

pour tout i € I: ¢(L;) = L;(y) = 0.

Ceci entraine que ¢ = 0, donc aussi y = 0, par isomorphisme. La
condition est donc nécessaire. Pour montrer sa suffisance, supposons
que la condition (P) soit vérifiée et soit donc ¢ € X" tel que:

pout tout i € I: ¢(L;) = 0.
D’apres ’hypothese, il existe donc y € Y tel que:
¢(L) = L(y) pour tout L € X"
On a alors:
pour tout i € I: ¢(L;) = L;(y) = 0.

On en déduit que y = 0, donc aussi, par isomorphisme, que ¢ = 0.
Les définitions et le lemme suivants vont préciser un cas ou I’hypo-
thése 4, du Lemme 2.1 est vérifiée.

2.2. Définition. Soit V' un espace vectoriel sur C, I un ensemble
d’indices, S I’ensemble des familles de scalaires indexées par I, ¢
une bijection de V' sur une partie g de S

Q:x — (ai)ier
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telle que, pour chaque i € I, ’application /;: x — a; soit une forme
linéaire sur V.

Si W est un sous-espace de V', W muni d’une topologie compati-
ble avec sa structure d’espace vectoriel, nous précisons que la famille
(xi)ier d’éléments de W est une base de W si [;(x;) = J;; pour tout
i€l et kel etsipourtout x € W, la famille (/;(x)x;);er est
sommable dans W et a pour somme x.

Soient encore ¢ une application de I dans R’ , F le sous-espace
de V formé des x tels que:

11:(x)]
o PTE

E le sous-espace de V' formé des x tels que:

< +o00,

o)l _

2.3. LeMME. Si F est muni de la norme ||x| = sup;c;(|/i(x)|/q(7)),
E de la topologie induite, si ¢ comprend toutes les familles (a;)ics
telles que sup;c;(la;|/q(i)) < +oo et s’il existe dans E une base (X;)jer
alors:

Il existe un isomorphisme algébrique de I sur le bidual E" de E,
y — @, permettant de prolonger sélectivement tout L € E' en L € F'
tel que ¢(L) = L(y).

Démonstration abrégée. (a) Caractérisation du dual E’ de E.

(ar) Soit x = ), ;li(x)x; € E. Comme on a: L € E' alors:
L(x) = s li(x)L(x;). Et L(pg) = X jex 4(J)|L(x;)| est borné
quand on prend p; = ), ek 4( j)eielxj, oll j est choisi de maniére
a ce que eiefL(xj) = |L(x;)| pour j € K, partie bornée de I, de
sorte que |[pr]l = 1. Il en résulte que la famille (|L(x;)|g(i))ier est
sommable dans R.

(a;) Pour toute famille (b;);c; d’éléments de C telle que
(|bilg(i))ier soit sommable dans R, il existe un unique L € E’ tel
que L(x;)=b;.

Nos hypothéses montrent facilement que L est défini par L(x) =
> ier Li(x)b; .

(b) (/;)ier est une base forte de E’.
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On considere les formes linéaires sur E': f;: L — L(x;) eton a
les majorations:

Y Bi(L)—L

iek

< Y a0

E €Nk

qui prouvent que la famille (B;(L)/;);c; est sommable dans E’ et a
pour somme L.

(c) Le prolongement de L € E'.

Comme la famille (|L(x;)|q(i))ie; est sommable dans R et que
pour tout y € F: |l;(y)| < q(i)|ly||lr, on peut poser:

L) = 3 L) L(x).
iel

Donc L est continu sur F et prolonge L a F.

(d) Caractérisation de I'isomorphisme de F sur E”.

(d,) Si y € F, l'application ¢: L — L(y) de E' dans C est
fortement continue sur E’ comme le prouvent les inégalités suivantes,
la seconde résultant de ||p;|| = 1:

IL(y)| < (Z IL(xi)IfJ(i)) Iyl et D 1b(x)la() < L

i€l iel
(d;) Réciproquement, soit ¢ € E”.
Pour tout L=3,.;b;[; €cE' on a:

o(L) =) bip(l) et |op()|H|lllg < Ha(i).

il
La restriction de ¢ a F étant un bijection de F sur ¢(F) C o,
@(F) contient donc toutes les familles (a;);c; telles que

sitely(lail/q(i)) < +o0.

Il existe donc y € F déterminé par la bijection ¢p~! de ¢(F) sur F

tel que:
o(L) =) bip(l) =) _L()bi =L(y).

iel iel

2.4. THEOREME. Soit Q un ouvert connexe de C", contenant [’ori-
gine, @(Q) l’espace des fonctions holomorphes dans Q, oq [’ensemble
des familles (f%)(0)/k!)yen Obtenues guand f décrit #(Q), q une
application de R" dans R telle que aq contienne toutes les familles
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(ax)rent pour lesquelles sup(|a|/q(k)) < +oo. On désigne par ()
le sous-espace de @(Q) des fonctions f telles que

sup (1/%(0)|/kg(k)) < +o0

et on considere la famille (z;)ren 00 zx = (21(k), ..., zn(k)) € Q
pour laquelle on suppose que pour tout k € N":

1 k + p)!
peN” b

oit H est une constante. Alors, si f € G,(Q) et si f*)(z;) =0 pour
tout k € N", f est identiquement nulle.

Démonstration. Elle passe par plusieurs étapes.

(a) L’application [: f — a; = f*)(0)/k! est une forme linéaire
sur @(Q) et lapplication f — (ay)rene €St une bijection de &(Q)
sur oq .

(b) Soit é’(})(Q) le sous-espace des fonctions f telles que

lim(lal/q (k) = 0

En munissant @’qo(Q) et &,(Q) de la topologie décrite au 2.2, on peut

voir que la famille (f;)gen définie par fi(z) = zK, est une base de
ﬁqo(Q). Cela résulte de ce que, pour toute partie finie J de N”":

Y k(N -

keJ

~ sup [
@) ken\s 4(k)

et de ce que l'application: k — |a;|/q(k) de N dans R a pour limite
0 suivant le filtre des sections de N.

(c) Soit L, la restriction a ﬁ,})(Q) de la forme linéaire /; . Alors la
famille (Ly)gene est totale dans [£0(Q)] .

En effet, tout L € [c?’f(Q)]’ pour lequel on peut écrire, suivant la
base fj:

L(f)= Y k(f)L(/) pour tout f € £(Q)

keN"

peut étre prolongé d’apres le Lemme 2.3, en L € [4,(Q)] tel que:

= Y I(8)L(fi) pour tout g € G,(Q).
keN
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Ceci établit d’'une part I'isomorphisme algébrique de &,(Q) sur
[FAQ)]': g — ¢, tel que:

¢(L)=1L(g) pour tout L € [6)(Q)T
et prouve d’autre part que le prolongement de L; a &,(Q) n’est autre
que la forme linéaire sur &,(Q):
- &0
Ly:g—(g)= g_kT(_)
Dire alors que les conditions g € @,(Q) et L;(g) = 0 pour tout
k € N" impliquent g = 0 n’est que reformuler un énoncé classique
sous la forme de la condition (P) du Lemme 2.1 dont les hypothéses
sont par ailleurs vérifiées. On en déduit donc que la famille (Lg)zen
est totale dans [£Q(Q)] .
(d) Soit (My)ren la famille des formes linéaires sur é;?(Q) définie
par My(f) = f®)(z;)/k!. Alors cette famille est totale dans [#0(Q)] .
Pour le prouver, on commence par calculer M;(f) pour
f=Yrarfr € @’qo(.Q) , par la série de Taylor & I’origine ce qui montre
que: (k
+D
M, = Z kip |) plk-l—p € [ﬁo( )]
PEN"
et permet de calculer le prolongement M; de M, en g€ &,(Q):

_ ! (k)
Mi(e) = Y EE o, () = £ 120,
peN’

Soient A4 une partie finie de N” et (A;),en une famille quelconque
de coefficients complexes. Comme la boule unité B de #2(Q) est
caractérisée par les f = >, a fr tels que |ax| < ¢q(k), on a, dans
(@) :

Y ALyl = Y a2 > Ala(k).

keA keAd keAd

L’inégalité résulte du calcul de L; sur le “polyndéme”
Py=3rcqd(k)e® f, € B ou 6 est choisi pour que e'%d; = |A|.
D’autre part, on a, pour f € B, et en utilisant les hypotheses sur la
famille (zg)gen:

f® (zk> —f"‘ 0>‘

sup
la |<q(k)

(k +p)! P
“ipl He+pZk

peN"
<Cqk) ouCxl.
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Finalement, il existe une constante C, 0 < C < 1, telle que, pour
toute famille finie de coefficients complexes (Ax)xeqcn ON ait dans
[FAQ)]':

> Ly

keA

> Aw(Li — My)
ke

<CY |ulak)<C
keA

Ceci exprime que les familles (Ly)ien €t (M )ren sont fortement
voisines dans [ﬁ,})(ﬂ)]’ au sens de Paley-Wiener ([B], Th. 1.1; [DF],
Th. 4; [M2], Th. 6.1). Comme (L;) est totale dans cet espace, on en
déduit qu’il en est de méme pour (M}).

(e) On peut donc appliquer le Lemme 2.1 a la famille (M;). On
en déduit qu’elle vérifie la condition (P), ce qui, compte tenu de
I’hypothése, démontre le résultat.

Voici quelques corollaires plus explicites de ce théoréme, énoncés
sans démonstration et obtenus en particularisant ’application g et
I'inégalité vérifiée par la famille (z;)ien -

2.5. COROLLAIRE. On suppose que la famille (z;).en et U'applica-
tion q vérifient:

Y a)nlP <H<2 e
peN’

q(k + p) < k!p!
g(k)a(p) =~ (k+p)!’

les autres hypotheses étant inchangées. Alors le résultat du Théoreme
2.4 est inchangé.

2.6. CorROLLAIRE. Soient T = (1y, T2, ..., Tn) ER? et & [’espace
des fonctions entieres f de n variables complexes vérifiant:

ARIC)

< 400
Tk

sup
keN"

On suppose que la famille (zy)ien Vérifie:

n
> ilzi(ki)| < K < Log2.

i=1

Alors, si fe & etsi fX(z,) =0 pour tout k € N*, f est iden-
tiquement nulle.

2.7. COROLLAIRE. Si f est une fonction entiére de n variables
complexes de type exponentiel inférieur a Log2/n et si f*(zx) =0
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pour k € N" oitles z; vérifient |z;(k)| <1 (i=1,2,...,n) alors
f est identiquement nulle. (Voir [RT], Prop. 16.)

2.8. COROLLAIRE. Si f est analytique dans le polydisque {|z;| < R;
i=1,2,...,n} etsi f%)(z;) =0 pour k € N* oit les z; vérifient:

(k+p)! (1zel\?
; (r) <H<?2,

k!p!

o r=(r,ry,...,rm) vérifier;<R; (i=1,2,...,n),alors f est
identiquement nulle.

3. La rigidité forte des fonctions analytiques d’une ou plusieurs vari-
ables complexes. Le résultat du Corollaire 2 suggere la définition suiv-
ante qui fait jouer a une certaine suite le réle d’une suite-test:

3.1. Définition d’une suite d’unicité. Soit h = (hy, ..., hy) € R}.
Q; désigne le polydisque:

{zeC”,lzi|<7117pouri=l,2,...,n}
l

Une suite (zg)gen = (21(k), ..., zn(k))ren de points de C" est
dite A-suite d’unicité si elle vérifie la condition (C;):

Il existe Ny € N tel que pour tout k = (k;, k», ..., ky,) € N*,
|k| > Ny, implique:

n 1 ki+l
(3.1) Zy € Ql/h et H <'1":m) < D<?2.
i=1

On dira que Q;/, est Pouvert associ€ a la A-suite (zx)gen -

3.2. REMARQUES. (a) Il est évident que la suite (z;) = 0 est une
suite d’unicité.
(b) La condition (3.1) implique que D > 1 et équivaut a:
(3.2)
Pour touti=1,2, ..., n: |z;(k)| < (1/h)[1 - ($)"/** 1] our:

n
1<D<2, rieRy, Y r=1
i=1
(c) Une autre expression du premier terme de ’égalité de (3.1) est
aussi:

(3.3) s> EEDL .

Ip!
— k'p!
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En effet, elle se déduit immédiatement, de:

n k+1
(k + p)! .
H <1 - z,) - Z k'\p! 2% pour:

=1 peN"
ketpeN', z=(zy,...,2,)€C", |zjj<l (i=1,2,...,n).

3.3. TurEoREME (rigidité forte). Soit f une fonction holomorphe
dans un voisinage connexe Q de l’adhérence du domaine ), associé
a une h-suite d’unicité (zy)ien - On suppose que zy € Q et que: pour
tout ke N": fK)(z;)=0. Alors f=0.

Démonstration. Si dans la condition (C;) de la Définition 3.1 on a
Ny = 0, alors le résultat est celui du Corollarie 2.8. En effet, d’apres

I’hypothése, on peut trouver des réels R; > 1/h; (i=1,2,...,n)
tels que f soit holomorphe dans Qg = {|z;| < R;, i=1,2,...,n}.
Quand N, > 0, on commence par remarquer que:
k)
If ©) < h* sup |f(z)| donc:
ZGQW
k
sup Jlrc!ﬁz(’)) < o0o. On a alors:
f k+p
k'hk E k'p 'hk+P Z)”
_ T00) < SOk 4 (hzy.

TihF +p€ (k + p)IKFokIp]

On en déduit, pour |k| > Ny:

ACTY f0(0) (k +p)! p
o | = (g, e ) (1 2 S ol
=0 =0 PEN]
A
<(1+0) lkslgg)\’o IV hk

oli, d’apres I’hypothese, 0 < C < 1. On a aussi:

fEO)] 1D S&+2)(0)
Kk Kk Z (k + p)th<+p

(k +p)!

k'p' (hlzkl)p
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d’ou on déduit finalement:

f%(0) F®(zy)
3.4 1-C J )
B4 >,:,g%0 KIRE | = oo | Ik
F®(0)
<(1+C
( )ui‘é?vo klhk

Donc si f®)(z;) = 0 pour tout k, on a aussi f*)(0) = 0 pour
k| > No.

Donc f est un polynéme de degré d < Ny — 1. Décomposons le
suivant ses parties homogenes:

f(2)=) aaz"+ Y a a7+ +aga
|k|=d lk|=d—1
Sil=(,...,1ln) € N* vérifie |l| = d, on voit facilement que
fO(z) = Nay 4 = fD(z)) =0. Donc a; 4 =0 et il en est de méme
pour tous les a; 4 tels que |k|=d.
On montre de la méme fagon que: Z|k|=d-1 ay, d-12¥ =0 et, de
proche en proche, que f=0.

3.4. REMARQUE. (a) On peut affaiblir les hypothéses en supposant
seulement que Q D Q;, avec f€2(Q)NF(Q).

(b) Bien que f*)(z,)/k!h* soit borné par I’hypothése que f*)
(z;) = 0 pour |k| > Ny, cela ne suffit pas a écrire que |f%)(0)/k!h¥|
Pest mais I'hypothése Q D Q;/, (ou 'hypothese affaiblie du (a) per-
met d’établir les inégalités (3.4). Supposer seulement que Q O Q
ne suffit pas a la démonstration.

(c) En joignant la relation (3.4) a I'intégrale de Cauchy on en déduit
I’équivalence des topologies définies sur @(Q; ;) N Z(Q,,4) par les
normes:

ARI())

S8 (z)
kR '

k!hk

b

sup |f(z)[; sup

zte/h k

3.5. Extension aux applications analytiques. Soit Q un ouvert de
C", E un E.V.T.L.C. séparé sur R ou C. Une application f de Q
dans E est dite analytique si pour tout ¢ € E’, po f est une fonction
analytique dans Q. Pour tout k € N” on a alors:

(90 NB(2) = 9L fP(2)].
Si (zx)ken est une h-suite d’unicité telle que Q;/, C Q, les con-
ditions z, € Q et f*) (z,) =0 entrainent donc encore que f=0.
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L’application des suites d’unicité a certaines hyperfonctions analy-
tiques (§6) utilise la version faible (Th. 4.5) du résultat suivant:

3.6. THEOREME. Soit (fj)jen une suite de fonctions analytiques
dans un voisinage connexe de l'adhérence du domaine Q,,, associé a
une h-suite d’unicité (zj)ren - On suppose que z; € Q et que:

(3.5) 1l existe H < (h*)!/IK]
179z

. J =
tel que jlirglo :gls R 0.
Alors il existe Ny tel que pour |k| > Ny j}(k) converge vers 0 dans
I'espace &(Q,,) des fonctions holomorphes dans Q,;, muni de la
topologie de la convergence uniforme compacte.

Démonstration. On peut écrire, pour z € Qp:

£420)  (k +p)!
f Z (k +p) !h (k+p)  p! hk(h )

Pour |k| > N, défini au 3.1, on voit, compte tenu des hypotheses sur
H et des relations (3.4) que le terme général de cette série est majoré

en module par:
hk | £ (zi)l (k + p ,
= (.:.‘;%0 g

Il en résulte que fJ converge uniformément vers O sur tout com-
pact de Q.

3.7. REMARQUE. L’une ou l'autre des deux hypothéses supplémen-
taires suivantes entraine que f; converge uniformément vers O sur
tout compact de 2y :

1) Np=0;2) f; converge simplement vers O sur un ouvert U de
Q.

Pour la premiere c’est évident. Pour la deuxi€éme posons:

z)= Z ak,jzk+ Z ak,jzk

lk|<N, |k|>N,
la suite des polynémes P;j(z) = 3 < N, %k, jzk converge simplement
vers 0 sur U d’apres I’hypothése, on en déduit alors que pour
lk| < Ng: limj_sai j = a = 0. Il en résulte que P; converge
uniformément sur tout compact vers P =0.
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4. La rigidité affaiblie des fonctions analytiques réelles. Quand on
passe des variables complexes aux variables réelles les fonctions an-
alytiques conservent une rigidité en un sens affaibli que précisent la
définition et les resultats suivants:

4.1. Définition d’une suite d’unicité forte. Une suite (Zp)xent =
(z1(k), ..., zn(k))gen de points de R” (ou C") est dite d’unicité
forte si elle vérifie la condition:

(Cy): Pour tout A € R, il existe Ny(A) et D(A) € [1, 2[ tels que
pour tout kK € N |k| > Ny implique:

n 1 k:+1
(4.1) Zkegl/l et H(ml_zl—(k—)[) SD(A) <2,

i=1

ou Q,;, désigne ici le disque {|z;| < 1}.

4.2. REMARQUES ET EXEMPLES. (a) Toute suite d’unicité forte est
suite d’unicité au sens du 3.1.

(b) On peut remarquer que (4.1) équivaut a:

(4.2) Il existe ri(k), i=1,2,...,n, tel que:

1 l rl./k[+1 n
|zi(k)| < = [1 - (—) et Zri =1.
A D —~

(c) Soit & une fonction positive de la variable réelle tendant vers
I'infini avec elle. Soit v une norme quelconque sur R". Alors, la
suite (z;) définie par:

1 1 1/n(k,+1)
Z"(k")=mll_<5> ]

pour i=1,2,...,n avec D €[1, 2[ vérifie la condition (C;). En
effet A donné, il existe Ny(4) tel que |k| > Ny implique A[v (k)] > 4.
Par suite, pour |k| > Ny(4), on a:

1 1 r,/k,+1 1 )
|z;(k;)| < 1 ll - (5) avec r;(k) = -, pour tout i.

Remarquons que le facteur 1/h[r(k)] peut tendre trés lentement
vers 0, comme 1/Log(Log|k|).

4.3. THEOREME (rigidité faible). Soit f € &/ (w) une fonction analy-
tique réelle dans le voisinage réel et connexe w de [’origine. Supposons
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qu’il existe une suite (Xy)ren d'éléments de w qui soit d’unicité forte
et pour laquelle:

pour tout k € N*: f%)(x,) = 0. Alors on a: f = 0.

Démonstration. f étant analytique réelle dans w se prolonge donc
analytiquement dans un ouvert connexe  de C" contenant ’origine.
On peut choisir 4 € R, assez grand pour avoir: Q D _017 Alors (x;)
est une A-suite d’unicité au sens de la Définition 3.1.

Il en résulte que f =0 d’aprés le Théoreme 3.3.

4.4. Extension aux applications analytiques. Soient @ un ouvert
de R", E un E.V.T.L.C. séparé (sur R ou C), f une application
analytique de @ dans E. Alors, si (Xz)ren €St une suite d’unicité
forte, les conditions: x; € w et f*)(x;) = 0 pour tout k € N*,
entrainent encore f =0.

Le résultat suivant est la version “réelle affaiblie” du Théoréme 3.6.

4.5. THEOREME. Soit (X)ren Une suite d’unicité forte dont les
éléments sont dans le voisinage connexe et réel w de ['origine. Soit
(fj)jen une suite de fonctions analytiques réelles vérifiant:

(4.3) 1l existe H > 0 tel que

1)
lim sup

J—®0 keN k' H kI =0.

(4.4) Pour j assez grand (j > Jy) tous les f; se prolongent analy-
tiquement & un méme voisinage complexe  de ’origine.

Alors il existe Ny tel que pour |k| > Np, lim;_, fj(k) = 0 dans
I’espace {0} des germes de fonctions analytiques au voisinage de
I’origine, avec sa topologie usuelle.

Démonstration. Les hypothéses permettent de choisir un A’ =
(H,H,...,H)eR" telque H' > H et QD> Q.
Il existe donc Ny tel que pour |k| > Ny on ait:

1 k
X € Q. et (——) <D(H) < 2.
k 1/h l_hllxk, < D(h)
On raisonne alors comme pour la démonstration du Théoréme 3.6.

5. La rigidité des hyperfonctions analytiques par rapport a un groupe
de variables et a support verifiant une condition de compacité. Le cas des
distributions. Nous allons voir que les hyperfonctions et distributions
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en question se comportent vis a vis de la rigidité affaiblie, de la méme
maniére que les fonctions analytiques réelles. (Voir aussi [M3].)

5.1. Rappels—Hyperfonctions et valeurs au bord. Si U est un ou-
vert de R", les hyperfonctions sur U sont les éléments de Z(U) =
H(U, @), (ou U est un ouvert de C" tel que UNR" = U), nitme
groupe de cohomologie relative de U modulo U\U a valeurs dans
le faisceau des fonctions holomorphes (voir par exemple [SKK]). On
sait que u € F(U) peut étre représentée par 2" fonctions F; €
#(UN(R"+iTy)) ou N>n+1 fonctions F; € #(U N (R" +iT})),
chaque I' étant un cone convexe convenable de R” et de sommet O et
que ’on peut écrire ¥ comme somme finie d’hyperfonctions “valeurs
au bord”

N
u=>y Fi(x+il;0) =) Fy(x+il[,0).
Jj=1 o

On peut préciser que u peut étre représentée par exemple de fagon
standard, par une fonction F holomorphe sur UfU =, U, avec:

U, =Un®R"+ily)={zeU,0/Imz;>0,j=1,2,...,n}
ou 6 =(0y,...,0,) avec g; = *1.

5.2. Définition-Analyticité par rapport a une variable. On dit que
u, hyperfonction de »n variables x = (x,,..., X,), (et on écrira
u(x)), est analytique en x, au point xy; si WFu ne contient pas
les deux points (xg % idx,00) € R” x iS*~! (voir par exemple [K],
[SKK]). II en résulte que ’on peut trouver un voisinage U de x; et
des représentations de # du type de celle décrites en 5.1 telles que les
cones I'; aient une intersection non vide avec I’hyperplan {y, = 0} et
qu’on peut trouver ¢ > 0 tel que: F; € 4(U xi(T';n{|y| < €})). Clest
dire aussi que ’on peut trouver un représentant standard F tel que
les F, se prolongent analytiquement a travers la partie {Imz, = 0}
du bord des U,. Si U c R" est un ouvert de R", u € B(U) est
analytique si elle ’est en chaque point de U .

Si u(x', x,) € (U x V) est analytique en X, on peut restreindre
a 'hyperplan {x, = A}, A € V', 'hyperfonction # et méme son ima-
ge J(D)u par tout opérateur local. Il suffit pour cela de restreindfsg
a z, = A une fonction F définissant ¥ ou J(D)u dans un voisi-
nage convenable de U x {1} ou méme dans U x V' si V est assez
régulier, ce qui induit indépendament du choix de F les restrictions
ulx =2 ou J(D)uly =y qui appartiennent alors & 'Z(U) espace des
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hyperfonctions des (n — 1) premiéres variables x' = (x;, ..., X,—1).
L’analycité par rapport 4 un groupe de variables se définit de la méme
maniére sans difficultés supplémentaires.

5.3. THEOREME. Soit u(x) =u(r,t) (reR?,teR?,p+q=n),
une hyperfonction analytique en t = (Xp41, ..., Xp) Sur R? x ws oit:

w5={t=(xp+1,...,x,,)e]Rq,}xj}<§j,j=p+l,...,n}.

On suppose que supp.u C K x ws oit K C RP est compact et qu’il
existe dans w;s une suite (t;)ene d unicité forte, pour laquelle:

pour tout k € N7 D{‘ul,=,k =0. Alorsu(x) =

Démonstration. 11 n’y a pas d’inconvénient & supposer p =n—1,
g=1,r=x',t =x,, j =9, ce que nous faisons pour nous
ramener au cas de ’analyticité par rapport 4 x, . Soient U un voisi-
nage ouvert relativement compact de X dans R*~! et &’ tel que
0 < ¢ < . On peut trouver ¢; et des cones ouverts convexes, de
sommet ’origine I'; C R, j=1,..., N ayant une intersection
non vide avec {y, = 0} et des fonctions Fj(z) holomorphes sur
U x {|xn| <0} xi(Tjn{ly| < &1}) telles que:

N
=Y Fj(x +iT,0).
j=1
D’apres [K1] (Lemme 1.3) les F; se prolongent en U;, analytiques
réelles sur U\K x {|x,| < ¢'}.

Soit alors g(x)h(t) € ' (K) @ Z({|t| < €}) avec 0 < ¢ < 7.
Ecrivons '#/ (K) au lieu de &/ (K) pour souligner I’analyticité par rap-
port aux n — 1 premiéres variables.

Notant '(, ) dualité entre 'Z[K] et '/ (K), (sur ces questions on
peut se référer a [S]), on va voir que la fonction ¢ — (u(x’, ¢), g(x'))
est analytique dans {|¢{| < J}. En effet on peut écrire (voir [K1]
Lemme 1.4):

"u(x' g(x") :—Z/U , g(xdx'

oi L c U est un compact fermeture d’un voisinage ouvert de K dans
R"~! et on calcule le second membre comme

N
S /~ Fi(z', )g(z)dz,
j=17L,
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ol on a remplacé L pari:; avec Bi; = @ L dans la région complexe
Ux il =Ux(T;n{y.=0}). N

Fi(z', t) est réelle analytique en ¢ quand z’' € L;, et I'intégrale
aussi. Dérivant sous le signe somme on a alors:

k

w(x', 1), g0 < U 1), g(x>>

o)k

1]

X

Il résulte de considérations usuelles sur les supports singuliers des
hyperfonctions u(x) et Y (&2—x2) (voir [K1]) que leur produit est un
¢élément bien défini de B[K x {|x,| < e}l =L (K x {|xn| < &}).

Comme les compacts de R” sont polynomialement convexes, il en
résulte que '/ (K) ® &/ (|x,| < €) est dense dans & (K x {|x,| < ¢&}).
Pour prouver que Y (&2 — x2)u(x) est nul dans &'(K x {|x,| < &})
il suffit donc de prouver que cette fonctionnelle s’annule sur
' (K) ® & ({|xn| < €}), donc finalement sur chaque élément de la

forme g(x')A(t) de cet espace. Le calcul donne:
(V{2 = yux), g(@Ih0) = [ wx', 1), (<) ohe)de

—€

On le voit ([K1] Lemma 1.4) en calculant le premier membre comme:

é/y(_ml'nl“ Zi—e) dz,,/F z', zx)8(z")h(zn)d 2,

ol y est un chemin complexe entourant I'intervalle [—¢, ¢]. Il résulte
enfin de I’hypothése

ok 0 ak
G = =0 e Ty

pour chaque k. Donc "(u(x’, t), g'(x")),  vérifie pour w = {|t| < d}
les hypotheses du Théoréme 4.3 et est aussi identiquement nulle. Il
en est donc de méme pour Y (&2 — x2)u(x). Donc u(x) = 0 dans
{Ix| < &} et comme ¢ est arbitraire, u(x)=0.

(', 1), g ) =0

5.4. Le cas des distributions. Soit T € 2'(U) ¢ #(U). Soient:
b: &(UU) — B(U) lapplication valeur au bord selon &%,
' @(U4U) — 2'(U) Tapplication valeur au bord selon &' (voir
par exemple [S]). On sait que (voir par exemple [Ma] et [S]) on peut
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choisir pour T un représentant standard F € @(U4U) de composante
connexe F,; sur Ua (voir 5.1) tel que, si ¢ € Z(U):

T =b(F Zng+zl"U)—b’(F)

=|¢— lim Z/ Fo(x +iy)p(x)dx

yel',

y—>O
Dire que T est analytique en x, (resp. en Xp.i, ..., X,) au point xg
c’est dire, d’aprés 5.2 que I’on peut trouver un voisinage U de xg et un
F défini comme ci-dessus tel qu’en outre les F, se prolongent ana-
lytiquement a travers la partie {Imz, = 0} (resp. {Imz,; = ---
=Im z, = 0}) du bord de (70 . D’analyticité de T par rapport & une
ou plusieurs variables sur un ouvert de R” se définit immédiatement
comme en 5.2.

Si T(x) = T(r,t) est une distribution vérifiant en tant qu’hyper-
fonction les hypothéses du Théoréme 5.3, on a bien siir le méme
résultat d’unicité mais on peut se demander si ce résultat est conservé
lorsqu’on renonce a ’hypothése de compacité vérifiée par le support
de T.

En conservant donc par ailleurs les autres hypothéses et les notations
de 5.3 on peut, pour prouver que 7 = (0 essayer de se ramener a
montrer que (T, py) = 0 pour tout ¢ € Z(U) et tout y € Z(w).
Désignons par I1 I’application de w dans 2'(U) définie pour 7 € @
par II(7) = T|s=¢.

La preuve de 'analyticité de Il entrainerait le résultat. En effet on
a:

% (1) = DFT =y, =0
et Pextension 4.4 du Théoréme 4.3 entrainerait alors que I = 0.
Ecrivant:

(T, pw) = /w (1) y (1) dt

il en résulterait que (T, py) =0, donc, par densité, que T =0.
Or on a, pour tout ¢ € Z(U):
(poI)(t) ="(T(X', 1), p(x"))y
= lim /F x'+iy, De(xdx',

lim 3, Folx'+ 15", 00 (x)

y'—0
ou I'; et F, sont définis comme en 5.1 relativement a 'ouvert U xw,
avec I, =T, N(R"! x {0}).
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Mais P’analyticité de la fonction ¢ — F,;(x’'+iy’, t) n’est pas trans-
mise en général a ’intégrale par passage a la limite. En effet, d’aprés
Kaneko ([K1], Exemple 4.8), on peut construire une fonction
C*(U x w), soit f(x', t), contenant ¢ comme parametre analytique
en tant qu’hyperfonction mais qui n’est pas une fonction analytique
de ¢ avaleurs dans 2’(U) et pour laquelle on peut trouver ¢ € Z(U)
telle que I'intégrale:

000 = [ F e ax
n’est pas analytique en ¢. Mais on a au moins le résultat suivant:

5.5. THEOREME. Soit T(x) =T(r,t)(reRP,t€RY,p+ g = n)
une fonction analytique en t = (Xpi1, ..., Xn) € W a valeurs dans
2'(U) o U est un ouvert de R?, w un ouvert connexe de R con-
tenant les éléments d’une suite (t;)rene d unicité forte, pour laquelle:

pour tout k € N9: DfT|,—, =0. Alors T(x) = 0.

Remarquons que la démonstration des Théorémes 5.3 et 5.5 est
basée sur ’analyticité d’une application de la variable réelle ¢ a valeurs
dans un E.V.T. ("#Z[K] dans un cas et 2'(U) dans l'autre).

Soulignons que dans le dernier cas I’hypothése que ¢ est un para-
metre analytique suffit a définir I’existence de I’application en question
mais pas a établir son analyticité.

6. La rigidité des hyperfonctions analytiques a support quelconque.
Les hyperfonctions analytiques par rapport a une (par exemple x,) ou
plusieurs variables perdent encore de la rigidité par rapport aux objets
analytiques étudiés jusque la. En effet, comme le signale I'introduc
tion, non seulement elles n’ont méme pas la rigidité standard qui cor-
respond au test de la suite nulle, mais encore des tests plus séveres
comme celui qui résulte de ’action de I'ensemble % (resp. F% n)
des opérateurs différentiels a coefficients constants (resp. dans la di-
rection x,) ne suffisent-ils pas a fournir de résultat d’unicité (voir
le contre-exemple de M. Sato cité dans [K1] p. 402). En élargissant
P a #, ensemble des opérateurs locaux, puis % , a % ensemble
des opérateurs locaux dans la direction x,, A. Kaneko ([K1], [K2]) a
démontré une conjecture de M. Sato conduisant au résultat d’unicité
souhaité.

En remplagant # ou %, par deux types de classes d’opérateurs
(Déf. 6.1 et 6.3) nous obtenons (voir [CM], [M3]) dans cette partie
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des informations supplémentaires sur la rigidité des hyperfonctions en
question. Le résultat du Théoréme 6.2 est signalé par A. Kaneko dans
[K3] p. 273.

6.1. Définition d’une classe d’opérateurs opérant sur les hyperfonc-
tions. On désigne par . la réunion, pour toutes les classes de
fonctions non quasi-analytiques des ensembles d’opérateurs d’ordre
infini opérant sur ces classes, C’est-a-dire: P(D) = ¥, G;D* € &
si et seulement si ([C] p. 1 2 4):

%, désigne alors le sous-espace de ¥ des opérateurs différentiels
suivant X, .

6.2. THEOREME ([CM], Th.). Soit u(x) = u(x', x,) une hyperfonc-
tion de #(R""! x R), analytique par rapport & la variable x, telle
que:

pour tout P(Dy ) € &, P(Dx July  =0. Alorsu=0.

Démonstration. On se ramene, suivant [K1}, a prouver qu’une suite
(fj)jen d’éléments de ’espace ./ {0} des germes de fonctions analy-
tiques a 'origine tend vers O si et seulement si pour tout Py(D) € &
de la forme normale (c’est-a-dire Py(D) = Pi(Dy,)...Po(Dx)) on
a: lim;_,. Pn(D)f;(0) =

Le résultat est déduit des deux propositions suivantes démontrées

dans [CM]:
(Py) Soit (fj)jen avec f; € A{0}, tel que:
. D £;(0)
1 J =
pout tout H > OJLngo sxllcp HkM;k; +00

Alors il existe un Py(D) € .Z, de la forme normale, tel que la suite
(Pn(D)f;)(0) ne tende pas vers zéro.

(P,) Pour toute suite (f;)jen non bornée de 4{0}, il existe alors
une sous suite notée encore (f;)jen €t une suite |M;| satisfaisant aux
conditions (a) (b) (c) de [C] telles que pour tout H, on ait:

D /;(0)
H M

En perturbant un opérateur local au moyen d’une suite d’unicité,
on obtient maintenant une autre extension.

lim sup = 400

J=0 |
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6.3. Valuation locale associée a une suite de nombres réels. Soient
(t)ken une suite d’éléments de R telle que pour tout k: |f;]| < y et
(Ck)ken une suite d’éléments de C telle que limy_,o(|Ck|k)1/* = 0.
Soient encore u(x’, x,) € (U x {|x,| < }) et

Fy(2) € 8(U x {[%a] < 0})s

les composantes connexes d’un représentant F de u. On peut alors
poser: V(Dx )u =3, Ho(x +iI';0) ou

T ——————
Hy(Z', 2n) = ) CuDE Fy(2', zn+ 1) € O(U X {|Xn] <6 = 7})o-
k

Il en résulte que V(Dy) envoie Z(U x {|x,|] < J}) dans
B(U x {|xn] < 6 —p}). On peut donc prendre la restriction
V(Dx )Ul|x =0 € Z(U) que I'on appellera valuation locale de u suiv-
ant (fx)xen- On remarque que si #; = 0 pour tout k, V(Dx ) n’est
autre que l'opérateur local J(Dy ) bien connu.

On a bien sur des définitions et conséquences analogues pour les
fonctions analytiques de &/ (U x ({|xn| < d}).

6.4. THEOREME. Soit (F;)jen une suite de fonctions analytiques
réelles dans w = {|t| < 0} dont les éléments se prolongent, a partir
d’un certain rang a un certain voisinage complexe et connexe Q de 0,
contenant les éléments t;, € R, |t;| <y < &, d’une suite d’unicité forte;
on suppose que QN R C {|t| < Jd — y} et que pour tout opérateur local
de valuation V(D,) associé a (t): lim;j_ V(D;)F;(0) = 0. Alors
limj_, Fj =0 dans /{0 € R}.

Démonstration abrégée. On commence par montrer 1’existence de
H > 0 tel que

FP(1)

k\Hk
par un raisonnement analogue a celui qu’utilise le théoreme de [CM] et
en utilisant pour un /4 convenable, les majorations (3.4). On applique
alors le Théoréme 4.5.

lim sup =0

J k

6.5. THEOREME. Soit u(x) = u(x', x,) une hyperfonction analy-
tique par rapport a la variable x, définie dans U x {|xn| < 0} o U est
un ouvert de R". Soit (ty)ren une suite d’éléments de R|t;| <y < 4.
On suppose que pour tout opérateur V(Dy ) de valuation local associé
a t, supposé d’unicité forte:

V(Dx )ulx -0 =0 dans'#(U).
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Alors u(x) =0 dans un voisinage de U x {0}.

Démonstration abrégée. Pour démontrer que u(x) est nul au voisi-
nage de tout point x5 de U x {0} qu’on peut supposer l’origine,
il suffit de montrer, d’aprés Kaneko ([K1}] Th. 3.5 et 3.10) que
wi(x) = Y(%i - x})v(x, ¢;) tend vers 0 dans &/ {0} quand j — oo
(et &; — 0), ou v(x, &) = (v(y', xn),'E(x' = V', €)),

'E(x', &) désigne le noyau de Poisson a n — 1 dimensions, v(x)
une hyperfonction a support compact K, /(, ) la dualité entre 'Z(K)
et ' (K), u(x) coincidant avec v, a une fonction analytique pres,
au voisinage de 0. Pour chaque j, w;(x) = w;(x’, x,) est analytique
en x au voisinage de 0: ’hypothese sur u(x) entraine alors que pour
tout opérateur local normalisé & n — 1 variables, Jy(D,/):

lim (V(Dx, ) Iy (Dyr)w;)(0, 0) = 0.

Le calcul de w; montre en outre que les fonctions x, — w;(0, x,)
se prolongent analytiquement 2 un méme voisinage complexe Q de
Porigine qui contient donc tous les points de ¢, pour k& > N;y. Sup-
posons d’abord Ny = 0. D’apres le théoréme 6.4 la suite de fonction
(xn = IN(Dy)w;(0, xp))jen tend vers 0 dans &/ {0 € R}. Par suite,
pour tout opérateur local en X, J(Dx ):

lim (J(Dy,) I (D )w;)(0, 0) = 0,

et il en résulte que w; — 0 dans & {0} ([K1], [K2]). Si Ny > O,
le méme raisonnement prouve d’abord que d*u(x)/(8x,)* =0 pour
k > Ny dans un voisinage de U x {0}. On en déduit alors que:
ux) =3 < N, Aj(x")xy, polynéme en x, a coefficients hyperfonctions
de la variable x’ = (x;, ..., X,-1). Appliquant encore a2 u(x) les
opérateurs de valuation locale V(Dx,,) , on en déduit finalement que
u(x) =0 au voisinage de U x {0}.
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