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EXTENSIONS GALOISIENNES D’ALGEBRES
DIFFERENTIELLES

A. FAHIM

We define the notion of a Galois extension of a differential
field; we work with differential algebras which are more easy
than differential fields. This definition is geometric and does
not use Weil’s theorem found in Kolchin & Lang. We give the
construction of the Picard-Vessiot extension associated to a
differential equation; this construction is similar to the notion
of a G-structure due to Bernard.

Introduction.

La théorie de Galois différentielle, due a Picard et Vessiot, a été développée
par Kolchin [6, 7] dans un cadre algébrique. Elle étudie les équations
différentielles en utilisant les corps différentiels et les groupes algébriques
de la méme fagon que la théorie des équations algébriques utilise les corps
et les groupes.

La théorie de Picard et Vessiot forme une classe de la théorie de Ga-
lois différentielle; étant donné un corps différentiel (ordinaire) K de corps
de constantes algébriquement clos, une extension différentielle de K est de
Picard-Vessiot si elle est engendrée par un systeme fondamental de solutions
d’une équation différentielle linéaire & coefficients dans K et si elle possede
les mémes constantes que K. Le théoreme fondamental de Galois pour une
extension de Picard-Vessiot L sur K est le suivant:

a) Le groupe de Galois G c’est-a-dire le groupe des automorphismes dif-
férentiels de L sur K est un groupe algébrique affine défini sur le corps des
constantes de dimension égale au degré de transcendance de L sur K.

b) L¢ = K

¢) Il y a une correspondance bijective naturelle entre les extensions diffé-
rentielles intermédiaires et les sous groupes algébriques du groupe de Galois.

Kolchin [6, 7] définit une notion générale d’extension fortement normale
sur un corps différentiel; une telle extension possede un groupe G qui est un
groupe algébrique sur les constantes et qui opere sur L de sorte que L¢ = K;
lorsque le groupe G est affine alors Kolchin montre que I’extension est de
Picard-Vessiot.
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Kolchin et Lang [8], et plus tard, B. Birula [2] interprétent une extension
fortement normale L sur K comme un espace homogene principal sur le
groupe de Galois; La démonstration de ce résultat utilise le théoreme de
Weil sur les lois normales.

Considérons I'exemple des extensions P.V. normales (analogue aux exten-
sions galoisiennes dans le cas classique); une extension L sur K est P.V.
normale si elle vérifie les conditions suivantes:

i) L est une extension de type fini (au sens classique) ii) C(L) = C(K)
et C'(K) est algébriquement clos iii) L est le corps de fractions de 'anneau
PV(L/K) des éléments de Picard-Vessiot de L sur K iv) Pour tout f €
PV(L/K), lidéal I; = Annp, f est completement résoluble dans L i.e.
dim Sol(Iy, L) = dimg Dy, /1.

Soit L une extension de P.V. sur K alors (Kolchin-Lang) le groupe de Ga-
lois est un groupe algébrique affine défini sur les constantes et PV (L/K) est
I’anneau d’un espace homogeéne principal de groupe structural G; R.Bkouche
a montré ! que ce résultat n’utilise pas le théoréeme de Weil.

Cela montre que le cadre de la théorie de Galois des équations différentielles
linéaires est la catégorie des algebres différentielles et non celle des corps dif-
férentiels.

On montre que la notion de normalité forte est la définition géométrique de
la théorie de galois classique ([4]): Un revétement d’espaces topologiques est
galoisien si le revétement Y x x Y 25 Y est trivial. En considérant ’analogie
suivante

revétement «—— algebre différentielle

produit fibré «— produit tensoriel

On dira qu’un morphisme d’algebres différentielles A — B est trivial si le
diagramme suivant

C(A) —— C(B)

! l

A —— B

est un push out i.e. si le morphisme canonique A ®c(ay C(B) — B est
un isomorphisme (c’est la notion analogue & celle d’un revétement trivial).
On dira qu'un morphisme différentiel est galoisien si B est une algebre de
type fini sur A possédant les mémes constantes que A et si le morphisme
différentiel B 2 B ® 4 B est trivial; on a donc un isomorphisme canonique
B ®cp) C(B®aB) — B®, B.

Groupe algébrique défini par la structure galoisienne: Soit B une extension
galoisienne d’une algebre différentielle simple et noethérienne de corps de

Communication orale de R.Bkouche de I’Université de Lille 1.
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constantes algébriquement clos k, alors il existe un groupe algébrique affine
G défini sur k isomorphe au groupe de galois de B sur A et tel que k[G] =
C(B®y B).

La construction Joyal d’une extension minimale d’une algebre différentielle
simple et noethérienne de corps de constantes algébriquement clos est un
modele générique d’extension galoisienne; cette construction est géométrique:
en effet I'algebre A[Y;;,1/Y] ou Y est le déterminant de la matrice (Y;;)
s'interprete comme I'anneau du fibré de reperes algébriques P de groupe
structural GL(n, k) sur la variété d’anneau A. P étant muni de la con-
nexion induite par celle de M; soit m un idéal différentiel maximal alors
AlY:;,1/Y]/m s’interprete comme un sous fibré principal de groupe struc-
tural le groupe de Galois. C’est en fait une variété intégrale maximale
pour les champs de vecteurs horizontaux de la connexion i.e. une feuille
d’holonomie. L’ensemble Z des idéaux différentiels maximaux s’interprete
donc comme un feuilletage associé a ’holonomie. Comme GL(n, k) opere de
fagon évidente sur Z, on montre que Gl(n, k) opere transitivement cela en
conformité avec les G-structures dans la présentation de Bernard [1].

On montre enfin que sur un corps différentiel K de corps de constantes
algébriquement clos les trois notions sont équivalentes:

a) Extension de Joyal

b) Extension galoisienne

¢) extension P.V. normale.

Il n’en est pas de méme lorsque la base est une algebre différentielle, un
contre exemple est donné.

1. Algebres différentielles.

§1. Définitions.

Définition 1.1. On appelle algebre différentielle la donnée d’un anneau
commutatif A muni d’un sous A-module T4y de Der(A4, A) qui vérifient les
conditions suivantes:

(i) A contient Q

(ii) T4 est de type fini et stable pour le crochet de Lie [, ]

Définition 1.2. Soit (A,T4) une algebre différentielle; on appelle idéal
différentiel de (A,T4) un idéal de A qui est stable pour toute dérivation
dans T4.

Définition 1.3. Une algebre différentielle (A,T4) est dite simple si elle ne
possede pas d’idéaux différentiels autres que 0 et A.

Remarque 1.4. Soit (A, T4) une algebre différentielle; soit S une partie
multiplicative de A alors S7! A est une algebre différentielle pour la structure
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définie par Ts-14 = S™'A ®4 Ta; si (A,T4) est simple il en est de méme de
(S_lA, Ts—lA)'

Définition 1.5. Constantes: soit (A,T4) une algebre différentielle; 1’an-
neau des constantes C(A,T,) est formé de f € A tels que 9f = 0 pour tout
e Ty.

Définition 1.6. Opérateurs différentiels: Soit (A,T4) une algebre diffé-
rentielle; on note D, 'anneau des opérateurs différentiels sur A c’est-a-dire
I’algebre engendrée par A et T,4; on définit sur D, une structure d’algebre
filtrée de la fagon suivante: on pose Dyo = A, D1 = A+ T4 et pour tout
p>2,Dy,=Da1Dap-1 =Dasp-1Dasonadonc Dy = U,>0Dap; Dap1 C
Dap; DapDay C Daypyg. Soit p € N, on dit qu'un opérateur différentiel D
est d’ordre p si D € Dy, N\ Dap_1, on convient que Dy _; = 0.

Remarque 1.7. Une algebre différentielle (A, T)4) est simple si et seulement
si pour tout f € A, f#£0, il existe D € Dy tel que Df = 1.

Proposition 1.8. Soit (A,T4) une algébre différentielle simple, alors
(1) C(A,T4) est un corps

(2) A est intégre

(3) Si K est le corps de fractions de A alors C(K) = C(A,Ta).

§2. Structure d’une algebre différentielle simple.

Lemme 2.1. Soit (A,T4) une algébre différentielle; soit uy,--- ,u, un
systéme de générateurs du A-module Ty; Soient p € N*u,0,---,0, € Ty
et a € A alors
01, [0y, (Bt ]) = (- Byau+ 3" (Dia)us),
i=1

ou Dz € DA’pfl.

Proposition 2.2. Soit (A,T4) une algébre différentielle simple, si A est
local alors Ty est un A-module libre.

Preuve. Soit P 'idéal maximal de A et soit uq,--- ,u, un systéme minimal
de générateurs de T4. On note u; la classe de u; modulo P et @ la classe
modulo P d’un élément a € A; d’apres le lemme de Nakayama les u; forment
une base de T4/ PT4 sur A/P; on va prouver que les u; sont en fait libres
sur A; Etant donnée une relation Y., a;u; =0, a; € A; On en déduit:

e Y ,a;u;=0etdonca, € P i=1,---,r

e pour tout d € Ty 0 = [0, auw;] = Yoi_1(0a)u; + >0 a;[0, ;]
d’ou 3°7_, Dazu; + >, @;[0,u;] = 0 ou encore Y°i_, da,ii; = 0 et donc da,; €

P, oi=1,--,r.
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Plus généralement on va prouver que pour tout D € Dy, Da; € P, 1 <
i < r; comme (A,T4) est simple on aura alors a; = 0, 1 < i < r; On
procede par récurrence sur ’ordre p de 'opérateur D; d’aprés ce qui précede
I’hypothése de récurrence est vérifiée pour p = 1; supposons qu’elle soit

vérifiée pour tout entier ¢ < p avec p > 2; soient 0y, ---,0, € T4 on a
Y1101, [0z, -+ L [Op, aiug],--+]] = 0 et il résulte du Lemme 2.1 que
[817 [82’ ) [apv aiui]v ) H = (81 e 8pai)ui + Z;=1(Dijai)uj ou Dij S DA’pfl;
On a donc 0 = >0 [0, [0, , [Opsaiwi],- -+ ,]] = 2i_1(01 -+ Opa;)u; +

i j=1(Dijaj)u; et Thypothese de  récurrence  implique  que
>oi_1 (01 0pa;)u; = 0 clest-d-dire 9 ---9,a; € P. D’autrepart, comme
le A-module D, ,_; est engendré par les opérateurs de la forme 0, --- 0, on

obtient Da; € P pour tout Dy, d’ou la proposition. |

Corollaire 2.3. Soit (A,T4) une algebre différentielle simple; on suppose
vérifiée l'une des conditions suivantes:
(i) A est noethérien
(ii) Ta est de présentation finie.
Alors Ty est projectif de rang fini.

§3. Algebres différentielles régulieres.

Soit (A,T4) une algebre différentielle; soient €24,z le A-module des différ-
entielles de Kahler, T4+ l'orthogonal de T4 dans la dualité canonique
(Qa/z,Der(A, A)) et Qa=Qy 77+

Définition 3.1. On dit que (A, T4) est réguliere si:
(i) Q4 est un A-module projectif de rang fini
(ii) Thomomorphisme canonique (injectif) Q4 — Hom (€24, A) est un iso-
morphisme.

Etant donnée une algebre différentielle simple (A,T4), on montrera sous
la condition “A noethérien” (resp. “T'4 de présentation finie”), que (A4,T4)
est réguliere; on définit auparavant le complexe de De Rham:

Soit (A,T4) une algebre différentielle, on note Alt*(T4,A) =
@p>0 Alt? (T4, A) Valgebre graduée des p formes alternées sur T'4; On définit
sur Alt* (T4, A) une structure de complexe de la fagon suivante: Si « est une
p-forme alternée la différentielle da est le (p + 1)-forme alternée définie par:

da(ala o a8p+1)
p+1

_ Z(—l)iﬂaia (81, ... ’(‘i? .. 78p+1)
i=1

Q>

+ Z (_1)i+ja ([aiaaj]valv"' 7éi>"' )

1<i<j<p+1

VR aap+1>
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(les termes chapeautés étant omis). On vérifie alors que dod = 0.

Soit (A'€24/z,d’) le complexe de De Rham absolu sur A; 'homomorphisme
canonique €' : Q4,7 — Homy (T4, A) étant compatible avec d’ et d se pro-
longe en un homomorphisme de complexes e* : (A*Qu/z,d) —
(Alt* (T4, A),d).

Le produit intérieur d’une dérivation 0 € T4 et d’une p forme alternée
a € Alt? (T4, A) est la (p+ 1) forme alternée définie par

iaa(ah e 78]3—1) == Ck(a, al: e 7817—1)-

Soit 7’ le produit intérieur canonique dans A'€}y,z, alors € est compatible
avec ¢’ et ¢ autrement dit il = ise pour tout 0 € Ty.

Soit 0 € Ty, la dérivée de Lie suivant 9 d’une p- forme alternée o €
AltP(Ty, A) est la p-forme alternée Oy = diga + igda.

Soit ¢’ la dérivée de Lie dans A'Qu,, (0, = d'ijy + iyd pour tout 9 €
Der(A, A)); il résulte de ce qui précede que £ est compatible avec 0" et
0 : €0y, = Oye pour tout 0 € Ty.

Soit (A'Qa,d’) le complexe induit par I’'homomorphisme canonique de
Qayz sur Qy = Qu/z /T T, le noyau de € contient I'idéal différentiel engendré
par T){; on a donc une factorisation & : (A'Qu,d) — (Alt'(Ty, A),d); &
n’est autre que 'injection canonique de Q4 dans Hom4 (T4, A); € est donc
un isomorphisme lorsque (A, Ta) est réquliére.

Proposition 3.2. Soit (A, T4) une algébre différentielle simple; on suppose
vérifice l'une des conditions suivantes:
(i) A est noethérien
(ii) T4 est de présentation finie
alors (A, Ty4) est régquliére.

Preuve. La condition i) (resp ii)) implique que T4 est projectif de rang fini
(Cor. 2.3). Soit N le conoyau de linjection Q4 < Hom4 (T4, A); on va
montrer que N = 0; la suite exacte canonique 0 — Q4 — Homa (T4, A) —
N — 0 entraine par dualité la suite exacte: 0 — Homu(N, A) — T, =%
Hom (24, A); comme 'homomorphisme canonique Ty — Hom 4 (24, A) est
injectif on a Hom4 (N, A) = 0; Soit K le corps de fractions de A, on a
K ®4 N = 0; en effet supposons au contraire K ® 4 N # 0, il existe alors
une K forme linéaire non nulle v : K ® 4 N — K; soit (n;) un systéme fini
de générateurs du A-module N et soit a € A, a # 0, tel que les images
des n; par 'homomorphisme v : N 2 K ®4 N 2% K appartiennent a A; v
est donc une A forme linéaire non nulle sur N ce qui contredit 'hypothese
“Hom, (N, A) = 0”. Il s’en suite que N est un A-module de torsion (et de

type fini); il posséde donc un annulateur non nul I; on va montrer que I est
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un idéal différentiel de (A,T4) ce qui impliquera que I = A autrement dit
N =0.

Rappelons que I’homomorphisme canonique € : A'Qu,7z — Alt' (T4, A) se
factorise par & : A'Qq — Alt' (T, A); &' étant I'injection canonique de Q4
dans Hom (T4, A); d’autrepart € est compatible avec les dérivées de Lie
dans A'Qyu 7 et Alt' (T, A) de sorte que 2,4 est stable pour la dérivée de Lie
05 suivant toute dérivation 0 de T4. Soient f € I et J € T4 alors pour tout
u € Homu (T4, A) on a (9f)(u) = 05(fu) — fOsu € Q4 autrement dit 0f € I;
I est donc un idéal différentiel de (A,T); d’ou la proposition. u

Proposition 3.3. Soit (A,T4) une algébre différentielle réguliére, on sup-
pose que A est local, alors Q4 posséde une base formée de différentielles
exactes.

84. Opérateurs différentiels sur une algebre réguliére.

Soient (A, T4) une algebre différentielle et grD4 la graduation définie par
la filtration canonique (Da,)p>0; on a pour tout p,q € N, [Da,,Da,yl C
D 4 p+q ce qui implique que gr D4 est une algebre commutative; on note pour
tout p € N o, ’homomorphisme canonique de D4, sur gr’ D,; oy induit
un isomorphisme de T4 sur gr! D4 qui se prolonge en un homomorphisme
gradué ¢ : Sym 4 T4 — grDy.

Proposition 4.1. On suppose que (A, T4) est réguliére et A local alors:

(1) Pour tout p € N Dy, est un A-module libre

(2) l’homomorphisme ¢ est un isomorphisme.

Corollaire 4.2. Soit (A,T4) une algébre différentielle réguliere alors:

(1)  Pour tout p € N D4, est un A-module projectif de rang fini

(2) ’homomrophisme canonique ¢ : Sym, T4 — grDs est un isomor-
phisme.

85. Modules sur une algebre différentielle simple.

Si (A, Ta) est une algebre différentielle et M un D 4-module, on note C (M)
I’ensemble des m € M tels que 9m = 0 pour tout 0 € Ty

Proposition 5.1. Soient (A,T4) une algébre différentielle simple et M un
D s-module alors ’homomorphisme canonique @y @ A®@cay C(M) — M est
injectif.

Preuve. Soit k = C(A); ¢y étant D4 linéaire, son noyau N est un sous
D 4-module de A ®;, C(M); on va montrer que N = 0; Remarquons d’abord
que tout élément dans N de “longueur” 1 est nul; en effet si a ® m € N on
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a par hypothese ¢y(a @ m) = a-m = 0; si 'on suppose a # 0 il existe alors
D € D, tel que Da = 1; on a par conséquent 0 = D(am) = (Da)m = m.
Supposons a présent N # 0 et soit £ le plus petit entier tel qu’il existe
un élément non nul n = X¢_,a; ® m; qui appartienne & N; on a d’apres la
remarque précédente £ > 2, my,--- ,m, sont libres sur k£ et pour chaque
1 <i</{a; #0; Comme (A, Ty) est simple il existe donc D € Dy tel
que Da; = 1; soit n' = Dn = 1® my + Day @ my + --- + Day, ® my; on
an’ € N et pour tout 9 € Ty On’ = 0Da, @ my + -+ + dDa, @ my € N;
I’hypotheése “¢ minimal” implique alors que X¢_,0Da; @ m; = 0; comme les
m; sont libres sur k on a dDa; = 0, 2 < i </ c’est-a-dire \; = Da; € k; on
aainsin’ =1@m;+X@my+---+ A @my € N et my +Xf_,\im; = 0; ceci
contredit la liberté des m;; on a donc N = 0 d’ou la proposition. |

Soient (A,T4) une algebre différentielle simple et k = C'(A).

Définition 5.2. Un Dy-module M est dit trivial si ’homomorphisme
canonique s est un isomorphisme. (D’apres la proposition précédente il
suffit pour cela que @), soit surjectif.)

Proposition 5.3.
(1) Tout module quotient d’un D s-module trivial est trivial.

(2) Tout sous module d’un Ds-module trivial est trivial.

Lemme 5.4. Soient (A,T4) une algébre différentielle, M un D 4-module
qui est de type fini sur A ; soit my,---m, un systeme de générateurs de M
sur A ; Soientp e N* 0y,---,0, € Taa€ Aetm e M alors 0y - - - 0p(am) =
(01---0p(a))m + X7 (D;a)m; ot D; € Dy y.

Proposition 5.5 [3].  Soit (A,Ta) une algébre différentielle simple on
suppose que; A est local; soit M un D4-module qui est de type fini sur; A,
alors M est un A module libre.

Preuve. Soient P l'idéal maximal de A et my,--- ,m, un systéme minimal
de géné-rateurs de M sur A; Notons m; la classe de m; modulo P et a la
classe modulo P d’un élément a € A; D’apres le lemme de Nakayama les
m; forment une base de M/PM sur A/P; on va en déduire que les m; sont
libres sur A: en effet supposons que Y., a;m; = 0 avec a; € A; on a donc:
e > a;m; =0 autrement dita;, € P, 1<i<n
e pour tout 0 € Ty 0=0 " am;) = >, 0a;,m; + ., a;0m; d’ou
S da;m; = 0 autrement dit da; € P 1 <i < n.

De facon plus générale, on va prouver que pour tout D € D,y Da; €
P 1 < i < mn;lasimplicité de (A, T4) impliquera alors que a; =0 1 < i < n;
on procede par induction sur 'ordre p de l'opérateur D. On vient de voir
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que I’hypothese de récurrence est vérifiée pour p = 1; supposons la vérifiée
pour tout entier ¢ < p avec p > 2; Soient 0y,---,0, € T4 on a alors 0 =
010, Xiyaimy) = Y0101+ 0p(a;im;) et d’apres le lemme précédent
il existe D;; € Dap_y tels que O ---Jp(a;m;) = 37— (Dyj(a;))my; on a
donc 0 = >2,(0h, -+, Opas)m; + 3, ;(Dija;)my; on a par conséquent d’apres
I’hypothese de récurrence >, (0; - - - 9pa;)m; = 0 autrement dit 0, - - - 9,a; €
P 1 < i < n; ceci montre que 'hypotheése de récurrence est vérifiée a
lordre p. |

Corollaire 5.6. Soient (A, T4) une algébre différentielle simple et M un
D4 module qui est de type fini sur A; on suppose vérifiée l'une des conditions
sutvantes:

(i) A est noethérien

(i) M est de présentation finie sur A
alors M est un A module projectif de rang fini.

§6. Morphismes d’algebres différentielles.

Définition 6.1. Un morphisme d’algebres différentielles (¢, ¢') : (A,T4) —
(B, Tg) est la donnée:
(a) d’un homomorphisme d’anneaux ¢ : A — B
(b) d’un homomorphisme A linéaire ¢’ : Ty — T (Ts est ici le A-module
obtenu par restriction des scalaires)
qui vérifient les conditions suivantes
(i) Pour tout 9 € Ty ¢'(0)-p=¢-0
(ii) Pour tout 9y,05 € Ta ¢'([01,02]) = [¢'(01), ¢ (2)]
(i) @(C(A.T))) C (B, Ty).

On s’intéresse aux morphismes (¢, ¢’) : (A,T4) — (B,Ta) pour lesquels
Tg est engendré par ¢'(T4): on dit alors que (B, Tj) est une algebre différen-
tielle sur (A,T4); Dans ce cas iii) résulte de i); mais iii) est généralement
nécessaire pour éviter les pathologies du type suivant: I'injection

0 g 0 0
(Q[X17X2]7 8X1> — (Q[X17X27X3]a 87)(1 z X3>
vérifie i) et ii) mais
0
XQ EC<Q[X1,X2]’8)(1) et
0 0 0
X ¢ O (QUX0 Xa X s 500 5 )

Remarque 6.2. La localisation et le quotient par un idéal différentiel sont
des opérations compatibles avec la structure différentielle.
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Soient (¢, ¢') : (A, T4) — (B, Tg) un morphisme d’algebres différentielles;
si Ts est engendré par ¢’'(T4) on a alors une factorisation canonique

A -1, 0,

1 e

B % Op
Proposition 6.3. Awec les notations ci-dessus et les hypothéses suivantes:
(1) (A,Ta) est réguliére
(il) Tp = B¢'(Ta).
Les homomorphismes (1,¢') : B&aTa — Tg et (1,d,) : B®a Qa4 — Qp
sont des isomorphismes.

Définition 6.4. Soient (A,T4) une algebre différentielle réguliere et
(A’,T/) une algebre différentielle sur (A,74) (on a donc Tar ~ A" @4 Ta);
Soient (By, Tg,) et (Bs, Ts,) deux algebres différentielles sur (A’, T/ ) définies
par des homomorphismes (1, ¢}) et (p2,ph); Soit ¢’ I'homomorphisme A-
linéaire de Ty, dans Der(B; ® 4+ By; By ® 4» By) défini par ¢'(9)(f1 ® f2) =
(,Oll(a)f1 ® fo+ L ® 90/2(8),]?2; f1 € By fo € By; Soit T = (Bl R4 BQ)QO/(TA)
alors le couple (B; ® 4 By; T') est le produit tensoriel de (By,Ts,) et (Bs, Tg,)
sur (A’,T4/) (dans la catégorie des algebres différentielles sur (A’, T'4)).

Définition 6.5. Soient (A,T4) une algebre différentielle réguliere et
(A, Ty) une algebre différentielle sur (A,T4). Si R est une C'(A’)-algebre
on munit A’ ®@cay R de la structure différentielle définie par 0(a @ r) =
(Oa)®@r; €T, a€ A, 1 €R.

On dit qu’une algebre différentielle (B, Tg) sur (A’,T4/) est triviale si le
morphisme canonique A’ ®¢(ay C(B) — B est un isomorphisme.

Remarque 6.6. Il résulte de (Prop. 1.5.1) que lorsque (A’, T'4/) est simple
le morphisme ci-dessus est injectif.

§7. Dualité de Spencer et idéaux de Picard-Vessiot.

Définition 7.1. Soit (A, T4) une algebre différentielle simple , si D € Dy
on note D# Papplication A-linéaire A®c(4) A — A définie par D#(f @ h) =
fDh. Ceci définit une dualité de A modules (& gauche) (Da; A ®c(a) A) :
(D, f ® h)y = D#(f @ h).

On munit A®c¢(a) A de sa structure de D, module trivial (i.e. D(f®h) =
Df ® h).

Remarquons que A ®c(a) A est aussi une A algebre différentielle qui n’est
pas un produit tensoriel d’algebres différentielles.
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Dans ces conditions la dualité est compatible avec les structures différenti-
elles c’est-a-dire

(D,0(f@h)) =D, f@h)+(OD,f@h) DEDsdcTu, fheA

Proposition 7.2. (Da, A®ca) A) est une bonne dualité autrement dit les
homomorphismes canoniques Dy — Hom (A ®ca) A, A) et A ®ca) A —
Hom (D4, A) sont injectifs.

Définition 7.3. On dit qu'un idéal a gauche I de Dy est de Picard-
Vessiot (ou P.V.) si D4/I est un A-module de présentation finie, c’est alors
un A-module projectif de rang fini.

Définition 7.4. Soit B une A-algebre différentielle. Soit I un idéal de
P.V. de D4 on dit que I est completement résoluble dans B si: B®4 D4/I
est un Dy module trivial.

Remarque 7.5. Soient B une A-algebre différentielle et I un idéal (a
gauche) de Dy4; on note Sol(I, B)=Homp, (D4/I; B)=C(Homu(D4/I; B));
on a donc un homomorphisme canonique B ®cpy Sol(l;B) —
Homy,(D,4/I; B); Si I est de P.V. alors I est complétement résoluble dans B
si et seulement si B®¢(p)Sol(I; B) — Homa(Da/I; B) est un isomorphisme.

Proposition 7.6. Soient B une A-algébre différentielle simple et I un idéal
de P.V. de D4 alors dime(p) Sol(I; B) < oo et les conditions suivantes sont
équivalentes:

(i) I est complétement résoluble dans B

(i) dimepy Sol(I; B) =1g,Da/l.

On suppose dans la suite que A est noethérien de telle sorte que les notions
“de présentation finie sur A” et “de type fini sur A” soient équivalentes.

Si R (resp. I) est un sous D4 module de A ®c(ay A (resp. D,), on notera
R' (resp. I') orthogonal de R (resp. I) dans la dualité (D4, A ®c(a) A); on
notera aussi R~ et I au lieu de (R')" et (I')’ ; on obtient ainsi des injections
canoniques D4 /R’ — Homu(R; A) et I' — Homa(Da/I; A).

Remarques 7.7.

(1) Comme le D, module A®¢(4)A est trivial, tout sous module de A®¢(a)
A est aussi trivial c’est-a-dire de la forme A ®¢(4) S ou S est un sous
C(A)-espace vectoriel de A.

(2) Si S est un sous C(A)-espace vectoriel de A, alors (A ®ca) S) =
Annp, S de sorte que (A ®c(a) S)’ est un idéal a gauche de D 4.

Proposition 7.8. Soit R un sous Dy module de A ®c(ay A qui est un
A-module de type fini; alors
(1) R=A Rc(a) S ot dimc(A) S < 0.
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(2) R’ est un idéal de P.V. de Da complétement résoluble (dans A) et
S = Sol(R'; A)

(3) R est linéairement fermé autrement dit R" = R

(4) rguR =1g,Da/R = dimea) S et Uinjection R — Homyu(Da/R'; A)

est un isomorphisme.

Proposition 7.9. Soit I un idéal de P.V. de D4; alors
(1) I est un A-module libre de rang fini

(2) I" est un idéal de P.V. de Dy complétement résoluble et rg,Da/I" =

rg I’
(3) les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) I"=1

(ii) rgyDa/l" =r1g,Da/l.

Corollaire 7.10. L’application S — Annp, S est une bijection de l’ensem-
ble des sous C(A)-espaces vectoriels de A de dimension finie sur l’ensemble
des idéaux de P.V. de D, complétement résolubles.

2. Extensions galoisiennes de type Joyal.

§1. La construction de Joyal? .

Soit (A, T4) une algebre différentielle simple. On peut poser le probleme
de Galois-Picard-Vessiot comme celui de la trivialisation d’un D 4-module;
De fagon précise:

Théoréme 1.1. Soit M un A module libre de rang fini muni d’une structure

de Da-module; Si C(A) est un corps algébriquement clos alors il existe une

algebre différentielle (B, Tg) sur (A,Ta) “minimale” qui vérifie les propriétés

sutvantes:

(1) (B,Tg) est simple

(2) C(B)~C(4)

(3) B ®a M est un Dg-module trivial, autrement dit [’homomorphisme
canonique B @c(py C(B ®a M) — B ®a M est un isomorphisme.

Remarque 1.2. (B,Tp) est minimale au sens que c’est la plus petite
algebre différentielle sur (A, T4) qui vérifie 2) et 3).

Soit (ey,---,e,) une base de M sur A; Alors la structure différentielle
de M est définie par Je; = —X;a;;(0)e; on 0 € Ty et a,;;(9) € A; Les re-
lations de commutations évidentes etant vérifiées. On munit 1'algebre des

2 Communication orale de A.Joyal de I’Université de Montréal.
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polynomes A[Y;;] de la structure différentielle suivante: 9Y;; = X, Y;,a,;(0)
pour tout 0 € Ty; Soient Y = det(Y;;), m un idéal différentiel maximal de
AlY;;,1/Y] et B = A[Y;;,1/Y]/m; alors B est une algebre différentielle sim-
ple; Notons que A s’identifie & un sous anneau de B; on va montrer que C(B)
est algébrique sur C'(A) de sorte que si C'(A) est un corps algébriquement clos
alors C'(B) ~ C(A); Soient K le corps de fractions de A et J un idéal maxi-
mal de B®4 K ; comme B® 4 K est une K algebre de type fini, B4 K/J est
algébrique sur K (Nullstellensatz); D’autrepart I’homomorphisme composé
C(B) = B®s K — B®4 K/J est injectif puisque C'(B) est un corps; tout
élément de C(B) est donc algébrique sur K; Or C(B ®4 K) (et par suite
C(B)) et K sont linéairement disjoints sur C(K) = C(A) (Remarque 1.6.6)
par conséquent C(B) est algébrique sur C(A).

On supposera dans la suite que k = C(A) est un corps algébriquement
clés.

Proposition 1.3. Soit k[T;;,1/T) la bigébre du groupe linéaire GL(n, k)
(T = det T3;); alors
(1) A[Y:;,1/Y] est un comodule pour la coaction

ot AlY;;,1/Y] — AlY;;, 1/Y] @ k [T, 1/T]

Js
définie par po(Y;;) = 3,Y;, @ T,

(2)  Uhomomorphisme (i1, jo) : A[Yi;, 1/Y]®aA[Yi;,1/Y] — AlY;;,1/Y]®y
E[T;;,1/T] est un isomorphisme; De plus o et iy sont des morphismes
différentiels lorsqu’on munit A®y k[T;;,1/T| de sa structure différenti-

elle triviale; (i1, po) est donc un isomorphisme différentiel.

Preuve. La proposition est immédiate; I'isomorphisme inverse de (i1, po) "
est défini par (iy,p0) ' (Vi; ®1) =Y @1 et (i, 00) ' (1QTy;) = 3,2, @Y,
ou ((Z;;) est la matrice inverse de (Y;;)). |

Remarque 1.4. Supposons que A soit 'anneau de coordonnées d’une
variété algébrique affine X et lisse; Soit T4 = Der(A, A) alors A[Y;;,1/Y]
est 'anneau de coordonnées d’'un espace homogene princial affine P sur X
de groupe GL(n,C); le A-module M définit un fibré vectoriel algébrique
M sur X dont le fibré algébrique principal associé est P; la structure de
D a-module de M définit une loi de dérivation intégrable V dans M; D’'un
point de vue analytique si 'on note “a” la correspondance G.A.G.A., P°
est le fibré des reperes asocié au fibré vectoriel M*; V induit donc sur P°
une connexion intégrable w. D’autrepart, soit m un idéal différentiel max-
imal de A[Y;;,1/Y], solent B = A[Y;;,1/Y]/m et G le stabilisateur de m
dans GL(n,C); alors G opere sur B de facon compatible avec la struc-
ture différentielle; d’ott une représentation p de G dans Gal(B/A) (groupe
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des automorphismes différentiels de B sur A); on montrera que p est un
isomorphisme; B est alors 'anneau de coordonnées d’un sous-espace ho-
mogene principal P’ de P de groupe G; P'® est un sous fibré principal de
P (autrement dit P'® est une G-structure) qui est muni d’une connexion
intégrable (celle induite par w); Ceci rattache la théorie de Galois de Picard
Vessiot a la théorie des G-structures dans la présentation de Bernard [1].

§2. Extensions galoisiennes et G-structures.
Définition 2.1.  Une algebre différentielle (B,Tp) sur (A,T4) est dite
galoisienne si elle vérifie les conditions suivantes:

(i) B est une A-algebre de type fini

(i) C(B)~C(A)

(iii) le morphisme différentiel i; : B — B ®4 B est trivial (B ®4 B étant
muni de sa structure différentielle de produit tensoriel); autrement dit
(t1,id) : B®cp) C(B ®4 B) — B ®4 B est un isomorphisme.

Remarque 2.2. Cette définition est la définition géométrique de la théorie

de Galois [4].

Théoréme 2.3.

(1) Soit m wun idéal différentiel mazimal de A[Y;;,1/Y] alors B =
AlY:;,1/Y]/m est une algébre différentielle galoisienne.

(2) C(B ®a B) est une k-bigebre munie d’une involution ; autrement dit
C(B ®4 B) est l’'anneau de coordonnées d’un groupe algébrique affine

G défini sur k.

Preuve. 1) L’homomorphisme ¢ = (i1,id) : B ®, C(B ®4 B) — B ®4
B est injectif puisque (B,Tp) est simple; il suffit donc de prouver qu'’il
est surjectif; Soit x I’homomrophisme canonique de A[Y;;,1/Y] sur B; on
considere ’homomorphisme composé «:

7

(i1,10) "

1/T) — A[Y;;,1/Y] @y k[T};,1/T] —=——
AlY;;, 1Y @4 AlY;

k[T,

E

” ,1/Y] X2 Bo, B

« est a valeurs dans C(B ®4 B) et le diagramme suivant est commutatif:

AV, 1)Y @4 k[T, 1/T) 220 AV, 1/Y] @4 ALY

a®xl lx®x

B ®;, C(B®4 B) L N B®, B

1/Y]

7
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Soit y;; = x(Y;;); lalgebre B® 4 B est engendrée sur A par 1 ® y;;,yi; ® 1,
i@ 1, 1 ®i (avec y = dety;;) et on a y;; ® 1 = ¢(y;; ®1); 1@y, =
©(2,y;r ® a(T;)); ceci prouve que ¢ est surjectif.

2) On pose R = C(B®4B) et inj 'injection de R dans B® 4 B; ’homomor-
phisme composé R®, R — B®4 B®; R %% B ®4 B ®4 B est injectif et
a valeurs dans C(B ®4 B ®4 B). C’est en fait un isomorphisme; en effet
si (vg) est une base de R sur k, tout élément de B ®4 B ®4 B est de la
forme 1 ® p(35f3 ®vg) ol fg € B®4 B; si de plus cet élément appartient a
C(B®aB®sB)onal =0[10p(Xsf3RQv5)] = 10p(X5(0fs)®vs) pour tout
0 € Ty; autrement dit fz € R; On identifie ainsi R®y, R et C(B®4 B®4 B).

3) Structure de bigebre de R:
On considere les morphismes différentiels suivants:
A:B®yB—-B®,B®sB A(f@h)=f®1&h
m:B®aB— B m(f®h)=fh (multiplication dans B)
A et m induisent par restriction aux constantes les homomorphismes de k

algebres § : R - R®;, R et € : R — k; on a d’autrepart les diagrammes
commutatifs:

B®,B —2-+ B®,B®,B B®,B -2 B®,B®,B

AJ{ ll@A Al 1Ny ll@m

m®1

Bo,B 2%, Be,Bo,B®,B Bo.B®,B 22 Be,B

ils induisent par restricitons aux constantes les diagrammes commutatifs:

R —  Ro.R R — > Re.R
5l ll@é 6l 1N\ l(l’p)
Re.R 2. R Ry R -2 R

p étant ’homomorphisme ¢ considéré a valeurs dans R.
La symétrie s : B4 B — B®4 B (s(f ® h) = h® f) induit un isomor-
phisme ¢ : R — R et on vérifie alors le diagramme commutatif suivant:

R — 5 RewR

(ﬂ -~ l(m)

Ry R -2 R
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O

Remarque 2.4. On va montrer que la structure de bigebre sur C(B® 4 B)
définie ci-dessus se déduit de celle de k[T;;, %] par passage au quotient et
la coaction de C(B ®4 B) sur B est induite par celle de k[T;;,1/T] sur
AlY;;,1/Y].

Proposition 2.5. L’homomorphisme « : k[T;;,1/T] — C(B ®4 B) est un
morphisme surjectif de k bigebres autrement dit G est un sous-groupe fermé
de GL(n, k).

Preuve. a) « est surjectif: on pose t;; = a(T;;) et t = a(T'); Soit R’ I'image

de «a; de l'injection R’ — C(B ®4 B) on déduit ’lhomomorphisme composé
%)

¢ :B®, R — B®,C(BsB) = B®sB;Onay;1=¢(y,; 1)
et 1 ®y;; = ¢'(E,9ir ®t,5); ¢ est donc surjectif; c’est un isomorphisme;
I'injection B ®; R’ — B ®; C(B ®4 B) est aussi un isomorphisme (fidele
platitude sur un corps); il en résulte que R’ = C(B ®4 B).

b) La compatibilité de a avec les structures de bigebres résulte des défini-
tions. u

Proposition 2.6. B est un comodule pour la coaction p : B — B ®y

C(B ®a B) définie par u(f) = (1 ® f). (on a donc ¢ = (i1, p)) et les
diagrammes suivants sont commutatifs:

AlY;;,1/Y] —=— A[Y;;,1/Y] @ k[T;;, 1/T)

Xl lx@a
B -+ B®;, C(B®4 B)

(41,10)

ALY, /Y] 94 Al /Y] — s ALY, 1/Y] 0 KT, 1T]
o] Juer
B®,B 84, BeyC(B®,a B)
Preuve. Evidente. u

Remarque 2.7. Soit py (resp. p) la représentation de GL(n,k) (resp.
G) dans A[Y;;,1/Y] (resp. B) définie par po (resp. p); on a po(g)(Yi;) =
.Y, T5(9) et p(9)(yij) = Eryirtrj(9); @ est injective et compatible avec la
structure différentielle de B, G s’identifie & un sous groupe de Gal(B/A).



EXTENSIONS GALOISIENNES 23

Proposition 2.8. p: G — Gal(B/A) est un isomorphisme.

Preuve. 11 suffit de montrer que c’est une surjection; Soit v € Gal(B/A);

le morphisme différentiel composé B @4 B %L Bw 4B 5 B (m étant la

multiplication dans B) induit par restriction aux constantes un homomor-
phisme de k algebres C(B ®4 B) — k c’est-a-dire un élément g € G tel que
v = p(9)-

Soit G’ le stabilisateur de m dans GL(n, k) c’est-a-dire le sous groupe de
GL(n,k) formé des g tels que py(g)m = m; Tout g € G’ définit un élément
©'(g) € Gal(B/A) tel que p'(g) - x = xopo(g); d’olt une représentation p’
de G’ dans Gal(B/A); p’ est injective; D’autrepart si g € G on a p(g)x =
XP0(9); po(g) laisse donc stable m ou encore g € G’; on a ainsi G C G’ et le
diagramme suivant est commutatif

p
~Y

G = Gal(B/A)

n o/
G/
On en déduit que G = G’ et p = p'. [l

Théoréme 2.9. Soit J l’ensemble des idéaux différentiels mazimaux de

AlY:;,1/Y]; alors

(1) GL(n,k) opére transitivement sur J

(2) Simy et my sont dans T alors A[Y;;,1/Y]/my et AlY;;,1/Y]/my sont
isomorphes.

Remarque 2.10. Soit X une variété algébrique affine complexe irréductible
et lisse d’anneau A; Soit T4 = Der(A, A); On a vu que le choix de m dans
J définit un sous fibré principal Pg du fibré des reperes P* associé au fibré
vectoriel M¢ défini par M; J représente donc une famille de G-structures;
le théoreme signifie que ces structures sont équivalentes; D’autrepart si w
est la connexion analytique dans P® induite par la loi de dérivation dans
M, alors les P& sont les adhérences pour la topologie de Zariski des feuilles
d’holonomie de w.

Donnons les lignes de la preuve du résultat ci-dessus:
Soient m; et m, € J; Soient P; et P, les sous-variétés algébriques de P
définies par m; etmy. P, et P, étant deux fibrés au-dessus de X, on a alors:
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1) P, trivialise P, (resp. P, trivialise P;) c’est a dire le produit fibré
Py, xx Py (resp. P, xXx Pp) est isomorphe & un produit P, x Hpy (resp.
P, x Hyy) ot Hi5 (resp. Hop) est une variété algébrique.

2) 1l existe des applications régulieres injectives ayo : Hio — GL(m,C),
g : Hyy — GL(m,C) et un isomorphisme v : Hy; — Hy; tels que le
diagramme suivant soit commutatif

H12 L GL(TZ, C)
H21 L? GL(TZ, C)
o désignant I’isomorphisme g +— g~ 1.
Soit w un point de Hay, alors g = ap(u) est 'inverse de ¢’ = awgv(u), les
applications composées

7/)123P1—>P1><H12:>P1><XP2P—T§P2

p = (p,v(u))
w213P2—>P2><H21:>P2><XP1p—T>2P1
p+ (p,u)

sont des isomorphismes réciproques. On a ainsi ¥3(p) = p - g, pour tout
p € Py (resp. ¥o1(p) = p-g~*, pour tout p € P,); On a donc P, = P, - g;
d’autrepart comme m; (resp. my) est l'idéal de définition de P; (resp. P)
onam,=m -g.

Preuve du théoréme: Soient m; et my deux idéaux différentiels maximaux
de A[Y;;,1/Y]; Soient By = A[Y;;,1/Y]/my et By = A[Y;;,1/Y]/m,.

Lemme 2.11. Les morphismes canoniques jio : By — B @4 By et jop :
By — By ®4 By sont triviauz ,c’est a dire @19 = (ji2,id) : By @ C(B; @4
By) — By ®4 Bs et 921 = (Jo1,1d) : By @i, C(By ®4 B1) — By @4 By sont
des isomorphismes.

Preuve. B; et By sont différentiellement simples, @15 et o sont injectifs
(remarque 1.6.6); Il suffit alors de montrer qu’ils sont surjectifs; soity; (resp.
x2) la surjection de A[Y;;,1/Y] sur By (resp. Bs; Soit ais (resp. o)
I’homomorphisme composé

E[T;

K

1/T) — A[Y;,1/Y] @y k[T, 1/T]
o) LAl 1Y) @4 ALY,

X1®@Xx2
— B, ®a By

1/Y]

79
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(resp.
k[T, 1/T] — A[Yy;, 1/Y] @4 k[T};,1/T]
) ALY, 1/Y) @4 AV, 1/Y]
Xe®a, B, ®4 By)

oz (resp. de apy) est a valeurs dans C(B; ® 4 Bs)) (resp. C(By ®4 By)); on
en déduit les diagrammes commutatifs:

A[Y,;,1)Y] @4 k[T, 1/T) 20 AY, 1/Y] @4 A[Y;,1/)Y]

X1®X12J{ J{Xl@XZ

By ®, C(B, ®4 By)  —22 B, ®4 By

AlY;j,1)Y] @4 k[T, 1/T) 220 AV, 1/Y] @4 AV, 1/Y]
X2®X21l iX2®X1

By ®1, C(By ®4 By) SN By ®4 By

Soient y) = x1(Y)); 42 = x2(¥i); y© = dety)); y® = dety;; alors
B; ®4 By (resp. By ®4 By) est engendré sur A par

oL 19y?; el 1o -
yz] yz] ’ y(l) ’ y(2)
(resp.
1 1
vy ®1, 10y 5oL 10 —7)
Yy Yy
et on a:
1= M 1 10u? = Y oW T.
yzy ® P12 \ Yij ® ® Yij ¥12 rYir @ 0512( T])
(resp.
v ®1= ¢ (yw) ® 1) 1@y, = ¢n {Eryff) ® azl(ﬂ-j)} );

ceci prouve que @15 et o sont surjectifs.

Lemme 2.12.
(1) [T [ R 1/T] - C(Bl ®A BQ) et Qg1 - [ 179 1/T] - C(B2 ®A Bl)
sont surjectifs
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(2) Soit o Uinvolution de k[T;;,1/T] (c’est-a-dire lisomorphisme de
E[T;;,1/T] qui a la matrice (T;;) associe son inverse), alors le dia-
gramme suivant est commutatif:

k[Ti;,1/T) — k[T, 1/T]

QQIJ JQIZ

C(By ®4 By) e, C(B1 ®a Bs)

ot, C(v) est a la restriction a C(By @4 By) de la symétrie v : By @4
B, — By ®4 B,

Supposons le lemme prouvé: C(By ®4 B;) est donc une k-algebre de type
fini et il existe un homomorphisme de k-algeébres u : C(By; ®4 By) — k
(Nullstellensatz); uas; définit un élément g € GL(n,k) dont l'inverse est
défini par uC'(v)~!; on considere les morphismes différentiels composés:

%Bl(gkk_)]gl

Y19t By — B; ®4 Bs & By ®; C(B1 ®4 By)
Y911 By — By ®4 By Lo, Bz ®y C(By ®4 By) ELLN By @ k= By

112 et 1y sont des isomorphismes réciproques et on a

¢12(y1(j2)) Ery“« TT]( )

ceci signifie aussi que l'on a les diagrammes commutatifs

o(g™h) 0( )
Al Z],l/Y] g Al l]71/Y] [ 1171/Y] o [ U,l/Y]
X2J le le ml
B, - B B, - B

On en déduit alors py(g)(m;) = my, d’ou le théoreme.
Reste a prouver le Lemme 2.12:
1) Soient t( ) = (T ),tﬁf) = g (Ty;), V) = det t§j , 12 = det t(2)' Soit
R, (resp. R21) I'image de a;s (resp. ag;); De l'injection Ry, «— C(B; ®AB2)
(resp. Ry — C(By®4 By)) on déduit 'homomorphisme composé ¢/, (resp.

90/21)

By ®; Rig — By @, (B ®4 By) 2% B, ®,4 B,
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(resp.
By ®) Ryy — By ®), C(B2 ® By) 2, By ®4 By);

onay @l =, (u) ©1), 1045 = ¢l (Sl @) resp. 4 ©1=

Py (yf) ® 1), 1 ®y§;) = @5 (Eryzg) ® tg)) | ceci montre que ¢}, et ), sont
surjectifs; Ce sont donc des isomorphismes; 'injection B; ®; Ry — B; Qp
C (B, ®a By) [resp. By ®j Ray — By ®y, C(By ®4 By)] est un isomorphisme.
On en déduit que Ris = C(B; ®4 Bs) [Resp. Ry = C(By®4 By)] (propriété
de fidele platitude sur un corps).

2) La seconde partie du lemme résulte immédiatement de la définition de
Q19 et Q. |

Corollaire 2.13. Si m; et my sont deux idéaux différentiels mazximaux
de A[Y;;,1/Y], les stabilisateurs G et Gy de my et my dans GL(n, k) sont
conjugués dans un automorphisme intérieur de GL(n, k).

3. Extensions galoisiennes et P.V. normales (cas des corps).
§1. Extensions galoisiennes.

Soit (K, Tk ) un corps différentiel; on a vu que sous 'hypothese “C(K, Tk)
algébriquement clos” une algebre différentielle qui est de type Joyal est ga-
loisienne; ce résultat possede une réciproque: Soit B/K une extension ga-
loisienne, alors B est de type Joyal trivialisant un Dx module convenable;
B étant supposé integre.

Pour montrer ce résultat, on aura besoin de développer le lien entre la
structure différentielle et la structure de G-module de B; G étant le groupe
de Galois de B sur K.

Soit (K, Tk ) un corps différentiel; soit B/K une extension galoisienne; on
suppose que k = C(K) est algébriquement clos et B integre.

Proposition 1.1.

(1) C(B®k B) est une k-bigébre munie d’un involution (C(B ®x B) est
donc l'anneau d’un groupe algébrique affine G défini sur k)

(2) B est un comodule pour la coaction : B — B ®;, C(B ®k B) définie
par u(f) = e 1 (1@ f) ou ¢ est I'isomorphisme de trivialisation B @,

Preuve. 1l est clair que C(B ®k B) est une K-algebre de type fini. Soit
¢:B®,C(B®Kk B) — B®k B l'isomorphisme de trivialisation.
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Soit inj I'injection de C(B®x B) dans B®x B; 'homomorphisme composé

C(B®k B)®,C(B®k B) e B®k B, C(B®k B) 89, B®x Bk B
est a valeurs dans C(B ®k B ®k B); Le méme raisonnement que dans la
preuve du th. I1.2.3 montre que c’est un isomorphisme sur (B ® x B @k B);
la structure de bigebre est alors définie de la méme fagon que dans le th.
I1.2.3. Soit p la représentation de G dans B définie par p; on a ¢(g)(f) =
Yiri(g) fi st p(f) = X:fi ® ry; p est injective et compatible avec la structure
différentielle. Ul

Proposition 1.2. p: G — Gal(B/K) est un isomorphisme.

Preuve. 11 suffit de montrer que p est surjectif; Soit v € Gal(B/K); le
morphisme différentiel B @ x B %' B x B B (ot m est la multiplication
dans B) induit par restriction aux constantes un homomorphisme de k-
algebres C(B @k B) — k c’est-a-dire un élément de G dont l’action sur B
n’est autre que 7. [l

Remarque 1.3. Gal(B/K) possede donc une structure de groupe algébri-
que défini sur k.

Proposition 1.4. B est un G module simple autrement dit B ne posséde
pas d’idéaux stables pour G autres que 0 et B.

Preuve. On note pour toute K algebre £, G(E) = Homy_,,(C(B®k B); E)
muni de sa structure de groupe linéaire défini par la bigebre C'(B ®x B);
Soit X = Homp_a,(B;-); Si X(E) # 0 alors G(E) opére simplement tran-
sitivement sur ’ensemble X (F) lopération étant définie de la fagon suiv-
ante: si g € G(E) et £ € X(F) alors g(£) est ’homomorphisme composé
B B®, C(Bog; B) L4 E

Soit K une cloture algébrique de K alors X (K) # 0 (Nullstellensatz)
et G(K) opere simplement transitivement sur X (K); Soit I un idéal de B
stable pour G; supposons I # B et montrons que I = 0: Soit £ € X(K)
tel que I C ker & on a alors I C ker g(£) pour tout g € G(K); orbite de £
est Eionc formée de points dont le noyau contient I; comme cette orbite est

X (K); il s’ensuit que I est contenu dans l'intersection des idéaux maximaux
de B et donc I =0 (Nullentensatz). u

Corollaire 1.5. Soit B l’algébre des invariants de B sous G, alors B¢ =
K.

Lemme 1.6. Soit f € B, les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) feB®
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(i) w(f)=rfol

Preuwve du Corollaire 1.5. Soit f € BY; on déduit du Lemme 1.6 que
u(f) = f®1 cest-a~dire 1 ® f = f ® 1 ce qui implique que f € K (fidele
platitude sur un corps). u

Définition 1.7. On appelle (G, B)-module, un B-module qui est muni
d’une structure de G-module qui satisfait a la condition de compatibilité
suivante: g(fm) = g(f)g(m), g € G, f € B,m € M. On note M I'espace
vectoriel sur K des invariants de M.

Remarque 1.8. SiV est un K-espace vectoriel, alors BV est un (G, B)-
module pour la structure définie par g(f®v) = g(f)®v; g € G, f € B,v € V,
cette structure est dite triviale.

Proposition 1.9. Soit V un K-espace vectoriel ; alors linjection iy : V —
B®g V est un isomorphisme sur (B @ V).

Proposition 1.10.  Soit M un (G, B)-module; alors I’homomorphisme
canonique B @x M® — M est un morphisme injectif de (G, B)-modules
(B ®x MY étant muni de sa structure triviale de (G, B)-module).

Définition 1.11. Un (G, B)-module M est dit trivial si le morphisme
canonique B @x MY — M est un isomorphisme. (Il suffit pour cela qu’il
soit surjectif.)

Proposition 1.12.
(1)  Tout module quotient d’un (G, B)-module trivial est trivial.

(2) Tous sous module d’un (G, B)-module trivial est trivial.
Soit L le corps de fractions de B;
Proposition 1.13. LY =K

Proposition 1.14.
(i) CL)=K

(ii) B est une algebre différentielle simple.

Remarque. Pour montrer la proposition 1.14 il faut voir de plus pres le
lien entre B et L;

Si f € L, on note Iy = Annp, f; I; est un idéal a gauche de D; on dit
que f est un élément de Picard-Vessiot de L sur K si dimg Dk /I < oo (il
revient au méme de dire que le D module engendré par f est un K-espace
vectoriel de dimension finie).
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L’ensemble des éléments de Picard-Vessiot de L sur K est un sous anneau
différentiel de L qu’on note PV (L/K).

Si f € L on note &,(f) le k-espace vectoriel engendré par l'orbite de f
sous G.

Lemme 1.15 [2]. Soit f € L; les conditions suivantes sont équivanlentes:
(i) feB
(i) dimy E(f) < 0.

Preuve. 1l est clair que i) entraine ii);

Réciproquement, supposons f # 0 et dim&,(f) < oo; Soit (%) i =
1,---,r une base de &,(f) sur k, a;, b € B; on a pour tout g € G g(f) =
¥i_1pi(9)% ot pi(g) € k; g(f) est donc défini sur I'ouvert U de spec B formé
des z tels que b(x) # 0 Supposons qu’il existe un point zo ou f n’est pas
défini, alors l'orbite de xy ne rencontre pas U ce qui est contradictoire; on
montre en effet que G opérant sur spec B simplement transitivement, toute
orbite est dense; il s’ensuit que f est défini en tout point de spec B c’est-a-
dire f € B.

Reste & montrer que toute orbite de spec B est partout dense: Soit F' un
fermé de spec B stable pour 'action de G et soit I I'idéal radiciel qui définit
F alors I est stable sous G; comme B est un G module simple on a I = 0
c’est-a-dire F' = spec B. |

Lemme 1.16. PV (L/K) C B.

Remarque. On montrera que PV(L/K) = B (cf. Prop. 1.20).

Preuwve du Lemme 1.16. Soit ¢ = C'(L), on consideére I’application ¢-linéaire
canonique u : £ ®; &E.(f) — L l'image de u n’est autre que le ¢ espace
vectoriel & (f) engendré par l'orbite de f sous G. D’autrepart ¢ et L sont
linéairement disjoints sur k puisque k est algébriquement clos; 'application
canonique ¢ ®; L — L est donc injective et le diagramme commutatif

{®, L —— L
]

L@ E(f)

montre alors que u est injective; on a ainsi un isomorphisme de ¢ ®j, E(f)
sur &(f). Soit f € PV(L/K), d’apres ce qui précede pour prouver que
dimy, £ (f) < oo il suffit de prouver que dim, & (f) < oo ; Soit S = Sol(I, L)
I’espace vectoriel sur £ des solutions de /¢ dans L; on a S ~ Homp, (Dx /1f; L)
= C(Homg (Dg/Iy; L)) et I'injection canonique L®,S — Homp, (Dg/I; L)
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montre que dim, S < dimg(Dg/I;) < oo; Comme &(f) C S on a donc
dim & (f) < oo; d’ou le lemme. u

Preuve de la Proposition 1.14. 1) Soit f € C(L) alors f € PV(L/K) C B
(Lemme 1.16) on a donc f € C(B) = k.

2) Soit f € B, f # 0; Soit I l'idéal différentiel de B engendré par f;
on va montrer que I contient un élément inversible : soient 0;,---,d, une
base de Tx sur K et fi,---, f, une base de &.(f) sur k; il existe alors
aq, -0, € N tels que W = det 0% f; # 0; Soit x : G — k* le déterminant
de la représentation de G dans E(f); on a pour tout g € G g(W) = x(g)W
et g(1/W) = (1/x(9))(1/W); on a donc dimy E,(W) = 1 et le Lemme 1.15
implique que 1/W € B; Comme W € [ on en déduit que I = B ce qui
prouve que B est une algebre différentielle simple. |

On exprime maintenant la dualité de Spencer pour I’extension galoisienne
B/K.
Définition 1.17. On munit B®; B de la structure de G-module définie par
g(f®@h)=g(f)®g(h): On munit Dp de la structure de G-module définie
par g(3;h:&) = 3ig(hi)&i, h; € B h; € B & € D; on a alors D§ = D et
Dg est trivial. La dualité (Dp, B®;, B) est compatible avec les structures de
G-modules définies ci-dessus; on a donc g((D,n)) = (9(D), g(n)) pour tout
ge G, DeDg,ne B, B.

Proposition 1.18.

(1)  Soit S un sous k-espace vectoriel de B de dimension finie stable sous G
alors I = Annp,. S est un idéal de P.V. de Di complétement résoluble
dans B (autrement dit BI est complétement résoluble) et tel que S =
Sol(I; B).

(2) Soit I un idéal de P.V. de Dy complétement résoluble dans B alors
S = Sol(I; B) est un sous k-espace vectoriel de B de dimension finie
stable sous G et tel que I = Annp, S.

Preuve. 1) Soit S un sous k-espace vectoriel de B de dimension finie stable
sous G; soient I = Annp, S et J = Annp, S; alors J est un idéal de P.V. de
Dp complétement résoluble et S = Sol(J; B). D’autre part, comme B ®j S
est un sous G-module de B®y, B, J est un sous G- module de Dp (la dualité
étant compatible avec les structures de G- modules de B ®; B et Dg); J
est donc trivial (Proposition 1.12) autrement dit on a J = B @k J¢ =
B ® I; De I'isomorphisme canonique Dg/J ~ B @k Dy /I on déduit alors
que dimg D /I = rggDp/J = dim;, S: ceci montre que I est un idéal de
P.V. de Dk completement résoluble et S = Sol(/, B).
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2) Soit I un idéal de P.V. de Dy complétement résoluble dans B. S =
Sol(I; B) est alors un k-espace vectoriel de dimension finie et l'on a
Annp, S = (B ®;, I)¢ = I; Enfin il est clair que S est stable sous G;
ceci acheve la preuve. |

Corollaire 1.19. L’application S — Annp, S définit une bijection entre
les sous k-espaces de B de dimension finie et stables sous G et les idéauz de
P.V. de Dy complétement résolubles dans B.

Proposition 1.20.
(1) Pour tout f € B,I; = Annp, f est un idéal de Dk complétement
résoluble dans B et E,(f) = Sol(Is, B).

(2) PV(L/K) = B.

Preuve. 1) Soit f € B alors & (f) est un k-espace vectoriel de dimension

finie stable sous G et 'on déduit la Proposition 1.18 que I; = Annp, E(f)

est un idéal de P.V. de Dy completement résoluble et £, (f) = Sol(Is; B).
2) La seconde assertion résulte de la premiere et du Lemme 1.15. Ul

Corollaire 1.21. Gal(L/K)=G.

En effet si g € Gal(L/K) alors g laisse stable PV(L/K) = B; On a donc
g €aqG.

Proposition 1.22. B/K est une extension différentielle de type Joyal
trivialisant un Dy -module qui est un K-espace vectoriel de dimension finie.

Preuve. 1l existe un sous k-espace vectoriel S de B de dimension finie stable
sous G et qui engendre la K-algebre B; Soit I = Annp, S; I est alors un
idéal de P.V. de Df completement résoluble dans B tel que S = Sol(!; B);
Soit fi,---, f, une base de S sur k; soient Di,---,D, € Dk tels que les
classes D; modulo I forment une base de Dy /1. |

Notons Y;; = D, f; et Y = detY};, on a alors B = K[Y;;,1/Y]; en effet on
a pour tout 0 € Tk 0Y;; = X,a;,.(0)Y; ot a;,(0) € K et dimy, Ex(1/Y) < 00

autrement dit 1/Y € B; B est donc de type Joyal trivialisant Homy (Dg /I, K).

§2. Extensions P.V. normales.

Définition 2.1. Soit (K, Tx) un corps différentiel; une extension de corps
différentiels L/K est dite P.V. normale si elle vérifie les conditions suivantes
(i) L est une extension de type fini de K (au sens des corps)

(i) C(K)=C(L) et C(K) est algébriquement clos
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(iii) L est le corps de fractions de P.V. (L/K)

(iv) Pour tout f € PV(L/K), I; = Annp, f est completement résoluble
dans L.

Remarque. Soit B/K une extension galoisienne, si B est intégre alors
L = Frac B est une extension P.V. normale de K et B = PV(L/K) (Prop.
1.20), réciproquement:

Proposition 2.2 [Kolchin-Lang]. Soit (K, Tx) un corps différentiel; soit
L une extension P.V. normale de K. On suppose que C(K) est algébrique-
ment clos, alors PV(L/K) est une extension galoisienne de K.

Preuve. On considére une famille finie (h,) d’éléments de PV(L/K) qui
engendrent L sur K; Soient I, = Annp, h,, S, = Sol(I,,L), I = Nu1,,
S = ¥,5,; on a S = Sol([; L); D’autrepart comme les [, sont par hy-
pothese de Picard-Vessiot et completement résolubles dans L, I est aussi
P.V. complétement résoluble dans L. Soient fi,---, f, une base de S sur
k=C(K),et Dy, - ,D, € Dy tels que les classes D; modulo I forment une
base de Dg /I sur K ; Soient Y;; = D, f;, Y = det(Y;;) et B = K[Y;;,1/Y]
alors:

e B est un sous anneau différentiel de L puisqu’on a pour tout 0 € Tk,
0Y;; = ¥,a;;(0)Y; ol a;;(0) € K.

e [ = Frac B puisque S, C S pour tout a.

e On va prouver que B/K est galoisien. On en déduira PV(L/K) = B
(Prop. 1.20). On considére les morphismes canoniques ¢ : B ®;, C(B Qg
B) - B®g Bet ¢ : L®,CL®kL)— L®kL; On a le diagramme
commutatif suivant

B®,C(B®k B) —— B®yB

CanJ{ J{Can

’

L®,C(L®gx L) —*— L®xL

comme ¢’ est injectif, ¢ est aussi injectif; Reste donc & montrer que ¢
est surjectif. Soient Y la matrice (Y;;) et Z = Y~!; on a pour tout 9 €
Tk 0(ZRY) =0ZQQY +Z9Y = —AQ)Y @ Z+ZY(AO) =0
ou A(0) = (ai;(0)); on en déduit que C = Z @Y est a coefficients dans
C(B®xk B) et larelation 1®@Y = (Y ®1)C prouve alors que ¢ est surjective.
Ceci acheve la preuve du lemme. 1



34 A. FAHIM

4. Extensions galoisiennes et P.V. normales (cas des algébres).

§1. Extensions galoisiennes.

L’objet est de montrer le résultat suivant: Soient (A,T4) une algere
différentielle simple et B une A-algebre différentielle galoisienne; si les con-
ditions suivantes sont vérifiées:

i) C(A) est algébriquement clos

ii) A est noethérien et local

iii) B est integre

iv) B= PV (B/A)
alors B est de type Joyal trivialisant un D, module qui est un A module libre
de rang fini; la condition iv) est nécessaire, on donnera un contre exemple.

Soit (A,T4) une algebre différentielle; soit B une A-algebre différentielle
galoisienne; on suppose que k = C(A) est algébriquement clos, A noethérien
et B integre.

Proposition 1.1.
(1) C(B ®a4 B) est une k-bigébre munie d’une involution: autrement dit
C(B ®4 B) est l’anneau d’un groupe algébrique affine G défini sur k.

(2) C(B®aB) est un comodule pour la coaction p: B — B®;, C(B®a B)
définie par u(f) = 1 (1® f) ot ¢ est l'isomorphisme de trivialisation

(3) la représentation de G dans B définie par p est un isomorphisme de

G sur Gal(B/A).

Remarque 1.2. 'homomorphisme canonique A — B est injectif puisque
(A,T4) est simple.

Soient K le corps de fractions de A et B’ = B ®4 K ; on va montrer
que B’ est galoisien sur K; ceci permettra d’utiliser dans I’étude de B les
propriétés de B’ établies au chapitre III.

Lemme 1.3. Soient E une A algébre différentielle et S une partie multi-
plicative de A; si E est un anneau réduit alors ’homomorphisme canonique
E — ES~1 est injectif.

Lemme 1.4.
(1) B’ est galoisien sur K

(2) Gal(B'/K)= Gal(B/A).
Prewve. — C(B') = k: soit f € C(B'); il existe a € A, a # 0, b € B tels que

af = b; Soit D € Dy tel que Da = 1; on a alors D(af) = (Da)f = f et
f = Db € B autrement dit f € C(B) = k.
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— ’lhomomorphisme canonique ¢’ : B’ ®;, C(B' @k B') — B’ @k B’ est un
isomorphisme.

Il résulte du Lemme 1.3 que 'homomorphisme canonique j : B ®4 B —
B’ @ B’ est injectif ; il induit donc une injection C(j) : C(B ®4 B) —
C(B'®k B'); Notons i I'injection B — B’; du diagramme commutatif suivant

B®,C(B®,B) —Y— B®,B

l@C(j)l J l
B ®, C(B' ®x B') —%— B @ B’
on déduit a la fois que C(j) et ¢’ sont des isomorphismes.

— C(j) est par définition compatible avec les structures de bigebres sur
C(B®aB)et C(B'®kB’); onadonc Gal(B'/K) = G = Gal(B/A). u

Proposition 1.5. B est une algébre différentielle simple.

Preuve. Soit I un idéal différentiel de B; supposons I # B et prouvons I = 0;
Comme (A,T4) est simple on a I N A = 0. Soit I’ I'idéal de B’ engendré
par I; il est clair que I’ est différentiel; il est donc trivial (B’ étant simple);
montrons I’ = 0; en effet si I’ # 0 on a alors I’ = B’ et il existe une famille
finie (f;) (resp. (X\;)) d’éléments dans B (resp. I) tels que 3\ f; € INA
et X\ f; # 0 ce qui est contradictoire. On a donc I’ = 0 et par suite
I=0. Ul

On donne 'expression de la dualité de Spencer dans le cas d’une extension
galoisienne d’algebres différentielles.
Définition 1.6. On dit qu'un élément f € B est de Picard Vessiot (ou P.V.)
sur A si Iy = Annp, f est un idéal de Picard-Vessiot de D4 autrement dit si
Da/I; est un A-module de présentation; c’est alors un A-module projectif
de rang fini (A étant supposé noethérien).

Soit PV (B/A) l'ensemble des éléments de P.V de B sur A; c’est un sous
anneau différentiel de B stable sous 'action de G.

Proposition 1.7.

(1) Soit S un sous k-espace vectoriel de PV (B/A) de dimension finie stable
sous G alors I = Annp, S est un idéal de P.V de D4 complétement
résoluble dans B et S = Sol(I; B).

(2) Soit I un idéal de P.V. de D4 complétement résoluble dans B, alors
S = Sol(I; B) est un sous k-espace vectoriel de PV (B/A) de dimension
finie stable sous G et I = Annp, S.

Preuve. 1) Soit S un sous k-espace vectoriel de PV (B/A) de dimension finie
stable sous G alors I = Annp, S est un idéal de P.V de D,: en effet si
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fi,-++, fn est une base de S sur k, Iy, = Annp, f;, 1 <i<nonal=0nN;
comme les Iy, sont P.V. la suite exacte canonique 0 — D4/ — ®;D4/I;,
montre que D4 /I est un A module de type fini (A étant noethérien); c’est
donc un A module projectif de rang fini.

Soient J = Annp, S et I’ = Annp, S; J est un idéal de P.V de Dp
completement résoluble (Prop. 1.7.8 ) et I’ est un idéal de P.V. de Dy
completement résoluble dans B’ et tel que I’ = Annp,. S (Prop. I11.1.18).

D’autrepart I” est 'image de K ® 4 I par I'image canonique de K @ 4 D4 /1
par l'isomorphisme canonique K ® 4 D4 — Dy ce qui implique rg, D/l =
dimg Dy /I’ = dimy, S.

Notons Jy 'image de I’homomorphisme composé B®4 I — B®4 Dy —
Dp. Jo n’est autre que l'idéal de Dy engendré par [ i.e. Jy = BI; il est
clair que Jy est un idéal de P.V. de Dp tel que rgz Dp/Jy = rg,Da/l.
Comme Jy, C J on déduit de la suite exacte canonique 0 — J/J; —
Dg/Jo — Dp/J — 0que J/J, est un B module projectif de rang rg; Dp/J—
rg Dp/Jy = 0 autrement dit J = Jy; on obtient ainsi Sol(I; B) = Sol(J; B) =
Setrg,Da/l =dim; S.

2) Soit I un idéal de P.V. de D4 completement résoluble dans B; S =
Sol(I; B) est alors un sous k -espace vectoriel de B de dimension finie (Prop.
1.7.6); d’autrepart K1 est un idéal de P.V de Df complétement résoluble
dans B’; on en déduit que S’ = Sol(I; B) et un sous k-espace vectoriel de
B’ de dimension finie stable sous G (Prop. III.1.18); on a S C §', I =
KINDy = Annp, S et dim;, S" = dimg Di/KI = rg, D/l = dim; S ce
qui implique S = 5".

Reste a prouver S C PV (B/A): eneffetsi f € Salors I € Iy (= Annp, f)
et la surjection canonique Dy/I — Dy/I; implique que Dy/I; est un A
module de type fini. [l

Corollaire 1.8. L’application S — Annp, S définit une bijection entre
lensemble des sous k-espaces vectoriels de PV (B/K) de dimension finie sta-
bles sous G et l’ensemble des idéauz de P.V. de Dy complétement résolubles
dans B.

La proposition suivante donne une condition pour que A soit 'algebre des
invariants de B sous 'action de G.

Proposition 1.9. Si B = PV(B/A) alors B¢ = A.

Preuve. On sait que B'¢ = K on a par conséquent B¢ = BN K; D’autrepart
si P est un idéal maximal de A, on a (B®4 Ap)® = B ®4 Ap et PV(B®4
Ap/Ap) = PV(B/A) ®4 Ap. Ainsi quitte a remplacer A par Ap on peut
supposer que A est local; Supposons donc B = PV (B/A) et soit f € BY
alors f € K et dimy, E(f) = 1, (Ex(f) étant le sous k-espace vectoriel de B
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engendré par lorbite de f sous G); il résulte de la Prop. 1.7 que I; =
Annp, f est un idéal de P.V. de D, completement résoluble dans B et
Ex(f) = Sol(Iy; B); Comme Dy/I; ~ Duf, Daf est un A-module libre
de rang 1. Soit e une base de Dof, on a e € K et il existe donc ag € A
tel que age € I, on va prouver que I est différentiel, on en déduira [ = A
autrement dit e € A et par suite f € A; soit donc a € A, on a pour tout
0 € Ty, 0e = a(0)e ou a(d) € A et (Oa)e = J(ae) — a(d)ae € A ce qui
montre da € I d’ou le lemme. Ul

Proposition 1.10. Supposons que les conditions suivantes soient vérifiées
(i) A est local

(il) B = PV(B/A)

alors B est de type Joyal trivialisant un D4 module qui est un A module

libre de rang fini.

Lemme 1.11. Soit J un idéal de P.V. de Dg complétement résoluble ; soit
fi,-++, fn une base de S = Sol(J; B) alors (D, f;) est une matrice inversible
dans B.

Preuve de la Proposition 1.10. Soit S un sous k-espace vectoriel de B =
PV(B/A) de dimension finie stable sous G et qui engendre la A-algebre
B; I = Annp, S est alors un idéal de P.V. de D4 completement résoluble
dans B et S = Sol(I; B) (Prop. 1.7); Soient fi,---, f, une base de S et
Dy,--+,D, € Dy tels que les classes D; modulo I forment une base de
Da/I, on déduit du lemme précédent que det D; f; est inversible dans B, on
a donc B = A[D; f;,1/det D, f;] et B trivialise Hom (D4 /I; A). Ul

Remarque 1.12. Dans proposition précédente la condition B = PV (B/A)
est nécessaire; en effet soit A un anneau local régulier de la forme Rp ou R est
une C algebre de type fini et P un idéal premier de R; soit T4 = Der(A, A),
alors (A,T4) est une algebre différentielle simple.

Soient B une A algebre différentielle de type Joyal et G = Gal(B/A); on
considére un élément f dans A non inversible , alors By = B[1/f] est de
type Joyal sur Ay = A[l/f] de groupe G de sorte que By = PV (B;/Ay) et
BJ? = A; (prop. 1.9). D’autrepart B; est galoisienne sur A de groupe G et
B¢ # A puisque Ay # A. Ceci implique By # PV (By/A). (Prop. 1.9.)

Proposition 1.13. Soit L le corps de fractions de B. Supposons B =

PV(B/A) alors

(1) Pour tout f € B,I; = Annp, f est un idéal de P.V. de D4 compléte-
ment résoluble dans B et E(f) = Sol(1;; B)

(2) B = PV(L/A).
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Preuve. La premiere assertion est une simple application de la Proposition
1.7.2), & S = &(f). Quant a la seconde c’est une conséquence du lemme
suivant. O

Lemme 1.14. PV(L/A) C B.

En effet soit f € PV(L/A) alors f € PV(L/K) autrement dit B’, il
existe donc ag € A, ag # 0, tel que aof € B. Soient Dy,---, D, € Dy
tels que Dy f,---,D,f engendrent le A module D,f. Soit ¢ un entier qui
vérifie ajD;f € B pour tout i, soit I I'idéal de A formé des a tels que
aDf € B pour tout D € Dy. On a aj € I, on va prouver que I est
différentiel on en déduira I = A c’est-a-dire Df € B pour tout D € Dy
et en particulier f € B. Soient donc a € I et 0 € T4. On a pour tout
D e Dy:(0a)Df = 9(aDf) — a(OD)f € B autrement dit da € I. Ceci
acheve la démonstration.

§2. Extensions P.V. normales.

Définition 2.1.  Soit (A,T4) une algebre différentielle simple: une A
algebre différentielle B est dite P.V. normale si elle vérifie des conditions
suivantes:

(i) B est une A algebre de type fini.

(ii) C(B)=C(4)
(ili) B est integre et PV(L/A) = B ou L est le corps de fractions de B

) Pourtout feB, I;=Annp, f est unidéal de PV de D4 completement
résoluble dans L.

(iv

Remarque. Soit B une algebre galoisienne sur une algebre différentielle
simple (A, T4); on a vu que sous les conditions

— C(A) algébriquement clos

— A noethérien

- B=PV(B/A)

B est PV normale, (Proposition 1.13); Réciproquement:
Proposition 2.2. Soit (A,T4) une algébre différentielle simple, soit B une

algébre P.V. normale sur (A, T4); On suppose que C(A) est algébriqguement
clos et A noethérien alors B est galoisienne et B = PV (B/A).

Le lemme suivant montre que ’on peut se réduire au cas ou A est local.

Lemme 2.3. Soient (A,Ta) une algébre différentielle simple et B une
algébre P.V. normale sur (A,T4). Soit p un idéal mazimal de A. Alors:
(1) By, =B®a A, est P.V. normale sur A,
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(2) Gal(B,/A,) = Gal(B/A).

Preuve de la Proposition 2.2. Supposons donc A local, et considérons une
famille finie (ha) qui engendre la A-algebre B. Soient L le corps de fractions
de B, I, = Annp, h,, S, = Sol(I,, L), I = N,I, et S =X,S,; les I, sont
par hypothese de P.V. completement résolubles dans L et S = Sol(/; L).

De la suite exacte canonique 0 — Dy /I — ®,Da/I, on déduit que D4 /1
est un A module de type fini, il est alors libre (A étant supposé noethérien
et local). D’autrepart comme L est plat sur A on a la suite exacte 0 —
L®aDa/I - ®,LR4D4/I, de sorte que L& 4 D4 /I est un sous module du
D1, module trivial ®,L®4D4/1,; c’est donc un Dy, module trivial autrement
dit I est completement résoluble dans L ou encore dimg(ay S =1g, Da/I.

Soient fi,-- -, f, une base de S sur k = C(A) et Dy,---, D,, € D4 tels que
les classes D; modulo I forment une base de D /I sur A. Soient Yi; = D, fi,
Y =detY;; et B; = A[Y;;,1/Y] alors:

— B est un sous anneau différentiel de L et B; = PV (B;/A). En effet on
a pour tout 0 € Ty, 0Y;; = ¥a,;(0)Y; ou a,;(0) € A

— on va prouver que Bj est galoisienne on en déduira B; = PV(L/A)
autrement dit B (Prop. 1.13):

Soient K le corps de fractions de A, ¢ et ¢’ les homomorphismes canon-
iques B; ®; C(B1 ®4 B1) = B1 ®4 By, LR, C(L®K L) — L&k L. Alors ¢
est injectif puisque ¢’ est injectif et le diagramme suivant est commutatif

B, @, C(By ®4 By) —*  B,®a B

can JV l can

’

L®,C(LegL) —— L®glL

D’autrepart si Y est la matrice (Yj;) et Z =Y ! on a pour tout 9 € Ty
ZRY)=0ZQQY+Z®JIY =-A0)YRZ+Z®@YAD)=0o0u A(0) =

(a;;(0)) de sorte que C' = Z®Y est a coeflicients dans C(B;®4B) et 1®Y =
(Y ® 1)C. Ceci montre que ¢ est surjectif. D’ou la proposition. O
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