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ITÉRÉS FERMÉES DANS UN ESPACE DE BANACH

Abdelkhalek Faouzi

Volume 200 No. 1 September 2001



PACIFIC JOURNAL OF MATHEMATICS
Vol. 200, No. 1, 2001

SUR LES OPÉRATEURS NILPOTENTS À IMAGES DES
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Nous montrons que, pour un opérateur linéaire A nilpo-
tent à images des itérés fermées dans un espace de Banach E,
tout sous-espace de E de codimension finie contient un sous-
espace réduisant pour A de codimension finie. D’autre part,
par le biais de l’étude des sous-espaces réduisants minimaux
contenant un sous-espace donné, nous prouvons que toute ex-
tension continue d’un opérateur nilpotent à images des itérés
fermées par un opérateur nilpotent défini en dimension finie
est aussi à images des itérés fermées. D’autres résultats sur les
opérateurs nilpotents à images des itérés fermées sont établis.

1. Introduction.

Soient E un espace de Banach complexe et B(E) l’algèbre des opérateurs
linéaires continus sur E. Par sous-espace de E nous entendons sous-espace
vectoriel fermé de E. Pour A ∈ B(E), nous désignons par LatA le treillis
des sous-espaces de E invariants pour A. L’opérateur A ∈ B(E) est dit
à images des itérés fermées si ImAk = Ak(E) est fermée pour tout en-
tier positif k. Un résultat assez remarquable de M. El Oufir ([4], Chapitre
IV, Théorème 3) affirme qu’un opérateur nilpotent est à images des itérés
fermées si et seulement si tout sous-espace de E de dimension finie est
contenu dans un sous-espace réduisant pour A de dimension finie. Ce
théorème, ainsi que l’étude en dimension finie des extensions d’opérateurs
linéaires (voir [3] et [5]) ont motivé notre intérêt pour l’étude des exten-
sions d’opérateurs nilpotents à images des itérés fermées par des opérateurs
nilpotents “de dimension finie” (i.e., définis sur des espaces de dimension
finie). De ce fait, il s’est avéré nécessaire pour nous d’établir certaines
propriétés sur les opérateurs nilpotents à images des itérés fermées. Ainsi,
comme conséquence non triviale du théorème d’El Oufir mentionné ci-dessus,
nous montrons que si A ∈ B(E) est nilpotent à images des itérés fermées,
alors tout sous-espace invariant pour A de codimension finie contient un
sous-espace réduisant pour A de codimension finie. La réciproque reste à
étudier. D’autre part, nous démontrons, toujours pour A ∈ B(E) nilpotent
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à images des itérés fermées, que s’il existe E1, E2, F1, F2, dans LatA tels
que (E,A) = (E1, A1) ⊕ (F1, B1) = (E2, A2) ⊕ (F2, B2) où Ai = A|Ei et
Bi = B|Fi (pour i = 1, 2) et si (E1, A1) et (E2, A2) sont isomorphes et de
dimension finie, alors (F1, B1) et (F2, B2) sont isomorphes.

Dans une autre partie, nous montrons que toute extension continue d’un
opérateur nilpotent à images des itérés fermées par un opérateur nilpotent
“de dimension finie” est aussi à images des itérés fermées. Un contre-exemple
montre qu’en général une extension continue d’un opérateur nilpotent à im-
ages des itérés fermées n’est pas toujours à images des itérés fermées. Enfin,
nous indiquons comment l’étude des extensions des opérateurs nilpotents à
images des itérés fermées par des opérateurs nilpotents “de dimension finie”
peut être ramenée au cas de la dimension finie. Nous traitons pour cela deux
cas particuliers (assez intéressants) mais le principe reste le même à chaque
fois qu’une condition d’unicité à isomorphie près est vérifiée.

2. Notions préliminaires.

Soient E un espace de Banach sur le corps des complexes C et A ∈ B(E).
On peut munir E d’une structure de C[X]-module en posant P (x) = P (A)x
pour tout x ∈ E et pour tout P ∈ C[X]. Nous notons (E,A) le module ainsi
défini.

Nos méthodes sont, pour la plupart, inspirées de la théorie des groupes
abéliens (voir [6] et [7]) laquelle, interprétée en termes de modules sur un
anneau principal, peut être appliquée aux opérateurs linéaires.

Si M est un sous-ensemble de E, on notera Vect(M) le plus petit sous-
espace de E contenant M et VectA(M) le plus petit sous-espace invariant
pour A contenant M .

Si A est nilpotent, on définit l’exposant e(x) de x ∈ E comme étant le
plus petit entier positif tel que Akx = 0. On définit la hauteur de x ∈ E,
notée h(x), comme étant l’entier k ∈ N tel que x ∈ AkE et x 6∈ Ak+1E avec
la convention h(0) = ∞. On vérifie facilement les propriétés suivantes de la
hauteur:

(i) h(x + y) ≥ inf(h(x), h(y)) (avec égalité si h(x) 6= h(y)).
(ii) h(αx) = h(x), pour tout α ∈ C, α 6= 0.
(iii) h(Ax) ≥ h(x) + 1.
Soit F un sous-espace de E. On dit que F est pur dans le C[X]-module

(E,A) si:
∀P ∈ C[X], P (A)F = F ∩ P (A)E.

On a les propriétés suivantes:

Lemme 2.1. Si F est pur dans (E,A), alors F est pur dans (G, A) pour
tout sous-espace G invariant pour A et contenant F.

Lemme 2.2. Tout sous-espace réduisant pour A est pur dans (E,A).
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Lemme 2.3. Si E est de dimension finie et A ∈ B(E) est nilpotent, alors il
y a équivalence entre sous-espace pur dans (E,A) et sous-espace réduisant
pour A.

Notation 2.4. Nous réservons le signe ⊕ à la somme directe topologique,
alors que nous désignerons une somme directe algébrique par le signe +̇.
D’autre part, le signe ∼= désignera l’isomorphie de modules, d’espaces vec-
toriels ou d’espaces de Banach.

3. Quelques propriétés des opérateurs nilpotents à images des
itérés fermées.

Lemme 3.1. Soient E et H deux espaces de Banach, A un opérateur de E
dans H et F un sous-espace de codimension finie dans E. Si ImA = A(E)
est fermée dans H, alors Im(A|F ) = A(F ) est fermée aussi.

Démonstration. Soit le morphisme T défini de F/(F ∩KerA) dans E/KerA
par T (y + F ∩ KerA) = y + KerA, pour tout y ∈ F . T est injectif d’image
ImT = (F + KerA)/KerA. Montrons que ImT est fermée dans E/KerA.
Pour cela, il suffit que l’on montre que F + KerA est fermé dans E. On
considère le morphisme S de KerA/(F ∩KerA) dans E/F défini par S(z +
F ∩ KerA) = z + F , pour tout z ∈ KerA. S est injectif, ce qui entrâıne
dim(KerA/(F∩KerA)) ≤ dim(E/F ) = codim F < +∞. Ainsi, F ∩KerA est
de codimension finie dans KerA, donc admet un supplémentaire algébrique
G dans KerA. Par suite, F + KerA = F +̇ G avec G de dimension finie,
donc F +KerA est fermé, et la somme F +̇ G est topologique. On en déduit
que ImT = (F + KerA)/KerA est fermée dans E/KerA, ce qui équivaut à
l’existence d’une constante CT telle que (voir par exemple [8], Théorème
5.1, Page 70):

‖y + F ∩KerA‖ ≤ CT ‖Ty‖, pour tout y ∈ F.

De même, comme ImA est fermée, il existe une constante CA telle que:

‖x + KerA‖ ≤ CA‖Ax‖, pour tout x ∈ E.

Donc, pour tout y ∈ F , on a:

‖y + Ker(A|F )‖ = ‖y + F ∩KerA‖ ≤ CT ‖Ty‖ = CT ‖y + KerA‖
≤ CT CA‖Ay‖ = CT CA‖(A|F )y‖.

Ainsi il existe une constante CA|F = CT CA telle que:

‖y + Ker(A|F )‖ ≤ CA|F ‖(A|F )y‖, pour tout y ∈ F.

Ceci traduit le fait que Im(A|F ) est fermée dans H.
Le lemme suivant est facile à établir:
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Lemme 3.2. Soient E un espace de Banach complexe et A ∈ B(E) tels que
E = E1 ⊕ E2 avec E1, E2 ∈ LatA. Alors, on a:

ImA = ImA1 +̇ ImA2 et ImA = ImA1 ⊕ ImA2,

où A1 = A|E1, A2 = A|E2 et ImA désigne la fermeture de ImA pour la
topologie de la norme.

Définition 3.3. Soit E un espace de Banach complexe. Un opérateur A ∈
B(E) est dit à images des itérés fermées si ImAk = AkE est fermée, pour
tout k ∈ N .

Dans [4], M. El Oufir avait caractérisé les opérateurs nilpotents à im-
ages des itérés fermées dans un espace de Banach à l’aide des sous-espaces
réduisants de dimension finie. Nous reprenons ce résultat en en donnant une
démonstration plus rapide.

Théorème 3.4 (El Oufir). Soient E un espace de Banach complexe et A ∈
B(E) un opérateur nilpotent. Alors, les propriétés suivantes sont équi-
valentes:

(i) A est à images des itérés fermées.
(ii) Pour tout élément x de E, il existe un sous-espace réduisant pour A

de dimension finie contenant x.
(iii) Pour tout sous-espace F de E de dimension finie, il existe un sous-

espace réduisant pour A de dimension finie contenant F.

Démonstration. (i) =⇒ (ii): Si x est nul, le résultat est trivial. Supposons
x non nul et posons m = 1 + h(Ak−1x) où k = e(x). Deux cas sont à
distinguer:

1er cas. Pour tout j ≤ k − 1, h(Ajx) = j + h(x).
Ceci équivaut à h(x) = m − k. Soit x1 ∈ E tel que x = Am−kx1. Alors,
e(x1) = m et Am−1x1 6∈ AmE. Comme AmE est fermée, alors, d’après le
théorème de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire u continue sur E telle
que:

u(AmE) = 0 et u(Aix1) = δi
m−1 pour 0 ≤ i ≤ m− 1,

où δ désigne le symbole de Kronecker. On vérifie alors aisément que l’opéra-
teur:

B =
k∑

s=1

As−1(x1 ⊗ u)Ak−s

est continu sur E d’image VectA(x1) et qu’il commute avec A. Par suite,
VectA(x1) est réduisant pour A et contient VectA(x).

2ème cas. Il existe j ≤ k − 1 tel que h(Ajx) > j + h(x).
Soit j1 = min{j ≤ k − 1;h(Ajx) > j + h(x)}. Pour x′ = Ak−j1x, on est
dans le premier cas (e(x′) = j1 et h(x′) = h(Aj1−1x′) + 1 − j1), donc il
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existe x1 ∈ E tel que Am−j1x1 = Ak−j1x et VectA(x1) est réduisant pour A
contenant VectA(Ak−j1x). Quitte à changer de générateur, on peut supposer
que

VectA(x, x1) = VectA(x1) ⊕ VectA(y)

avec y = x − Am−kx1. Le vecteur y est d’exposant e(y) = k − j1. On
passe alors à y. En poursuivant jusqu’au bout, on obtient un sous-espace
H = ⊕q

i=1VectA(xi) réduisant pour A et contenant VectA(x).
(ii) =⇒ (iii): Le résultat étant vrai pour F = {0}, supposons dim F > 0 et

raisonnons par récurrence sur dim F . Soit x un élément non nul de F , alors
d’après (ii), il existe un sous-espace E1 réduisant pour A, de dimension
finie et contenant x. Soit E2 ∈ LatA tel que E = E1 ⊕ E2, alors F ⊆
(E1 + F ) = E1 ⊕ ((E1 + F ) ∩ E2). Comme E1 ∩ F n’est pas réduit à {0},
on a dim(E1 + F ) < dim E1 + dim F , ce qui entrâıne dim((E1 + F )∩E2) <
dim F . A|E2 étant à images des itérés fermées, alors, d’après l’hypothèse de
récurrence, il existe H2 et G2 dans Lat(A|E2) tels que:

E2 = H2 ⊕ G2, dim H2 < +∞ et (E1 + F ) ∩ E2 ⊆ H2.

De plus, il est clair que E = (E1 ⊕ H2) ⊕ G2. Ainsi, le sous-espace E1 ⊕ H2

est réduisant pour A, de dimension finie et contient F .
(iii) =⇒ (i): Montrons d’abord que ImA = A(E) est fermée.

Soit x ∈ ImA, alors il existe un sous-espace H réduisant pour A, de di-
mension finie et contenant x. Soit G ∈ LatA tel que E = H ⊕ G. H
étant de dimension finie, Im(A|H) est aussi de dimension finie, donc est
fermée. D’après le Lemme 3.2, on a ImA = Im(A|H) ⊕ ImA|G. Dans cette
décomposition le vecteur x s’écrit x = y+z où y ∈ Im(A|H) et z ∈ Im(A|G).
L’unicité de la décomposition entrâıne x = y et z = 0. Par conséquent, ImA
est fermée.

Comme LatA ⊆ LatAj , pour tout j ∈ N , on montre de la même manière
que les images ImAj = AjE sont fermées.

Théorème 3.5. Soient E un espace de Banach complexe et A ∈ B(E) un
opérateur nilpotent à images des itérés fermées. Alors, tout sous-espace
invariant pour A de codimension finie contient un sous-espace réduisant
pour A de codimension finie.

Démonstration. Soient F ∈ LatA de codimension finie dans E et G un
supplémentaire algébrique quelconque de F dans E. Notons que G n’est
pas nécessairement invariant pour A. Comme G est de dimension finie, il
résulte du caractère nilpotent de A que VectA(G) est de dimension finie,
et par suite dim(VectA(G) ∩ F ) < +∞. D’après le Lemme 3.1, l’opérateur
A|F est à images des itérés fermées, donc, suite au théorème d’El Oufir
(Théorème 3.4), il existe un sous-espace H réduisant pour A|F , de dimension
finie et contenant VectA(G) ∩ F . Soit K ∈ Lat(A|F ) tel que F = H ⊕ K.
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Posons H ′ = VectA(G) + H, alors:

H ′ ∈ LatA, dim H ′ < +∞ et E = H ′ ⊕ K.

Ainsi, K est un sous-espace réduisant pour A, de codimension finie et con-
tenu dans F .

Notation 3.6. Soit A ∈ B(E) un opérateur nilpotent. Pour m ∈ N , on
pose:

fm(E,A) = dim(KerA ∩AmE/KerA ∩Am+1E).(1)

En dimension finie, fm(E,A) est le nombre de sous-espaces cycliques de
E de dimension m + 1 qui interviennent dans une décomposition de Jordan
de A dans E. Il est connu que si E1 et E2 sont deux C-espaces vectoriels de
dimension finie et si A1 et A2 sont deux opérateurs nilpotents respectivement
sur E1 et E2, alors:

(E1, A1) ∼= (E2, A2) ⇐⇒ ∀m ∈ N , fm(E1, A1) = fm(E2, A2).(2)

Proposition 3.7. Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur C,
A ∈ B(E) un opérateur nilpotent et E1, E2, F1, F2 des sous-espaces invari-
ants pour A tels que:

(E,A) = (E1, A1) ⊕ (F1, B1) = (E2, A2) ⊕ (F2, B2)

où Ai = A|Ei et Bi = A|Fi (i = 1, 2).
Si (E1, A1) ∼= (E2, A2), alors (F1, B1) ∼= (F2, B2).

Démonstration. D’après (2), il suffit de vérifier que, pour tout m ∈ N , on
a:

fm(E,A) = fm(E1, A1) + fm(F1, B1).(3)

Or KerA ∩AmE = (KerA1 ∩Am
1 E1) ⊕ (KerB1 ∩Bm

1 F1), donc en posant:

Um(E,A) = (KerA ∩AmE)/(KerA ∩Am+1E),

on obtient l’isomorphisme de C-espaces vectoriels suivant:

Um(E,A) ∼= Um(E1, A1) ⊕ Um(F1, B1).

L’égalité (3) s’en déduit facilement.
Le résultat de la Proposition 3.7 se généralise au cas des opérateurs nilpo-

tents à images des itérés fermées dans un espace de Banach quelconque, et
ce de la façon suivante:

Théorème 3.8. Soient E un espace de Banach complexe, A ∈ B(E) nilpo-
tent à images des itérés fermées et E1, E2, F1, F2 des sous-espaces invariants
pour A tels que:

(E,A) = (E1, A1) ⊕ (F1, B1) = (E2, A2) ⊕ (F2, B2)

où Ai = A|Ei et Bi = A|Fi (i = 1, 2).
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Si (E1, A1) et (E2, A2) sont isomorphes et de dimension finie, alors
(F1, B1) et (F2, B2) sont isomorphes.

Démonstration.

1ère étape. On va commencer par montrer que E1 + E2 est contenu dans
un sous-espace G invariant pour A de dimension finie, que F1 ∩ F2 contient
un sous-espace K invariant pour A et que l’on a E = G ⊕ K.

D’après le Lemme 3.1, B1 = A|F1 est à images des itérés fermées. Comme
dim(VectA(E1 + E2) ∩ F1) < +∞, il résulte du théorème d’El Oufir qu’il
existe H1 et K1 dans LatB1 tels que:

F1 = H1 ⊕ K1, dim H1 < +∞ et VectA(E1 + E2) ∩ F1 ⊆ H1.

Posons H ′
1 = H1 + VectA(E1 + E2), alors:

H ′
1 ∈ LatA, dim H ′

1 < +∞ et E = H ′
1 ⊕ K1.

D’après le Lemme 3.1, l’opérateur A|K1 est à images des itérés fermées.
Comme codim (K1∩F2) < +∞, alors il vient du Théorème 3.5. Qu’il existe
un sous-espace K réduisant pour A|K1, de codimension finie (dans K1) et
contenu dans K1 ∩ F2. Soit K2 ∈ Lat(A|K1) tel que K1 = K2 ⊕ K, alors
E = (H ′

1 ⊕ K2) +̇ K. Comme H ′
1 ⊕ K2 et K sont deux sous-espaces (fermés

!!) de E, leur somme directe est topologique. Aussi en posant G = H ′
1 ⊕ K2,

a-t-on:

G, K ∈ LatA, dim G < +∞, E1 + E2 ⊆ G, K ⊆ F1 ∩ F2 et E = G ⊕ K.

2ème étape. E1 est réduisant pour A, donc pur dans (E,A) d’après le
Lemme 2.2 Il s’ensuit du Lemme 2.1 que E1 est pur dans (G, A|G). Comme
G est de dimension finie, le Lemme 2.3 entrâıne que E1 est réduisant pour
A|G. On montre de même que E2 est réduisant pour A|G. Soient donc G1

et G2 dans LatA tels que G = E1 ⊕ G1 = E2 ⊕ G2, alors:

(G, A|G) = (E1, A1) ⊕ (G1, C1) = (E2, A2) ⊕ (G2, C2)(4)

où Ci = A|Gi (i = 1, 2).
Comme (E1, A1) ∼= (E2, A2), alors (G1, C1) ∼= (G2, C2) (d’après la Propo-

sition 3.7) et il s’ensuit que:

(G1, C1) ⊕ (K, T ) ∼= (G2, C2) ⊕ (K, T )(5)

où T = A|K.
D’autre part, des égalités (4) on déduit:

(E,A) = (E1, A1) ⊕ (G1, C1) ⊕ (K, T ) = (E2, A2) ⊕ (G2, C2) ⊕ (K, T ).

Aussi a-t-on:
(G1, C1) ⊕ (K, T ) ∼= (E,A)/(E1, A1) ∼= (F1, B1)
(G2, C2) ⊕ (K, T ) ∼= (E,A)/(E2, A2) ∼= (F2, B2)

}
.(6)

La conclusion (F1, B1) ∼= (F2, B2) découle immédiatement de (5) et (6).
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Remarque 3.9. Dans le théorème précédent, supposer uniquement
(E1, A1) isomorphe à (E2, A2) sans que la dimension ne soit finie n’entrâıne
pas nécessairement l’existence d’un isomorphisme entre (F1, B1) et (F2, B2).
En effet, soient T ∈ B(E) un opérateur nilpotent cyclique d’ordre k ∈ N ∗

et (E,A) = ⊕i∈N (Hi, Ti) où (Hi, Ti) = (H,T ), pour tout i ∈ N . Si on pose

(E1, A1) = (E,A) et (E2, A2) = ⊕+∞
i=2 (Hi, Ti)

alors il est évident que (E1, A1) ∼= (E2, A2). Cependant,

(E,A)/(E1, A1) ∼= ({0}, 0) et (E,A)/(E2, A2) ∼= (H,T ).

4. Extensions continues d’opérateurs nilpotents à images des
itérés fermées par des opérateurs nilpotents “de dimension

finie”.

Soient E′ et E′′ deux espaces de Banach complexes. Une extension continue
de A′ ∈ B(E′) par A′′ ∈ B(E′′) est un opérateur A ∈ B(E) tel que le module
(E,A) soit une extension du module (E′, A′) par le module (E′′, A′′). Ceci
s’exprime aussi par l’existence d’une suite exacte courte:

0 −→ (E′, A′)
χ−→ (E,A) σ−→ (E′′, A′′) −→ 0.(7)

Nous allons nous restreindre aux extensions (E,A) telles que E soit de la
forme E′ ⊕ E′′, ce qui permet d’utiliser une représentation matricielle des
opérateurs de B(E) (une telle restriction est assez naturelle car dans le cas
des espaces hilbertiens on a toujours E = E′⊕E′′ -existence du complément
orthogonal-). Un opérateur A ∈ B(E′⊕E′′) est une extension de A′ ∈ B(E′)
par A′′ ∈ B(E′′) si et seulement s’il existe un opérateur linéaire continu B
de E′′ dans E′ tel que la matrice de A soit de la forme:

A =
[

A′ B
0 A′′

]
.(8)

Dans la suite, on suppose que A′′ ∈ B(E′′) est “de dimension finie” (i.e., E′′

est de dimension finie). Si A ∈ B(E) est une extension de A′ par A′′, alors E′

est un sous-espace de E de codimension finie, donc admet un supplémentaire
topologique dans E. Ceci vient de l’isomorphisme E′′ ∼= E/E′ et du fait que
E′′ soit de dimension finie. En identifiant E′′ à un supplémentaire de E′

dans E, on peut écrire E = E′⊕E′′. D’autre part, de l’exactitude de (7) on
déduit qu’un changement de supplémentaire de E′ dans E = E′⊕E′′ laisse
invariante la forme de Jordan de A′′. Supposons en plus que A′′ ∈ B(E′′)
est nilpotent, alors quitte à changer, si besoin est, de supplémentaire de E′
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dans E′⊕E′′, on peut supposer que l’extension A vérifie:
E′′ = ⊕q

j=1VectA′′(ej) avec ej d’exposant nj ,

Asej = A′′sej pour s < nj ,

Anjej ∈ E′ pour 1 ≤ j ≤ q.

(9)

On voit donc que l’étude des extensions de A′ ∈ B(E′) par un opérateur
nilpotent “de dimension finie” est liée à l’étude des sous-espaces réduisants
pour A′ minimaux contenant un sous-espace de dimension finie. Un cas qui
serait intéressant à étudier est celui où A′ ∈ B(E′) est nilpotent à images
des itérés fermées.

Théorème 4.1. Soient A′ ∈ B(E′) nilpotent à images des itérés fermées et
A′′ ∈ B(E′′) nilpotent “de dimension finie”. Alors toute extension continue
de A′ par A′′ est à images des itérés fermées.

Démonstration. Soit A ∈ B(E) une extension de A′ par A′′. D’après ce
qui précède, on peut supposer E = E′⊕E′′ et que A vérifie (9). Comme
A′ est à images des itérés fermées, alors d’après le théorème d’El Oufir
(Théorème 3.4), il existe un sous-espace F ′ réduisant pour A′, de dimension
finie et contenant Vect(An1e1, · · · , Anqeq). Soit G′ ∈ LatA′ tel que E′ =
G′⊕F ′, alors E′⊕E′′ = G′⊕ (F ′⊕E′′). De plus, G′ et F ′⊕E′′ étant dans
LatA, on a A = A|G′⊕A|(F ′⊕E′′). Or, suite au Lemme 3.1, A|G′ = A′|G′

est à images des itérés fermées et, d’autre part, F ′⊕E′′ étant de dimension
finie, A|(F ′⊕E′′) est aussi à images des itérés fermées. Par conséquent, il
résulte du Lemme 3.2 que A est à images des itérés fermées.

Remarque 4.2. En général, une extension continue d’un opérateur nilpo-
tent à images des itérés fermées n’est pas nécessairement à images des itérés
fermées. En effet, soient H ′ et H ′′ deux espaces de Hilbert isomorphes
à un même espace de Hilbert séparable, (en)n∈N ∗ (resp. (fn)n∈N ∗) une
base hilbertienne de H ′ (resp. H ′′) et A ∈ B(H ′⊕H ′′) défini pour tout
n ∈ N ∗ par Aen = 0 et Afn = 1

nen. Alors A est nilpotent d’ordre 2 à image
ImA = A(H ′′) non fermée (A(H ′′) est dense dans H ′ mais distinct de H ′).
Cependant, A est une extension continue de l’endomorphisme nul (qui est à
image fermée !) de H ′ par l’endomorphisme nul de H ′′:

A =
[

0 B
0 0

]
où B est un opérateur continu de H ′′ dans H ′ défini par Bfn = 1

nen.

Remarque 4.3. Soient E un espace de Banach complexe, A ∈ B(E) un
opérateur nilpotent à images des itérés fermées et F un sous-espace de di-
mension finie dans E. Si F ′ est un sous-espace réduisant pour A minimal
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contenant F , alors F ′ est de dimension finie et est unique à isomorphie près
(voir K. Benabdallah et B. Charles [1]). Dans le cas où F est cyclique ou
lorsque F est contenu dans le noyau de A, on démontre que le sous-module
(F ′, A|F ′) est unique à isomorphie près (voir respectivement [3] et [5]). Le
cas où F est quelconque reste cependant à étudier.

Application. Soient A′ ∈ B(E′) nilpotent à images des itérés fermées,
A′′ ∈ B(E′′) un opérateur nilpotent “de dimension finie” et A ∈ B(E) une
extension de A′ par A′′. Supposons que A vérifie (10). Soit F ′ un sous-espace
réduisant pour A′ minimal contenant An1e1, · · · , Anqeq et soit G′ ∈ LatA′

tel que E′ = G′⊕F ′, alors:

(E,A) = (G′, A|G′)⊕ (F ′⊕E′′, T )

où T = A|(F ′⊕E′′) est une extension de A|F ′ par A′′.
Si A′′ est cyclique (i.e., q = 1), alors (F ′, A′|F ′) = (F ′, A|F ′) étant unique

à isomorphie près, il en est de même pour (F ′⊕E′′, T ). Cela entrâıne,
d’après le Théorème 3.8, que (G′, A|G′) est aussi unique à isomorphie près.
On en déduit que l’étude des extensions d’opérateurs nilpotents à images
des itérés fermées par un opérateur nilpotent cyclique se ramène à l’étude
en dimension finie des extensions d’opérateurs nilpotents par un opérateur
nilpotent cyclique.

En procédant de la même façon, on se ramène aussi au cas de la dimension
finie lorsque q est quelconque et que An1e1, . . . , Anqeq sont dans KerA′.

Remarque 4.4. Nous nous sommes basés pour la définition des extensions
d’opérateurs linéaires sur B. Charles [2].

Je tiens à exprimer ma profonde gratitude au Professeur B. Charles pour
ses conseils judicieux et son aide efficace qui m’ont permis l’achèvement de
ce travail.
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