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CHOIX DES SIGNES POUR LA FORMALITE DE M.
KONTSEVICH

D. ARNAL, D. MANCHON, AND M. MASMOUDI

The existence of star products on any Poisson manifold M
is a consequence of Kontsevich’s formality theorem, the proof
of which is based on an explicit formula giving a formality
quasi-isomorphism in the flat case M = R%. We propose
here a coherent choice of orientations and signs in order to
carry on Kontsevich’s proof in the R? case, i.e., prove that
Kontsevich’s formality quasi-isomorphism verifies indeed the
formality equation with all the signs precised.

Introduction.

La conjecture de formalité a été introduite par M. Kontsevich [K2]: elle
affirme lexistence d’'un L.-quasi-isomorphisme de g; vers go, ou g1 et go
sont les deux algebres de Lie différentielles graduées naturellement associées
a une variété M: précisément g; est l'algebre de Lie différentielle graduée
des multi-champs de vecteurs munie de la différentielle nulle et du crochet
de Schouten, et go est 'algebre de Lie différentielle graduée des opérateurs
polydifférentiels munie de la différentielle de Hochschild et du crochet de
Gerstenhaber.

Les éléments de degré n dans g sont les (n+1)-champs de vecteurs, et les
éléments de degré n dans go sont les opérateurs (n+1)-différentiels. Dans les
espaces gradués décalés gi[1] et ga[1] ce sont les (n + 2)-champs de vecteurs
(resp. les opérateurs (n + 2)-différentiels) qui sont de degré n.

Toute algebre de Lie différentielle graduée est une Lo-algebre. Cela signi-
fie en particulier que les structures d’algebres de Lie différentielles graduées
sur g1 et go induisent des codérivations @ et ' de degré 1 sur des cogebres
C(g1) = St(g1[1]) et C(g2) = ST(g2[l]) respectivement (cf. §I1.3 et 11.4),
vérifiant toutes deux 1’équation maitresse:

(@, Q] =0, (@, QT=0.

Un L,-quasi-isomorphisme de g; vers go est par définition un morphisme
de cogebres:

U:C(g1) — C(g2)
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de degré zéro et commutant aux codérivations, c¢’est-a-dire vérifiant 1’équa-
tion:
UoQ=Q ol,

et dont la restriction a g; est un quasi-isomorphisme de complexes de g; dans
g2. M. Kontsevich démontre dans [K1] la conjecture de formalité, c’est-a-
dire I'existence d’un L.-quasi-isomorphisme de g; vers ga, pour toute variété
M de classe C*°. La premiere étape de la preuve (et méme 'essentiel du
travail) consiste en la construction explicite du Leo-quasi-isomorphisme U
pour M = R% Le Loo-quasi-isomorphisme I est uniquement déterminé par
ses coefficients de Taylor:

Up = 5™ (g1[1]) — g2[1]

(cf. §IIL.2). Siles ay sont des si-champs de vecteurs, ils sont de degré sj — 2
dans l'espace décalé g1[1], et donc Uy, (o - - - oy ) est d’ordre 51+ -+ s, —2n
dans ga[1]. C’est donc un opérateur m-différentiel, avec:

n
() Zsk:2n+m—2.

k=1
Les coefficients de Taylor sont construits a I'aide de poids et de graphes:
on désigne par Gy, ., 'ensemble des graphes étiquetés et orientés ayant n
sommets du premier type (sommets aériens) et m sommets du deuxiéme
type (sommets terrestres) tels que:

1). Les arétes partent toutes des sommets aériens.
2). Le but d’une aréte est différent de sa source (il n’y a pas de boucles).
3). Il n’y a pas d’arétes multiples.

A tout graphe I' € G, muni d’un ordre sur 'ensemble de ses arétes,
et a tout n-uple de multi-champs de vecteurs «q,...,q, on peut associer
de maniere naturelle un opérateur m-différentiel Br(a; ® - -+ ® «y,) lorsque
pour tout j € {1,...,n}, a; est un s;-champ de vecteurs, ou s; désigne le
nombre d’arétes qui partent du sommet aérien numéro j [K1, §6.3].

Le coefficient de Taylor U,, est alors donné par la formule:

un(al T an) = Z WFBF<061 R an)a
FeGn,m

ou l'entier m est relié a n et aux o par la formule () ci-dessus.

Le poids Wr est nul sauf si le nombre d’arétes |Er| du graphe I' est
précisément égal a 2n + m — 2. Il s’obtient en intégrant une forme fermée
wr de degré |Er| sur une composante connexe de la compactification de
Fulton-McPherson d’un espace de configuration C’X p» qui est précisément
de dimension 2n +m — 2 [FM], [K1, §5]. Il dépend lui aussi d'un ordre sur
I’ensemble des arétes, mais le produit Wr.Br n’en dépend plus.
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Pour prouver le théoreme de formalité M. Kontsevich montre que le mor-
phisme de cogebres U dont les coefficients de Taylor sont les U, définis
ci-dessus est un Lo-quasi-isomorphisme. La méthode consiste a ramener
I’équation de formalité U o Q = Q' oU, qui se développe & I'aide des coeffi-
cients de Taylor de U, Q et Q'

U (e an)+% S Q) (U () Uy ()

o> 1 (Qae0n)-0e o Ce Gl )
kAl
a application de la formule de Stokes pour les formes wr sur 'ensemble des

faces de codimension 1 du bord des espaces de configuration.

Nous proposons dans la premiere partie de ce travail un choix d’orientation
des espaces de configuration (ou plus exactement d’une composante connexe
de ceux-ci) CX p» et un choix cohérent d’orientation pour chacune des faces
de codimension 1 du bord de la compactification.

Au Chapitre 1T nous explicitons Iisomorphisme ® : S(g[1]) —— A"(g)[n]
mentionné dans [K1, §4.2] pour tout espace vectoriel gradué g, afin de
préciser le passage du langage des algebres de Lie différentielles graduées

et des Lyo-algebres au langage des Q-variétés formelles graduées pointées
([AKSZ], K1, §4.1]).

Nous donnons au Chapitre III une formule explicite pour un champ de
vecteurs sur une variété formelle graduée pointée ou un morphisme de varié-
tés formelles graduées pointées en fonction de leurs coefficients de Taylor
respectifs. La démonstration est de nature combinatoire et se fait en ex-
plicitant la restriction a la puissance symétrique n-ieme par récurrence sur
n.

Dans le Chapitre IV nous exprimons les deux algebres de Lie différentielles
graduées qui nous intéressent comme @-variétés formelles graduées pointées.
L’isomorphisme d’espaces gradués ® explicité au Chapitre II est ici essentiel.
Pour la suite nous sommes amenés a modifier ’algebre de Lie différentielle
graduée des multi-champs de vecteurs: nous utilisons un crochet de Lie
gradué [, |" lié au crochet de Schouten par la formule:

[‘Ta y]/ = _[ya m]Schouten-

Les deux crochets coincident modulo un changement de signe en présence
de deux éléments impairs. Nous précisons au paragraphe IV 4 les signes (du
type Quillen) qui apparaissent dans I’équation de formalité.
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Enfin nous montrons au Chapitre VI que modulo tous les choix effectués
précédemment U est bien un L,-morphisme.

Le Chapitre V est assez largement indépendant du reste de I'article bien
que directement relié a [K1]: nous y donnons une démonstration détaillée
du théoreme de quasi-inversion des quasi-isomorphismes donné dans [K1,
§4.4-4.5]. Enfin nous rappelons en appendice le lien entre formalité et quan-
tification par déformation.

Nous remercions André Roux, Siddhartha Sahi et Thomas Wegner pour
d’utiles discussions et corrections.

I. Orientation des espaces de configuration.
I.1. Trois choix de paramétrage.

Définition (Espaces de configuration). Soit H le demi-plan de Poincaré
(H = {z € C, Jmz > 0}). Appelons Conf" ({z1,...,zn}; {t1,.-. ,tm})
I’ensemble des nuages de points:

{(zl,... JZnitl, o tm), todo 2z € H, t €R,
zi;‘ézi/ Sii;féi,, t1<...<tm}

+
et C{Pl, »pn};{qla“'

de toutes les transformations de la forme:

g} le quotient de cette variété sous 'action du groupe G

zi—azi+b, tj—at; +b (a>0, beR).

La variété CE;I ) est donc de dimension 2n +m — 2. Cette

- Pt am} .
variété est par convention orientée par le passage au quotient de la forme:

Q{th ani{tn e tm} = dey Ndyp A ... ANdxy Ndyp ANdty A ..o AN dty,

ou zj = xj + iy;. Le groupe des transformations considérées préserve
'orientation. On en déduit une orientation des espaces C , .
L., . L {p17~;~1pn}1{q11~--an}
Plus précisément, si 2n + m > 0, on peut choisir des représentants pour

paramétrer notre espace. Nous considérons trois méthodes:

Choix 1.
On choisit 1'un des z; (disons zj, = xj, + 1yj,) et on le place au point ¢
par une transformation de G. Les autres points sont alors fixés:
. 25 — Tjq tl — Tjg
Pjo =1, pj=—"—"0(Y q=-——"".
7 7 ’ Yjo ’ Yjo

Dans ce cas, on paramétre C .
{p1,,pn}i{ar,...

pj = aj +ibj (j # jo) et les g, Porientation, dans ces coordonnées de

par les coordonnées des
aQM}
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C

;;1 o b latesam} est celle donnée par la forme:

Q= A (daj Adb;) Adgy A ... Adgp.
J#Jo
(L’ordre sur les indices j n’importe pas car les 2-formes da; A db; commutent
entre elles.)

Choix 2.

On choisit 'un des ¢; (disons ?;,) et on le place en 0 par une translation,
puis on fait une dilatation pour forcer le module de I'un des z; (disons zj,)
a valoir 1:

Zjo — b _ s, zj — b bty — by
Pjo = I ;@ =0, q= :
’ 250 — o] |20 — tio| ’ |20 — o]
N + ’ . . 1
On parametre alors C{pl,-.. g, g} PAT Targument 8, de pj, (compris

entre 0 et ) et par les coordonnées des p; (j # jo) et les ¢ (I # lo).

L’orientation, dans ces coordonnées de cr ] est celle donnée
{p17"'7pn}y{QI7-"7Qm}

par la forme:

Q= (~1)"0""dbj, A\ (daj Adby) Adgy A Ada A A dgim
J#jo
En effet, on part de la forme €2 du cas 1, avec jo = 1, puisque 'ordre des p
n’intervient pas, on place g, “en téte”:

Q = (=1)Ldg, AdagAdbaA. . .Adan AdbuAdgi A . Adg A . . Adgy, A. . . Adgn,
puis on effectue le changement de variables:

/ L= Qe ;Pi— /

D1 ‘Z_QZO‘ ) p] ’Z_QI(J’ j 7 ( =7 = )a
/ qk qlo
Ak (k # lo)
‘l - qlo‘
Dont le jacobien W est strictement positif, pour obtenir la forme
1+qu 2
annoncée.
Choix 3.

On choisit deux points ¢;, < t;,, on ameéne par une translation le premier
en 0 et le second en 1 par une dilatation.

Zj — tlo
ty, — 1,

t; — g,

y q :07 q :]-7 q=————.
0 1 tll _tlo

pj =
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+
{p1,-pnti{ar,- .gm}
par les q; (I # lp et | # 11). orientation est donnée par la forme:

On parametre C par les coordonnées des p; = a; + ib; et

n
Q= (=1 A (daj Adby) Adg A Ndgiy A Ndgy A A dg.
7j=1
En effet, on part de la forme 2 du cas 1, on place g, et g;, “en téte”:
Q = (=)~ 24g, Adg, AdagAdbaA. . AdanAdby AdgiA. . Adg A . . Adgn,

puis on effectue le changement de variables:

ph=——To — g iy, p=BI g (2<j<n),
qi, — q1, q1, — 4l
qk — qi
@ =—— (k#l, k#h).
qi, — di

Dont le jacobien % est strictement positif, pour obtenir la forme
1 0

annoncée.

I1.2. Compactification des espaces de configuration. On plonge
I’espace de configuration C?;n o e}t g} dans une variété compacte de
la facon suivante. Chaque fois que ’on prend deux points A et B du nuage
de points (2;,%;;t;), on leur associe I’angle Arg (B — A), a chaque triplet de
points (A, B,C) du nuage, on associe I’élément [A — B, B — C,C — A] de
l'espace projectif P?(R) qu'ils définissent. On a ainsi une application:

d - COHer(Zj,tl) _ T(2n+m)(2n+mfl) X (IP)Q (R))(2n+m)(2n+m—1)(2n+m—2) )
Cette application passe au quotient et il n’est pas difficile de montrer que
I’on obtient ainsi un plongement

.ot
®: C{p1,---,pn};{q1,---7qm}

_, T@n+m)(2nt+m—1) o (PQ(R))(2n+m)(2”+m—1)(2n+m—2) )

On définit la compactification C}° de C

Jr
{p1y o }i{q1yeam} {p1, o }i{qr, e qm}

comme étant la fermeture dans
T(2n+m)(2n+m71) % (PQ(R))(2n+m)(2n+m—1)(2n+m—2)

de @ <C{+p1,...

+
cherche son bord (‘)C{pl’m pebdate am}

Les points du bord s’obtiennent par une succession de collapses de points
du nuage. On retrouve la description de M. Kontsevich a deux détails pres:
lorsque des points aériens (c’est & dire un ou des p;) se rapprochent de R,
il faut distinguer entre quels ¢; ils arrivent, il y a trop de faces du bord,
puisque les faces correspondant au rapprochement de points terrestres (des

) . On obtient ainsi une variété a coins et on
Poti{ar, am}
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q;) non contigus est impossible sans que tous les points qui les séparent se
rapprochent aussi. En codimension 1, on obtient deux types de faces:

1.2.1. Faces de type 1. Parmi les points aériens, nq points se rapprochent
en un point p qui reste aérien. Une telle face existe sin > ny > 2. A la
limite, on obtient une variété produit:

— +
(*) F= 8{%7”. Ping }C{ph < Pn}itqr,- ,gm}
= C{p7,17 jing b %X C{p:plvm7p/i\1:-~~:p7n\17~--7pn}5{Q17~--7Q'm}
ou lespace Cyp, . p, 1 est le quotient de I'espace Conf(z1,...,2n,) par

laction du groupe G’ des transformations z; +— az; +b (a > 0 et b € C).
c’est une varité de dimension 2n1 —3 (n; > 2). On la plonge dans un produit
de tores et d’espaces projectifs comme pour C{p1, ¥t g} Enfin on
Poriente de la fagon suivante; z; est placé en 0 par une translation complexe
puis |z2| est normalisé & 1 par une dilatation,

zZ9 — 21 0o Zj — 21

p1:07 PR=7T——F=¢ 7, pj:‘22—21|

— a: +ibs
|22—zl| a; + 105

et on prend l'orientation définie par la forme:
Q1 = dbs N /\ (daj A dbj).
Jj=3
Orientons maintenant la face . On choisit la forme volume €1 A Q5 sur

le produit () o Qg est I'une des formes définies ci-dessus pour orienter

cf . L’orientation de la face a partir de celle de 2 est =821 A s,
{p;}ila}

Lemme 1.2.1. La face F' est orientée par Qp = —Qq1 A Qo.

Démonstration. On a vu que l'on pouvait changer ’ordre des points p; de

C{';]_}; {q} S8 changer l'orientation. On renumérote les points p;,, ... , pi,,
en pi, p2, ..., Pny, PUis on fixe p; =1
ni
Q= A (daj Adbj) Ay,
j=2

ensuite on change de variables dans le premier facteur en posant:
T r_ P _
Py = €2, pj_‘m_i’_aj—{—zbj (j=3,...,n1).
Lorsque les n; premiers points collapsent, on agrandit le petit nuage qu’ils

forment en normalisant la distance qui sépare les 2 premiers a 1. Posons
p2 = |p2 —i|. le changement de variable donne pour €2 la forme:

O =dpy Ndby A [\ (da; A db) A Q.
Jj=3
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La face est obtenue lorsque po — 0. Or p2 > 0, on doit donc I'orienter avec

Qp = —dfa A\ (da); Adbj) A Qy = =) A Q.
Jjz3

O

1.2.2. Face de type 2. Parmi les points du nuage, n; points aériens et m;
points terrestres se rapprochent en un point q terrestre. Une telle face existe
sin—+m >mny+mq et 2ny +mq > 2. A la limite, on obtient une variété
produit:

_ +
(%) F= a{ml s Piny B Q415 Qgmy }C{p1,... P bi{qr,. qm?}

- C{pilw-»pin1}§{‘Il+17--~7QZ+m1} X

C{PL..

. 7p/i\1 oo 7p7n\1 geee 7pn}7{q17 7ql7q’ql+m1+la"' »qm}.

On appelle 1 et 29 'une des formes volumes de chacun des facteurs de
ce produit. La forme 7 A Q9 est une forme volume sur F. On donne
Porientation de F' a partir de celle de I’espace de configuration de départ en
terme de cette forme.

Lemme 1.2.2. Avec nos notations, la face F est orientée par:

QF = (_1>lm1+l+m191 A QQ.

Démonstration. 11 faut considérer six types de nuages différents:

Sous-cas 1. n >n; > 0.

Ci Qim,
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On suppose que p1, ..., Pn; €6 Q41,-- -, Qi+m, collapsent. On parametre

I’espace C{tn ¥t gm} PAT Pyl = 1. La forme d’orientation est:

Q= (=1)"day Adby A... Adan, Adbn, Adgiiy A A dgrem, [\

I\ dan, 2 Adbp, o A A dag Adby Adgy A
Ndg A dQH—mH—l Ao N dg.

= (—1)fmrEmtlah, A A dan, Adbp, Adgia A A dgrm, [\
I\ dan, 2 Adbp, o A A dag Adby Adgy A
ANdg Adai Adgiym,+1 N .. A dgm.

(Certains termes peuvent ne pas apparaitre, par exemple si n = n; + 1 ou
m = my.) On change de variables en posant:

q/ _ %@
by -0 k by

Alors on peut écrire de facon un peu abusive:

0= (—1)lm1+l+m1+1db1 /\ 01 A Qy

et puisque by > 0 et la face F' est obtenue pour by = 0, son orientation est
donnée par:

a1 = gq, p;: (I+1<k<l+m).

Qp = (_1)lm1+l+m191 A Qs.

Sous-cas 2. n=n1 >0 (et doncm>m;+1)etl>0

q g, Qiim,
On suppose que p1, ..., Pp €t qi+1, ... ,Q+m, collapsent. On parametre
I’espace C’E;l o @ s} PAT Q= 0, ¢i+1 = 1. La forme d’orientation est:

Q= (=1)2"2day Adby A ... Adan Adby Adgi A .. Adg Adgis A A dgm
= (=)D Dday Adby AL A dag Adby Adgea A A dgiem, [\

Ndar A N dgiy Adgrymysr A A g
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On change de variables en posant:

. 1
a1+ib171:p16“91 p}zL (2<j<n),

P1 U
-1
g =L (+2<k<Il+m).
P1

Alors
Q = (—1)mtltmitl (=S gy A gy A dag Adby A
A dan Adby Adgs A A dgim, [\
/\dq1 A NdgiZq N dql+m1+1 Ao Ndgm.

On peut donc écrire de fagon un peu abusive:
Q) ~ (_1)lm1+l+m1+1dp1 /\ Ql A (_1)l—1+l+1—292

et puisque p; > 0 et la face F' est obtenue pour p; = 0, son orientation est
donnée par:

QF = (_1)lm1+l+m191 A QQ.

Sous-cas 3. n=n1 > 0 (et donc m >my +1) et [ = 0.

C’est le méme calcul que ci-dessus, on pose ¢, = 0, ¢m,+1 = 1, on
obtient:

Q = (=1)2™2day Adby A. .. Aday Adby Adgi A. . . Adgum, Adgm; 11 A . . Adgm.
On change de variables en posant:
atib=pe® pi="1 @2<j<n), = G<k<m 1)
P1 P1
Alors
Q= p1dpr ANdO1 Adag ANdba N ... ANday Ndby Adgr A ...
A dgm, -1 /\ d@m,42 N ... Ndgm,

~dpy \(=1)™ 1 A (-1) 20,
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et puisque p; > 0 et la face F' est obtenue pour p; = 0, son orientation est
donnée par:
Qp = (=1)m+Emig A Q,.

Sous-cas 4. n > n; =0 (et donc my > 1) et [ > 0.

A Qim,

On suppose que q41, ..., Q+m, collapsent. On parametre l'espace
+ — — ) s : .
C{pl,.. pudare qm} PAT Q= 0, ¢i+1 = 1. La forme d’orientation est:

Q= (—1)2"2day Adby A ... Adan Adby Adgi A ... Adg Adgi A .. A dgm
= (~1)"DmDdg o A A dgrem, [\
N\ day Adby A Adan Adby Adgy A A dgiy Adgiem, o1 A A dgm.

On change de variables en posant:

qr — q1+2

(I+3<k<l+m).
qi+2 —

G =
Alors:
O~ (—1)lmattEmitlge oA dgiiz A .. ANdgpp, /\
Ndar Adby A Adan Adby Adgy A Adgiy A dgiim, 41 A A dg.
On peut donc écrire de fagon un peu abusive:
Q = (—1)lmttmtlge /\Q1 A (—1)i1HH=2,

et puisque g2 — 1 > 0 et la face F' est obtenue pour ¢i4o — 1 = 0, son
orientation est donnée par:

Qp = (_1)lm1+l+m191 A Qo.

Sous-cas 5. n >ny; =0 (et donc my > 1), =0et m; <m.
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q, A,

On pose gm; =0, gm,+1 = 1, on obtient:
Q= (=1)2™%2dq Adby A . Adan Adby Adgi A . . Adgm; Adgm, 1A . Addm.

On change de variables en posant:

dk — Qmi—1

(1 S k S my1 — 2)
—Gmq—1

Q=
Alors:

Qo dgi A Ndghy, o \ dgm, -1 \ day A dby A
.. Ndap Adby ANdgm, 42 Ao A dgm
= (=1)™dg, 1 A A (=121,

Maintenant g,,, -1 < 0 et 'orientation de la face est encore:

Qp = (=1)Imtmtlo A Q,.

Sous-cas 6. n > n; =0 (et donc m; > 1), 1 =0 et m; = m et donc n > 0.

q, 4
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On pose ¢1 = 0 et p; = €1, La forme Q est
Q =db; Ndag ANdbas A ... Nday, ANdb, Ndga N ... A\dgm,
= (=1)"™dgy A ... Ndgy [\ 6y Adag Ndby A ... A day A dby.
On change de variables en posant:
dk — g2
a2

q@ = (3<k<m).

Alors:
Q~ (=)™ tdga A (=1)712720, A Q.

Puisque g2 > 0 et F' apparait pour go = 0, 'orientation de la face est encore:
QF = (_1)lm1+l+m191 A Qg.

Tout nuage de point correspondant a une face de type 2 releve d’un de
ces six sous-cas. Ceci termine la démonstration du Lemme 1.2.2. O

II. Algeébres symétriques et extérieures sur les espaces gradués.

II.1. La catégorie des espaces gradués. Un espace vectoriel sur un corps
k est gradué s’il est muni d’une Z—graduation:

V=V,

nez
Le degré d’un élément homogene = sera noté |x|. Un espace gradué sera
toujours considéré comme un super-espace vectoriel, la Z,—graduation étant
déduite de la Z—graduation:

V+:@V2n V—:@VQnﬂ-

nez nez
Si V et W sont des espaces gradués, il existe une graduation naturelle sur
VaeW, VoW, Homg(V,W). Un morphisme d’espaces gradués entre V et
W est par définition un élément de degré zéro dans Homy (V, W).

Une algébre graduée est un espace gradué B muni d’une structure d’algebre
telle que la multiplication m : B ® B — B est un morphisme d’espaces
gradués, c’est-a-dire:

BiBj C Bi—i—j-
On définit de la méme maniere les notions de B— modules gradués a gauche
ou & droite. Si A et B sont deux algebres graduées, le produit:

magp : AR BRA®B — A®B
a®b®d @b — (=1)laq" @ bb

est associatif et munit A® B d’une structure d’algebre graduée. Si M (resp.
N) est un A-module (resp. un B-module) gradué & gauche, la méme regle des
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signes (la régle de Koszul) permet de définir une structure de A® B—module
gradué a gauche sur M ® N.

Si A, A", B, B’ sont des espaces gradués, identification de Homy(A ®
B, A’ ® B') avec Homy (A, A") @ Homy (B, B’) se fait avec la méme regle des
signes:

(f@glacb) = (-1 f(a) @ g(b).

Une algebre graduée est dite commutative si on a:

ay — (=)Wl = 0.

Une cogebre graduée C se définit de maniere similaire: la comutiplication
doit vérifier:
AC;C Y G
k+l=j
On définit une structure de cogebre graduée sur le produit tensoriel de deux
cogebres graduées en appliquant la méme regle sur les signes que dans le cas
des algebres.

Une dérivation de degré i dans une algebre graduée B est un morphisme
linéaire d : B — B de degré 7 tel que:
d(zy) = dz.y + (—=1)1*lz.dy
ce qui s’écrit encore:
dm=m(d®I+1®d)
ou m désigne la multiplication de 1’algebre (attention a la regle des signes).

Une codérivation de degré ¢ dans une cogebre graduée C' est un morphisme
linéaire d : C'— C de degré i tel que si AX =37 2’ @ 2" on a:

Adz = Z de’' @ 2" + (=)' @ da”

(z)
ou encore:

Ad=(d® I+ 1®dA.
Enfin une algébre de Lie graduée est un espace vectoriel gradué g muni d’'un
crochet [.,.] tel que:
1) [gi> 95] C @it
2) [z,y] = —(=1)F ]y, 2]
3) (=) [[z, y], 2] + (—=1)WII[[y, 2], 2] + (=1)FI¥[[z, 2], 4] = 0
(identité de Jacobi graduée).

L’identité de Jacobi graduée s’exprime aussi en disant que adz = [z, .|
est une dérivation (de degré |z|).

Une algebre de lie graduée est différentielle si elle est munie d’une diffé-
rentielle d de degré 1 (d : g — g[1]), telle que:

&> =0, d(fz,y]) = [dw,y] + (1) [z, dy].
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I1.2. La regle de Koszul. La raison profonde qui fait que “la regle des
signes marche” est la suivante: la catégorie des espaces vectoriels Zo—gradués
munie du produit tensoriel ® usuel et des applications:

TAB:A®B — B®A
a®@b— (=1)lllp o q

est une catégorie tensorielle tressée, c’est a dire que les tressages 74 p sont

fonctoriels:
ARB — DB®A

TA,B
feg | l9®f
AB ——s B oA
TA’,B’

et vérifient:

TagB,c = (Tac @ Ip)(Ia ® TBC).
De ces deux propriétés on déduit facilement I’équation de I'’hexagone, c’est-
a~dire la commutativité du diagramme suivant:

A®B®C
. N
A®C®B B A®C
C®A®B BeC®A
N\ /
CRB®A

La catégorie tensorielle tressée des espaces Zo—gradués peut aussi se voir
comme la catégorie des modules sur 'algebre de Hopf quasi-triangulaire
(Ha, R) ou Hj est 'algébre du groupe Zs munie de la multiplication et de
la comultiplication usuelle, mais ot la R—matrice est non triviale.

Dans cette catégorie le carré des tressages est toujours l'identité (c’est
une catégorie tensorielle stricte). On peut faire de méme avec des espaces
Zi—gradués en remplacant —1 par ¢’ . On obtient ainsi la catégorie des
espaces vectoriels anyoniques, qui est tressée de maniere effective pour k > 3

[M].
I1.3. Décalages. Soit V un espace gradué. On pose:
V1] =V ® k[1]

ou k[1] est l'espace gradué tel que k, = {0} pour n # —1 et k1 = k.
Autrement dit V[1] et V ont méme espace vectoriel sous-jacent, mais le
degré d’un élément est baissé d’une unité dans V[1]. On posera en outre:

[n] = 1)

pour tout entier n.
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II.4. Algebres symétriques et extérieures. L’algebre symétrique S(V')
(resp. l'algebre extérieure A(V')) est définie par:

SV)=T(V)/(z @y — (=) Wy o z)
resp. A(V)=T(V)/(z@y+ (1) ¥y ).

Ce sont des espaces gradués de maniere naturelle. La proposition suivante
est implicite dans [K1]:

Proposition I1.4.1 (symétrisation). Pour tout espace vectoriel gradué V
et pour tout n > 0 on a un isomorphisme naturel:

@, : S"(V[1])——=A"(V)[n]
donné par:
D, (z1.... .p) = a(x1,... ,Tp)TI A ATy
ot, pour des x; homogénes, a(x1,... ,xy,) désigne la signature de la permu-
tation “unshuffle” qui range les x; pairs dans V' a gauche sans les permuter,
et les x; impairs dans V a droite sans les permuter.

Démonstration. Soit I (resp. J) l'ensemble des i tels que z; soit de
degré pair (resp. impair), et a(l,J) = a(x1,...,x,) la signature de la
permutation-rangement associée. L’isomorphisme ®,, est donné par la re-
striction a S™(V[1]) de la composition des trois fleches du diagramme ci-
dessous (la fleche supérieure est un isomorphisme d’algebres):

SV T SV @ SV
T1...Tp — T Q@ Xy
A(V) - AVD) @ A(Vy)
all,J)xy N ANz, — TAI Q TAJ-

Enfin si les z; sont de degré d; dans V[1], 1 ... 2, est de degré di +---+d,
dans S™(V[1]), donc de degré d; + - -- + d,, +n dans S™(V). @y (z1...2y)
est donc de degré dy + - - - + d,, + n dans A"(V'), donc de degré di +---+d,
dans A"(V)[n]. O

Remarque. L’application ® = ®®,, est un morphisme d’espace vectoriel
gradué mais pas d’algebre. Il est d’ailleurs vain de vouloir chercher un
isomorphisme d’algebres entre S(V[1]) et @ A™(V')[n], car deux éléments de
parité opposée commutent dans le premier cas, et anticommutent dans le
second cas.

I1.5. Un exemple: Tens(RY). L’algébre des tenseurs contravariants to-
talement antisymétriques est une algebre naturellement graduée par 1’ordre
des tenseurs. On aimerait la voir comme 1’espace sous-jacent a une algebre
symétrique. Notons donc V' I'espace vectoriel X (Rd) des champs de vecteurs
sur R, gradué par V = Vj. On identifie Tens,, (R?) = A"V a S™ (V[1]) [-n]
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par ®,,, les puissances extérieures et symétriques étant prises au sens des
C*°(M)-modules.
Dans la suite, on posera

Thory (R?) = Tens (RY) [1]

ITI. Variétés formelles graduées.

ITI.1. Variétés formelles. On se place sur le corps des réels ou des com-
plexes. On se donne un voisinage ouvert U de 0 dans R?. Une fonction
analytique ¢ sur U a valeurs dans C est déterminée par son développement
de Taylor en 0:

«

x
o) = 3 ZH070)0)
aeNd
On établit ainsi une dualité non dégénérée entre les fonctions analytiques sur
U et les distributions de support {0}. Plus abstraitement on peut remplacer

les fonctions analytiques par les jets d’ordre infini au point 0.

On appelle variété formelle, ou voisinage formel de 0, I'espace C des dis-
tributions de support {0}. La structure d’algébre commutative sur I’espace
des fonctions analytiques sur U détermine une structure de cogebre cocom-
mutative sur son dual restreint, qui est exactement C. La comultiplication
est donnée par:

(Av,p ® Y) = (v, ¥).
Considérant 'espace tangent V' a la variété U en 0, on a en fait un isomor-

phisme de cogebres entre C et S(V), ot la comultiplication A de S(V) est
le morphisme d’algebres tel que A(v) =v® 1+ 1® v pour v € V.

On considerera la version pointée:
c=5T(V)=s"(v).
n>1
C’est la cogebre colibre cocommutative sans co-unité construite sur V. C’est

aussi le dual restreint de ’algebre des jets d’ordre infini qui s’annulent en 0.
On remarque que Av = 0 si et seulement si v appartient a V.

Un champ de vecteurs sur la variété formelle pointée est donné par une
codérivation @ : C — C (c’est donc un champ de vecteurs qui s’annule en 0).
Un morphisme de variétés formelles pointées est donné par un morphisme
de cogebres. Tout morphisme f de variétés pointées induit un morphisme
de variétés formelles par transport des distributions de support {0}:

(fiT o) =(T,po f).

Or, par propriété universelle des cogebres cocommutatives colibres, une
codérivation Q : ST(V) — ST(V) (resp. un morphisme de cogebres F :
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ST (V1) — ST(V3)) est entierement déterminé(e) par sa composition avec la
projection sur V' (resp. V2), c’est & dire par une suite d’applications:

Qn:S"V—V (resp. F,: 5"V — V)

qui sont par définition les coefficients de Taylor du champ de vecteurs @ ou
du morphisme F.

IT1.2. Variétés formelles graduées pointées. On fait la méme construc-
tion algébrique dans la catégorie des espaces vectoriels gradués: une variété
formelle graduée pointée est une cogebre C isomorphe & ST (V) out V est cette
fois-ci un espace gradué. Toutes les notions du §III.1 s’appliquent, a ceci
pres que 'on peut considérer des champs de vecteurs de différents degrés.
Nous allons donner une formule explicite pour un champ de vecteurs ou un
morphisme en fonction de ses coefficients de Taylor:

Théoréme 111.2.1. Soiti un entier, soient V, V1, Vo des espaces gradués, et
deux suites d’applications linéaires Qy : S™V — V de degré i, F,, : S"V) —
Vo de degré zéro. Alors il existe une unique codérivation Q) de degré i de
SHT(V) et un unique morphisme F : ST (V1) — ST(Va) dont les Q,, et les
Fn sont les coefficients de Taylor respectifs. Q) et F sont donnés par les
formules explicites:

Q(mlxn) = Z Em(I,J)(Qm(x]))..fJ

I1J={1,... ,n}
1,040

Fra) == Y el L) Fu(en) - Firy o)

il
§>1 J: [T ={1,... ,n}

Iy, Ij#0
ou ex(I1,...,1;) désigne la signature de Ueffet sur les x; impairs de la
permutation-battement associée a la partition (I1,...,1;) de {1,... ,n}.

Démonstration. Supposons que tous les coefficients de Taylor de la codéri-
vation @ sont nuls. En particulier Q(x) = 0 pour tout € V. Supposons
que Q(z1 ...x) = 0 pour tout k < n Alors:

AQ(Z‘l .. -$n+1) = (Q RI+I® Q)A(ml e xn+1) =0,
compte tenu de I’hypothese de récurrence et de l’expression explicite de
A(.%'l oo .%'n+1)1
Ay ... Tpg1) = > eI, Nz @ 1)
IMJ={1,... ,n+1}, I,J£0

Donc Q(z1...xnt1) € V, donc est nul puisque le n + 1-eéme coefficient de
Taylor est nul. Le raisonnement est analogue dans le cas d’un morphisme, et
montre qu'une codérivation ou un morphisme est entierement déterminé(e)
par ses coefficients de Taylor.
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Nous vérifions directement les formules (les vérifications & 'ordre 2 ou 3
sont laissées au lecteur a titre d’exercice).

1. Cas d’une codérivation: On écrit la formule explicite pour A(xy...xzy)
en utilisant la cocommutativité graduée, ce qui permet de ne retenir que la
moitié des partitions:

Alxy...zn) = (147) > (K, L)xg @ xp.
KUL={1,...,n}, 1€K, L#0
On a donc, en prenant pour ) I'expression explicite du théoreme:

= Z ex(I, J)AQpz1-7 )

ILJ={1,... n}, I,J#0

= (1—‘,—7‘) Z Z 833([,J)€xJ(K,L)Q|[|($]).xK®xL
IJ={1,... n}, I,J#0 KIL=J, L#0
=(1+7) Z ex(1, J, K)Qp(71).25 @ Tk

IMJIK={1,... n}, I,K#0

Par ailleurs on a:
QRI+I1RQ)A(xy...20)
=(1+7) > eo(L, K)Q(wp) ® 7k

LIK={1,... n}, L,K#)

=(147) > (LK) > e (ID)Qu ()2 ® 1k

LUK={1,...,n}, L,K#0D IJ=L, I,J#0

=(1+7) > ex(l, J, K)Qp(21).25 ® vk
MUK ={1.... n}, 1JK#D

d’ou le fait que @) est bien une codérivation.

2. Cas d’un morphisme: le calcul est un peu plus compliqué: on commence
par écrire A et F de maniere redondante, en employant des permutations
qui ne sont pas forcément des battements:

n
ez(0)
Alxy...xn) = Z megl...xw@acgrﬂ...x%
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On vérifie directement ’égalité:
AF(z1...2n) = (FQF)A(xy...2p).

L’écriture par blocs: z1...2n = (T1...Tk;) - (Thytophy_y +1 - - - Tp) induit
par permutation des blocs un plongement du groupe de permutations S;
dans S,,. On calcule:

A}—(Cﬂl n)

_,§: 3 k:llkﬂ

59 ' py iy T

Y e OA(Fry (o, - Ty, ) - Fy (3 20,)

UES’
—Z > T k. > ealo) 3
]>2 k1+-~+kj—n gESy TES;CSn
Jj—1 s
- 0= ] —7’ k-q( )fk‘rr()®fk7r+1()fkr]()

Dans le dernier membre de 1’égalité ci-dessus, chaque terme se trouve répété
autant de fois qu’il y a d’éléments dans S;. On a donc:

AF(z1...zp)
:Z Z Kyl kl Z ea(0
7j>2 k’1+~~~+k‘j n oESy

Par ailleurs, on a:

(]—“®.7-“)A(a: Ce Ty)

- 8 O P ) Fn )

o€Sy r=1
-y i S El0)kele)
rl(n—r)!
g€Sy r=1a€S, XS, _rCSn

1 1
ZW Z ril.orilsylllsy!

k21 Pty ¥
S+ Fsp=n—r

Fri @, Tag ) Fri () @ Far () o Fo o, )
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Dans le dernier membre de 1’égalité ci-dessus, chaque terme se trouve répété
autant de fois qu’il y a d’éléments dans S, x S,_,. Donc:

(F® ]—“)A(m N .xn)

1
Z Z lk' Z 7“1!...7“j!81!...3!

oceS, r=1 Tyt =r k
S+ Fsp=n—r

Fri @y o) T () @ Far () oo Fap (o 0).

Posant | = j + k et procédant & la renumérotation (si,...s5) = (rj41,...77)
on obtient:

(FRF)A(xy...xp)

Y a0y ¥ zk.

Tl

c€Sn [>2 ri+-+ri=nk=1
cFri @y o Tyy) o Fr (L)) ®Frk+1(-~~)--~7:n(--~xon)
=AF(x1...20)
compte tenu du calcul précédent, ce qui démontre le théoreme. O

IV. L-algebres et L, -morphismes.

A tout espace vectoriel gradué V' on associe (attention au décalage!) la
variété formelle (V[1],0) pointée, c’est a dire la cogebre colibre sans co-
unité:
c(V)=s+ - k
(V) = STV D (A V) [k
k>1
ol ® est I'isomorphisme décrit au §I1.4.

Un pré-Lo,-morphisme entre deux espaces gradués V; et Vs est par défini-
tion un morphisme de variétés formelles, c’est-a-dire un morphisme de
cogebres:

F:C(V1) — C(Va)
qui est donc déterminé par ses coefficients de Taylor F;. Posant F; =
Fjo ®~! on a:
Fi1:Vi—V,
Fo: A*V) — Va[—1]
Fs: A3V — Vo2
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IV.1. Algebres de Lie homotopiques. Par définition une L,-algébre,
ou algébre de Lie homotopique est une variété formelle graduée pointée du
type (g[1],0), ou g est un espace vectoriel gradué, munie d’un champ de
vecteurs ) de degré 1 vérifiant 1’équation maitresse:

@, Q1 =2Q" =0.
C’est-a-dire que @ est une codérivation de carré nul de la cogebre C(g). Les
coefficients de Taylor Qy : S¥(g[1]) — g[2] donnent naissance aux coefficients

Q= Qrod
@139 —>9[1]
Qy: Ng— g

@3 : A39 — g[—1]

L’équation maitresse se traduit par une infinité de relations quadratiques en-
tre les (), qui s’obtiennent en écrivant explicitement pour tout k ’équation:

ﬂ'Qz(l’l . a:k) =0

ou 7 : C(g) — g[1] est la projection canonique. On écrit explicitement les
trois premieres:

Premiére équation: Q3(z) = 0 pour tout = dans g. Donc (g,Q1) est un
complexe de cochaines.

Deuzieme équation: mQ?(x.y) = 0, soit:
Q2(Qrz.y + (1) 2.Q1y) + Q1Q2(2.y) = 0.

(Remarque: |z| — 1 est bien le degré de x dans la cogebre C(g), a cause
du décalage). Traduisant cette égalité en termes de Q; et @, on obtient
(cf. §I1.4):
(@17, 9)Qo(Qrz Ay) + (-1 oz, Q1) Qo (z A Q)
+a(@,y)Q1Q(z Ay) = 0.
Compte tenu de 1’égalité:
alz,y) = (=1)lIvi=D)
on obtient:
(=D Qu (@2 A y) — Qa(z A Qry) + Q1 Qx(z Ay) = 0.
Posant dz = (—1)/*1Qx et [z,y] = Q4(x A y) on obtient finalement:
d[z,y] = [dz,y] + (1) "]z, dy]

donc @, est un crochet antisymétrique pour lequel d est une dérivation.
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Remarque. On peut garder (), comme dérivation sans le modifier, & con-
dition d’inverser le sens du crochet, c’est-a-dire de poser:

[z,y] = Qay A ).

Nous choisirons la premiere solution.
Troisieme équation: mQs(x.y.z) = 0 soit:
Qs (le.y.z + (—1)"”‘_1:6.@13/.2 + (—1)‘$|+‘y|_2:p.y.le) + @Q1Q3(x.y.2)
+ Qo (Q2($‘y)_z + (_1)(|y|—1)(\z|—1)Q2(x'z).y
+ (—1)“””'71)(‘1"*'2'72)@2(y.z).a:) =0
soit:
Q- (Qg(az.y).z + (=) W=D U=D+2=0 A= 9, (2.2) .y

+ (—1)(“”|_1)(‘y|+|2|)Q2(y.z).:n) + termes en @3 = 0.
Or on a:
Q2(Q2(z.y)-2) = a(Q2(2.y), 2)a(x,5)Q2 (Qa(x Ay) A 2)
- (_1)(Iw\+\y|)\zl(_1)(Iw|—1)\y|@2(@2($ Ay)Az).

En reportant ceci dans I’équation précédente et en simplifiant par
(—1)l=llyl+lzllzl+wllzl on obtient finalement:

(=Dl g1, 2] 4+ (= )17 [y, 2] ]+ (<112, 2], )+ termes en Qs = 0.

Autrement dit le crochet fourni par Q, vérifie I'identité de Jacobi graduée
“a homotopie gouvernée par (3 pres”. En corollaire:

Théoréeme IV.1.1. Une algébre de Lie différentielle graduée est la méme
chose qu’une Loo-algebre pour laquelle tous les coefficients de Taylor sont
nuls sauf les deux premiers.

IV.2. L’algebre de Lie différentielle graduée des mutichamps de
vecteurs. Sur V = T, (]Rd), on dispose du crochet de Schouten défini
par:

S0 A NG A A g

k 4
= O NN AGA NG AN AT A A,
i=1 j=1

La symétrisation de Tens (Rd) nous permet de définir une opération e.
Si ag est un ki-tenseur antisymétrique:

a1 = Ozzllmlkl 81'1 A 81'2 VANPRAN 8% € Tens (Rd)
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alors:
1 i1
O (an) = af My, € 8 (X (RY) [1]) [

oll chaque v; = CI’I_I(&) est une variable de degré 1.
Si maintenant ao est un ko tenseur antisymétrique, on posera:

d —1 —1
8<I>k, (al) 8(1)k (042)
ar ey = Pp g1 (Z 3 } : 3 .
i—1 0; Ox;

en tenant compte du fait que (%_ est un opérateur de dérivation impair.

Lemme IV.2.1 (Calcul de a; ® a2). On a:

k1 o o L
a1eqn = Z(—l)lilalll'"'Zklc‘)lagl"']@ail A NG N ./\(‘?ik1 NOj A ./\(‘3jk2
=1
et
[a1, a0]g = (—1)’“171041 ® oy — (—1)]“1(162*1)042 ° .
Démonstration. On a:
0 irin, N1 1y 0,
5 ( T %1) =3 (-1 Yiree oyt b,
=1
k1
_ ; (A (A
= (=)o T iy - - - biy,
=1
Donc:
Zd:acb,;l(al) 0®; (o)
i1 ai/)z Ox;
k1 L L
_ 21...2 -
= (—1)l 10411 klwil ..... wiz ..... wikl.&-la‘;l Jk?wjl.....wj@
=1
k1
_ (A (A
= (1) 0 T b i g



CHOIX DES SIGNES POUR LA FORMALITE DE M. KONTSEVICH 47

D’autre part:

[a1, aslg = [ o Zklau A /\8% ) ]1 ]kQah A /\ajkz]

i1...1 Ji--J
:[all L0, ay k23jl]/\(91'2/\.../\3ik1/\(9j1/\.../\8jk2

l K
_|_Z 1+l 1 kla“,ajl] /\(912 AL
Ny, N RO N LLND NN,
kl . . . .
J1---7 31...% —_
+ [0, 05 0] A O AL N D A
=2
Ny NOjy Ao Ny,
z—z D20, 0 o, AL Ny, AB, A
) N

—~

/\8j,/\...A8jk2
k1
+3 (1)l a0 By, N AL A A
=1
&-kl A an VAR AN 8.7k2

= (—l)kl_lal oy — (—1)(k2_1)k1a2 ° .
Corollaire IV.2.2. L’espace gradué Tyqy, (Rd), muni du crochet:

[051,042]% = - [OQ?OQ]S
est ausst une algébre de Lie graduée et:
[, o)y = (=1)F1=Dk20) o g + (=1)*205 @ 1.

Comme [, | définit sur Tpory (Rd) une structure d’algebre de Lie graduée,
on aura, en prenant d = 0, une structure de L, algébre sur C ( poly (Rd)).
Le champ de vecteurs () est caractérisé par:

Q1 =0, Qsar.az) = (=1)F "% [y, ayl
=qa;eay+ (—1)k1k2a2 ° .
IV.3. L’algebre de Lie différentielle graduée des opérateurs poly-
différentiels. On consideére ’espace vectoriel V/ = D1y (Rd) des (combi-
naisons linéaires d’) opérateurs multidifférentiels gradué par |A| =m — 1 si
A est m-différentiel.
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Sur Dpely (Rd), I'opérateur de composition naturel o s’écrit:

(AroA2) (f1,--, frnatma—1)
mq

=3 (C1)ma G
j=1

Ar (frseoo s fimn A2 (Fgs oo s fijtma—1) s fimas -+« 5 fnitma—1) -
On associe a cette composition d’une part le crochet de Gerstenhaber:
[A1, Ag) g = Ay 0 Ay — (—1)A1ll421 450 A,
d’autre part I'opérateur de cobord:
dA = —[p, A
ou p est la multiplication des fonctions: u(f1, f2o) = fifa.

Remarque. Avec ce choix de d, (Dpoly (]Rd) 0 e, d) est une algebre de
Lie graduée différentielle, on vérifie en effet que dod =0 et

d ([Al, AQ]) = [dAl, AQ] + (—1)‘141' [Al, dAQ] .
L’opérateur de cobord de Hochschild usuel dg donné par:

(dHA) (f17"' 7fm) = flA(f27"' 7fm) - A(f1f27f37-~- afm) 4
+ (D)™ A, 1) fm
= (_1)|A‘+1d‘4(f17 s 7fm)
n’est pas une dérivation de l'algebre de Lie graduée (Dpory (R%), [, Jc)-
Le champ de vecteurs @' sur la variété formelle C(V’) sera donc défini

par:

Q4(4) = (~1)aA = (-1 4, 4] = [4, 4] = ~du A
et

Qf (A1.Az) = (=)A= 14, A

= (—1)Mll421=1) 4, 6 4y — (=1)M11 450 Ay

IV.4. L,-morphismes. Par définition un L.,-morphisme entre deux Lqo-
algebres (g1, @) et (g2, Q') est un morphisme de variétés formelles pointées:

F:C(g1) — C(g2)
vérifiant:
FQ=Q'F.
Cette équation induit une infinité de relations entre les coefficients de Taylor
de Q, Q' et F, dont nous allons examiner les deux premieres:
Premiére équation: Q(Fi(x) = F1Q1(z), c’est-a-dire que Fy est un mor-
phisme de complexes.
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Deuzxiéme équation: 7Q'F(z.y) = nFQ(x.y) soit:
Q' (flx.fly + Fg(m.y)) = WF(le.y + (—1)(|m|_1)$.Q1y + Qz(a:y))
soit encore:
QY(Frx.Fry) + Q1 Fazy) = Fo (Qla:.y + (—1)‘z|_1x.Q1y) + F1Q2(z.y).

On traduit cette derniere égalité en termes de Q,, @, F1, etc.:

(=DPI=D1F 2, Fry] + (= 1) RI=H0Y=D G F, (2 A )

= (=1)PI=DUWI=DHTE, (g A y) + (—1) W= VIT, (2 A dy)

+ (=D)PI=DF (2, 4])

soit, en multipliant par (—1)=l(y/=1).

Fi(lw,y]) = [Frz, Fry]

= (=)W (dFy (2 A y) = Foldo Ay) — (—1) 1 Fo(z A dy)).

Dans le cas ou g1 et go sont des algebres de Lie différentielles graduées,
F1 n’est donc pas forcément un morphisme d’algebres de lie différentielles
graduées, mais le défaut est gouverné par le coefficient suivant, c’est-a-dire
Fa.

Proposition IV.4.1 (Equation de L,-morphisme dans le cas des algebres
de Lie différentielles graduées). Supposons que (V,[, |,d) et (V',[, ], d)
soient deux algébres de Lie graduées. Notons (C(V),Q) et (C(V'),Q’) les Lo
algébres correspondantes respectives. Soit F : C(V) — C(V') un morphisme
de cogebre. Alors F est un Lo, morphisme si et seulement si:

1
llfn (041 ..... Oén) + 3 Z EQ(I, J)Q/Q (‘7:|I| (Oq) .F‘J| (a]))
Iu.ligl?,ﬁ.d n}
=> ealk, 1, ko )P (Qulak)-0ae . T )
k=1
1 -
+§Zsa(k,l,1,... kL ...n)
k£l
fn_l (Qg(ak.al).al ..... 55; e .O/é\l ..... Ocn)

ot |I] et eq(I,J) ont la méme signification que dans le Théoréme 111.2.1,
et ot e4(...) désigne le signe de Quillen de la permutation indiquée entre
parentheses, c’est-a-dire la signature de la trace sur les «; impairs de cette
permutation.

Comme pour les codérivations ) et les morphismes de cogebres F, il est
facile de voir que les applications Q'F et F(Q sont uniquement déterminées
par leur composition avec la projection sur V’[1]. On déduit alors I’équation
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de Loo-morphisme sous la forme (Q'F), = (FQ), pour tout n. Puisqu’on
est parti de deux algebres de Lie différentielles graduées, tous les @), et Q;,
sont nuls pour p > 3.

V. Quasi-isomorphismes.

Par définition un quasi-isomorphisme entre deux Lo.-algebres (g1,Q1) et
(g2, Q2) est un Lo-morphisme F dont le premier coefficient de Taylor Fj :
g1[1] — g2[1] est un morphisme de complexes qui induit un isomorphisme
en cohomologie (quasi-isomorphisme de complexes). Nous allons exposer la
démonstration du théoreme suivant ([K1] Theorem 4.4):

Théoréme V.1. Pour tout quasi-isomorphisme F d’'une Loo-algébre
(g1,Q1) vers une Loo-algebre (g2, Q2) il existe un Loo-morphisme G de
(g2, Q2) vers (g1, Q1) dont le premier coefficient de Taylor Gy : g2[1] — g1[1]
soit un quasi-inverse pour JFi.

V.1. Décomposition des L.,-algébres. Une Lo-algebre (g, Q) est mini-
male si Q1 = 0. Une Lyo-algebre est linéaire contractile si Q; = 0 pour j > 2
et si la cohomologie du complexe donné par ()1 est triviale. On remarque
que la premiére notion est invariante par L .-isomorphismes, contrairement
a la seconde notion.

Proposition V.2. Toute Ly-algébre (g,Q) est Loo-isomorphe a la somme
directe d’une Loo-algébre minimale et d’une Lo -algébre linéaire contractile.

Démonstration. On décompose le complexe (g,@1) en somme directe
(¢/, Mq) & (g”,L1) ou My est une différentielle nulle et ou (g”, L1) est un
complexe a cohomologie triviale (on néglige le décalage qui n’est pas essen-
tiel ici). Pour ce faire on note comme d’habitude Zj, et By le noyau et I'image
de la différentielle en degré k, on choisit un supplémentaire gj de By, dans
Z, et un supplémentaire Wy, de Z; dans gi. Posant alors g% = By ® W) on
a la décomposition cherchée.

Cette décomposition du complexe est le point de départ de la décompo-
sition de la Loo-algebre (g, Q). La cogebre associée a g = g’ & g” s’écrit:

C(g) =C(g) @ C(g") & C(g') ® C(g").
Il s’agit de construire un isomorphisme de cogebres:
F:C(g)—C(g)
tel que Fo @ = Q o F, avec:

Q\C(g/) =M

_ .

Qe

Q =MI+I®L

lc(a")@c(s”)



CHOIX DES SIGNES POUR LA FORMALITE DE M. KONTSEVICH 51

ou My =0, L; =0 pour j > 2 et L1 a cohomologie triviale. On pose donc
pour commencer F; = Id : g — g, d’ou forcément Q; = Q1 = L1 au vu de
la décomposition du complexe rappelée ci-dessus. Il est tres facile de voir
quun Le.-morphisme F vérifiant F; = Id s’écrit comme un produit infini:

F=...Fkpk=1 . F2

ot F¥ est le Loo-morphisme ayant 'identité comme premier coefficient de
Taylor, Fj, comme k*™¢ coefficient de Taylor, tous les autres coefficients
étant nuls.

Chercher le coefficient 7}, en supposant que les F; sont connus pour j < k,
c’est donc chercher un Lao-isomorphisme F “lacunaire” comme le F* ci-
dessus, entre (g’ @ g”,Q) et (¢’ ® g”,Q), ou le champ de vecteurs impair Q
vérifie:

Q1|c(g,) =0
Qj(c(gl)) Ccg pourj<k-—1
Qj(c(gll)) =0pour2<j<k-—1

Q;(Cg)®C(g") =0 pour j<k—1

et oll le champ de vecteurs @ vérifie les mémes conditions avec k & la place
de k — 1. On supposera également que les coefficients de Taylor de @ et Q
sont les mémes jusqu’a U'ordre k£ — 1 et sont nuls a partir de 'ordre k4 1. 11
s’agit donc simplement de trouver F, et Q.

La condition F o Q = Q o F s’écrit, en négligeant les signes provenant de
la supersymétrie:

(*)  Fe(Qu(xr---xp)) + Qr(wy - xp) = QuFp(wr - - - ) + Qg - - - )
ou l'on a désigné par la méme lettre Q1 la dérivation de l'algebre S(g[1])
valant Q1 sur g[1].

1). Sitous les z;,j = 1---k sont dans le noyau Z de Q1, I’équation (x) se
réduit a:

() Qr(x1- k) = Q1Fp(x1 - 28) + Qpx1 -+ 7).

On choisit donc Q(z1 - - - %) comme étant la projection de Qy(z1 - - - zy) sur

)
le supplémentaire g’ de B dans Z. Ceci permet de définir Fy(x1 - - - 2%) & un
élément z de Z pres.

De plussi 1 = Qy1 € B, ’équation maitresse [Q, Q] = 0 s’écrit (toujours
en négligeant les problemes de signes):

Qr(Qry1.x2 - - xk) + termes intermédiaires + Q1Qk(y1.x2 - xx) = 0.

Les termes intermédiaires sont une somme de termes du type:

Q](Ql()),],l<k
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L’élément Qqy; se trouve dans une parenthese intérieure ou dans la par-
enthese extérieure. Dans les deux cas ’hypothese de départ sur ) entraine
I’annulation de ce terme. On a donc:

Qr(Qy1. 2 7)) = —Q1Qr(y1.72 - - - T1),
ce qui montre que Q,(Q1y1.72- - x) = 0.

2). Soit z € S*(g[1]), avec k > 2. On dit que z est de type 5,0 < j < k,
si x s’écrit 1 -- -z avec xq,...,x; € W et xj41,... ,7, € Z. Nous allons
déterminer Fj(x) par récurrence (finie) sur le type de z, le type 0 ayant été
traité au 1). On remarque que Q(z) = 0 si le type de z est non nul.

L’équation [@, Q] = 0 s’écrit:
Qr(Qu(z1 -+ xk)) + Q1Qk(x1 -+ 21) =0,

les termes intermédiaires s’annulant pour la méme raison que dans le 1). On
a donc:

(M) Q1Qk(x) + QrQ1(z) =0
pour tout x € S¥(g[1]).

Soit r > 1. Supposons que Fi(z) soit déterminé pour tout x de type
j <r—2, et déterminé a un z € Z pres pour tout x de type r — 1. Soit alors
x de type r. On veut déterminer Fy(z) & un élément 2’ € Z preés et préciser
Fi(y) pour tous les y de type r — 1.

L’équation (x) appliquée & Q1 (z) s’écrit:
FrQ3 (x) + QrQ1(x) = Q17 Q1 (x)

le terme Q,Q1(z) étant nul. En reportant (M) dans cette équation on a
donc:

Q1 FrQ1(x) + Q1Qr(z) =0,
d’ou:
FirQi(x) + Qr(x) € Z.

Comme FjQ1(z) est déterminé & un élément arbitraire de Z pres, on peut
s’arranger pour que:

FrQ1(z) + Qr(x) = b(x)

ou b(x) appartient & B. L’équation () appliquée a x s’écrivant:
Fr@Qi(z) + Qr(x) = Q1 Fk(z)

le choix d’un b(x) nous permet de choisir Fy(x) & un élément 2’ € Z pres.
Le b(x) doit obéir a la contrainte suivante: si Q1(x) = 0, alors b(z) = Qr(z).
Supposons que z = Q1y ou y est de type r + 1. Alors, compte tenu de (M)
la contrainte sur b s’écrit:

b(z) = —Q1Qk(y)-
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Ayant choisi un b(z) pour tout = de type r satisfaisant & la contrainte ci-
dessus, on peut alors choisir Fi(z) & un élément 2z’ € Z pres. Il reste donc
simplement a démontrer le lemme ci-dessous:

Lemme V.3. Soit x de type r > 1. Alors si Q1x = 0 il existe un y de type
r+1 tel que x = Q1y.

Démonstration. On considere I'application d : g — g de degré —1 définie
par 6(z) = 0 pour z € g/ ® W, et §(Q1x) = = pour tout z dans g. On a
alors:

Q16 + Q1 =1d —p,
ol p est la projection sur g’ parallelement & g” (autrement dit 0 est une
homotopie entre les deux endomorphismes de complexes Id et p).

Le Lemme V.3 est un corollaire du résultat suivant, di a Quillen [Q,
Appendix BJ:
Proposition V.4.
1). La dérivation Q1 de l'algébre symétrique S(g) vérifie:
Qf=0.
2). La cohomologie du complexe (S(g), Q1) est isomorphe a S(g'), et un

supplémentaire de l'tmage de Q1 dans le noyau de Q1 est donné par
S(g') ® 1 moyennant lidentification: S(g) = S(g') ® S(g").

Démonstration. 1). Comme Q) est impaire, Q7 = %[Ql, Q1] est encore une
dérivation de S(g). Comme Q%‘g

2). On a: Q1(vv") = Q1 (v") pour v € S(¢') et v € S(g”"). On
est ramené au cas ou la cohomologie de g est triviale. On prolonge alors
I’homotopie 6 ci-dessus en une dérivation de S(g). On pose alors:

E =[Q1,0] = Q16 + Q1.
E est une dérivation telle que F o= Id. On en déduit:

= 0 cette dérivation est nulle.

E(x) = kx

pour tout = € S¥(g). Si maintenant z appartient & S*(g) et Qi = 0, alors
Ex =Q10x =kzx. Si k> 1 on a donc:

z = Q1($0x).
La cohomologie de S(g) est donc réduite au corps de base, qui est S({0}). O
Fin de la démonstration du Lemme V.3: le complexe V = S(g) admet & son
tour une décomposition:

V=VvVaoVv"
avec V! = S(¢’) ® 1. L’image de Q1 dans S(g) est l'idéal engendré par
B = Q1(g). On peut donc choisir pour V” T'idéal engendré par g”. Le
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lemme provient alors du fait que tout élément de type r > 1 appartient a
cet idéal, sur lequel la cohomologie est triviale. O

V.2. Démonstration du Théoréme V.1. On se donne deux L,-algebres
(g1,Q1) et (g2,Q2) et un quasi-isomorphisme F de (g1,@Q1) vers (g2, Q2).
Appliquant la Proposition V.2 & ces deux L,-algebres on a le diagramme
suivant, dans lequel toutes les fleches sont des quasi-isomorphismes:

C(g'1) T)C(Qll @ g")—C(g1) ?6(92)1’0( 2 ®g"y) _*’C(Q 2)-

On a ainsi construit un quasi-isomorphisme F’ entre deux L..-algébres mini-
males. Son premier coefficient F : gj — g5 étant inversible, ' lui-méme est
inversible. L’ajout du quasi-isomorphisme F’ ~! dans le diagramme ci-dessus
permet alors la construction d’un quasi-isomorphisme:

G:C(g2) — C(g1)

qui est un quasi-inverse pour F. O

VI. La formalité de Kontsevich.

Un Lo, morphisme entre T}y (]Rd) et Dpoly (Rd) qui soit aussi un quasi-
isomorphisme c’est & dire un isomorphisme en cohomologie est une formalité.

M. Kontsevich a proposé dans [K1] une formalité U explicite. Précisé-
ment, les applications U,, sont donnés par:

-y ¥

m20TeG, m

ou Gy, est 'ensemble des graphes orientés admissibles a n sommets aériens

P, ... ,DPn €6 m sommets terrestres ¢, ... ,¢m,: de chaque sommet aérien est

issu ki,... ,k, fleches aboutissant soit & un autre sommet aérien soit a un

sommet terrestre. On ordonne les sommets aériens et terrestres du graphe

et on oriente le graphe en ordonnant les fleches de fagon compatible avec

cet ordre, les fleches issues du sommet p; ont les numéros ki + -+ kj_1 +
k1 +---+kj. On les note:

Star (p;) = {pjai,... ,pjak, } 7k1+-~~+kj71+i = pja;.

Si T est un graphe orienté, son poids wg est par définition l'intégrale sur

I'espace de configuration C}- de la forme:

{p17 ~7pn}v{Q17~--7Q7n}
1
ws =
B 2m) S hiky - oy

a— D
Qpa = Arg <a_?>.
J

AP, A ... AdD ot

—
V'ki+...4kn
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Enfin Bf est un opérateur m-différentiel, nul sur a;..... oy, sauf si o est
un ki-tenseur, as un ks-tenseur, ..., o, un k,-tenseur, auquel cas, on a:
Bf(al ----- an)(f17f27-~- 7fm)

. i1i2-~ik1 ikl‘*““knfl+1'”Z‘k1+“'+kn
= E :Dp1a1 - Dp,an Dy, f1++ - Dg, fm

si D, est opérateur:
Da= ]I o
Lor="a
et si la somme est étendue a tous les indices i; répétés. On notera aussi

Uy = Zu(kl,kg,...,kn) = Zuk{l,...,n}’

Maintenant, si on change I’ordre des fleches issues d'un sommet p;, le produit
wiBg ne change pas. On prend la convention suivante: si I' est un graphe
orienté de facon non compatible, on pose:

By = ¢(0) By,

ou o est n'importe quelle permutation des fleches de r qui le transforme en
un graphe I'? orienté de fagon compatible. Avec cette convention, on aura:

Un=2, > wiby
m20Teq
ou G;L,m est ’ensemble de tous les graphes orientés de facon compatible ou

non et w% est l'intégrale de la forme:

1 a—p;
r_ \ _ J
UF T Bk (s g TN AR, O Pp = Arg <a = pg) '

Nous allons vérifier dans la suite que nos choix de signes sont cohérents.

Théoréme VI.1 (M.Kontsevich). L’application formelle U est une form-
alité. En particulier c’est un Lo-morphisme.

Démonstration. Puisque Q1 = 0, I’équation de formalité s’écrit:
0=0Q) (uk{l,m,n}(al ..... an))

1
+3 . eall, )@ U, (ar) o Uy, (ay))
ILJ={1,...,n}
1,070

1 . —~
=52 alidy Lo (1) e o e i)
i#£]
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Remarquons maintenant que pour que wg ne soit pas nul, il faut que le
degré de la forme wg soit égal a la dimension de I'espace de configuration

C+

sur lequel on intégre, c’est & dire:
{p1,..-,pn}i{q1,. ,qm} q 8re,

Zki:2n+m—2.

Dans ce cas,

,,,,,

n} (a{l,... ,n}) ou— (-1)21{31_1“ o Uk{l

,,,,,

@) +5 X el NN EIIR () ot (o) -

B)+y S call DMtk () ol ar) -

IuJ={1,...,n}
I,J#0

1 . —~
(4) - 52%(2’3’1"“ v s U (b 1) ey R R )

i#]
((a; @ j)ecy. ... (SN ap) —
1 . —~
(5) - 5 Z 504(27]7 ]-7 e 72)]7 e 7n)u((k¢+kj—1),... 7];.7._, ’Ej,m 7kn)
i#]
(( 1555 () @ 04 o @t G an>

Montrons que (2) = (3). En fait:
ea(l,J) = eq(J, I)(—1)krllks]
car le nombre de 7 de I tel que k; — 2 soit impair est congru modulo a 2 a

|kr| = >_ ki. Donc:

@ =5 > el DI (0 oty (ar)

IuJ={1,... ,n}
1,740

en changeant les roles de I et J:

B)== > ea,N)(D)*IEIDg (ar) oty (ag) = (2).

ITuJ={1,... ,n}
1,J#0
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De méme (5) = (4):

1 o
() = =5 calindi b hde o 1)y o e o)

i#j
(o @ )ecxy. ... Qe v e Qe ... otp)
== _52504(];7/;1;-.. 5y ]y ,n)(_].) Ju((kﬂrk]fl),kl,,k:,,k;,,kn)
i#j
. ((Oéz OOéj).Oél ..... O/é\z ..... a;.an)

1 . —~
=3 Zea(z,], 1,...,4,7,... ’n)u((ki-s—kj—l),kl,... o o )
i#]

.((—1)kikj(aj.ai).a1 ..... TGt ozn)

= (5).
Posons enfin p = Up. Alors (1) s’écrit:

(1) — (_1)(%{1,.“,71}‘_1)-0 uk{l,.”,n} (a{17_“7n}) OU@
+ (_1)(0—1)|k{1,4..,n}|u@ Ou/ﬂ{h“,n} (ak‘u,m,n}) :

Comme e,({1,... ,n},0) = eo(0,{1,... ,n}) = 1, "équation de formalité
devient:

Yo e, DYV () oty (o)

10J={1,...,n}
- § EOC(Z?»]7 1’ et 7i7j7 T ’n)u((ki-i-kj—l),kl,.,. ,k/:\i,... 7];}7,,, ,k‘n)
i#]
(o @ 0j)e0rqe ... Qje v e Qje.ns an) =0

Si on remplace les U () par les ) w%Bf(Oq) et qu’on développe tout, on
obtient une somme d’opérateurs multi-différentiels de la forme:

r

ou IV est un graphe a n sommets aériens, m sommets terrestres ayant 2n +

m — 3 fleches. Si on se donne I orienté et une face F' de codimension 1

de 0C} on associe a ce couple (IV, F') au plus un terme de
) {propnti{ar, . am}? o ple (I, F') p

I’équation de formalité. Plus précisément:
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Cas 1: Si

— +
= a{pil ye3Ping Yair1s s Qipmg }C{pl,... on b{q,- ,am}

+ X
{pil yeee 7Pin1 }5{‘1l+1,~~- aql+m1}

x CF

{pl’ . ’Pn}\{l’zl’ . ’plnl} {q17 -»q1,9, ql+m1 +15--- ,(Im}7

que 'on notera:
+ _ ot +
95505 = Cso X Chs psufgh

on associe au couple (I, F') 'unique terme:

B%/7F(a17 s ,Oén)(fl, ce ’fm)

/
= Bfg (ajl ..... ajn2)

(i fo B (@i i) et fivms) s frem s fin)
ou T} est la restriction & {p;,, ... s Din, YULQ1415 - -+ Qymy } (avec son ordre),
fg est le graphe obtenu en collapsant les points p;,, ..., Pin, €6 @1, -
Qitmy €0 g, on a posé {1,... ,n}\{i1,... yin, } ={j1 <J2<...<Jny} - On
note g, le coefficient de cet opérateur.

Remarquons que I’application (f’ JF) — (fl, fg) est dans ce cas surjective
mais pas injective Si on se donne le couple (fl,fg) la face F' est bien
déterminée mais I n’est t pas unique: il y ad’ abord la répartition des fleches
allant d’un sommet de Fg vers un sommet de I‘1 (application de la regle de
Leibniz) chaque répartition correspond & un graphe I'y différent. Si cette
répartition est donnée, il faut encore fixer I'ordre des fleches de IV. Le
nombre de choix est bien sir le quotient du nombre d’orientations possibles
pour I/ par celui des orientations possibles de I'1 et I's:

(2 Ki)!
(Kiy 4 A Fi ) (Kjy + - + kg, )!

Nombre d’orientations de IV =

_ ‘k{l,...,n}‘!‘
kr |k !
Cas 2: Si
_ +
F= a{pi’pﬂ'}c{pl,m7pn};{q17-~-7qm} C{p“pa} X C{Pml, o Disee sPgree P 1i{QL e qm )

que 'on notera:
+
8SCA7B = CS X CA\SI_I{p} B

A (IV, F), si la flche pip; est une des fleches de I”, on associe 'unique terme:

B%’,F(al"" yan)(f1, -5 fm) = Bz, (s @ aj).an..... Qe v Qe .. an)
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ot T est le graphe obtenu en collapsant les sommets p; et p; du graphe I
sur le point p et en éliminant la fleche p;p;. Si cette fleche n’existe pas dans
I, on associe 'opérateur nul a (f’ ,F). On note CFr le coefficient de cet
opérateur.

Dans ce cas, on considérera application (I, F) — ([, Ts) ot Ty est le
graphe tracé dans Cy, ;1 & une seule fleche: la fleche pip;- A part le cas 0,

I’image réciproque d’un couple (fl, fg) contient exactement:

Nombre d’orientations de T
(> ki)
(R T R e e N )

B L7 L
(Ikg1,... nyl = 1)!

Cas 3: Si

F= 85(7:{73 = CS X CZ\Su{p}, B

avec |S| > 3, dans ce cas aucun terme de I’équation de formalité n’est associé

) (f’,F). On pose donc ¢ p =0

+

Pour chaque I , on définit sur C . la forme:
{p1,pntilar, am}

1
Wk, = AP, A...\NdD

v (QW)‘k{l""”L}‘\k{L...,n}\!

-
V'kq+...+kn"

Montrons qu’avec toutes ces notations, I’équation de formalité s’écrit:

0= Y > /ﬁw%, Bl (ai1.... o)

f/EG'IIL,WL FeaCX,B
/ /
= E / dwl: Bﬁ’ (Oél ..... Oén) .
- ch
tea,,, L'7AB

Le résultat est donc une simple conséquence du théoreme de Stokes sur la
variété a coins C'§ 5 et pour les formes fermées w%,.
Comparons donc terme par terme chaque coefficient c, . et I'intégrale

sur la face orientée F' de la forme wi.
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Cas 1: Avec nos notations, le coefficient cg, F est:

e p = £al(J, T)(=1)(ks1-D) |k:1|“fl|'|"lf|"( 1)
b ) '
n)

Lo« [

s, s’ A\S B\S'U{q}

(Le signe (—1)"™=1 provient du développement de l'opération o.) On

rappelle que S’ est le segment ¢ y1,...,q+m, et que ¢ remplace S’ dans
B\ S’ U{q}. D’autre part, on a pour la forme
krl!k ]!
s = ea(r, )RS
U kT
et la face F (en tenant compte de son orientation):
Erlllks|!
w», _ €a(I J)( )lm1+l+m1 | I| | J| o
F r ‘]{{1 n}" ot I
e iy oPigyy Flarg1 2 04my

/
W= .
L r

A\S, B\S'u{q}

Rappelons que |kr| =2n; +m1 — 2, [kj]| =2(n—n1)+(m—m1 +1) -2, 1e
signe devant l'intégrale est donc:

(I, J)(=1)lmittmy — o (g 1) (—1)krllksl(q)matmat
=eq(J, [)(_1>|kIHkJ|(_1)lm1+l<_1)\k1\.

Donc:

Cas 2: Avec nos notations, le coefficient o p est nul si I'" ne contient pas
N — . . ’
la fleche p;p; et sinon:

o —~ (Ikgr,.. myl — D!
cﬁ,,F:—ea(z,],l,...,z,j,...,n ‘k: "
{1,...,n}|

/ /
W= / W= .
/cs U Jor avsugpy, B 12

D’autre part, on a pour la forme

. k —1)!
Wy = ealisfy1yees yirjoees im (g, myl = D!,

/
i, N W,
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et la face F (en tenant compte de son orientation):

— k n —1)!
/W’f,——sa(z‘,j,l,...,z’,j,...,n)(‘ 1,...n} / /
d ‘k{lv---,N}}' Cg

avec S = {p;,pj}. On a donc pour tout I et F:

Cavsup), B

Cas 3: Il n’y a pas de termes dans notre équation de formalité dans ce cas,
ou cg, , = 0. Mais dans ce cas, on a le lemme suivant de Kontsevich [K1,

§6.6.1], [Kh]:
wh =0
|

si |S| > 3. On a donc de nouveau:

/
Cr = W=, .
' F /_‘ /
F r

Et ceci finit la preuve de la validité de I’équation de formalité. O

Appendice. Formalité et quantification par déformation.

Nous expliquons dans ce paragraphe pourquoi la formalité de Kontsevich
permet d’obtenir un étoile-produit a partir d’'un 2-tenseur de Poisson. On
considere une (limite projective d’) algebre(s) nilpotente(s) de dimension
finie m. Par exemple:

m = Ak[[A] = Tim AR[[A))/A*R (7).

A.1. Construction d’étoile-produits. On se donne une Lo.-algebre
(g,Q) sur un corps k de caractéristique zéro, que l'on voit comme une Q-
variété formelle graduée pointée. Un m-point de la variété formelle g est par
définition un morphisme de cogebres:

p:m" — C(g).

Le produit tensoriel (complété dans le cas d’une limite projective) C(g)&m,
muni de la comultiplication de C(g) étendue par m-linéarité, admet une
structure de cogebre (sans co-unité) sur m. On peut alors voir un m-point
comme un élément non nul de type groupe de cette cogebre, c’est-a-dire un
élément p € C(g)®@m vérifiant: Ap = p @ p.

Proposition A.1. Les m-points de la variété formelle g sont donnés par:

2

po=c—1=vt

ot v est un élément pair de g[1]@m.
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Démonstration. La série a bien un sens dans C (g)@m. Si p est un m-point,
p est forcément pair, et on voit que la série:

P2

v=Tog(l+p)=p— 2+
a un sens dans C(g)®m et définit un élément primitif (et pair), c’est-a-dire
que 'on a: Av = 0. Pour démontrer ce point on rajoute formellement la

co-unité en considérant la cogebre:
Cow = (k.1 ®m) @ C(g)Om
Un élément de type groupe de cette cogebre s’écrit toujours:
g=1+p
ot p est de type groupe dans la cogebre sans co-unité C(g)®@m. Il s’agit alors
de montrer que le logarithme v d'un tel élément est primitif, c’est-a-dire que
I'on a dans Cy,
Av=v®1+1Rwv.
Pour cela on remarque que la cogebre Cp, est en fait une bigebre. Le calcul
formel suivant a alors un sens:

ALogg = Log(Ag)

= Log(g ® g)
=Log((9®@1)(1®g))
= Log(g ® 1) 4+ Log(1 ® g)
=Logg®1+1® Logg.

Donc, forcément v appartient & g&m, et il est clair que p = p,. U

Le champ de vecteurs @Q s’étend de maniére naturelle & C(g)&m. Sup-
posons que @ s’annule au point p,:
Qe —1)=0.
On traduit ceci par le fait que v vérifie I’équation de Maurer-Cartan géné-
ralisée :

(MCG) Q1) + %QQ(M) -

Si g est une algebre de Lie différentielle graduée, ¢a se réduit a 1’équation
de Maurer-Cartan:

1
dv — i[v,v] = 0.
(En effet v est pair dans g[1] ® m, donc impair dans g ® m.) Si maintenant

F est un Lo,-morphisme entre (g1,Q) et (g2, @'), et si v € g®@m est tel que
Q(py) = 0, il est clair que:

Ql(]:(pv)) = ]:(Q(pv)) =0.
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Or F(p,) = e —1 avec w € go®@m d’apres la Proposition A.1, puisque F(p,)
est de type groupe. Il est clair que w est la projection canonique de F(p,)
sur go®m, soit:

w = Z %Fn(v”).

En résumé, si v € g1@m vérifie (MCG), alors 'élément w € go®m donné
par 1’égalité ci-dessus vérifie (MCG). Dans le cas ou les deux L-algebres
sont les algebres de Lie différentielles graduées des multichamps de vecteurs
et des opérateurs polydifférentiels, tout 2-tenseur de Poisson formel:

v="hy + Wyt

donne naissance grace a ce processus a un opérateur bidifférentiel formel w
tel que p+ w soit un étoile-produit, u désignant la multiplication usuelle de
deux fonctions.

A.2. Equivalence des foncteurs de déformation. On suppose toujours
le corps de base k de caractéristique zéro. Soit g une algebre de Lie différ-
entielle graduée. Rappelons [K1, §3.2] que le foncteur de déformation
Defy associe a toute algebre commutative nilpotente de dimension finie m
I’ensemble des classes de solutions de degré 1 de I’équation de Maurer-Cartan
dans g ® m modulo 'action du groupe de jauge, c’est-a-dire le groupe nilpo-
tent G = exp(g’ ® m), dont l'action (par des transformations affines de
'espace g' ® m) est donnée infinitésimalement par:

oy = da + [, ]

pour tout o € g®®@m et pour tout v € g ®m. Ce foncteur s’étend naturelle-
ment aux limites projectives d’algebres commutatives nilpotentes de dimen-
sion finie: Defy(m) est dans ce cas défini comme 'ensemble des classes de
solutions de degré 1 de I’équation de Maurer-Cartan dans le produit tensoriel
complété g&m modulo I’action du groupe pro-nilpotent Gy = exp(g()@m).

L’équivalence de jauge peut aussi se définir pour une L.-algebre quel-
conque (g,®): deux solutions de I’équation de Maurer-Cartan généralisée
70 et v1 dans g' ® m sont équivalentes s’il existe une famille polynomiale
&(t)tek de champs de vecteurs de degré —1 et une famille polynomiale y(t)ck
de solutions de I’équation de Maurer-Cartan généralisée dans g' @ m telles
que:

() DO _ 1. ew(0)

7(0) =70, (1) =
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On vérifie facilement que cette relation est une relation d’équivalence, ce
qui permet de définir le foncteur de déformation Defy comme la correspon-
dance qui a toute algebre commutative nilpotente de dimension finie m as-
socie I’ensmble Defy(m) des classes de solutions de degré 1 de I’équation de
Maurer-Cartan généralisée dans g ® m modulo I’équivalence de jauge.

Proposition A.2.1 (cf. [K1, §4.5.2]).

1). Dans le cas d’une algébre de Lie différentielle graduée les deuz notions
d’équivalence de jauge (et donc de foncteur de déformation) coincident.

2). Soient g1 et go deux algébres de Lie différentielles graduées. Alors le
foncteur Defy, g g, est naturellement équivalent au produit des foncteurs
Defy, x Defy,.

3). Le foncteur de déformation est trivial pour une Loo-algebre linéaire
contractile.

Démonstration. Les points 2) et 3) sont faciles & établir. Pour établir le
premier point précisons d’abord la notion de champ de vecteurs: un champ
de vecteurs sur une variété formelle graduée pointée g[1] ® m est donné par
une codérivation A de la cogebre C(g) ® m. Sa valeur en un point v de
la variété formelle est donnée par la projection sur g ® m de A(e? — 1),
que l'on notera A(y). Cette notation, bien que cohérente du point de vue
géométrique, est un peu ambigiie, car A(7y) ne coincide en général pas avec
la valeur de la codérivation A prise en v vu comme un élément de la cogebre

C(g) @ m.

Revenons aux notations du début du §A.2. On remarque que I'action de
a € g’ @m sur g' ® m est donnée par le champ de vecteurs:

Da = [Qa ch]:

ol R, est le champ de vecteurs constant égal a a. Ce champ de vecteurs
est bien de degré —1. L’équivalence de jauge au sens des algebres de Lie
différentielles graduées v, = (exp ).y entraine donc ’équivalence de jauge
au sens des Loo-algebres, avec £(t) = R, pour tout ¢ et y(t) = (expta). 0.

Supposons maintenant que g et 1 sont équivalents au sens des L.o-
algebres. Soient £(t) et (¢) les familles polynomiales de champs de vecteurs
de degré —1 et de solutions de I’équation de Maurer-Cartan généralisée re-
spectivement, telles que ’équation (xx) soit vérifiée. Le champ de vecteurs
de degré zéro [Q, £(t)] s’écrit explicitement en tout m-point v € g' ® m:

[Q, ED)](v) = de(®)(7) + [€(E) (1), 7]-

On effectue ce calcul en appliquant la codérivation [@,&(t)] a 1’élément de

type groupe ¢” — 1. Compte tenu de I’équation (x*) on voit que le vecteur

tangent dzl—(tt) au point y(¢) est donné par un champ de vecteurs provenant

de I'action d’un élément de I’algebre de Lie g° ® m.
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Montrons par récurrence sur le degré d de v (en tant que polynome)
qu’il existe un entier r (dépendant de d) tel que pour tout t € k il existe
gt =exp(tDy + - +t"D;) € Gy tel que vy = gr.y0: sid=0on a vy =
et la constante g; = Id convient. Supposons donc que la propriété soit vraie
au rang d — 1. Supposons que 7 soit un polynome de degré d, que I'on peut
écrire:

% =i+t
Grace a 'hypothese de récurrence on peut écrire:

t3yg ~
v =€ 1Y

d r X
— Mgt Dit Dy

Le terme -4 appartient & l'algebre de Lie g ® m. La série de Campbell-
Hausdorff ne comprend qu’un nombre fini de termes dans le cas d’un groupe
nilpotent, ce qui permet de conclure. Le passage aux limites projectives
d’algebres commutatives nilpotentes de dimension finie se fait sans difficulté.

O

Compte tenu de la Proposition V.2, la Proposition A.2.1 entraine le ré-
sultat suivant:

Théoréme A.2.2. Soient g1 et go deur Loo-algébres quasi-isomorphes.
Alors les foncteurs de déformation de g1 et de go sont isomorphes.

En particulier les classes d’équivalence de jauge de 2-tenseurs de Poisson
formels sur une variété sont en bijection avec les classes d’équivalence de
jauge d’étoile-produits.
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