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Let p and g be prime numbers such that p =1 mod 8, g =
—1mod 4 and (B) = -1, d = pg, k = Q(Vd, i), k$" be the
2-Hilbert class field of k, k{?) be the 2-Hilbert class field of
kgl) and G2 be the Galois group of kgz)/k. The 2-part Cy o
of the class group of k is of type (2,2), so kgl) contains three

extensions K;/k, ¢ = 1, 2, 3. Our goal is to determine the
group Cy 2, to study the problem of capitulation of the 2-
classes of k in K;, ¢« = 1, 2, 3 and to construct the 2-class
field tower of k.
Résumé.

Soient p et g deux nombres premiers tels que p = 1 mod
8, ¢ = —1mod4 et (g) = —1,d = pq, i = /-1, k =

Q(Vd,1), kgl) le 2-corps de classes de Hilbert de k, k§2) le
2-corps de classes de Hilbert de kgl) et G2 le groupe de Ga-
lois de kgz)/k. La 2-partie Cy,2, du groupe de classes de
k est de type (2,2), par suite kgl) contient trois extensions
K;/k, i =1, 2, 3. On s’intéresse & déterminer le groupe Ck 2,
a etudier la capitulation des 2-classes de k dans K;, ¢ = 1, 2, 3

et a la construction de la tour du 2-corps de classes de Hilbert
de k.

1. Introduction.

Soient k un corps de nombres de degré fini sur Q, F une extension non
ramifiée de k et p un nombre premier. L’extension kM) de k, abélienne
maximale et non-ramifiée pour tous les idéaux premiers finis et infinis , est
dite corps de classes de Hilbert de k. De méme ’extension kz(gl) de k dont le
degré est une puissance de p, abélienne maximale et non-ramifiée pour tous
les idéaux premiers finis et infinis est dite p-corps de classes de Hilbert de k.

La recherche des idéaux de k qui capitulent dans F (deviennent princi-
paux dans F), a été 'objet d’étude d’un grand nombre de mathématiciens.
En effet, Kronecker était parmi les premiers a avoir abordé des problemes
de capitulation dans le cas des corps quadratiques imaginaires. Dans le cas
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ot F est égal au corps de classes de Hilbert k() de k, D. Hilbert avait con-
jecturé que toutes les classes de k capitulent dans k@ (théoreme de l'idéal
principal). La preuve de ce dernier théoréeme a été réduite par E. Artin a
un probleme de la théorie des groupes, et c’est Ph. Furtwéngler qui 'avait
achevée.

Le cas ou F/k est une extension cyclique et [F : k] = p, un nombre
premier, a été traité par Hilbert. Sa réponse est le sujet du Théoréeme 94
qui affirme qu’il y a au moins une classe non-triviale dans k qui capitule
dans F. De plus, Hilbert avait trouvé le résultat suivant:

Soient o un générateur du groupe de Galois de F/k, N la norme de F/k,
Uy le groupe des unités de k, U le groupe des unités de F et U* le sous-
groupe des unités de U dont la norme, relative a 'extension F/k, est égale
a 1. Alors le groupe des classes de k qui capitulent dans F est isomorphe
au groupe quotient U*/U'~? = H!(U), le groupe cohomologique de U de
dimension 1.

A TP’aide de ce théoreme et de plusieurs résultats sur les groupes coho-
mologiques des unités, on montre le théoreme suivant:

Théoréme 1. Soit F/k une extension cyclique de degré un nombre premier,
alors le nombre des classes qui capitulent dans F/k est égal a

[F : k][Up : N(U)].

On trouve une preuve de ce théoreme dans un papier de Heider et Schmi-
thals [11].

Plusieurs résultats ont été établis; en particulier on a:

Soit k tel que Cy 2, la 2-partie du groupe des classes Ck de k, est iso-
morphe & Z/2Z x Z/2Z, ng) le 2-corps de classes de Hilbert de kgl) et Go
le groupe de Galois de kg) /k. On sait par la théorie des corps de classes
que Gal(k{" /k) ~ Ci, par suite Gal(k\"/k) ~ Z/2Z x Z/2Z. Alors k.
contient trois extensions quadratiques de k dénotées par K;, Ks et Kj.

D’apres Kisilevsky [12] on a:

Théoreme 2. Soient k tel que Cxo ~ Z/2Z x Z/27 et Gy le groupe de
Galois de kg2)/k; alors on a trois types de capitulation:

Type 1. Les quatre classes de Cyx o capitulent dans chacune des extensions
K;/k, i=1, 2, 3. Ceci est possible si et seulement si ng) = kgl).

Type 2. Les quatre classes de Cx o capitulent toutes seulement dans une
extension parmi les trois extensions K;/k, i = 1, 2, 3. Dans ce cas le groupe
Go est diédral.

Type 3. Seulement deux classes capitulent dans chacune des extensions
Ki/k, i =1, 2, 3. Dans ce cas le groupe Go est semidiédral ou quaternion-
que.



CONSTRUCTION DE LA TOUR DE HILBERT 3

Soit G4 le groupe dérivé de Go, si Ok ~ Z /27 x Z/2Z, alors on a de
méme Go/GYy ~ 7 /27 x Z/2Z; ce qui implique que GY est cyclique. Comme
b~ Gal(kg) /k3) est cyclique, alors la tour des 2-corps de classes de Hilbert
de k s’arréte en kg2). Donc pour construire la tour des 2-corps de classes de
Hilbert, il suffit de construire kél) et kéQ). On trouve plusieurs travaux sur
la construction des 2-corps de classes de Hilbert; en particulier on trouve

les travaux de H. Cohn dans [9] et dans [10], qui a construit le 2-corps de
classes de Hilbert de Q(y/—p) ol p est un premier tel que p = 1 mod 4.

Dans toute la suite on désigne par p et ¢ deux nombres premiers tels que

p=1mod8, ¢ = —1mod4 et (%) = —1,d = pqg, k = Q(d,1), kél) le

2-corps de classes de Hilbert de k, kg) le 2-corps de classes de Hilbert de
kgl) et Go le groupe de Galois de kg)/k. D’apres Azizi [2], on a Cyxa ~
Z/27Z x 7Z./27Z. Donc kél) contient trois extensions quadratiques de k, K1,
K> et K3. Notre but est de déterminer C 2, d’étudier la capitulation dans
les trois extensions K;/k, i = 1, 2, 3 et de construire la tour des 2-corps de
classes de Hilbert de k. En particulier on a le résultat principal suivant:

Théoréme 3. Soient e l'unité fondamentale de Q(\/p), L = Q(\/—p) et
Lgl) le 2-corps de classes de Hilbert de L. Alors il existe deuz entiers a, b €
N tels que p = a® + 16b>. Soient w1 = a + 4bi, ™ = a — 4bi, H, et Hy les
idéauzx premiers au-dessus de w1 et wo dans k. Alors la 2-partie du groupe de
classes de k est engendré par les classes de Hy et Ho et les trois extensions
quadratiques non-ramifiées sur k sont: k™) = k(,/p), K1 = k(y/71) et Ko =
k(y/m2). De plus si ng) # kgl), alors seules la classe de H; et son carré
capitulent dans K1 et il en est de méme pour Ko, c’est-a-dire seules la classe
de Ha et son carré capitulent dans Ko. De plus on a kél) = k(/p)(Ve) et

K = kLY.

2. Capitulation dans le corps de genres de k.

Soient p et ¢ deux nombres premiers, d = pq et k = Q(v/d,i). Dans toute

la suite on supposera que p = 1 mod 8, ¢ = —1 mod 4 et (%) = —1. Soient

kgl) le 2-corps de classes de Hilbert de k et k®) le corps des genres de k
(c’est Iextension maximale non-ramifiée pour tous les idéaux premiers, finis
et infinis, et qui est abélienne sur Q).
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Diagramme 1.

Le corps des genres de k est k® = Q(/P; /q,1). D’apres Azizi [6], on a
les deux résultats suivants:

Théoréme 4. Soientk = Q(\/]Tq, i) avec p et q deux nombres premiers tels
queqz—lmodél,pzlmod&(q)——l k() Q(\/P,/q,1) le corps des

genres de k, k;l) le 2-corps de classes de Hilbert de k, ké) le 2-corps de

classes de Hilbert de kgl) et Cyx 2 la 2-partie du groupe des classes au sens
large de k. Alors on a:

1. toutes les classes de Cy o capitulent dans k™),
? 2k o 4h(k®) o p =22 + 322,
Corollaire 5. Soit k = Q(,/pq,i) avec p et q deur nombres premiers tels
que ¢ = —1 mod 4,p = 1 mod 8, (%) = —1. Soit Gy le groupe de Galois de
kg)/k. Alors le groupe Go est de type (2,2) ou bien diédral d’ordre 2™. De

plus, Go est diédral si et seulement si p = 2%+ 32y? avec x et y deux entiers
naturels.

D’apres le Théoreéme 4, toutes les classes de Cy o capitulent dans k™) et
d’apres le Théoreme 2 on a les deux possibilités suivantes:

i) si kg) = kgl), alors toutes les classes de Cy o capitulent dans K; et
dans K2

i) si k 7é k2 ), alors seulement une classe non-triviale de Cy o capitule
dans K, et il en est de méme pour Ko.
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Dans toute la suite on va déterminer le groupe Cy 2 et mettre le point sur
les classes qui capitulent dans K et celles qui capitulent dans Ko.

3. Capitulation de type classe et construction de la tour des
2-corps de classes de Hilbert.

Soient d = pq avec p et ¢ deux premiers tels que p =1 mod 8, ¢ = —1 mod 4
et (]7;) = -1, k=Q(Vd,i), Ck,2 le 2-groupe des classes de k, Eg le groupe

des unités de k, kgl) le 2-corps de classes de Hilbert de k, k®*) le corps des

genres de k, H le groupe de Galois de kgl)/ k et H le groupe des caracteres
de H. Soit L une extension quadratique de k. Alors il existe un nombre «
de k tel que L = k(y/a). Si L/k est non-ramifié aux idéaux premiers finis,
alors on peut choisir a premier avec 2 tel que:

i) il existe un idéal H tel que H? = (a);

i) il existe = € k tel que a = x? mod 4.
Cette derniére condition est satisfaite si et seulement si o = x2 + 4%, our
et s sont des entiers de k et s est premier avec 2.

Soient Ry I’ensemble de tous les nombres o de k vérifiant les deux con-
ditions précédentes, Ry = Ry /Ry N (k*)? et Uy I'ensemble des unités de k
appartenant a Ry.

Définition 6. On dit que k est de type classe si et seulement si Uy = Ei
Dans le cas contraire on dit que k est de type unité.

On définit un homomorphisme ¢ de Ry dans Cy o de la fagcon suivante:
A une classe de Ry d’un nombre « on fait correspondre la classe de I'idéal
H tel que H? = (). Alors on a Ker (¢) = Ux/E} et k est de type classe si
et seulement si Im () est égal au sous-groupe du groupe des classes au sens
restreint, engendré par les éléments d’ordre deux.

Proposition 7. Soient k™) = k(,/p) le corps des genres de k et Hy lidéal
de k tel que 'Hg = (p). Si k est de type classe, alors la classe de l'idéal Hy
est d’ordre 2. Si (m) et (m2) sont les deux idéaur premiers au-dessus de
p dans Q(i) et Hi (resp. Hz) est un idéal premier au-dessus de m (resp.
m) dans k/Q(i), alors les classes de Hy et de Ha engendrent Cy o et on a
H1H2 = Ho.

Preuve. Comme p = 1 mod 4, alors il existe deux nombres m; et m de
Q(7) tels que mmy = p. De plus, puisque p est ramifié dans k/Q(7), alors
il existe deux idéaux de k, H; et Hy tels que H? = (m),H3 = (m2) et
(H1H2)? = (p) = HZ. D’ott H1Ha = Ho. Si k est de type classe , la classe
de I'idéal Hy dans Cy o est d’ordre 2, car sinon, il existe un 8 € k tel que
Ho = (B) et (8%) = (p). 1l s’ensuit que p = 3%¢ pour une certaine unité e de
k. Comme k(,/p) = k(y/€) est non-ramifié pour tous les idéaux premiers,
alors € € Uy et € & EIQ(, ce qui est contraire au fait que k est de type classe.
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II vient que les classes de H; et Ho sont d’ordre 2 et comme leur produit est
d’ordre 2, alors leurs classes engendrent Cy 5. O

Proposition 8. Soient a un entier composé, impair et sans facteurs carrés,
k = Q(v/a,i), p un nombre premier et H un idéal de k tel que H? = (p).
Alors on a:

i) Sil’unité fondamentale de Q(y/a) est de norme —1, alors H est d’ordre
2 dans Cy 2.
ii) Si l'unité fondamentale de Q(v/a), €g = s+t\/a, est de norme 1 on a:
a) Si {eo} est un SFU de k, alors H est principal si et seulement si
2p(s +1) ou p(s = 1) est un carré dans N.
b) Sinon, lidéal H est d’ordre 2 dans Cy .

Preuve. Soient p un nombre premier et H un idéal de k tel que H? = (p).
On suppose que ‘H est principal. Il existe § € k et € une unité de k tels que
(3% = pe. Nous déterminons les conditions pour que pe soit un carré dans k.
Soit €9 = s + ty/a I'unité fondamentale de Q(y/a). Alors un SFU de k est

{e0o} ou {Viep}.
Cas ol {¢y} est un SFU de k:
On se rameéne aux cas ou € est égal a i, g ou a ieg.
* Si € = €, alors il existe (51, 32) € Q(\/E)2 tel que peg = 3% = (B1 +
ﬁzi)Q = ﬁ% — ﬁ% + 2ﬁ1ﬁ2i. D’ou
B182 =0
Bt — B3 = peo
On pose 51 = x + y/a. Alors on a:

Bo =0

, ce qui est équivalent a { 32 = peg
T = peo.

4zt — 4psx® + ap®t> = 0
, ce qui est équivalent a Y= pt

{ 2+ ay2 =ps
2z
A = 16p*(s? — at?).

2xy = pt

Le nombre A est le discriminant de 1’équation du deuxieme degré 4z* —
4psx?® + ap*t?> = 0 pour l'indéterminée z2. On désigne cette derniere
équation par (1).

- Si ¢y est de norme —1 alors A est négatif. Donc il n’y a pas de
solutions pour I’équation (1).

- Si €y est de norme 1, alors 22 = Zps =+ 2p. Par suite, il y a une
solution pour 'équation (1) si et seulement si 2p(s+1) est un carré
dans N.

% Soit € = iep. De la méme facon, on se ramene a 2pey = ¥ o v €
Q(1/a) et on trouve des résultats similaires:
- Si g est de norme —1, il n’y a pas de solutions.

- Sinon, il y a une solution si et seulement si p(s + 1) est un carré
dans N.
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* Soit e = 4. On a pi = 82 & p = 2% ou By est la partie réelle de 3. Or
ceci implique que v/2p € Q(y/a), ce qui n’est pas notre cas.
Cas ol {V/i€p} est un SFU de k:
Soit I’équation pe = 32. Alors on se rameéne aux cas: p2e = % et
ezzj:ie(], € =1, € = 1€y OU € = €.
- Si€? = Fieg, on a § = 1+ et +ip®eg = (67 — 55)* —4(6152)* +
AP1B2(B7 —B3)i. Dot (87— 53)* —4(B152)* = (57 —B5—26102) (7 —
B3 +26132) = 0 et donc on a (81 — 42)% = 233 ou (41 + B2)? = 2053,
ce qui entraine que v/2 € Q(y/a). Mais ceci n’est pas notre cas.
- Si € = 4, avec le méme raisonnement que précédemment on trouve
que le nombre pi n’est pas un carré dans k.
- Si € = ieg, alors pieg = 4% implique que p est un carré dans Q(v/a).
Ceci n’est pas notre cas.
- Si € = ¢, on se ramene au cas € =i (car ieg est un carré dans k).

Proposition 9. Soit k = Q(V/d,i) ot d = pq avec p = 1 mod 8, q =
—1 mod 4, (g) = —1. Alors k est de type classe.

Preuve. D’apres Azizi [6], {\/ieg} est un SFU de k, donc d’apres la proposi-
tion précédente, I'idéal H tel que H? = (p) est d’ordre 2 dans Cy,2. Par suite
k™) n’est pas de la forme k(4/€) ol € est une unité de k. On suppose que k est
de type unité. Il existe une unité € de k telle que k(,/€) soit non-ramifié sur
k. En particulier, il existe x dans k, r et s deux entiers de k tels que s est pre-
mier avec 2 et € = 22 + 4%. On désigne par €; = \/ieg et o 'automorphisme
de k défini par o(i) = i et o(v/d) = —vd. L'unité e ne peut pas étre

égale & i, car sinon, k(1/2) sera non-ramifié sur k et par suite kél) sera égal

a k(v/2,/p) et sera abélien sur Q. D’olt kgl) = k™) ce qui n’est pas le
cas. Par conséquent, e = i"¢; pour un certain entier m. Il vient ensuite que

o(€) = £i"™ /i€, ol ¢ est le conjugué de €y et o(€) = a(m)2+4@, ouo(r)

o(s)
et o(s) restent des entiers de k et o(s) reste premier avec 2. D’ou k(1/o(¢€))
est non-ramifié sur k. D’autre part, eo(e€) = 1™ /ieg x (™) /i€(, = £i n’est
pas un carré dans k. Donc k(v/€) # k(1/o(¢€)) et k(y/ea(€)) est non-ramifié
sur k, ce qui n’est pas possible d’apres le cas € = 7. On en déduit que k
n’est pas de type unité. Donc k est de type classe. O

Théoréme 10. Soit k = Q(\/pq,i) avec p et q deux nombres premiers tels

)
que ¢ = —1 mod 4,p = 1 mod 8, (g) = —1. Soit € l'unité fondamentale de

Q(y/p)- Alors K5 =k(/p)(v/e).
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Preuve. Montrons que kgl) = k(\/p)(\/¢€). On sait d’apres Cohn [9], que
si p = 1 mod 8, alors k1 = Q(/p,i)(\/€) est une extension cyclique non-
ramifiée sur Q(\/—p). Soit Gy le groupe de Galois de k;/Q et € le conjugué
de €, alors G est engendré par les automorphismes o et 71 définis par:

VP | i | Ve | Ve
ol —yp|—i Ve | —y/e
| =P i |V Ve

De plus on a que 0! = 72 = (om1)?> = 1. Comme L = k(,/p)(ve) =
k1Q(,/q); on peut prolonger o et 7; par Iidentité a L. De méme, si on
désigne par 75 'automorphisme défini sur Q(,/q) par 72(\/q) = —/q, alors
on peut prolonger 7o par l'identité a L. Par suite, le groupe de Galois de
L/Q est engendré par o, 71 et 2. On va déterminer le groupe de Galois
de L/k. 1l est clair que 0% et 717> laissent fixe k. D’autre part o2(,/p) =
VD Tima(y/B) = =D, 02(VE) = =V, mima(vVe) = Ve, (02)? = (nm)® =1
et o277 # 1. Donc le groupe engendré par o2 et 1179 laisse fixe k et il est
de type (2,2). De plus, on a que k(,/p) est non-ramifié sur k et comme k;

est non-ramifié sur Q(,/p, i), alors L est non-ramifié¢ sur Q(,/q)Q(\/p,i) =
k(y/p). D’ot L est non-ramifié sur k et le groupe de Galois de L/k est de

type (2,2). Par conséquent L = kgl). O

Théoréme 11. Soit k = Q(,/pq, i) avec p et q deux nombres premiers tels
que ¢ = —1 mod 4,p = 1 mod 8§, (%) = —1. Alors il existe deuxr entiers
a, b € N tels que p = a® + 16b%. Soient ™ = a + 4bi, m = a — 4bi, H;
et Ho les idéaux premiers au-dessus de w1 et wo dans k. Alors la 2-partie
du groupe de classes de k est engendré par les classes de Hy et Ha et les
trois extensions quadratiques non-ramifiées sur k sont: k) = k(\/p), K1 =

k(y/m1) et Ko = k(y/m2). De plus si kgz) # kél), alors seules la classe de H
et son carré capitulent dans K1 et il en est de méme pour Ko , c’est-a-dire
seules la classe de Ho et son carré capitulent dans Ks.

Prewve.  On sait, d’apres Barruccand et Cohn [7], que si p = 1 mod 8,
alors il existe deux entiers a et b tels que p = a® + 16b%. 11 est clair que a
est impair et donc a = =1 mod 4. On pose m = a + 4bi et 7y = a — 4bi.
Comme —1 = 2, alors m; = z? mod 4 et my = x2 mod 4 sont résolubles.
Les nombres 7 et my sont des premiers ramifés dans k/Q(i). Par suite, il
existe deux idéaux de k, H; et Ha tels que HZ = (m) et H3 = (m). Par
conséquent, K; /k et Ko/k sont non-ramifiés. Comme k est de type classe,
alors la 2-partie du groupe des classes de k est engendrée par les classes de
H et Ha. D’autre part, H} = ((y/71)?) entraine que I'idéal engendré par H;
dans K; = k(/71) est égal a I'idéal (y/m1). Ceci veut dire que H; capitule
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dans ki. Il en est de méme pour Hs dans ko. Ainsi, si kg) #* kgl), comme
toutes les classes de Cy capitulent dans k™), alors seulement la classe de H;
et son carré capitulent dans K; et seulement la classe de Hs et son carré
capitulent dans Ko. O

Théoréme 12. Soit k = Q(,/pq, i) avec p et q deux nombres premiers tels
que ¢ = —1 mod 4,p = 1 mod 8, (g) = —1. Soient L = Q(y/—p) et Lgl) le
2-corps de classes de Hilbert de L, alors kéz) = k(*)Lél).

Preuve. D’apres le théoreme précédent, K; et Ko sont conjugués. Par suite
Gal(kgz)/ Ko) et Gal(kg)/ K;) sont conjugués et les 2-groupes de classes de
K; et Ky ont la méme structure. D’autre part, d’apres le Théoreme 2, si
k§2) #+ kgl), alors les 2-groupes de classes des corps k(*) = k(\/p), K1 =
k(y/m) et Ko = k(\/m2) sont cycliques ou bien un seul corps parmi ces
derniers corps est de 2-groupe de classes cyclique. Ainsi le 2-groupe de

classes de k) est cyclique. Par suite kéZ) = (k(*))él). En calculant la 2-

partie du nombre de classes de k™) on voit que si Lgl) est le 2-corps de

classes de Hilbert de L, alors kéQ) = k(*)Lgl). O

Remarque 13. Toute I’étude faite dans ce paragraphe pour le cas d = pq
est aussi valable pour le cas d = p1ps ol p1 et po sont deux nombres premiers
tels que p; = 1 mod 8, po = 5 mod 8 et Cy o, le 2-groupe des classes de k,
est de type (2,2) (pour plus de détails pour ce cas voir [4]).
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