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LES VARIÉTÉS DE PRYM

A. Lesfari

Volume 212 No. 1 November 2003



PACIFIC JOURNAL OF MATHEMATICS
Vol. 212, No. 1, 2003
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On montre que la fibre F définie par l’intersection des in-
variants du système différentiel de Hénon–Heiles se complète
en une surface abélienne F̃, par l’adjonction d’une surface de
Riemann Γ lisse hyperelliptique de genre 3; laquelle est un
revêtement double ramifié le long d’une courbe elliptique Γ0.

Aussi F̃ peut être identifiée à la duale d’une variété de Prym
̂Prym(Γ/Γ0) et le système se linéarise sur cette variété.

1. Position du problème.

Le système différentiel de Hénon-Heiles [7] s’écrit sous la forme

•
q1= p1,
•
q2= p2,
•
p1= −Aq1 − 2q1q2,
•
p2= −Bq2 − q2

1 − εq2
2,

(1.1)

où A, B, ε sont des constantes et admet les invariants (intégrales premières)
suivants:

(i) Pour ε = 1, on a

H1 =
1
2

(
p2
1 + p2

2

)
+ q2

1q2 +
1
3
q3
2,

H2 = p1p2 +
1
3
q3
1 + q1q

2
2.

(ii) Pour ε = 6, on a

H1 =
1
2

(
p2
1 + p2

2 + Aq2
1 + Bq2

2

)
+ q2

1q2 + 6q3
2,

(1.2)

H2 = q4
1 + 4q2

1q
2
2 − 4p1 (p1q2 − p2q1) + 4Aq2

1q2 + (4A−B)
(
p2
1 + Aq2

1

)
.

L’intégration des équations (1.1) dans le cas ε = 1, s’effectue au moyen
d’intégrales elliptiques et ne pose pas de problèmes. Le cas ε = 6, est plus
intéressant mais plus compliqué [4] et [5]. Lorsque A = B = 0, Adler
et van Moerbeke [2] ont montré que ce cas est lié par une transformation
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birationnelle au problème de Kowalewski ainsi qu’au flot géodésique sur
SO(4) pour une métrique de Manakov. Le but de cette note est d’étudier
géométriquement et d’une manière rigoureuse ce problème pour A et B
quelconque. Dans tout ce qui va suivre, on pose ε = 6.

2. Complète intégrabilité algébrique.

Considérons un systéme hamiltonian complètement intégrable

XH :
•
x= J

∂H

∂x
, x ∈ R2n, J =

(
0 −I
I 0

)
,(2.1)

où H est l’Hamiltonian et I est la matrice unité. Le système (2.1) possède
n intégrales premières H1 = H,H2, . . . ,Hn en involution et indépendantes.
Pour presque tous les ci ∈ R, les variétés invariantes

n⋂
i=1

{
x ∈ R2n : Hi (x) = ci

}
,

sont compactes, connexes et par le théorème d’Arnold-Liouville [3] et [18],
elles sont difféomorphes aux tores réels Rn/réseau sur lesquels les flots gt

i (x)
définies par les champs de vecteurs XHi , 1 ≤ i ≤ n, sont des mouvements
rectilignes.

Soient x ∈ C2n, t ∈ C et ∆ ⊂ C2n un ouvert de Zariski. Notons que
l’application moment

ϕ : (H1, ...,Hn) : C2n → Cn,

est submersive sur ∆. Soit

Π = ϕ
(
C2n \∆

)
,

=
{
c = (ci) ∈ Cn : ∃x ∈ ϕ−1 (c) avec dH1 (x) ∧ · · · ∧ dHn (x) = 0

}
,

le lieu critique de ϕ où c = (ci) est le point courant de C2n et soit Π la
fermeture de Zariski dans C4. Rappelons [1] et [14] que le système (2.1)
est algébriquement complètement intégrable si pour c ∈ Cn \ Π, la fibre
F =ϕ−1 (c) est la partie affine d’une variété abélienne (tore complexe algébri-
que F̃ ' Cn/réseau), les flots gt

i (x) , x ∈ F, t ∈ C, définies par les champs
de vecteurs XHi , 1 ≤ i ≤ n, sont des mouvements rectilignes sur F̃ et les co-
ordonnées xi = xi (t1, . . . , tn) du problème sont des fonctions méromorphes
de (t1, . . . , tn) . En outre, si le flot hamiltonian (2.1) est algébriquement
complètement intégrable, alors ce système admet des solutions sous la forme
de séries de Laurent en t telles que chaque xi explose pour au moins une
valeur finie de t et les séries de Laurent de xi admettent n − 1 paramètres
libres.
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Le système (1.1) s’écrit sous la forme (2.1) avec n = 2. Plus précisément,
on a

•
x≡ f (x) = J

∂H

∂x
,(2.2)

avec x = (q1, q2, p1, p2) et H = H1 (1.2). Comme l’application polynomiale
est continue pour la topologie de Zariski, l’ensemble{

x ∈ C4 : ϕ (x) ∈ C4 \ Π
}

,

est un ouvert de Zariski dans C4. On cherche à montrer que pour c ∈ C4 \
Π, la fibre

F = ϕ−1 (c) ,(2.3)

=
2⋂

i=1

{
x ∈ C4 : Hi (x) = ci

}
,

forme la partie affine d’une surface abélienne et qu’en outre les flots définis
par les champs de vecteurs hamiltoniens (engendrés par H1 et H2) sont des
mouvements rectilignes sur cette surface abélienne. On procède comme suit:
d’abord l’on montre l’existence de solutions x = (q1, q2, p1, p2) du système
(2.2) sous la forme de séries de Laurentq1 = q

(0)
1
t + q

(1)
1 + q

(2)
1 t + q

(3)
1 t2 + . . . , p1 =

•
q1,

q2 = q
(0)
2
t2

+ q
(1)
2
t + q

(2)
2 + q

(3)
2 t + q

(4)
2 t2 + . . . , p2 =

•
q2,

(2.4)

dépendant de trois paramètres libres: α, β, γ. En substituant ces développe-
ments dans le système (2.2), on voit que les coefficients x(0), x(1), . . . , satis-
font aux équations

x(0) + f(x(0)) = 0,(2.5)

(L− kI)x(k) = polynôme en x(0), x(1), . . . , x(k−1), k ≥ 1,(2.6)

où L est la matrice jacobienne de (2.5). Les trois paramètres libres α, β et
γ apparaissent respectivement dans l’équation (2.5), l’équation (2.6) pour
k = 1 et l’équation (2.6) pour k = 6. L’étape suivante est fondamentale et
consiste à considérer l’ensemble

Γ = fermeture des composantes continues de

{séries de Laurent de x (t) tels que: H1 (x) = c1 et H2 (x) = c2} ,

=
2⋂

i=1

{
coefficient de t0 dans Hi (x (t)) = ci

}
,

= deux relations polynomiales entre les variables α, β et γ,

= une surface de Riemann hyperelliptique de genre 3 d’équation:
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a1β
2 + a2α

8 + a3α
6 + a4α

4 + a5α
2 + a6 = 0,(2.7)

où

a1 = 36, a2 =
7

432
, a3 =

5
12

A− 13
216

B,

a4 =
671

15120
B2 +

17
7

A2 − 943
1260

BA,

a5 =
2
9
AB2 − 1

2520
B3 − 10

7
c1 −

13
6

A2B + 4A3, a6 = −c2.

Notons que l’application

σ : Γ → Γ, (α, β) 7→ (−α, β),(2.8)

est une involution sur Γ et que cette dernière est un revêtement double

Γ → Γ0, (α, β) 7→ (ζ, β),(2.9)

ramifié en 4 points d’une courbe elliptique:

Γ0 : a1β
2 + a2ζ

4 + a3ζ
3 + a4ζ

2 + a5ζ + a6 = 0.(2.10)

Par conséquent, on a le:

Théorème 1. Le système d’équations différentielles (2.2) admet une famille
de solutions en séries de Laurent méromorphes (2.4) dépendant de trois
paramètres libres. En outre, le diviseur Γ (2.7) des poles des fonctions
x = (q1, q2, p1, p2) est une surface de Riemann lisse hyperelliptique de genre
3; c’est un revêtement double ramifié en quatre points d’une courbe elliptique
Γ0 (2.10).

On va procèder maintenant à la compactification de la fibre F (2.3) en
une surface abélienne F̃. La méthode consiste à plonger F dans l’espace
projectif complexe P7 (C) à l’aide des fonctions de L (2Γ). Ce sont des
fonctions polynomiales (1, f1, . . . , f7) ayant au pire un pôle double de telle
façon que:

dim L (2Γ) = genre de (2Γ)− 1 = 8.

Par ailleurs, on montre qu’il existe sur la surface F̃ deux différentielles holo-
morphes dt1 et dt2 telles que:

dt1 |Γ= ω1, dt2 |Γ= ω2,

où ω1, ω2 sont des différentielles holomorphes (voir Section 3, pour une
expression explicite) sur la surface de Riemann Γ. En outre, l’espace des
différentielles holomorphes sur Γ est{

f
(0)
i ω2, 1 ≤ i ≤ 7

}
⊕ {ω1, ω2} ,
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où les f
(0)
i sont les premiers coefficients des fonctions fi ∈ L (2Γ) et le

plongement de Γ dans P7 (C) est à deux différentielles holomorphes prés le
plongement canonique:

(α, β) ∈ Γ 7→ [ω2, f
(0)
1 ω2, . . . , f

(0)
7 ω2] ∈ P7 (C) .

La suite consiste à montrer que les orbites du champ de vecteurs (2.2) pas-
sant à travers Γ forment une surface lisse S tout le long de Γ tel que: S \
Γ ⊆ F. Alors, on prouve que F̃ = F∪S est une variété compacte (grâce au
fait que les solutions issues des points de Γ pénètrent immédiatement dans
la partie affine F, plongée dans P7 (C) à l’aide des fonctions de L (2Γ)) et
est munie de deux champs de vecteurs réguliers, indépendants en chaque
point et commutants. D’après le théorème d’Arnold-Liouville [3] et [18],
la variété F̃ est un tore complexe et comme celui-ci possède un plongement
projectif, alors F̃ est une surface abélienne. Par conséquent, on a le:

Théorème 2. La fibre F (2.3) forme la partie affine d’une surface abélienne
F̃ et le système (2.2) est algébriquement complètement intégrable.

3. Surface abélienne en tant que variété de Prym.

Soit (a1, b1, A, B, a2, b2) une base de cycles de Γ de telle façon que les in-
dices d’intersection de cycles deux à deux s’écrivent: AoB = 1, aiobj = δij

(symbole de Kroneker), aioaj = aioA = aioB = biobj = bioA = bioB =
AoA = BoB = 0 et qu’en outre: σ(a1) = a2, σ(b1) = b2, σ(A) = −A,
σ(B) = −B pour l’involution σ (2.8). Comme Γ est une surface de Riemann
hyperelliptique de genre 3, alors les trois différentielles holomorphes sur Γ
sont

ω0 =
αdα

β
, ω1 =

α2dα

β
, ω2 =

dα

β
,

et évidemment σ∗(ω0) = ω0, σ∗(ωk) = −ωk, k = 1, 2. Rappelons que
l’involution σ échangeant les feuillets du revêtement double Γ → Γ0, identi-
fie Γ0 au quotient Γ/σ. Cette involution induit une involution σ : Jac(Γ) →
Jac(Γ) et modulo un sous-groupe discret, la variété jacobienne Jac(Γ) se
décompose en deux parties : une partie paire à savoir Γ0 et une partie
impaire qui n’est autre que la variété de Prym Prym(Γ/Γ0). Soit ω0 (A) ω0 (B) ω0 (a1) ω0 (b1) ω0 (a2) ω0 (b2)

ω1 (A) ω1 (B) ω1 (a1) ω1 (b1) ω1 (a2) ω1 (b2)
ω2 (A) ω2 (B) ω2 (a1) ω2 (b1) ω2 (a2) ω2 (b2)

 ,

la matrice des périodes de Jac(Γ) où ωk (>) =
∫

> ωk, k = 1, 2, 3. Or
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ω0 (A) = ω0 (B) = 0,

ω0 (a2) = ω0 (a1) ,

ω0 (b2) = ω0 (b1) ,

ωk (a2) = −ωk (a1) , k = 1, 2,

ωk (b2) = −ωk (b1) , k = 1, 2,

donc la matrice précédente s’écrit sous la forme 0 0 ω0 (a1) ω0 (b1) ω0 (a1) ω0 (b1)
ω1 (A) ω1 (B) ω1 (a1) ω1 (b1) −ω1 (a1) −ω1 (b1)
ω2 (A) ω2 (B) ω2 (a1) ω2 (b1) −ω2 (a1) −ω2 (b1)

 .

En effectuant des combinaisons linéaires simples sur les colonnes, on obtient
les deux matrices suivantes: 0 0 ω0 (a1) ω0 (b1) 2ω0 (a1) 2ω0 (b1)

ω1 (A) ω1 (B) ω1 (a1) ω1 (b1) 0 0
ω2 (A) ω2 (B) ω2 (a1) ω2 (b1) 0 0

 ,

et  0 0 ω0 (a1) ω0 (b1) 0 0
ω1 (A) ω1 (B) ω1 (a1) ω1 (b1) 2ω1 (a1) 2ω1 (b1)
ω2 (A) ω2 (B) ω2 (a1) ω2 (b1) 2ω2 (a1) 2ω2 (b1)

 .

Notons que (
2ω0 (a1) 2ω0 (b1)

)
,

est la matrice des périodes de Γ0, tandis que

Ω =
(

ω1 (A) ω1 (B) 2ω1 (a1) 2ω1 (b1)
ω2 (A) ω2 (B) 2ω2 (a1) 2ω2 (b1)

)
,

est celle de Prym(Γ/Γ0). Considérons l’application (uniformisante)

F̃ → C2/LΛ : p 7→
∫ p

p0

(
dt1
dt2

)
,

où (dt1, dt2) est une base (considérée dans la Section 2) de différentielles
holomorphes sur F̃ telles que: dtk |Γ= ωk, k = 1, 2,

LΛ =

{
4∑

k=1

nk

(
dt1
dt2

)
(νk) : nk ∈ Z

}
,

est le réseau associé à la matrice des périodes

Λ =
(

dt1 (ν1) dt1 (ν2) dt1 (ν3) dt1 (ν4)
dt2 (ν1) dt2 (ν2) dt2 (ν3) dt2 (ν4)

)
,
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et (ν1, ν2, ν3, ν4) une base de cycles dans le groupe d’homologie H1(F̃, Z).
D’après le théorème de Lefschetz sur les sections hyperplanes [6], l’applica-
tion H1(Γ, Z) →H1(F̃, Z) induite par l’inclusion Γ ↪→ F̃ est surjective et
par conséquent on peut trouver quatre cycles ν1, ν2, ν3, ν4 sur la surface de
Riemann Γ tels que:

Λ =
(

ω1 (ν1) ω1 (ν2) ω1 (ν3) ω1 (ν4)
ω2 (ν1) ω2 (ν2) ω2 (ν3) ω2 (ν4)

)
,

et

LΛ =

{
4∑

k=1

nk

(
ω1

ω2

)
(νk) : nk ∈ Z

}
.

Ces cycles sont ν1 = a1, ν2 = b1, ν3 = A, ν4 = B et ils engendrent H1(F̃, Z)
de telle sorte que

Λ =
(

ω1 (a1) ω1 (b1) ω1 (A) ω1 (B)
ω2 (a1) ω2 (b1) ω2 (A) ω2 (B)

)
,

est une matrice de Riemann. On montre que Λ = Ω? ; la matrice des périodes
de ̂Prym(Γ/Γ0) duale de Prym(Γ/Γ0). Dès lors, les deux variétés abéliennes
F̃ et ̂Prym(Γ/Γ0) sont analytiquement isomorphes au même tore complexe
C2/LΛ et d’après le théorème de Chow, ces variétés sont algébriquement
isomorphes. Par conséquent, on a le:

Théorème 3. La surface abélienne F̃ qui complète la fibre F (2.3) peut
être identifiée à la duale d’une variété de Prym ̂Prym(Γ/Γ0) du revêtement
double (2.9).
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