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Monoide des enlacements et facteurs orthogonaux
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Abstract

A linking pairing is a symetric bilinear pairing A\: G x G — Q/Z on a finite
abelian group. The set of isomorphism classes of linking pairings is a non-
cancellative monoid € under orthogonal sum, which is infinitely generated
and infinitely related. We propose a new presentation of & that enables one
to detect whether a linking pairing has a given orthogonal summand. The
same method extends to the monoid 9 of quadratic forms on finite abelian
groups. We obtain a combinatorial classification of £ (that was previously
known for groups of period 4).

As applications, we describe explicitly 3-manifolds having a degree one map
onto prescribed (or proscribed) lens spaces. Most of the results extend to 3-
manifolds endowed with a parallelization or a spin structure. In particular,
the Reidemeister—Turaev function detects the existence of a spin preserving
degree one map between a rational homology 3-sphere and a lens space.

Résumé

Un enlacement est une forme bilinéaire symétrique A\: GxG — Q/Z sur un
groupe abélien fini. L’ensemble des classes d’isomorphismes d’enlacements
forme un monoide €&, pour la somme orthogonale, & un nombre infini de
générateurs et de relations, sans simplification. Nous proposons une nou-
velle présentation de € qui permet de reconnaitre si un enlacement possede
un facteur orthogonal donné. La méme méthode se généralise au monoide
des formes quadratiques sur les groupes abéliens finis. Nous obtenons ainsi
une classification combinatoire de £, classification qui n’était précédemment
connue que pour les groupes de période 4.

Comme application, nous décrivons explicitement les 3-variétés admettant
une application de degré un sur des lenticulaires prescrits (ou proscrits).
La plupart des résultats se généralisent aux 3-variétés munies d’une par-
allélisation ou d’une structure spinorielle. En particulier, la fonction de
Reidemeister—Turaev distingue I’existence ou non d’une application de degré
un préservant les structures spinorielles entre une 3-sphere d’homologie ra-
tionnelle et un lenticulaire.
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420 Florian Deloup

1 Introduction

Un enlacement (G, b) est une forme bilinéaire symétrique b: G x G — Q/Z sur
un groupe abélien fini dont ’homomorphisme adjoint b: G — Hom(G,Q/Z)
est bijectif. Les enlacements apparurent tout d’abord en topologie comme in-
variants algébriques mesurant ’enlacement des (2n — 1)-cycles dans une variété
fermée orientée de dimension (4n — 1). Une telle variété M possede en effet
un enlacement Aps: Tors Ho,—1(M) x Tors Hop—1(M) — Q/Z (voir [21]). H.
Minkowski avait déja indiqué comment obtenir un systeme complet d’invariants
de la classe d’isomorphismes de Aj; a 'aide de systemes d’équations de con-
gruence et de sommes de Gauss. Un systeme complet d’invariants numériques
était connu de H. Seifert, dans le cas de p-groupes avec p impair, et de E.
Burger [1] dans le cas général. La classification compléte fut ensuite poursuivie
par C.T.C. Wall [27] dans le cas des p-groupes avec p impair, puis complétée
par A. Kawauchi et S. Kojima [11] dans le cas général.

Deux enlacements (G, b) et (G',b") sont isomorphes s’il existe un isomorphisme
¢: G — G tel que V' (p(x), d(y)) = b(z,y) pour tout z,y € G. Etant donnés
deux enlacements (G,b), (G, V'), leur somme orthogonale (G,b)® (G',b), notée
également b @ b, est définie par (b & V')((z,2'), (v,y")) = b(z,y) + b'(2',y")
pour tous z,y € G et 2/,y € G'. L’ensemble des classes d’isomorphismes
d’enlacements forme un monoide € pour la somme orthogonale @. Ce monoide
€ possede une infinité de générateurs et de relations et est sans simplification.

Une présentation par générateurs et relations de € est proposée dans [11]. La
difficulté majeure réside dans les enlacements sur les 2-groupes qui forment un
sous-monoide M C €. Au-dela du caractere résiduellement fini de €, il ne
semble pas exister de classification des monoides dans laquelle & s’insererait
naturellement. Nous proposons une autre approche pour éclaircir la nature
de €.

La motivation pour cette approche est topologique. En effet, le systeme complet
d’invariants proposé dans [11] se déduit de théories topologiques des champs
abéliennes [5][4]. Pour que ces théories trouvent une application proprement
topologique, on cherche a décrire de fagon combinatoire comment reconstruire
la classe d’isomorphisme d’un enlacement a partir de ses invariants. Cette idée
conduit a décrire I’“image” de ce systeme d’invariants. Comme conséquences,
nous obtenons une nouvelle présentation combinatoire de 9, ainsi qu'un al-
gorithme pour reconnaitre un facteur orthogonal d’un enlacement. Nous géné-
ralisons également cette approche au cas des formes quadratiques (homogenes).
Ceci permet d’obtenir une présentation globale du monoide des formes quadra-
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Monoide des enlacements et facteurs orthogonaux 421

tiques sur les groupes finis, en particulier sur les 2-groupes. Ceci n’était
précédemment connu que pour les 2-groupes de période au plus 4.

Nous appliquons cette méthode pour déterminer explicitement des 3-variétés
admettant des applications de degré 1 sur des lenticulaires prescrits ou proscrits.
Finalement, la plupart des résultats obtenus se généralise au cadre spinoriel,
c’est-a-dire aux 3-variétés munies d’une structure spin ou d’une parallélisation.
En particulier, nous montrons que la fonction de Reidemeister—Turaev [25] dis-
tingue l'existence ou non d’une application de degré un préservant les structures
spinorielles entre une 3-sphere d’homologie rationnelle et un lenticulaire. Cer-
tains des résultats algébriques présentés dans cet article ont été annoncés dans
la note [3].

Plan de ’article §2 décrit une présentation combinatoire du monoide € des
enlacements, le cas le plus délicat étant celui des 2-groupes (Théoréme 2): 9
s’identifie alors & un sous-monoide des fonctions N — (Z/8ZU{o0}) x N, appelé
le monoide des tableaux admissibles. Cette description est appliquée dans §3
a la reconnaissance de facteurs orthogonaux dans un enlacement (Théoréeme
4). §4 généralise les résultats des sections précédentes aux formes quadratiques
(Théoreme 5). 85 présente quelques-unes des applications topologiques des
sections précédentes dans les cas non-parallélisé et parallélisé (ou spin). §6
contient les démonstrations des Théoremes 2 et 8. Enfin, §7 présente quelques
questions ouvertes.

Ce travail est en partie financé par un contrat de recherche Marie Curie de
I’Union européenne MERG-CT-2004-510590.

2 Une présentation combinatoire du monoide des
enlacements

2.1 Le systeme d’invariants de Minkowski-Burger

Rappelons que tout enlacement (G, \) admet une unique décomposition or-
thogonale
G.N = P @)
p prime
ou (GP,\P) est un enlacement sur un p-groupe (de type fini). Les cas p > 2
et p = 2 sont distincts. Tout enlacement (G, \) sur un p-groupe admet a son
tour une décomposition orthogonale

(G, \) = B (Gr, Me) (1)

k>1
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oit (G, ;) est un enlacement sur un Z/p*Z-module libre. Si p # 2, la
décomposition est unique (& isomorphisme pres des facteurs (G, A\x)) et un
tel enlacement est toujours isomorphe a une somme orthogonale d’enlacements
cycliques sur des copies de Z/p*Z. Le rang pp()\) de G} (en tant que Z/p*Z-
module) est un invariant de (G, \); il est additif sur la somme orthogonale.
Au moyen de l'injection 1 — #, Z./p*Z — Q/Z, on peut regarder \; comme

un enlacement & valeurs dans Z/pfZ (au lieu de Q/Z). Ainsi le déterminant
det A\x € (Z/p*7Z)* est un élément inversible bien défini. On définit un second
invariant o (\) € {—1,1} = Z/2Z comme le résidu quadratique de det A
modulo p* (ou, ce qui revient au méme, modulo p). Si pi(X) =0 alors A\, =0
et on convient que o;(A) = 1 (0 est un résidu quadratique modulo p). Re-
groupons alors les invariants ci-dessus sous la forme d’une seule application
(p,0): N* = N x Z/2Z,k — (pr(N\),0r(N)). Le résultat principal pour p pre-
mier impair est di a Minkowski et sous la forme ci-dessous, a E. Seifert et a
C.T.C. Wall

Proposition 1 Soit p un nombre premier impair et (G, \) un enlacement sur
un p-groupe fini. Le systéeme d’invariants S = (p(A),o(\)) détermine la classe
d’isomorphisme de (G, \).

De plus, le systeme est minimal en ce sens qu’étant donnée toute sous-famille
stricte F C S d’invariants, il existe des enlacements non distingués par F qui
sont non isomorphes.

Le cas p = 2 est plus compliqué, du fait que la décomposition orthogonale (1)
n’est pas unique en général. L’entier pi(\) reste bien sir un invariant additif
de I’enlacement. Un second invariant est défini a partir de sommes de Gauss.
Soit k > 1. Considérons le nombre complexe

Th(G,A) = Y exp(v—1 7 2°A(z, 2)).
zeG

I1 est bien connu que si I'y(G,A) # 0 alors Eigg:& est une racine 8-eme de

I'unité [20, §2]. On définit alors

() = s Arg (G, A) € Z/8Z si Ti(G, ) # 0
k - 0 si Fk(G’ )\) =0

Soit Zg = Z/8Z U {oo}. 1l s’agit du monoide obtenu en adjoignant au groupe
cyclique a 8 éléments un élément supplémentaire noté oo, avec la regle oo +
a =a+00 =00 =00+ 00 pour tout a € Z/8Z. Comme les sommes de
Gauss ci-dessus sont multiplicatives sur les sommes orthogonales, chaque oy
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définit un homomorphisme de monoides 9 — Zg. Chaque enlacement A donne
ainsi lieu & une application o(\): N — Zg, k — op()\). On peut ainsi a
nouveau regrouper les invariants pj et oy sous la forme d’une seule application
(p,0): N* — N x Zg. Le résultat principal de classification par invariants est
di & E. Burger et sous la forme ci-dessous, a A. Kawauchi et S. Kojima [11,
Théoreéme 4.1].

Proposition 2 Soit (G,\) un enlacement sur un 2-groupe fini. Le systéme
d’invariants S = (p(\), o (X)) détermine la classe d’isomorphisme de (G, \).

La encore, il est aisé de se rendre compte que le systeme S est minimal.

2.2 Le monoide des enlacements

Soit M un monoide additif et I un suite d’entiers consécutifs. Un tableau est
une application I — M, qu’il sera pratique de considérer comme un diagramme
de la forme

| Ik Jk+1]...] L]
‘M‘mk‘mkﬂ“ml‘

Afin de simplifier la notation, les notations de I'intervalle ainsi que du monoide
seront omises des tableaux suivants. La longueur d’un tableau T est l'entier
1+ Sup(mnyerxr Im —nl € N = NU {oo}. Un tableau 7" est un prolongement
d’un tableau T si T" prolonge T' en tant qu’application. Dans ce cas, T est un
tableau extrait de T'. Etant donné un tableau T': I — M quelconque, on peut
toujours le prolonger trivialement sur N entier en définissant T (n) = 0 pour
n € N— 1. En pratique, on confondra un tableau T et son prolongement trivial
T & N ainsi défini. Ainsi on dira qu'un tableau T est fini 8’1l est de longueur
finie ou il est le prolongement trivial 7’ d’un tableau T” de longueur finie.
(C’est la définition habituelle de support fini.) Comme M est un monoide,
I'addition de tableaux est bien définie. La somme de deux tableaux Ty et 15
est définie sur N par 177 4+15» = Tl —i—Tg ou Ti, i =1,2, désigne le prolongement
trivial a N. L’ensemble des tableaux N — M forme un monoide. L’élément
neutre 0 est le tableau envoyant N sur 0. Le délimiteur a gauche (resp. a
droite) d’un tableau T: I — M est I'élément —1 < Inf I — 1 < oo (resp.
Pélément 0 < Sup I +1 < o0).

Soit f: N* — M une application invariante sur les classes d’isomorphismes
d’enlacements. Nous dirons qu’un tableau T': I — M est admissible s’il existe
un enlacement (G, \) tel que f(m) = T(m) pour tout m € I.
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2.2.1 Cas p#2

Nous commencons par le cas, techniquement plus simple, des enlacements sur
un p-groupe avec p premier impair. Nous considérons le systeme d’invariants
(p,0); les tableaux correspondants sont donc a valeurs dans le monoide M =
NxZ/27Z = Nx{+£1}. Nous avons vu (§2.1) que pg(\) = 0 implique o%(A) = 1.
Une condition nécessaire d’admissibilité d'un tableau 7" = (r(m), s(m)),,enx
est donc

Pour tout m € N*,  r(m)=0= s(m) = 1. (2)

Théoréme 1 Soit p premier distinct de 2. Alors un tableau fini T = (r, s) est
admissible pour un enlacement sur un p-groupe si et seulement si la condition
(2) est vérifiée.

Le Théoréeme 1 est basé sur I’ observation suivante: si le rang pg(\) est fixé,
alors la classe d’isomorphisme de A\ dans (1) détermine et est déterminée par
Uk:()\k) S Z/QZ.

2.2.2 Casp=2

Considérons a présent les enlacement sur les 2-groupes. Les tableaux sont a
valeurs dans le monoide M = Nx Zg, que nous noterons T': m  (r(m), s(m)),
avec r(m) € N (rang formel) and s(m) € Zg (signature formelle). Nous dirons
qu'un tableau est admissible s’il existe un enlacement (G, \) sur un 2-groupe
tel que 7(m) = pm(N) et s(m) = 0,,(\) pour tout m € I.

Un entier m € I sera dit régulier pour un tableau 7" si 7(m) = 0 ou s(m) # oc.
On note I,z C I l'ensemble des éléments réguliers de T'. Présentons quatre
types particuliers distincts de tableaux:

e TypeTy. Tout tableau de longueur impaire de la forme T = (0, s(m))mer -

e Type T. Tout tableau de la forme | 1 | pour un entier non nul m.

©. 9]

e Type Ty. Tout tableau de la forme | 2 | pour un entier non nul m.

9]

e Type T3. Tout tableau de longueur impaire tel que I = I ¢g.
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Le résultat principal est un critére nécessaire et suffisant pour qu’un tableau
soit admissible.

Théoréme 2 Un tableau fini T: N* — N x Zg, m — (r(m),s(m)) est ad-
missible si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites:

(1) r(lreg) € 2N.

(2) s(m) = k>me1 (k) (mod 2) pour tout m € Iyeg.
(3) s(m)+s(m+1) =23, o7(k) (mod 4) pour tout {m,m+1} C L.
(4)

4) Pour tout tableau Tey extrait de T et pour toute paire de délimiteurs

m,n de Teyy dans Ieg, les conditions suivantes sont vérifiées:

Type de Text TO T1 TQ T3
s(m)—s(n) || 0 | £1]0,+210,4

Compte-tenu du fait que le groupe d’un enlacement est fini, il est aisé d’observer
sur le rang et la signature que tout tableau admissible est fini. Ceci garantit en
particulier que les sommes intervenant dans les conditions (2) et (3) sont finies.
(En particulier, la condition (2) implique que s(m) # oo des que 7(m) = 0: les
entiers réguliers m de T sont exactement les entiers m tels que s(m) # oo.)
De maniere générale, la nécessité des conditions énoncées dans le Théoréme 2
est une conséquence de calculs classiques d’enlacements et de sommes de Gauss.
La preuve de la suffisance est constructive et sera donnée en §6.

Notons ¥ le monoide constitué des tableaux T: N* — N x Zg. On déduit du
Théoreme 2 que la somme de deux tableaux admissibles est encore un tableau
admissible, de sorte que le sous-ensemble des tableaux admissibles constitue un
sous-monoide T2I™ de . Puisque p, o sont des invariants complets du monoide
M des classes d’isomorphismes d’enlacements sur les 2-groupes, 'application
(p,o): M — T est injective. Il en résulte la description combinatoire de 9
ci-dessous.

Corollaire 2.1 Le monoide 9 des classes d’isomorphismes d’enlacements sur
les 2-groupes est isomorphe au sous-monoide T*™ des tableaux admissibles.

Les Théoremes 1 et 2 ensemble donnent ainsi une présentation combinatoire
complete du monoide € des enlacements.

Le Théoreme 2 permet de calculer le nombre de classes d’isomorphismes d’enlace-
ment ayant un rang ou une signature donné, tout au moins théoriquement. Je
ne connais pas de formule explicite. Les quelques remarques suivantes peu-
vent étre utiles. Tout d’abord, on peut définir deux applications “profil” par
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profil ,(A) = (k, pr(N))r>1 et profils(A) = (K, 0%(N))r>1 et étudier les fibres de
ces applications. Y a-t-il en particulier des fibres “génériques” 7 L’approche la
plus encourageante semble étre I'étude des fibres de profil,. Plus globalement,
définissons alors ’application Profil par

Profil(\) = {k € N | px()) # 0}.

Est-il possible de classifier 9t a partir des fibres de Profil 7 Dans ce contexte,
les lemmes 3.1, 3.2 et 3.3 de [11] s’interpretent comme la classification des fibres
Profil 1 ({k}), k > 1 et la proposition 5.2 de [11] comme le calcul du groupe de
Witt W (Profil ! ({k})).

On a déja observé que la décomposition orthogonale d’un enlacement sur un
2-groupe n’est pas unique, méme & isomorphisme preés des facteurs (et méme
pour un 2-groupe homogene, c’est-a-dire isomorphe a une somme directe de
copies d’un groupe cyclique). On peut cependant montrer que tout enlacement
sur un 2-groupe homogene admet une forme “normale” qui est unique: voir
[11, §3] et [16, §3]. R. Miranda a en fait montré qu’il existe une forme normale
pour un enlacement sur un 2-groupe quelconque [16, §4].

3 Lareconnaissance d’un facteur orthogonal dans un
enlacement

Considérons a présent la question de reconnaitre si un enlacement )\ est un
facteur orthogonal d’un enlacement A, c’est-a-dire s’il existe un enlacement \”
tel que

A=)\ N.
Décrivons tout d’abord des conditions nécessaires simples pour qu’une telle
décomposition orthogonale existe. Il est clairement nécessaire que

pe(A\) > pp(N) pour tout k > 1. (3)

Une seconde condition nécessaire résulte du comportement de o sur les sommes
orthogonales. Dans le cas p # 2, au vu du Théoréeme 1, il existe toujours un
enlacement sur un p-groupe de signature formelle prescrite pourvu que le rang
formel soit non nul. On en déduit:

Théoréme 3 Soit (G,\) un enlacement sur un p-groupe fini. L’enlacement
X' est un facteur orthogonal de \ si et seulement si

pr(N') < pr(A), ou

>
pour tout & = 1, { pe(N) = pp(A) and o (V) = ox(N).
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Dans le cas p = 2, I'additivité de o implique
or,(N) =00 = op()\) =00, pourtoutk >1. (4)

Supposons & présent ces conditions (3) et (4) vérifiées. Soit E()') I'ensemble
des applications de {m € N* | ,,,(\') = oo} dans Zg. Nous allons associer &
(A, \) un ensemble

Sax = A{Ta}oez,

de tableaux. Pour a € E()\’), nous définissons le tableau T, = (r4,8,): N* —
N x Zg par

ra(k) = pr(N) — pr(\)
salk) = { a(k) si op(N) = 0 pour tout kK € N*.  (5)
@ Uk()\)—ak()\/) si Jk()\/) 7500

Le tableau T, est bien défini grace a la condition (3) et au fait que oo est le
seul élément non inversible dans Zg.

Théoréme 4 Un enlacement X' est un facteur orthogonal d’un enlacement \
si et seulement si les conditions (3) et (4) ci-dessus sont vérifiées et s’il existe
un tableau admissible T' € S) .

Démonstration Si A = ) @© )\, on vérifie que le tableau

T)\// = (pk()\”)7 Uk()‘,/))kENX

d’invariants associé & A\’ est dans Sy . Réciproquement, si 7' est admis-
sible, d’apreés le Théoréme 2, il existe un enlacement X’ dont T = T)» =
(pk(N"), 06 (X)) pen= est le tableau des invariants. On vérifie immédiatement la
relation suivante, au niveau des tableaux d’invariants, respectivement de X, \
et \':

Ty =Ty + T =Tygar,

ou la derniere égalité résulte de 'additivité des invariants p et ¢ sur les sommes
orthogonales. L’application qui & (une classe d’isomorphisme d’) un enlacement
associe ses invariants (p, o) étant injective (Proposition 2), on conclut que A =
Na N O

4 Le monoide des formes quadratiques

Considérons brievement le cas plus général des formes quadratiques sur un
groupe abélien fini. Une forme quadratique sur un groupe abélien fini G est
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une application ¢: G — Q/Z telle que q(nz) = n%q(x) pour tout (n,z) €
Z x G et telle que I'application A\;: G x G — Q/Z définie par \;(z,y) =
q(z 4+ y) — q(x) — q(y) soit un enlacement. Les formes quadratiques G — Q/Z
ayant le méme enlacement associé sont en bijection avec Hom(G,Z/2Z). 1l
en résulte que sur le facteur orthogonal Ginypair des éléments d’ordre impair,
les formes quadratiques sont déterminées par leur enlacement associé. Con-
sidérons alors les formes quadratiques sur les 2-groupes. Il résulte de [27,
Th. 5] qu'une telle forme quadratique q: G — Q/Z est classifiée par les in-
variants pp(Ag), ok(Ag) associées a 'enlacement associé A, et un seul invariant
supplémentaire, la somme de Gauss v(q) = > .o exp(2img(z)) € C. Aussi la
construction combinatoire a I’aide des tableaux est essentiellement la méme: on
considére maintenant le monoide T constitué des tableaux (r,s): N — N x Zg.
Le tableau T, = (p,0): N — N x Zg d’invariants associé & ¢ est défini par

pi(q) = pr(Ag) pour k> 1 et po(q) =0

1 _
et oo(q) = 5-Arg(v(q) € Z/8Z et oy(q) = ok(A) € Zs pour k 2 1.

(Noter que comme A, est non dégénérée, v(q) # 0.) Avec cette modification, le
Théoreme 2, le corollaire 2.1 ainsi que le Théoréme 4 s’étendent au cas quadra-
tique. Nous obtenons en particulier le théoreme suivant.

Théoréme 5 Le monoide des formes quadratiques sur les 2-groupes finis est
isomorphe au sous-monoide constitué des tableaux

N — N x Zg, m + (r(m), s(m))

vérifiant r(0) = 0 et s(0) € Z/8Z ainsi que les conditions (1) a (4) du Théoréme
2.

Remarque Ce résultat donne une présentation globale du monoide des formes
quadratiques sur les groupes finis. En particulier, le Théoreme 5 généralise les
présentations connues du monoide des formes quadratiques sur les 2-groupes
de période 2 ou 4, voir [8, sec. 3.4.3, Th. 3.6.5]. Le monoide des formes quadra-
tiques sur les 2-groupes de période 2 permet de classifier les surfaces immergées
a homotopie réguliere pres [19, Th. 4].

Si 'on appelle un tableau admissible un tableau vérifiant les conditions du
Théoreme 5, le Théoreme 4 plus haut se généralise mutatis mutandis aux formes
quadratiques.
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5 Quelques applications

Etant donnée une variété orientée M de dimension 4n — 1, on note A son
enlacement sur Tors H?"(M).

5.1 Lenticulaires et facteurs d’enlacements

Proposition 3 Soit f: M — X une application de degré d entre deux
variétés différentiables fermées orientées connexes de dimension 4n — 1. Alors
d-Ker (f*: Tors H*"(X) — Tors H*"(M)) = 0. En particulier, si d est pre-
mier avec I'exposant de Tors H?"(M), alors I'enlacement \x est un facteur
orthogonal de Ay .

Démonstration La naturalité en cohomologie fournit la relation A\j; o (f* x
f*) = d Ax. Ceci implique la premiere affirmation. Si d est premier avec
I'exposant de Tors H?"(M), alors I'application f* est injective. Donc f*(Tors
H?"(X)) est un sous-groupe de Tors H?"(M) sur la restriction duquel A\ est
non-singulier. Le résultat s’ensuit. ]

Sur les 3-variétés elliptiques, on peut montrer une réciproque. En particulier,
on a le résultat suivant [10].

Théoréme 6 Il existe une application f: M — L(n,p) de degré 1 d’une 3-
variété fermée orientée sur un espace lenticulaire si et seulement si Ay contient
l'enlacement de L(n,p) comme facteur orthogonal. En particulier, I'un des
facteurs orthogonaux de \j; est cyclique.

Nous allons utiliser ce dernier résultat pour décrire certaines 3-variétés admet-
tant (resp. n’admettant pas) des applications de degré 1 sur des lenticulaires
prescrits (resp. proscrits).

Le premier résultat est une généralisation de [11, Prop. 6.1], simple conséquence

du Théoréme 6.

Proposition 4 S'il existe une application L(n,m)#L(n,m’') — X? de degré
1 ot X se plonge de facon lisse dans S*, alors n est impair et L(n,m) et
—L(n,m’) ont le méme type d’homotopie orientée.
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On se propose maintenant de déterminer a quelles conditions une 3-variété M
fermée orientée admet une application de degré 1 sur tout lenticulaire dont le
groupe fondamental 7 est fixé. Il résulte des considérations précédentes qu’il
suffit de considérer le cas ou l'ordre de 7 est une puissance d’un nombre premier
p. Si p est impair, il faut et il suffit que Hy(M) ait un facteur orthogonal
isomorphe a une somme d’au moins deux copies de 7w. Dans le cas ou p = 2
et m = Z/p*7Z avec k > 3, on peut donner une réponse complete en utilisant
le Théoreme 4. Etant donné un intervalle fini I de N et a € T , le symétrique
I' de I est défini par a + k € I’ si et seulement si a — k € I. Etant donné
un tableau fini T : I — N x Zg et a € I, son symétrique par rapport & a est
le tableau T" : I’ — N x Zg ou I’ est le symétrique de T par rapport & a et
T'(a+k)=T(a—k) pour tout k € {keN |a+kel}.

Considérons la liste £ ci-dessous de tableaux T': I — NxZg, m + (r(m), s(m)).
Le symbole N désigne un entier positif ou nul arbitraire et Zg un élément ar-
bitraire de Zsg.

|k || k=1 k] k+1 |
fr(k;) >4, 0 3 0 avec s(k — 1) — s(k+1) = £1,
00 s(k—1) | oo | s(k+1)
| k=1 Jk] | k=2 Jk=1]k]| | k-1 |k|
r(k—1)>1|3 |,|r(k—2)>1 0 3|, |r(k=1)>1|2 1|,
Zg o0 Zg Zg o0 0 0
| k=1 k[ k+1 | [ k=2 Jk—-1]k] k+1 |
r(k—1)>2|1|r(k+1)>1|,|r(k—2)>1| N 1 |r(k+1)>1]|
Zg (0. 9] (0. 9] (0. 9] Zg (0. 9] (0. 9]

Théoreme 7 Soit k > 3. Une 3-variété M fermée orientée admet une appli-
cation de degré 1 sur tout lenticulaire dont le groupe fondamental w est 7./2F7
si et seulement si I'un des tableaux de la liste £, ou son symétrique par rapport
a k, est un tableau extrait du tableau T = (pr(Arr), ok (Anr))ken- -

Démonstration Vérifier que si T prolonge I'un des tableaux de L alors M
admet une application de degré 1 sur tout lenticulaire L(2*,a) ne pose pas de
probleme particulier. Pour la réciproque, on utilise le Théoréme 4 en distinguant
les cas pr(Anr) >4, pr(Ap) =3, 2 ou 1. O

Exemple Soit a,b,¢ > 0. Pour un entier n > 1 et une variété M, on note
n M la somme connexe M#...#M (n fois). La 3-variété

a L(16,a)#b L(32, B)#c L(64,7)
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admet une application de degré 1 sur chaque lenticulaire L tel que m1(L) =
Z/32Z si et seulement si 'une des conditions suivantes est vérifiée:

o b>4;
e b=2eta+c>1;
e b=1leta+c>3etac>2.

Dans une autre direction, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 8 (Le lenticulaire proscrit) Soit s un entier impair. Il existe
une infinité de 3-variétés irréductibles (hyperboliques) distinctes admettant une
application de degré 1 sur chaque lenticulaire L(16,7) pour r # s mod 8 et
aucune application de degré 1 sur L(16,s).

La démonstration de ce dernier résultat fait I’objet de la section §6.3.

5.2 Raffinements spinoriels et facteurs quadratiques

Soit M une 3-variété fermée orientée connexe. Il est connu que le fibré tangent
de M est trivial. Une parallélisation de M est le choix d’une trivialisation 7 de
son fibré tangent T)s (considéré & homotopie pres). Le groupe H'(M;Z/27)
agit librement et transitivement sur ’ensemble des parallélisations de M . Dans
la suite de ce paragraphe, les groupes et les actions seront notés multiplicative-
ment. Une structure spin sur M est la donnée d’une trivialisation de Tjs sur
son 1-squelette qui s’étend au 2-squelette, considérée a homotopie pres. 1l
est clair que par restriction au 1-squelette, une trivialisation ¢ détermine une
structure spin. Réciproquement, si une trivialisation s’étend au 2-squelette de
M alors elle s'étend en une trivialisation de Th;. A toute structure spin s
de M, on sait associer de fagon canonique et naturelle une forme quadratique
qs: Tors H?(M) — Q/Z dont la forme bilinéaire associée est Aps (voir [13] [17]).
Le groupe H'(M;Z/27) agit aussi sur les formes quadratiques Tors H?(M) —
Q/Z via le Bockstein 3: HY(M;Z/27) — Tors H?(M). L’action explicite est
donnée par la formule (h-q)(z) = q(x)+ A (Bh, z) pour tout h € HY(M;Z/27)
et x € Tors H?(M). On vérifie qu’ elle est transitive. Elle est de plus libre si
M est une sphere d’homologie rationnelle. L’application s +— ¢ ci-dessus est
H(M;7Z/27)-équivariante en ce sens que

Ghs =h-qs, he€ H (M;Z/2Z).

Si M est une 3-sphere d’homologie rationnelle, alors s — ¢, est bijective.
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Théoréeme 9 Soient M, X deux 3-sphéres d’homologie rationnelle orientées
munies de structures spin s); et sx respectivement. On suppose que X a le
type d’homotopie d’un lenticulaire. Alors il existe une application f: M —
X de degré un telle que f*(sx) = sy si et seulement si g5, est un facteur
orthogonal de qs,, .

Démonstration Supposons I'existence de 'application f de degré un comme
dans I’énoncé. La naturalité de I'application s+ g5 fournit la relation g, =
[ sy = qsx © [* = ¢s,,- On conclut alors par Prop. 3 (avec d = 1). Pour
la réciproque, par hypothése, on a une décomposition orthogonale de la forme
sy, = Qsx ® q. On peut construire un homomorphisme ¢: H?(M) — H?(X)
tel que g5 © ¢ = ¢s,, et induit par un homomorphisme (M) — m(X)
(par dualité de Poincaré). Puisque m3(X) = 0 et dim X = 3, D'application
naturelle [M, X] — Hom(mi (M), m1(X)) est surjective (voir par exemple [28,
démonstration du théoreme (4.3)]). Il existe donc une application f: M — X
induisant ¢. Par transitivité de 1’action, il existe h € H'(M;Z/27) tel que

ff(sx)=h-sp. (6)

En appliquant s — g5 & 1’égalité (6), nous obtenons que

Af*sx = Qh-syy = h- Aspr- (7)

Or
Qf*sx:f*QSXZQSXOf*ZQSXOCbZQSM- (8)
On en conclut que ¢5,, = h - qs,, d'ou h =1. O

Remarque Le résultat du Théoreme 9 reste vrai en remplagant spin par spin®.
La démonstration est essentiellement la méme (en utilisant [6]), la différence
étant que les fonctions quadratiques peuvent ne pas étre homogenes. Voir a ce
sujet §7, question 3.

Notons deux conséquences du Théoreme 9. La premiere utilise le résultat prin-
cipal de [7] relatif & la fonction de torsion de Turaev-Reidemeister [25]. La
fonction de Turaev-Reidemeister classifie les structures spin® des lenticulaires
[24, §9.2]. Le résultat suivant montre qu’elle est utile aussi dans I’étude des
applications de degré un.

Corollaire 9.1 La fonction de torsion T de Turaev-Reidemeister distingue
Pexistence ou non d’une application de degré un préservant les structures spin
(ou spin®) d’une 3-sphére d’homologie rationnelle M sur un lenticulaire L.

A Tlaide du Théoréme 9, on montre également que le Théoreme 8 admet une
version parallélisée. La vérification de ce fait est laissée au lecteur.
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6 Démonstrations des Théoremes 2 et 8

6.1 Résultats préliminaires

Notons 9t le monoide des (classes d’isomorphismes d’) enlacements sur les
2-groupes. Présentons tout d’abord quelques enlacements particuliers. Nous
adoptons la notation introduite dans [11]. Soit k& > 1. Pour tout entier impair
a, on note A¥(a) I'enlacement sur Z/2¥Z qui envoie (1 mod 2¥, 1 mod 2¥) sur
5 mod 1. Sur Z/2%7 x Z./2¥Z, on définit deux enlacements Ef (k > 1) et E}
(k > 2) comme suit:

E((z,y), (2',y)) = ”2# mod 1
E{C((l’ay%(l’@y,)) = W mod 1

pour tous z,y,x’,y € Z/27Z. Tout enlacement sur un 2-groupe fini est iso-
morphe & une somme orthogonale d’enlacements de type A¥(a), E(])“, et de Ef,
voir [27].

Le calcul suivant [11, Corollaire 2.2] est utile.

Lemme 1 Pour tout k > 1, o, : MM — Zg est I'unique homomorphisme
vérifiant les propriétés suivantes:

m—1

—1) 2 sil— k is impair et positif

—~

o op(Al(m)) = m if'l :k: is pair et positif
00 sil==k
0 sil <k

o ox(Ep) =0,

4 sil — k is impair et positif
0 sinon.

o oi(El) = {

Nous avons donc, pour tout k < [, les égalités suivantes dans Z/2Z:

ou(Al(m)) = 1mod2 = p(Alm))
O’k(E(l)) = Omod?2 = pk(E(l))
op(EY) = Omod2 = pp(EY)

Comme les invariants o et pr sont additifs sur @, on en déduit:

Lemme 2 Soit A un enlacement sur un 7/2!Z-module libre de type fini. Pour
tout k <1, or(A\) = pi(\) mod 2.
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En vue du Théoreme 2, nous avons besoin de la formule de congruence modulo
4 suivante.

Lemme 3 Soit k,k + 1 deux éléments réguliers pour un enlacement sur un
7./2'Z.-module Iibre de type fini. Alors

Uk()\) + Uk+1()\) =2 pk()\) mod 4. (

Ne)

)

m—1

Démonstration D’aprés le lemme 1, o3 (Al (m))+op (Al (m)) = m+(—1)"2
2 mod 4 (car m est impair) et oy (E}) + on(EL) = op(EL) + op(EL) mod 4
0 mod 4.

(T

Remarquons une autre conséquence utile du lemme 1. Puisque les facteurs or-
thogonaux cycliques sont les A*(m), le lemme 1 permet de détecter la présence
d’un tel facteur dans une décomposition orthogonale:

Lemme 4 Un enlacement A admet un facteur orthogonal cyclique de type
A¥(m) si et seulement si oj,(\) = oco.

6.2 Démonstration du Théoréme 2

Necessité Soit A un enlacement sur un 2-groupe G fini. On vérifie que son
tableau d’invariants est fini: soit N l'exposant de G, par définition, pg(\) =0
des que k > N; et nous avons aussi ox(A) = 0 dés que k& > N d’apres le
lemme 1. Choisissons maintenant une décomposition orthogonale (G,\) =
®m(Gm, Am) - Soit k un élément régulier pour le tableau d’invariants associé a
A. Alors le facteur orthogonal (G, \x) ne contient pas de facteur orthogonal cy-
clique (c’est-a-dire un A*(m)): sinon oy () = oo par le lemme 4, contredisant
le fait que k est régulier. Ainsi (G, \;) est une somme orthogonale de copies
de EY et de EY. Puisque pi(EE) = pp(E¥) = 2, la condition (1) en résulte.
L’additivité de o3 sur @ et le lemme 1 impliquent ox(A) = >, <. 1 Tk(Am)-
On en déduit, avec le lemme 2, la condition (2). Un argument tout & fait sim-
ilaire & partir du lemme 3 conduit & la condition (3). Vérifions & présent la
condition (4). On observe tout d’abord que tous les tableaux des types donnés
ont une longueur impair. Aussi les délimiteurs m < n vérifient m = n mod 2,
de sorte que o, (A) —0n(A) = X, chen = Om(Ax) d’apres le lemme 1. La suite
des vérifications pour la condition (4) est directe.

Dans la démonstration de la suffisance ci-dessous, si C' est un entier positif ou
nul et A un enlacement, afin d’alléger les notations, on note C'- \ pour désigner
la somme orthogonale de C' copies de I’enlacements .
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Suffisance La démonstration se fait par récurrence sur la longueur du tableau
T. Soit T un tableau de longueur 1 vérifiant les conditions (1) & (4). Soit
m l'unique élément de I. Si m est régulier, alors la condition (1) impose
que r(m) = 0 mod 2. On peut alors prendre comme enlacement une somme
orthogonale de @ copies de Eg*. Si m n’est pas régulier et r(m) = 0, alors
s(m) = 0 mod 2 d’apres la condition (2) et donc on peut prendre comme
enlacement ’enlacement trivial. Si s(m) = oo, alors on peut prendre comme

enlacement A™(1) @ (r(m) — 1) Ef. Supposons avoir montré qu'un tableau

T:I={meN|m>k+1} - Nx Zsg

N

satisfaisant les conditions (1) & (4) est admissible pour un enlacement (G, \) =
®i>k+1(Gr, ) ot chaque (G, A;) est un enlacement sur un 7./2'Z-module libre.
Nous allons montrer que tout tableau T": {k} UI — N x Zg qui prolonge T et
qui vérifie les conditions (1) & (4) est admissible.

Si k n’est pas régulier alors on pose A\, = 7(k) - A¥(1). On vérifie sans peine
que T" est admissible pour ’enlacement \ @ \j.

On suppose a présent que k est régulier. Par la condition (1), r(k) = 0 mod 2.
Posons A\, = T(Qk) - B¥. Clairement py()\,) = r(k). Posons aussi X = A\ @ . 11
y a trois cas a considérer.

Cas 1 k+1 régulier, r(k+1) =0. Si k + 2 est régulier, alors

s(k) = s(k+2) par la condition (4)
= 0k12(N) d’apres ’hypotheése de récurrence sur A
= o (A)
= o, (\) d’apres le Lemme 1.

et T" est admissible pour 'enlacement \'. Si k42 n’est pas régulier, on applique
la condition (3) au tableau T" et & I’enlacement )\ respectivement!:

s(k)+s(k+1) = 2 Z r(l)  mod 4
I>E+2 (10)
op(N)+opa(N) = 2 Z p(N) mod 4.
I>k+2
Nous avons og41(N) = ok1(Ak) + okr1(A) = okr1(A) = s(k + 1). Similaire-
ment, pour tout | > k+ 1, pi(N) = pr(Ag) + p1(A) = p(A) = r(I). Soustrayant
l'une des égalités a l'autre dans (10), on déduit que s(k) = ox(N') mod 4. Si

'On utilise 'implication du Théoréme 2 déja démontrée ci-dessus (“nécessité”) pour
appliquer la condition (3) & .
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s(k) = ox(N) mod 8, alors par définition, 7" est admissible pour A'. Sinon
s(k) = ok(N) + 4 mod 8. Puisque op42(\) = oo, par le lemme 4, A\gio a
un facteur orthogonal cyclique qui est A¥*2(m) pour un certain entier im-
pair m. Notons A} 4o le méme enlacement que Aryo mais en remplagant ce
facteur orthogonal cyclique par A**2(m + 4). 1l résulte alors du lemme 1
que oxy1(Njqe) = Ors1(Arg2). Par conséquent, T est aussi admissible pour

I'enlacement \gi1 @© A o @ @ ;. Posons

I>k+3
N = A D /\k+1 D )\2:_’_2 D @ Al
I>k+3
On vérifie alors
s(k) = op(\) +4
= Uk<)\k D A1 D Apr2 ® @ Az) +4
I>k+3
= 0u(Me) 4+ 01 (Mig1) + 06 Npsa) + 4 + ak( P )\l> par additivité de oy
I>k+3
= 0% (M) + ok (Mig1) + ou(Nppo) + O'k( @ /\l) d’apres le Lemme 1
I>k+3
= o, (\") par additivité de oy,

donc le tableau T est admissible pour \”.

Cas 2 k+ 1 régulier, r(k + 1) # 0. Le méme argument que précédemment
donne s(k) = ox(N) mod 4. Si I'égalité est vraie modulo 8, alors 7" est
admissible pour \'. Sinon s(k) = ox(\')+4 et on procede de la fagon suivante.
Puisque oj11(\) # oo, par le lemme 4, A\;y; n’a pas de facteur orthogonal
cyclique. Donc il existe s,t € N tels que A\py1 =5 Eg“ Dt Ef“. Définissons

;[ s+ 1) -Ef'e@t-1)-EfTt sit>0
ML (s —1) - BV g B sit=0.
Le Lemme 1 implique que o%(A, ;) = ox(Mx11) +4. De plus, op1(N, ) =

0k +1(Ak+1), de sorte que T' est admissible pour 'enlacement A ; @ @ Al

I>k+2
Posons

N =Moo @ N\
I>k+2

Alors une vérification similaire a celle du cas précédent montre que s(k) =
or(N"). Ainsi le tableau T’ est admissible pour \”.
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Cas 3 k+ 1 n’est pas régulier. Appliquons la condition (2) & T et A respec-

tivement:
s(k) = Zs(l) mod 2

1>k+1 (11)
Z pr(N) mod 2

1>k+1

or(N)

Nous avons op11(N) = 0r11(Ag) + 0kr1(N) = 0r11(A) = s(k +1). De méme,
pour I > k+ 1, pp(N) = pi(Me) + p(N) = pi(A) = r(I). Soustrayant l'une
des égalités (11) a lautre, on déduit que s(k) = ox(\) mod 2. Si cette
derniere égalité reste vraie modulo 8, alors 7’ est admissible pour . Si
s(k) = or(N') = 2, on procede de la fagon suivante. Puisque o11(\) = oo,
d’apreés le lemme 4, A\;41 a un facteur orthogonal cyclique A**1(m), oit m est
un entier impair. Définissons ) 41 comme étant le méme enlacement que A1
mais en remplacant ce facteur par A1 (m+s(k)—op (V) = A¥H(m=£2). Alors
0k (Njy1) = Ok(Aps1). Posons X' =X\ @ N @ @)\l. Alors s(k) = o, (\) et
le tableau T” est admissible pour \”. Ainsi il ne reste & considérer que le cas
ou s(k) = o (N) +4. Il y a deux possibilités.

Possibilité 1 s(k + 2) = co. Le lemme 4 dit alors que A\;y2 a un facteur
orthogonal cyclique A*+2(m) pour un certain entier impair m. Remplacons le
par A¥*2(m + 4) et renommons le nouvel enlacement A} 4o- Une vérification
similaire & celle du Cas 1 montre que 7’ est admissible pour ’enlacement
N =M@ Mey1 BNy ® D N

1>k+3

Possibilité 2 s(k + 2) # oco. Alors r(k + 1) > 2: en effet, sinon r(k + 1) =
1 (k + 1 n’est pas régulier) et nous appliquons la condition (4) & T et N
respectivement

s(k) —s(k+2) = =1

ok(N) —oppa(N) = #£1 (12)

et on déduit s(k) — ox(N) = 0 ou £2, une contradiction. On traite alors les
deux cas séparément.

- Si r(k+ 1) > 3, alors on affirme que A1 a un facteur orthogonal
S = Eé“'“ ou Ef“. [Preuve: sinon A,i; a au moins trois facteurs
orthogonaux cycliques A**t1(ny), A¥+1(ny) et A*+1(n3). Les relations
(0.2) et (0.3) de [11] impliquent alors que les n; sont deux & deux dis-
tincts dans {£1,+5} = (Z/8Z)* =7 /27 x 7Z/27. 1l s’ensuit qu’il existe
i,7 tels que n; = n; +4 mod 8. Apres renumérotation, on peut supposer
i =1,7 = 2. Mais alors, d’apres [11, rel. (0.1)] A¥+1(ny) @ AF+1(n3) =
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AFtl(ny) @ AF(ng + 4) et donc AF1(ny) @ AF1(ny) @ Al (n3) =
2 AFl(ny) @ AF*1(n3) et les deux premiers indices sont égaux a na,
contradiction.] Nous posons alors

g Eftt si S =Eitt
T BV osiS=EMT

Désignons par X, 'enlacement ;1 ot I'on a remplacé S par S”. Alors
Ok+1(Mkt1) = 0k+1(Agr1) + 4. On conclut, comme dans le Cas 2, que 7"
est admissible pour I'enlacement A" = A\, @ A}, | @ GB A

I>k+2

Sir(k+1) =2, vu que d’apres le lemme 4, \ry; admet déja un facteur
orthogonal cyclique, la seule possibilité est Ay = A¥TL(m) @ A*1(n)
pour des éléments inversibles m,n € Z/87. Nous affirmons que m =
n mod 4. [Sinon, le lemme 1 donne o(\') — or42(N) = 0 alors que
la condition (4) appliquée a T” implique s(k) — s(k +2) = 0 ou +2.
Soustrayant la premiere égalité & la seconde, on trouve s(k) — or(N) =0
ou +2, contradiction.] Remplacons alors dans A1 les facteurs A¥*1(m)
et AF1(n) par A¥(m+4) et A¥*1(n) respectivement. Notons ), le
nouvel enlacement qui en résulte. Alors d’apres le lemme 1, o (Agy1) —
Ok (Npyr) = 2 ((—1)7%l —1—(—1)%1) = 4 mod 8. Il s’ensuit que ox (A, ) —
s(k) = 0. Définissons A" =\, @ Ny @ €D M. Alors s(k) = ox(\") et
I1>k+2
T’ est admissible pour \”. O

Remarque La démonstration est constructive. Si I'on suppose construit a
I’étape k l’enlacement, alors on peut le construire a ’étape k+1. Il est possible
de raffiner la construction de sorte que I’enlacement obtenu soit sous la forme
normale décrite dans [16, §§3, 4].

6.3

Démonstration du Théoréme 8

On note (Z/8Z)* = {£1,£3 mod 8} le groupe des éléments inversibles de
lanneau Z/8Z. 1l est isomorphe & Z/2Z x 7Z/27. 1l est bien connu que la
classe d’isomorphisme de I’enlacement d’un lenticulaire L(q,q") ne dépend que
du résidu quadratique de ¢’ modulo ¢. En particulier, si ¢ est une puissance de
2, elle ne dépend que g modulo 8 (voir par exemple [26, p.69]). L’application

(Z/SZ)* x (Z/SZ)* x (Z/8Z)* — (Z/SZ)* définie par

7‘1+1 7‘3+1

(7“177“2,7”3)f—>5:4—r2+(—1) p) +(_1) 5

mod 8
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est surjective. Considérons la 3-variété M = L(8,71)#L(16,r2)#L(32,73).
Nous affirmons que M n’admet pas d’application de degré 1 sur L(16,s) alors
qu’elle admet une application de degré 1 sur chaque lenticulaire L(16,7) pour
r # s mod 8. Pour le voir, posons A = Ay et ' = A%(r) (I'enlacement
cyclique sur Z/327Z envoyant (1,1) sur r/32 mod 1). D’apres le Théoreme 4,
nous avons a voir pour quel r € (Z/8Z)* il existe un tableau admissible dans
Sx,v . Puisque o, (X) = o0 si et seulement si m =4, il y a 9 tableaux distincts
dans Sy . Tout tableau T' € Sy y contient un sous-tableau extrait de la forme

| 1 | 2 [314]5 ]
0 0 1101
g1(A) — o1 (N) | o2(A) —o2(N) | oo | x| 00

ot x € Zg. (Le tableau T entier s’obtient en prolongeant trivialement le tableau
ci-dessus.) D’apres les calculs de §§6.1, nous avons

() — o1 (N) =1+ (1) 45— (=1)"7" mod 8
et oa(\) — oo(N) = (1) 1o+ (=1) % — 7 mod 8.

Examinons alors les conditions du Théoreme 2: il est aisé de constater qu’elles
sont toutes remplies si et seulement si la derniére condition (4) est remplie,
c’est-a-dire si et seulement si

r=+1mod8 et (02(\) —0o2()\)) —x =241 mod 8.

(Ces deux conditions correspondent aux deux sous-tableaux distingués de typ

(3] [5]

et

@

H

T que l'on peut extraire du tableau T'. Il s’agit des sous-tableaux

1
00

1
00
respectivement.) Par conséquent, 7' est admissible si et seulement s’il existe
r € (Z/8Z)* tel que

(D™ 4t (D) —r=+1+1e{0,+2} C Z/8Z.

Le seul cas ou cette condition est mise en défaut (pour r € (Z/8Z)*) est quand

r1+1 ra+1
r=s(ri,ra,r3) =4—ra+(=1)"2 +(=1)"2 mod 8 comme défini plus haut.

Notre affirmation en résulte. Pour finir, d’apres le lemme 5, on peut chirurgiser
M de maniere a rendre M irréductible (en fait hyperbolique) et a préserver les
propriétés ci-dessus. m|

Lemme 5 Soit X une variété connexe fermée orientée de dimension 3. 1l existe
une infinité de variétés M irréductibles (hyperboliques) ayant la méme algébre
de cohomologie et méme enlacement que X et admettant une application M —
X de degré 1.
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Démonstration D’apres un résultat de Myers [18], X contient un nceud nul-
homotope K. Ceci implique que le complément d’un voisinage régulier de K
est irréductible (hyperbolique). Le célebre théoreme de Gordon-Luecke [9] dit
alors qu’il existe un nombre infini de remplissages (inéquivalents) de Dehn sur
K produisant chacun une variété hyperbolique M avec la méme algebre de
cohomologie et enlacements isomorphes. Un argument di a Boileau—Wang |2,
preuve de la Prop. 3.2] construit explicitement une application M — X de
degré 1. O

7 Quelques questions

Nous incluons dans cette section quelques questions suggérées par les résultats
de cet article.

Question 1 [Structure du monoide des enlacements] Calculer le nombre de
classes d’isomorphismes d’enlacements de rangs donnés. Plus généralement,
avec les notations introduites a la fin de §2.2, décrire les fibres de I'application
Profil. Plus précisément, existe-t-il une classe C de parties de N telles que IM
soit classifié¢ & partir des fibres Profil~!(E), E € C ? On peut poser les mémes
questions en un sens plus faible en remplagant les fibres par leur groupe de
Witt. Enfin, ces questions peuvent étre posées au sujet du monoide des formes
quadratiques.

Question 2 [Réalisabilité des enlacements par les variétés de Seifert] Il est
connu [11, Th. 6.1] que tout enlacement peut étre réalisé comme 'enlacement
d’une variété connexe fermée orientée de dimension 3. On peut modifier I'argu-
ment du lemme 5 pour imposer que la 3-variété réalisant I’enlacement soit
irréductible. Est-ce que l'on peut imposer que la 3-variété soit de Seifert (une
question qui a peut-étre motivé Seifert & introduire les variétés de Seifert) ?
Peut-étre peut-on le démontrer a 'aide des techniques de [2].

Question 3 [Forme normale] L’article [16] contient un algorithme de mise
sous forme normale pour tout enlacement et permet de simplifier la preuve
originale de [11] de la présentation par générateurs et relations de 9. Peut-on
généraliser le résultat principal (Th. 4.4) de [16] aux formes quadratiques sur
les 2-groupes ?

Question 4 [Reconnaissance de fonctions quadratiques] D’apres la remarque
2 a la fin de §3, le Théoreme 5 est une généralisation du Théoreme 2 aux
formes quadratiques. Quoique plus délicat, il serait utile de les généraliser
aux fonctions quadratiques, c’est-a-dire aux applications ¢ : G — Q/Z telle
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que by(x,y) = q(x +y) — q(x) — ¢q(y) soit bilinéaire en = et y sans requérir
a priori la condition d’homogénéité q(n x) = n? q(x). Une telle question
est motivée, par exemple, par le fait qu’'une 3-variété équipée d’'une structure
Spin® possede canoniquement une telle fonction quadratique. (C’est d’ailleurs
ce qui permet de généraliser le Théoréeme 9 a ce cadre.) Ce fait est vrai plus
généralement d’ailleurs, pour toute variété fermée de dimension 4n—1 équippée
d’une structure complexe sur T'M @ Ry, (fibré tangent stabilisé une fois) [14].
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