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Automorphismes du groupe des automorphismes
d’un groupe de Coxeter universel

YASSINE GUERCH

À l’aide de l’outre-espace de Guirardel et Levitt d’un produit libre, nous démontrons que le groupe des
automorphismes extérieurs du groupe des automorphismes extérieurs du groupe de Coxeter universel de
rang n� 5 est trivial, et qu’il s’agit d’un groupe cyclique d’ordre 2 si nD 4. Nous démontrons aussi que
le groupe des automorphismes extérieurs du groupe des automorphismes du groupe de Coxeter universel
de rang n� 4 est trivial.

Using the Guirardel–Levitt outer space of a free product, we prove that the outer automorphism group of
the outer automorphism group of the universal Coxeter group of rank n� 5 is trivial, and that it is a cyclic
group of order 2 if nD 4. In addition we prove that the outer automorphism group of the automorphism
group of the universal Coxeter group of rank n� 4 is trivial.

20E08, 20E36, 20F28, 20F55

1 Introduction

Soit n un entier plus grand que 2. On note F D Z=2Z un groupe cyclique d’ordre 2 et Wn D �n F

un groupe de Coxeter universel de rang n, produit libre de n copies de F. Si G est un groupe, on note
Out.G/D Aut.G/=Int.G/ son groupe d’automorphismes extérieurs. Nous démontrons dans cet article
les résultats suivants.

Théorème 1.1 Si n � 5, alors Out.Out.Wn// D f1g. Si n D 4, alors Out.Out.Wn// est isomorphe
à Z=2Z.

Théorème 1.2 Si n� 4, alors Out.Aut.Wn//D f1g.

De tels résultats sont déjà connus dans le cas où nD 2 (voir par exemple [Thomas 2020, Lemmas 1.4.2
and 1.4.3]) où tous les automorphismes de Out.W2/ sont intérieurs et où le groupe Out.Aut.W2// est un
groupe cyclique d’ordre 2. Dans le cas où nD 3, les groupes Aut.W3/ et Out.W3/ sont isomorphes à
Aut.F2/ et PGL.2;Z/ respectivement, avec F2 un groupe libre de rang 2 (voir par exemple [Varghese
2021, Lemma 2.3]). Nous obtenons donc une description de Out.Out.Wn// pour tout entier n.

De telles questions de rigidité algébrique ont déjà été résolues dans des cas similaires. En effet, Mostow
[1973] a démontré que le groupe des automorphismes extérieurs de réseaux irréductibles uniformes de
groupes de Lie réels, connexes, semi-simples et non localement isomorphes à SL2.R/ est fini. De même,
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252 Yassine Guerch

Ivanov [1997, Theorem 2] a démontré un résultat similaire dans le cas du groupe modulaire d’une surface
compacte, connexe, orientable de genre g � 2. Enfin, Bridson et Vogtmann [2000] ont démontré que tout
automorphisme du groupe des automorphismes extérieurs d’un groupe libre de rang N (avec N � 3)
est une conjugaison. Ce dernier cas a motivé l’étude de la rigidité algébrique de Out.Wn/, d’une part
à cause de la propriété d’universalité pour les groupes engendrés par des éléments d’ordre 2 de Wn,
d’autre part car, si n� 3, le groupe Aut.Wn/ s’injecte dans Aut.Fn�1/ (voir par exemple [Mühlherr 1997,
Theorem A]). Néanmoins, cette injection ne donne aucune piste de déduction des théorèmes 1.1 et 1.2
à partir du théorème de Bridson et Vogtmann. Peu de choses sont connues pour Aut.Wn/. Une partie
génératrice finie a été construite par Mühlherr [1997, Theorem B], et une présentation a été donnée par
Gilbert [1987] dans le contexte plus général du groupe des automorphismes d’un produit libre, suivant
[Fouxe-Rabinovitch 1941]. Plus récemment, Varghese [2021, Theorem C] a démontré que le groupe
Aut.Wn/ n’a pas la propriété .T/ de Kazhdan. Dans tous les cas, les techniques d’étude de Aut.Wn/ sont
principalement combinatoires et géométriques. Mentionnons enfin que l’étude du groupe Aut.Wn/ est en
lien avec l’étude du groupe des automorphismes symétriques d’un produit libre étudié par McCullough et
Miller [1996] (mais celle-ci ne donne aucune piste de déduction des théorèmes 1.1 et 1.2) et qu’il serait
intéressant de connaître des résultats similaires dans ce contexte plus général.

Pour démontrer les théorèmes 1.1 et 1.2, nous étudions l’action de Out.Wn/ sur un complexe simplicial de
drapeaux introduit par Guirardel et Levitt. Plus précisément, nous cherchons à comprendre les stabilisateurs
de certains sommets de ce complexe. En effet, les stabilisateurs de ces sommets formant une partie
génératrice de Aut.Wn/ et Out.Wn/, comprendre l’image de ces stabilisateurs par des automorphismes de
Aut.Wn/ et Out.Wn/ nous permettra de faciliter l’étude de ces derniers. L’étude de l’action de Out.Wn/

sur un complexe simplicial se justifie également par la démonstration des théorèmes similaires dans les cas
des réseaux des groupes de Lie semi-simples, du groupe modulaire d’une surface de type fini et du groupe
des automorphismes d’un groupe libre qui passait également par l’étude de l’action du groupe étudié sur
un espace géométrique adapté. En particulier, dans le cas du groupe des automorphismes extérieurs d’un
groupe libre de rang N, cet objet géométrique était l’outre-espace de Culler et Vogtmann CVN [1986].

Dans le cas de Wn, Guirardel et Levitt [2007b] ont introduit un espace topologique analogue à l’outre-
espace de Culler et Vogtmann, appelé l’outre-espace d’un produit libre. Dans le cas d’un produit libre
de copies de F, cet espace sera noté PO.Wn/. Ce dernier est défini comme un ensemble de classes
d’homothétie de graphes métriques marqués de groupes, dont le groupe fondamental est isomorphe à Wn.
Muni de la topologie dite faible, l’espace PO.Wn/ se rétracte par déformation forte sur un complexe
simplicial de drapeaux, appelé l’épine de PO.Wn/. Le groupe Out.Wn/ agit naturellement sur PO.Wn/

et sur son épine par précomposition du marquage. Le groupe Aut.Wn/ agit quant à lui sur l’autre-espace
de Wn, noté PA.Wn/. Nous renvoyons à la section 2 pour des précisions.

La démonstration du théorème 1.1 est inspirée de celle de [Bridson et Vogtmann 2000] dans le cas d’un
groupe libre, mais des complications structurelles apparaissent, nécessitant de nouvelles idées et méthodes.
Nous présentons la démonstration dans le cas de Out.Wn/, le cas de Aut.Wn/ étant similaire et présenté
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FIGURE 1: Exemples de graphes de groupes dont les classes d’équivalence sont respectivement
une f0g–étoile et une F–étoile (cas nD6). Les arêtes ont des groupes associés triviaux. L’ensemble
fx1; : : : ;x6g est une partie génératrice standard de W6.

dans des remarques suivant les démonstrations dans le cas de Out.Wn/. Son plan, très simplifié, est
le suivant. L’épine de l’outre-espace PO.Wn/ contient deux types de sommets distingués, à savoir les
f0g–étoiles et les F–étoiles, voir la section 2 et la figure 1. Ceci diffère de l’épine de l’outre-espace de
Culler et Vogtmann pour lequel il existe un unique type de sommets distingués, à savoir les roses.

Nous étudions tout d’abord les stabilisateurs des f0g–étoiles et des F–étoiles sous l’action de Out.Wn/.
Le stabilisateur d’une f0g–étoile est isomorphe à Sn. Il correspond à la permutation des feuilles de la
f0g–étoile. Le stabilisateur d’une F–étoile est isomorphe à Fn�2 ÌSn�1. Il correspond à la permutation
des feuilles de la F–étoile ainsi qu’à l’application de conjugaisons partielles dont le conjuguant est contenu
dans le groupe associé au centre de la F–étoile. Nous montrons dans la section 3 les caractérisations
suivantes des stabilisateurs de f0g–étoiles et de F–étoiles (voir les propositions 3.1, 3.6 et 3.9).

Proposition 1.3 Soit n� 5.

(1) Tout sous-groupe de Out.Wn/ isomorphe à Sn fixe un unique point de l’épine de PO.Wn/ ; et ce
point est une f0g–étoile.

(2) Tout sous-groupe de Out.Wn/ isomorphe à Fn�2 Ì Sn�1 fixe un unique point de l’épine de
PO.Wn/ ; et ce point est une F–étoile.

(3) Les stabilisateurs des F–étoiles sont les sous-groupes finis d’ordre maximaux de Out.Wn/.

La proposition 1.3 caractérise de ce fait les stabilisateurs de f0g–étoiles et de F–étoiles, qui sont les sous-
groupes de Out.Wn/ isomorphes à Sn et Fn�2 ÌSn�1, respectivement. Ces caractérisations représentent
une situation nouvelle en comparaison de la preuve de [Bridson et Vogtmann 2000] dans le cas d’un groupe
libre. Notons par ailleurs que le stabilisateur d’une f0g–étoile correspond au groupe des permutations d’une
partie génératrice de Wn et que ce groupe remarquable intervenait déjà dans l’étude faite en [Varghese
2021] de l’action de Aut.Wn/ sur des espaces CAT.0/.

La proposition 1.3 implique alors que tout automorphisme ˛ de Out.Wn/ préserve l’ensemble des
stabilisateurs de f0g–étoiles et l’ensemble des stabilisateurs de F–étoiles. Fixons ˛ 2 Aut.Out.Wn//.
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Le groupe Out.Wn/ agissant transitivement sur l’ensemble des f0g–étoiles, nous pouvons supposer que
˛ induit un automorphisme du stabilisateur d’une f0g–étoile X. Les stabilisateurs de f0g–étoiles étant
isomorphes à Sn, si n� 5 et n¤ 6, nous pouvons supposer que la restriction de ˛ au stabilisateur de X

est égale à l’identité. Nous montrons alors qu’un tel ˛ préserve le stabilisateur d’une F–étoile Y adjacente
à X, et que la restriction de ˛ au stabilisateur de Y est en fait l’identité. Le groupe Out.Wn/ étant engendré
par l’union des stabilisateurs d’une f0g–étoile et d’une F–étoile adjacente, ceci conclut la démonstration
si n� 5. Le cas nD 4, qui présente un automorphisme extérieur exceptionnel, est traité dans la section 4.

Remarquons enfin qu’une extension du théorème 1.1 à des produits libres de copies d’un groupe fini n’est
pas immédiate, ni même aux produits libres de copies d’un groupe fini cyclique. En effet, même si la
proposition 1.3 s’étend aux produits libres de groupes finis cycliques, il convient dès lors d’étudier le
groupe des automorphismes du stabilisateur d’une f0g–étoile dans ce contexte, qui n’est cette fois plus
trivial, ce qui nous semble nécessiter une nouvelle approche pour toute extension des théorèmes 1.1 et 1.2.

Remerciements Je remercie chaleureusement mes directeurs de thèse, Camille Horbez et Frédéric Paulin,
pour leurs précieux conseils et pour leur lecture attentive des différentes versions du présent article.

2 Préliminaires

Nous rappelons tout d’abord la définition de l’outre-espace PO.Wn/ introduit dans [Guirardel et Levitt
2007b]. Un point de PO.Wn/ est une classe d’homothétie de graphes métriques X de groupes, dont
le groupe fondamental est Wn et qui sont munis d’un isomorphisme de groupes appelé marquage
� WWn! �1.X / (pour un choix indifférent de point base) vérifiant :

(1) Le graphe sous-jacent à X est un arbre fini, nous le noterons X tout au long de l’article.

(2) Tous les groupes d’arêtes sont triviaux.

(3) Il y a exactement n sommets de groupes associés isomorphes à F.

(4) Tous les autres sommets ont un groupe associé trivial.

(5) Toute feuille de l’arbre sous-jacent a un groupe associé non trivial.

(6) Si v est un sommet de groupe associé trivial, alors deg.v/� 3.

Deux graphes métriques marqués .X; �/ et .X 0; �0/ sont dans la même classe d’homothétie s’il existe une
homothétie f WX !X 0 (ie un homéomorphisme multipliant toutes les longueurs des arêtes par un même
scalaire strictement positif) telle que f� ı�D �0. On note ŒX; �� la classe d’homothétie d’un tel graphe de
groupes métrique marqué .X; �/. Si le marquage est sous-entendu, on notera X la classe d’homothétie. Le
groupe Aut.Wn/ agit par précomposition du marquage. Par ailleurs, pour tout ˛ 2 Int.Wn/, et pour tout
X 2 PO.Wn/, nous avons ˛.X/D X. En effet, un automorphisme intérieur ˛ de Wn agit par translation
sur l’arbre de Bass–Serre associé à un graphe de groupes marqué X, ce qui implique que ˛ préserve la
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classe d’équivalence de X. De ce fait, l’action de Aut.Wn/ sur PO.Wn/ induit une action de Out.Wn/

sur PO.Wn/.

La définition de l’autre-espace de Wn, noté PA.Wn/, est identique à celle de PO.Wn/ à ceci près que
chaque graphe de groupes métrique considéré est muni d’un point base v. Le marquage est alors un
isomorphisme de groupes � WWn! �1.X; v/. Les homothéties considérées préservent les points bases.
Le groupe Aut.Wn/ agit par précomposition du marquage.

Les ensembles PO.Wn/ et PA.Wn/ sont munis d’une topologie. Pour tout élément ŒX; �� 2 PO.Wn/,
soit .X; �/ un représentant de cette classe d’équivalence tel que la somme des longueurs des arêtes du
graphe X soit égale à 1. Le graphe de groupes .X; �/ définit alors un simplexe ouvert obtenu en faisant
varier les longueurs des arêtes du graphe X, de manière à ce que la somme des longueurs des arêtes
soit toujours égale à 1. Une classe d’équivalence ŒX 0; �0� 2 PO.Wn/ définit une face de codimension 1

du simplexe associé à .X; �/ si l’on peut obtenir .X 0; �0/ à partir de .X; �/ en écrasant une arête de X.
La topologie faible sur PO.Wn/ est alors définie de la manière suivante : un ensemble est ouvert si et
seulement si son intersection avec chaque simplexe ouvert est ouverte.

Nous rappelons à présent la définition d’un rétract par déformation forte Out.Wn/–équivariant de PO.Wn/,
appelé l’épine de l’outre-espace. Rappelons qu’un complexe simplicial C est de drapeaux si, pour tout
entier k, tout ensemble de k sommets deux à deux distincts et deux à deux adjacents de C forme l’ensemble
des sommets d’un simplexe de C de dimension k � 1. L’épine de PO.Wn/ est le complexe simplicial de
drapeaux dont les sommets sont les simplexes ouverts associés à chaque classe d’équivalence ŒX; ��, et
où deux sommets correspondant à des classes d’équivalence de graphes de groupes marqués ŒX; �� et
ŒX 0; �0� sont reliés par une arête si ŒX; �� définit une face du simplexe associé à ŒX 0; �0� ou réciproquement.
L’épine de PA.Wn/ est définie de manière similaire. Il existe un plongement de l’épine de PO.Wn/ dans
PO.Wn/ ayant pour image l’épine barycentrique de PO.Wn/. Par la suite, nous identifierons l’épine de
PO.Wn/ avec son image par ce plongement. De même, il existe un plongement de l’épine de PA.Wn/

dans PA.Wn/ ayant pour image l’épine barycentrique de PA.Wn/.

Si X est un graphe de groupes, on note Autgr.X / le groupe des automorphismes du graphe X. Si X est
un graphe de groupes pointé, la notation Autgr.X / désigne le groupe des automorphismes du graphe
pointé sous-jacent à X. Nous appellerons f0g–étoile la classe d’équivalence dans PO.Wn/ d’un graphe de
groupes marqué dont le graphe sous-jacent est un arbre ayant n feuilles et nC 1 sommets et de longueur
d’arêtes constante. Nous appellerons F–étoile la classe d’équivalence dans PO.Wn/ d’un graphe de
groupes marqué dont le graphe sous-jacent est un arbre ayant n� 1 feuilles et n sommets et de longueur
d’arêtes constante. Les sommets correspondants dans l’épine de PO.Wn/ sont encore appelés f0g–étoiles
et F–étoiles. Dans le cas de PA.Wn/, les définitions des f0g–étoiles et des F–étoiles sont identiques à
ceci près que l’on suppose également que le point base est le centre (l’unique sommet qui n’est pas une
feuille) du graphe.

On fixe désormais une partie génératrice standard fx1; : : : ;xng de Wn.
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Le groupe Aut.Wn/ (et donc Out.Wn/) est de type fini. Nous décrivons maintenant une partie génératrice
finie. Pour tout i 2 f1; : : : ; n� 1g, on note �i WWn!Wn l’automorphisme envoyant xi sur xiC1, xiC1

sur xi et qui fixe tous les autres générateurs. Pour tous les i; j 2 f1; : : : ; ng tels que i ¤ j, on note
�i;j W Wn! Wn l’automorphisme qui envoie xi sur xj xixj et qui fixe tous les autres générateurs. La
proposition suivante est due à Mühlherr (voir également [Fouxe-Rabinovitch 1941; Gilbert 1987]).

Proposition 2.1 [Mühlherr 1997, Theorem B] Le groupe Aut.Wn/ est engendré par �1; : : : ; �n�1 et
par �1;2.

Si ˛ est un élément de Aut.Wn/, sa classe d’automorphismes extérieurs sera notée Œ˛�. Soit p WAut.Wn/!

Out.Wn/ la projection canonique. On note zAn D h�1; : : : ; �n�1i et An D p. zAn/. Les groupes zAn et An

sont isomorphes au groupe symétrique Sn. On note zUnDh�1; : : : ; �n�2; �1;ni et UnDp. zUn/. On voit que
zUn est isomorphe au produit semi-direct Fn�1 ÌSn�1, alors que Un est isomorphe au produit semi-direct
Fn�2 ÌSn�1, où Sn�1 agit dans les deux cas par permutation des facteurs, en considérant Fn�2 comme
le quotient de Fn�1 par le sous-groupe F diagonal. Soient zBn D h�1; : : : ; �n�2i et Bn D p. zBn/. Les
groupes zBn et Bn sont isomorphes à Sn�1.

Nous traitons à présent le cas où nD 3. Soit � WW3!Z=2Z le morphisme envoyant, pour tout i 2 f1; 2; 3g,
l’élément xi sur 1. Mühlherr [1997, Theorem A] a montré que ker.�/ est un sous-groupe caractéristique
de W3. De plus, ker.�/ est un groupe libre à deux générateurs, librement engendré par x1x2 et x2x3.
Ceci induit un morphisme � W Aut.W3/! Aut.F2/, qui est en fait un isomorphisme (cf [Varghese 2021,
Lemma 2.3]).

Proposition 2.2 Le morphisme � W Aut.W3/ ! Aut.F2/ induit un isomorphisme entre Out.W3/ et
PGL.2;Z/.

Démonstration Soient a et b les générateurs de F2. On remarque tout d’abord que Int.F2/� �.Int.W3//.
Donc le noyau du morphisme surjectif Aut.W3/!Out.F2/ est inclus dans Int.W3/. Pour tout i 2f1; 2; 3g,
soit adxi

2Aut.W3/ la conjugaison globale par xi . Un calcul immédiat montre que, pour tout i 2 f1; 2; 3g,
�.adxi

/ est dans la classe d’automorphisme extérieur du morphisme � W F2! F2 envoyant a sur a�1 et b

sur b�1. De ce fait, puisque le sous-groupe hŒ��i est distingué dans Out.F2/, le morphisme � induit un
isomorphisme entre Out.W3/ et Out.F2/=hŒ��i. Comme � est envoyé par le morphisme d’abélianisation
sur �Id 2 GL.2;Z/, on voit que Out.W3/ est isomorphe à PGL.2;Z/.

Nous allons démontrer les théorèmes 1.1 et 1.2 en étudiant les stabilisateurs des f0g–étoiles et des
F–étoiles sous l’action de Out.Wn/ et Aut.Wn/. Pour cela, nous utiliserons les résultats suivants, dus
respectivement à Hensel et Kielak et à Guirardel et Levitt, qui donnent des informations sur les points
fixes de sous-groupes de Out.Wn/.

Proposition 2.3 [Hensel et Kielak 2018, Corollary 6.1] Soient n� 1 un entier et H un sous-groupe fini
de Out.Wn/. Alors H fixe un point de PO.Wn/.
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Corollaire 2.4 Soient n � 1 un entier et H un sous-groupe fini de Aut.Wn/. Alors H fixe un point
de PA.Wn/.

Démonstration Soit p W Aut.Wn/! Out.Wn/ la projection canonique. Alors p.H / est un sous-groupe
fini de Out.Wn/, donc par la proposition 2.3, p.H / fixe un point X de l’outre-espace. Soit X un représentant
de X. Comme tout automorphisme intérieur agit sur X, et que p.H / agit également sur X, on en déduit
que H agit sur X. Étant donné que H est fini et que X est un arbre, on voit que H fixe un point v de X .
Donc la classe d’homothétie du graphe de groupes métrique marqué pointé .X; v/ est fixée par H.

Proposition 2.5 [Guirardel et Levitt 2007a, Theorem 8.3] Soit n� 2 un entier. Si H est un sous-groupe
de type fini de Out.Wn/ (resp. Aut.Wn/) fixant un point de PO.Wn/ (resp. PA.Wn/), alors l’ensemble
des points fixes de H est contractile pour la topologie faible.

On note FixPO.Wn/.G/ l’ensemble des points fixes d’un sous-groupe G de Out.Wn/ dans PO.Wn/ (ou
Fix.G/ s’il n’y a pas d’ambiguïté). On note de plus FixKn

.G/ l’ensemble des points fixes de G contenus
dans l’épine de PO.Wn/. Puisque l’épine de PO.Wn/ est un rétract par déformation forte Out.Wn/–
équivariant de PO.Wn/, nous déduisons de la proposition 2.5 le résultat suivant.

Corollaire 2.6 Soit n� 2 un entier. Si H est un sous-groupe de type fini de Out.Wn/ fixant un point de
l’épine de PO.Wn/, alors l’ensemble Fix.H / des points fixes de H dans l’épine de PO.Wn/ est connexe
pour la topologie faible.

Soit X un point de l’épine de PO.Wn/. On note X un représentant de X et T l’arbre de Bass–Serre associé
à X. Nous définissons à présent un morphisme de groupes

ˆ W StabOut.Wn/.X/! Autgr.X /:

Soient Œ˛�2StabOut.Wn/.X/ et ˛2Aut.Wn/ un représentant de Œ˛�. Il existe un automorphisme zH˛2Aut.T /
tel que ˛.g/ zH˛.x/ D zH˛.gx/ pour tout x 2 T et pour tout g 2 Wn. L’automorphisme zH˛ induit un
automorphisme H˛ 2 Autgr.X /, et l’application ˛ 7!H˛ passe au quotient pour donner un morphisme

ˆ W StabOut.Wn/.X/! Autgr.X /:

Nous pouvons à présent démontrer un résultat identique au corollaire 2.6 dans le cas de PA.Wn/.

Corollaire 2.7 Soit n� 2 un entier. Si H est un sous-groupe fini de Aut.Wn/ fixant un point de l’épine
de PA.Wn/, alors l’ensemble Fix.H / des points fixes de H dans l’épine de PA.Wn/ est connexe pour la
topologie faible.

Démonstration Soient X et Y deux points de l’épine de PA.Wn/ fixés par H. Soit p1 W PA.Wn/!

PO.Wn/ le morphisme canonique d’oubli du point base. On rappelle que p W Aut.Wn/! Out.Wn/ est
la projection canonique. Alors p.H / fixe p1.X/ et p1.Y/, donc par le corollaire 2.6 il existe dans
FixKn

.p.H // un chemin continu P de p1.X/ vers p1.Y/. Soient X1; : : : ;Xn les sommets de Kn consé-
cutifs dans P (on suppose p1.X/DX1 et XnD p1.Y/) tels que, pour tout i 2 f1; : : : ; n�1g, Xi et XiC1

Algebraic & Geometric Topology, Volume 24 (2024)



258 Yassine Guerch

sont reliés par une arête dans Kn. Soit X1 un représentant de X1 et pour tout i 2 f2; : : : ; ng, soit Xi un
représentant de Xi obtenu en écrasant ou en éclatant une forêt de Xi�1. Pour tout i 2 f1; : : : ; ng, comme
tout automorphisme intérieur agit trivialement sur Xi , et puisque p.H / agit également sur Xi , on en
déduit que H agit sur Xi . De plus, étant donné que H est fini et que le graphe Xi est un arbre, on voit
que H fixe un point vi de Xi . Pour tout i , soit zXi la classe d’équivalence du graphe métrique marqué
pointé .Xi ; vi/ (on suppose que zX1 D X et zXn D Y). Alors zXi est fixé par H.

Nous construisons à présent pour tout i 2 f1; : : : ; n� 1g un chemin continu inclus dans l’ensemble des
points fixes de H dans l’épine de PA.Wn/ entre zXi et zXiC1, ce qui conclura. La construction étant
symétrique, nous pouvons supposer, quitte à changer les représentants Xi et XiC1, que XiC1 est obtenu
à partir de Xi en écrasant une forêt F. Soient � le simplexe ouvert dans PA.Wn/ associé à .Xi ; vi/ et
e l’arête de l’épine barycentrique de PA.Wn/ reliant zXi et zXiC1. Pour toute arête f de F, soit f̀ la
longueur de f. Pour tout t 2 Œ0; 1�, soient X t

i le graphe de groupes métrique obtenu à partir de Xi en
donnant à toute arête f 2 F la longueur .1� t/ f̀ , et prt WXi !X t

i la projection canonique. On observe
que X 0

i DXi et que X 1
i DXiC1.

Puisque H stabilise Xi et XiC1, on voit que H stabilise la forêt F. Donc, pour tout t 2 Œ0; 1�, le groupe H

stabilise X t
i . Puisque H fixe le sommet vi de Xi , il fixe également, pour tout t 2 Œ0; 1�, le sommet

prt .xi/. Ceci induit un chemin continu de zXi vers la classe d’équivalence dans Kn de .XiC1; pr1.vi//. Si
pr1.vi/¤ viC1, alors, puisque le graphe XiC1 est un arbre, H fixe l’unique arc dans XiC1 reliant pr1.vi/

et viC1. Ceci induit alors un chemin continu contenu dans l’ensemble des points fixes de H dans l’épine
de PA.Wn/ entre la classe d’équivalence dans Kn de .XiC1; pr1.vi// et zXiC1, ce qui conclut.

Soient X un point de l’épine de PO.Wn/ et X un représentant de X. On noteˆ WStabOut.Wn/.X/!Autgr.X /

le morphisme naturel. Donnons maintenant une description de ker.ˆ/. Soit ŒX; �� un point de l’épine
de PO.Wn/. On note .X; �/ un représentant de ŒX; ��. Soit e une arête de X reliant le sommet v D o.e/

au sommet w D t.e/. Soit z 2Gv un élément du groupe associé au sommet v, et Nz son antécédent par �.
Nous définissons à présent le twist par z autour de e. Soit Gu le groupe associé à un sommet u. Le twist
par z autour de e, noté Dz , est l’automorphisme de Wn, bien défini modulo conjugaison, qui est égal à
l’identité sur ��1.Gu/ si u est dans la même composante connexe de X privé de l’intérieur de e que v, et
qui à x 2 ��1.Gu/ associe Nzx Nz�1 si u n’est pas dans la même composante connexe que v. Nous avons le
résultat suivant, dû à Levitt.

Proposition 2.8 [Levitt 2005, Propositions 2.2 and 3.1] Soit n � 2 un entier. Soient X un point de
l’épine de l’outre-espace PO.Wn/ et X un représentant de X. Soient v1; : : : ; vn les sommets du graphe
X de groupe associé isomorphe à F et soit ni le degré de vi pour i D 1; : : : ; n. Le noyau du morphisme
ˆ W StabOut.Wn/.X/! Autgr.X / (noté Out0.Wn/ dans [Levitt 2005]) est isomorphe à

Qn
iD1 Fni�1, et

il est engendré par les twists autour des arêtes dont l’origine appartient à fv1; : : : ; vng et n’est pas une
feuille.
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Remarque 2.9 Dans le cas où X 2 PA.Wn/, le noyau est engendré par les twists autour des arêtes e

dont l’origine o.e/ appartient à fv1; : : : ; vng et n’est pas une feuille, et telles que, si o.e/ est distinct du
point base v�, ces arêtes ne soient pas contenues dans l’unique chemin reliant o.e/ à v�. En particulier, si
le groupe associé à v� est trivial et si ni est le degré de vi pour i D 1; : : : ; n, alors le noyau est isomorphe
à
Qn

iD1 Fni�1. Si le groupe associé à v� est non trivial, et si on suppose v� D vn, alors le noyau est
isomorphe à

�Qn�1
iD1 Fni�1

�
�Fnn .

3 Stabilisateurs des f0g–étoiles et des F –étoiles

Dans cette section nous donnons une caractérisation des stabilisateurs de f0g–étoiles et de F–étoiles. Nous
présentons les démonstrations dans le cas de Out.Wn/, les différences avec Aut.Wn/ étant présentées
dans des remarques suivant les démonstrations pour Out.Wn/.

3.1 Stabilisateurs des f0g–étoiles

Nous étudions tout d’abord les stabilisateurs des f0g–étoiles. Nous démontrons dans cette section la
proposition suivante.

Proposition 3.1 Soient n� 5 un entier et G un sous-groupe de Out.Wn/ isomorphe à Sn. Alors G est
le stabilisateur dans l’épine de PO.Wn/ d’une unique f0g–étoile.

Afin de démontrer la proposition 3.1, nous avons besoin d’une étude des stabilisateurs de sommets de
l’épine de PO.Wn/ dont les graphes sous-jacents possèdent exactement n feuilles.

Lemme 3.2 Soit n � 4 un entier. Soient G un sous-groupe fini de Out.Wn/ isomorphe à Sn, et X un
point de l’épine de PO.Wn/ fixé par G. On note X un représentant de X. Si le nombre de feuilles de X

est n, alors X est une f0g–étoile.

Démonstration Soit v un sommet de X qui n’est pas une feuille et qui soit à distance maximale du
centre 1 de X.

Affirmation Si mD deg.v/, alors v est adjacent à au moins m� 1 feuilles de X.

Démonstration L’hypothèse de maximalité sur v implique qu’il y a au plus un sommet adjacent à v qui
n’est pas une feuille, car sinon nous pourrions trouver un sommet w adjacent à v qui ne serait pas une
feuille et qui serait à distance strictement plus grande du centre que v. G

Maintenant, le groupe associé à v est trivial car X possède exactement n sommets de groupes associés
non triviaux, et ces sommets sont tous des feuilles car X possède n feuilles. De ce fait, deg.v/� 3 et v
est adjacent à au moins deux feuilles, notées v1 et v2.

1Rappelons que le centre d’un arbre métrique compact non vide est l’unique milieu d’un segment de longueur maximale.
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Soient L l’ensemble des feuilles de X et w une feuille de X distincte de v1 et v2. Puisque les seuls
sommets de X dont les groupes associés sont non triviaux sont des feuilles, la proposition 2.8 montre que
le morphisme naturel G!Autgr.X / est injectif. Ainsi, étant donné que le groupe G est isomorphe à Sn,
et que X possède n feuilles, le morphisme naturel Autgr.X / ,! Bij.L/ est un isomorphisme. Il existe
donc un automorphisme de X envoyant v1 sur w et fixant v2. De ce fait, w est adjacent à v. Ainsi, v est
adjacent à toutes les feuilles de X. Puisque le groupe Autgr.X / est isomorphe à Bij.L/, toutes les arêtes
de X ont même longueur. On conclut que X est une f0g–étoile.

Remarque 3.3 Le résultat est identique dans le cas de PA.Wn/. En effet, soit G un sous-groupe fini de
Aut.Wn/ isomorphe à Sn, et X un point de l’épine de PA.Wn/ fixé par G. On note X un représentant
de X. Supposons que X possède n feuilles. Alors la remarque 2.9 donne que le noyau du morphisme
G! Autgr.X / est un sous-groupe distingué de G d’ordre au plus 2. Comme G est isomorphe à Sn et
que n � 4, le morphisme est injectif. La même démonstration que le lemme 3.2 montre alors que X

possède n feuilles et nC 1 sommets. Il reste à montrer que le point base est le centre de X. Mais ceci
provient du fait que le groupe G est isomorphe à Autgr.X / qui lui-même est isomorphe à Bij.L/. Ainsi,
nécessairement, le point base est le centre de X. Donc X est une f0g–étoile.

Démonstration de la proposition 3.1 Puisque G est fini, d’après la proposition 2.3, il existe un point X

de l’épine de l’outre-espace qui est fixé par G. Soit X un représentant de X. D’après la proposition 2.8, il
existe un entier k tel que le noyau de l’application naturelle G! Autgr.X / soit isomorphe à Fk \G.

Or Fk\G est un 2–sous-groupe distingué de G'Sn. Donc, comme n� 5, un tel sous-groupe est trivial.
De ce fait, G s’injecte dans Autgr.X /. Or tout automorphisme d’un arbre est entièrement déterminé par
la permutation qu’il induit sur l’ensemble des feuilles. Ainsi, si L est l’ensemble des feuilles de X,

G ,! Autgr.X / ,! Bij.L/:

Or, les représentants des éléments de PO.Wn/ possèdent au plus n sommets de groupes non triviaux et
toutes les feuilles possèdent des groupes associés non triviaux. Donc jLj � n. Donc, comme G s’injecte
dans Bij.L/ et que G est isomorphe à Sn, on voit que G est isomorphe à Autgr.X / et que Autgr.X / est
isomorphe à Bij.L/. De ce fait, X possède n feuilles. Par le lemme 3.2, X est une f0g–étoile.

Montrons maintenant l’unicité. Puisque l’ensemble des f0g–étoiles est discret dans l’épine de PO.Wn/,
par le corollaire 2.6, on conclut que G fixe une unique f0g–étoile dans l’épine de PO.Wn/.

Remarque 3.4 Dans le cas de PA.Wn/, le résultat de la proposition 3.1 est vrai pour n� 4. En effet,
dans le cas où n� 5, la démonstration est identique à celle de la proposition 3.1 en utilisant cette fois la
remarque 3.3.

Dans le cas où nD 4, soit X 2 PA.W4/ un point fixé par un sous-groupe G de Aut.Wn/ isomorphe à Sn.
On note X un représentant de X et v� le point base de X. Soit H le noyau du morphisme G!Autgr.X /.
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Supposons par l’absurde que H ne soit pas trivial. Alors, par la remarque 2.9, le groupe H est un 2–groupe.
Comme le seul 2–sous-groupe distingué de S4 est le groupe de Klein, le groupe H est isomorphe à F2.
Nous distinguons différents cas, selon le fait que le groupe associé à v� soit trivial ou non et selon le
nombre de sommets qui ne sont pas des feuilles et qui ont un groupe associé non trivial. On remarque
immédiatement que, puisque tout arbre possède au moins deux feuilles, le nombre de sommets qui ne
sont pas des feuilles et de groupes associés non triviaux est au plus 2.

Supposons que X contienne deux sommets qui ne soient pas des feuilles et dont les groupes associés
sont isomorphes à F et que le groupe associé à v� soit trivial.

L’hypothèse sur v� implique que deg.v�/� 3. Comme chaque composante connexe de X �fv�g contient
au moins une feuille, X contiendrait cinq sommets de groupes associés non triviaux. Ceci contredit le fait
qu’il y a exactement quatre sommets dans le graphe de groupes associés non triviaux.

Supposons que X contienne deux sommets qui ne sont pas des feuilles et dont les groupes associés sont
isomorphes à F et que le groupe associé à v� ne soit pas trivial.

Alors la description du noyau du morphisme G! Autgr.X / donné dans la remarque 2.9 donne que le
cardinal du noyau est au moins 8, ce qui contredit le fait que H est de cardinal 4.

Supposons que X contienne un seul sommet, noté w, de groupe associé non trivial et qui ne soit pas une
feuille et que le groupe associé à v� soit trivial. Alors deg.v�/� 3. Comme chaque composante connexe
de X �fv�g contient au moins une feuille, et qu’il existe un sommet de groupe associé non trivial et qui
ne soit pas une feuille, deg.v�/D 3. De plus, puisqu’il y a exactement quatre sommets dans le graphe de
groupes associés non triviaux, chaque composante connexe de X �fv�g contient exactement une feuille.
Donc v� est relié à exactement deux feuilles et w est relié à une seule feuille et à v�. Or le cardinal du
groupe des automorphismes d’un tel graphe est égal à 2. Comme le noyau du morphisme G! Autgr.X /

est de cardinal 4, ceci contredit le fait que G est isomorphe à S4.

Supposons que X contienne un seul sommet, noté w, de groupe associé non trivial et qui ne soit pas une
feuille. Si v� est une feuille, alors le graphe possède exactement trois feuilles, dont l’une est le point
base. De ce fait, comme tout automorphisme de X est induit par son action sur les feuilles, le groupe des
automorphismes d’un tel graphe pointé est de cardinal 2. Comme le noyau du morphisme G!Autgr.X /

est de cardinal 4, ceci contredit le fait que G est isomorphe à S4.

Supposons alors que le point base v� ne soit pas une feuille. Par les cas précédents, v� D w. Comme le
nombre de sommets de groupe associé non trivial est exactement 4, et que tout sommet de groupe associé
trivial est de degré au moins 3, le graphe X contient au plus un sommet de groupe associé trivial. Le cas
où le nombre de sommets de groupe associé trivial est égal à 1 n’est pas possible car alors le cardinal du
groupe des automorphismes d’un tel graphe est égal à 2, contredisant le fait que le noyau du morphisme
G! Autgr.X / est de cardinal 4 et que G est isomorphe à S4.
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Dans le cas où le nombre de sommets de groupe associé trivial est nul, on voit que X est une F–étoile.
Or, par la remarque 2.9, le cardinal du noyau du morphisme G ! Autgr.X / est égal à 8, d’où une
contradiction.

En conclusion, le morphisme G!Autgr.X / est également injectif dans le cas où X appartient à PA.W4/

et nD 4. La suite de la démonstration est alors identique à la proposition 3.1.

Remarque 3.5 La proposition 3.1 reste vraie si l’on remplace F par un groupe fini, dès lors que le
groupe des automorphismes de ce groupe fini ne contient pas de sous-groupe isomorphe au groupe alterné.

3.2 Stabilisateurs des F –étoiles

Nous démontrons à présent une caractérisation des stabilisateurs de F–étoiles.

Proposition 3.6 Soit n� 5. Soit G un sous-groupe de Out.Wn/ isomorphe à Fn�2 ÌSn�1. Alors G est
le stabilisateur d’une unique F–étoile.

Le démonstration de la proposition 3.6 passe par l’étude des sous-groupes d’ordre maximaux de Out.Wn/.
Pour cela, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.7 Soient n� 4 un entier et X un point de l’épine de PO.Wn/. On note X un représentant de X.
Soit k l’entier tel que le noyau du morphisme naturel

StabOut.Wn/.X/! Autgr.X /

soit isomorphe à Fk . Alors k � n� 2. Par ailleurs , k D n� 2 si et seulement si l’ensemble V X des
sommets de X est de cardinal n.

Démonstration Supposons que jV X j> n. Soient v un sommet de groupe associé trivial et e une arête
de X reliant v à un sommet w. Une telle arête existe car X est connexe et le nombre de sommets de X

de groupe non trivial est égal à n.

Affirmation Soient Y le graphe de groupes marqué obtenu à partir de X en contractant l’arête e et Y sa
classe d’équivalence dans l’épine de PO.Wn/. Alors le noyau du morphisme naturel StabOut.Wn/.Y/!

Autgr.Y / est isomorphe à F l , avec l D k si le groupe associé à w est trivial , et l � kC 1 sinon.

Démonstration Si le groupe associé à w est trivial, alors contracter l’arête e ne modifie pas le degré des
sommets dont le groupe associé est non trivial. Donc, dans ce cas, k D l . Supposons maintenant que le
groupe associé à w ne soit pas trivial. Notons vw le sommet obtenu en contractant e. Le groupe associé à
vw est non trivial. Alors, puisque, par hypothèse, deg.v/� 3, nous avons

deg.vw/D deg.v/C deg.w/� 2� deg.w/C 1:

Ainsi, dans ce cas, l � kC 1. G
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De ce fait, si jV X j> n, il existe une arête reliant un sommet de groupe associé trivial et un sommet de
groupe associé non trivial. Par l’affirmation précédente, l’entier k associé au morphisme StabOut.Wn/.X/!

Autgr.X / n’est pas maximal.

Ainsi, pour calculer la borne maximale de k, nous pouvons supposer que X possède n sommets, tous de
groupe associé non trivial. Donc, X

v2V X

deg.v/D 2jEX j D 2n� 2;

la dernière égalité provenant du fait que X soit un arbre. Ainsi,

k D
X
v2V X

.deg.v/� 1/D
X
v2V X

deg.v/� nD 2n� 2� nD n� 2:

Donc, k � n� 2, et si jV X j D n, alors k D n� 2.

Supposons maintenant que k D n� 2. Par l’affirmation précédente, la procédure de contraction présentée
fait croître strictement k lorsque l’on contracte une arête reliant un sommet de groupe associé trivial et un
sommet de groupe associé non trivial. Donc X ne peut pas contenir de sommets ayant un groupe associé
trivial. On conclut que le cardinal de V X est égal à n.

Remarque 3.8 Dans le cas de PA.Wn/, soit X un point de l’épine de PA.Wn/. On note X un représentant
de X. Soit k l’entier tel que le noyau du morphisme naturel StabAut.Wn/.X/! Autgr.X / soit isomorphe
à Fk . Alors une démonstration identique au lemme 3.7 montre que k � n�1 avec égalité si et seulement
si jV X j D n.

Nous pouvons maintenant montrer le résultat suivant concernant les stabilisateurs de F–étoiles dans
Out.Wn/.

Proposition 3.9 (1) Soit n� 4 un entier. Le cardinal maximal d’un sous-groupe fini de Out.Wn/ est
2n�2.n� 1/!.

(2) Supposons n� 5. Soient G un sous-groupe de Out.Wn/, et X un point de l’épine de PO.Wn/ fixé
par G. On note X un représentant de X. Si X possède n feuilles , alors jGj< 2n�2.n� 1/!.

(3) Supposons n� 4. Soient G un sous-groupe de Out.Wn/ isomorphe à Fn�2 ÌSn�1 et X un point
de l’épine de PO.Wn/ fixé par G. On note X un représentant de X. Si le nombre de feuilles de X

est n� 1, alors X est une F–étoile.

Démonstration Si X est un élément de l’épine de PO.Wn/, nous noterons X un représentant de X. Nous
noterons également L l’ensemble des feuilles de X. Puisque X est un arbre, tout automorphisme de X

est entièrement déterminé par son action sur les feuilles. Donc le morphisme de restriction de Autgr.X /

dans Bij.L/ est injectif.
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Montrons l’assertion .1/. Puisque tout sous-groupe fini de Out.Wn/ fixe un point de l’épine de PO.Wn/ par
la proposition 2.3, il suffit de montrer que, pour X un point de l’épine de l’outre-espace, jStabOut.Wn/.X/j�

2n�2.n� 1/!. D’après la proposition 2.8, il existe un entier k tel que le noyau du morphisme naturel
StabOut.Wn/.X/! Autgr.X / soit isomorphe à Fk . De ce fait, jStabOut.Wn/.X/j � 2k jAutgr.X /j.

Nous distinguons deux cas, selon le cardinal de L.

� Supposons que jLj � n�1. Alors Autgr.X /, qui s’injecte dans Bij.L/, s’injecte dans Sn�1. Ainsi,

jStabOut.Wn/.X/j � 2k
jAutgr.X /j � 2k.n� 1/!� 2n�2.n� 1/!;

où la dernière inégalité découle du lemme 3.7.

� Supposons que jLj D n. Alors tous les sommets ayant des groupes associés non triviaux sont des
feuilles. Ainsi, k D 0 par la proposition 2.8. Puisque Bij.L/ est isomorphe à Sn, nous avons

jStabOut.Wn/.X/j � jAutgr.X /j � n!:

Or puisque n� 4, nous avons n� 2n�2, donc n!� 2n�2.n� 1/!, ce qui conclut.

Donc, pour tout sous-groupe fini G de Out.Wn/, l’ordre de G est au plus 2n�2.n� 1/!. Cette borne est
atteinte par le groupe UnDhŒ�1�; : : : ; Œ�n�2�; Œ�1;n�i, qui est isomorphe au produit semi-direct Fn�2ÌSn�1.

Soient n � 5 et G, X et X comme dans l’énoncé de l’assertion .2/. Par la proposition 2.8, il existe
un entier k tel que le noyau du morphisme naturel G ! Autgr.X / soit isomorphe à Fk \G. Puisque
X possède n feuilles, par la proposition 2.8, l’entier k est nul. De ce fait, le groupe G s’injecte dans
Autgr.X /, qui s’injecte dans Bij.L/. Donc jGj � n!. Or 2n�2.n� 1/! � n! implique que n � 4. D’où
jGj< 2n�2.n� 1/!.

Soient n � 4 et G, X et X comme dans l’énoncé de .3/. Comme G est de cardinal maximal parmi les
sous-groupes finis de Out.Wn/, nous avons G D StabOut.Wn/.X/. Donc, par la proposition 2.8, il existe
un entier k tel que le noyau du morphisme naturel G! Autgr.X / soit isomorphe à Fk . Ainsi, puisque
Autgr.X / s’injecte dans Bij.L/ et que ce dernier est isomorphe à Sn�1, on voit que jGj � 2k.n� 1/!.
Comme k � n� 2 par le lemme 3.7, et puisque jGj D 2n�2.n� 1/!, on a nécessairement k D n� 2. Le
lemme 3.7 donne alors que X possède exactement n sommets. De ce fait, X possède n� 1 feuilles et n

sommets. Par ailleurs, on voit également que Autgr.X / est isomorphe à Bij.L/. Ainsi, toutes les arêtes
de X ont la même longueur. Donc X est une F–étoile.

Démonstration de la proposition 3.6 Supposons que n� 5 et que G soit un sous-groupe de Out.Wn/

isomorphe à Fn�2 Ì Sn�1. Par la proposition 2.3, le groupe G fixe un point X de l’épine de l’outre-
espace. Comme G est de cardinal maximal parmi les sous-groupes finis de Out.Wn/, nous avons G D

StabOut.Wn/.X/. Donc, par la proposition 2.8, il existe un entier k tel que le noyau du morphisme naturel
G! Autgr.X / soit isomorphe à Fk .

Algebraic & Geometric Topology, Volume 24 (2024)



Automorphismes du groupe des automorphismes d’un groupe de Coxeter universel 265

Affirmation L’arbre X possède exactement n� 1 feuilles.

Démonstration L’assertion .2/ de la proposition 3.9 dit que X possède au plus n� 1 feuilles. Nous
avons

jGj D 2n�2.n� 1/!� 2k
jAutgr.X /j � 2n�2

jAutgr.X /j

où la dernière égalité provient du lemme 3.7. Donc jAutgr.X /j � .n� 1/!. Ainsi, puisque X possède
au plus n� 1 feuilles, le groupe Bij.L/ dans lequel s’injecte Autgr.X / est isomorphe à Sn�1. Donc le
cardinal de L est n� 1. G

De ce fait, X possède n� 1 feuilles. Par l’assertion .3/ de la proposition 3.9, X est une F–étoile dans
l’épine de PO.Wn/. Par le corollaire 2.6, l’ensemble des points fixes de G est connexe. Puisque l’ensemble
des F–étoiles est discret dans l’épine de PO.Wn/, on conclut que G fixe une unique F–étoile dans l’épine
de PO.Wn/.

Remarque 3.10 Dans le cas de Aut.Wn/, soient G un sous groupe fini de Aut.Wn/ et X un point de
l’épine de PA.Wn/ fixé par G. On note X un représentant de X.

.1/ Si n� 4, le cardinal de G est plus petit que 2n�1.n� 1/!.

La démonstration pour le cas où le nombre de feuilles de X est plus petit que n�1 est identique à celle de
la proposition 3.9(1) en utilisant cette fois la remarque 3.8. Dans le cas où le nombre de feuilles est égal
à n, le noyau du morphisme naturel G! Autgr.X / est de cardinal plus petit que 2 par la remarque 2.9,
donc jGj � 2n!� 2n�1.n� 1/! car n� 4.

.2/ Si n� 5 et si X possède n feuilles , alors jGj< 2n�1.n� 1/!.

En effet, par la remarque 2.9, le cardinal du noyau du morphisme G! Autgr.X / est plus petit que 2,
donc jGj � 2n!< 2n�1.n� 1/! car n� 5.

.3/ Si n� 4, si G est isomorphe à Fn�1 ÌSn�1 et si X possède au plus n� 1 feuilles , alors X est une
F–étoile.

En effet, une démonstration identique à celle de la proposition 3.9(3) montre que X possède n�1 feuilles
et n sommets. Montrons alors que le point base est le centre de X. Ceci découle du fait que le groupe des
automorphismes de X est isomorphe à Sn�1, car le noyau du morphisme G! Autgr.X / est isomorphe
à Fn�1 et que G est isomorphe à Fn�1 ÌSn�1.

.4/ Si n� 4 et si G est isomorphe à Fn�1 ÌSn�1, tout point de l’épine de PA.Wn/ fixé par G est une
F–étoile.

En effet, l’existence d’une F–étoile fixée par G lorsque n� 5 se déduit des faits précédents.

Dans le cas où nD 4, soit X un point de l’épine de l’outre-espace fixé par G, et soit X un représentant
de X. On note L l’ensemble des feuilles de X. Si X possède au plus n� 1 feuilles, alors, par le fait
précédent, X est une F–étoile. Supposons que X possède exactement n feuilles. Alors la remarque 2.9
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montre que le noyau du morphisme naturel G! Autgr.X / est de cardinal au plus 2. Il ne peut pas être
injectif, car le cardinal de G est égal à 48 alors que le groupe Autgr.X / s’injecte dans Bij.L/ de cardinal
égal à 24. Donc le noyau du morphisme G!Autgr.X / est de cardinal égal à 2. Ainsi, le point base de X

est une feuille. Or, puisque Autgr.X / s’injecte dans Bij.L/ et que l’image du morphisme G! Autgr.X /

est de cardinal égal à 24, on voit que Autgr.X / est isomorphe à Bij.L/. Ceci contredit le fait que le point
base de X est une feuille. En conclusion, X possède au plus n� 1 feuilles. Donc X est une F–étoile. La
démonstration de l’unicité de la F–étoile fixée par G est alors identique à celle de la démonstration de la
proposition 3.9(4).

Remarque 3.11 La proposition 3.6 reste vraie si l’on remplace F par un groupe cyclique fini.

3.3 Intersection des stabilisateurs d’une f0g–étoile et d’une F –étoile

Nous étudions dans cette section l’intersection d’un stabilisateur d’une f0g–étoile et d’un stabilisateur
d’une F–étoile. Le résultat central de cette section (proposition 3.13) montre que l’intersection des
stabilisateurs d’une f0g–étoile et d’une F–étoile fixe une unique classe d’équivalence de f0g–étoiles et
une unique classe d’équivalence de F–étoiles.

Lemme 3.12 Soit n un entier.

(1) Supposons que n� 5. Soit G un sous-groupe de Sn isomorphe à Sn�1. Il existe un automorphisme
de Sn envoyant G sur ff 2 Bij.f1; : : : ; ng/ W f .n/D ng.

(2) Si n� 4 et n¤ 6 et si G est un sous-groupe de Bij.f1; : : : ; ng/ isomorphe à Sn�1, alors il existe
un entier i 2 f1; : : : ; ng tel que G D ff 2 Bij.f1; : : : ; ng/ W f .i/D ig.

Démonstration (1) L’action de Sn sur Sn=G par multiplication à gauche est un morphisme de
groupes � WSn! Bij.Sn=G/. Le noyau de ce morphisme est un sous-groupe distingué de Sn inclus
dans G. Or, G est d’indice n. Donc, étant donné que n� 5, le noyau de ce morphisme est trivial. Donc,
puisque les groupes Sn et Bij.Sn=G/ ont même cardinal fini, le morphisme � est un isomorphisme.
Soit z WSn=G! f1; : : : ; ng une bijection envoyant fGg sur n, et  W Bij.Sn=G/!Sn l’isomorphisme
induit par z . Alors  ı� est un automorphisme de Sn envoyant G sur le sous-groupe de Sn fixant n.

(2) Nous commençons par traiter le cas où nD 4. Il découle d’une inspection des sous-groupes de S4

isomorphes à S3. En effet, S4 possède exactement quatre sous-groupes isomorphes à S3. Donc, il existe
un entier i 2 f1; 2; 3; 4g tel que G D ff 2 Bij.f1; : : : ; ng/ W f .i/D ig.

Supposons maintenant que n� 5 et que n¤ 6. Par le premier point du lemme, il existe un automorphisme
� de Sn envoyant G sur ff 2 Bij.f1; : : : ; ng/ W f .n/D ng. Or, si n¤ 6, tout automorphisme de Sn est
intérieur. Comme les automorphismes intérieurs préservent le fait d’être le stabilisateur d’un entier, il
existe un entier i 2 f1; : : : ; ng tel que G D ff 2 Bij.f1; : : : ; ng/ W f .i/D ig.

Algebraic & Geometric Topology, Volume 24 (2024)



Automorphismes du groupe des automorphismes d’un groupe de Coxeter universel 267

Étudions les points fixes du groupe Bn dans l’épine de l’outre-espace de Wn.

Proposition 3.13 Soient n� 4 et Bn D hŒ�1�; : : : ; Œ�n�2�i.

(1) Les seuls sommets fixés par Bn dans l’épine de l’outre-espace de Wn sont des f0g–étoiles et des
F–étoiles.

(2) Le groupe Bn fixe une unique F–étoile et une unique f0g–étoile.

Remarque La proposition 3.13 diffère des propositions 3.1 et 3.6 car elle porte uniquement sur un
sous-groupe particulier de Out.Wn/. Nous ne savons pas si le résultat reste vrai pour un sous-groupe
de Out.Wn/ isomorphe à Sn�1 quelconque.

Démonstration (1) Soient X un sommet de l’épine de PO.Wn/ fixé par Bn et X un représentant de X.
Soient L l’ensemble des feuilles de X et v1; : : : ; vn les sommets de X dont les groupes associés sont non
triviaux. Par la proposition 2.8, il existe un entier k tel que le noyau du morphisme naturel Bn!Autgr.X /

soit isomorphe à Fk \Bn. Or, ce noyau est un sous-groupe de Fk , et ce dernier est engendré par des
twists. Pour tout i 2 f1; : : : ; ng, soit yi l’antécédent par le marquage de X du générateur du groupe
associé à vi . Les compositions de twists contenues dans Fk \Bn préservent la classe de conjugaison
dans Wn de yi alors que les permutations du groupe engendré par fŒ�1�; : : : ; Œ�n�2�g ne préservent pas ces
dernières. De ce fait, nous avons Fk \Bn D f1g.

Le groupe Autgr.X / s’injecte dans Bij.L/. Par ailleurs, étant donné que le morphisme � WBn!Autgr.X /

est injectif, et que Bn est isomorphe à Sn�1, nous avons jLj � n� 1. De plus, chaque feuille ayant un
groupe associé non trivial, nous avons jLj � n. Donc jLj 2 fn� 1; ng. Examinons les deux cas possibles.

Si jLj D n� 1, alors Autgr.X / est isomorphe à Bij.L/. Montrons que X est une F–étoile. Soit v un
sommet qui n’est pas une feuille à distance maximale du centre de X. L’hypothèse de maximalité sur v
implique qu’il y a au plus un sommet adjacent à v qui n’est pas une feuille, car sinon nous pourrions
trouver un sommet w adjacent à v qui ne serait pas une feuille et qui serait à distance strictement plus
grande du centre que v. De ce fait, v est adjacent à au moins deg.v/� 1 feuilles.

Si le groupe associé à v est non trivial, alors v est fixé par Bn car c’est le seul sommet de X qui soit de
groupe associé non trivial et qui ne soit pas une feuille. Donc, puisque Bn est isomorphe à Autgr.X /,
le sommet v est fixé par Autgr.X /. Enfin, puisque tout élément de Bij.L/ est induit par un élément
de Autgr.X /, le sommet v est adjacent à toutes les feuilles et X est une F–étoile.

Si v est un sommet de groupe trivial, alors, par hypothèse, deg.v/ � 3. De ce fait, v est adjacent à au
moins deux feuilles, notées v1 et v2. Soit w une feuille de X distincte de v1 et v2. Puisqu’il existe un
automorphisme de X envoyant v1 sur w et fixant v2, alors w est nécessairement adjacent à v. Donc v est
adjacent à toutes les feuilles. Ceci n’est pas possible, car alors X contiendrait uniquement n� 1 sommets
de groupe associé non trivial. Donc v est nécessairement un sommet de groupe associé non trivial et X

est une F–étoile.
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Supposons que jLj D n. Montrons alors que X est une f0g–étoile. Le groupe Autgr.X / s’injecte dans
Bij.L/ qui est isomorphe à Sn. Par ailleurs, puisque Bn s’injecte dans Autgr.X /, l’image de Autgr.X /

dans Bij.L/ contient un sous-groupe de Bij.L/ isomorphe à Sn�1.

Soit H l’image de Bn dans Autgr.X /. Par le lemme 3.12(2), si n¤ 6, il existe une feuille v1 de X telle
que l’image de H dans Bij.L/ soit égale à StabBij.L/.v1/. Soit v le sommet adjacent à v1. Puisque v
n’est pas une feuille, deg.v/� 3. Ou bien v est adjacent à une autre feuille distincte de v1, ou bien v est
adjacent à une unique feuille.

Si v est adjacent à une unique feuille, il existe dans X des feuilles de L� fv1g à distance au moins 4.
Soient w1 et w2 deux telles feuilles distinctes de v1, telles que w1 soit à distance maximale du centre et
que w2 soit une feuille distincte de v1 à distance maximale de w1. Puisque la valence de tout sommet
de groupe associé trivial est au moins 3, il existe une feuille w3 à distance 2 de w2. Or l’image de H

dans Bij.L/ est égale à StabBij.L/.v1/. Il existe donc un automorphisme de X fixant w3 et envoyant w2

sur w1, ce qui n’est pas possible par hypothèse sur w1 et w2.

Donc v est adjacent à une feuille distincte de v1, que l’on note v2. Soit w une feuille de X distincte de
v1 et v2. Étant donne qu’il existe un automorphisme de X envoyant v2 sur w et fixant v1, le sommet w
est à distance 2 de v2. En particulier, X est une f0g–étoile.

Traitons maintenant le cas où nD 6. On numérote de 1 à 6 les feuilles. Une construction explicite d’un
représentant de l’unique automorphisme extérieur non trivial de S6 (voir par exemple [Miller 1958])
donne que l’unique (à conjugaison près) sous-groupe de Bij.L/ isomorphe à S5 et qui ne soit pas un
stabilisateur de feuille est le groupe

H D h.1 2/.3 4/.5 6/; .1 6/.2 4/.3 5/; .1 4/.2 3/.5 6/; .1 6/.2 5/.3 4/i:

Supposons alors que H soit inclus dans l’image de Autgr.X / dans Bij.L/. Le groupe H agit transitivement
sur les feuilles de X. De ce fait, tous les sommets reliés à des feuilles sont adjacents à un même nombre k

de feuilles. Les seules valeurs possibles pour k sont k 2 f1; 2; 3; 6g. Le cas où k D 1 n’est pas possible car
tout sommet qui n’est pas une feuille est de degré au moins 3 (tous les sommets dont les groupes associés
sont non triviaux sont des feuilles). De plus, k ¤ 3 car le groupe des automorphismes d’un tel graphe
ne pourrait contenir simultanément les permutations .1 2/.3 4/.5 6/, .1 6/.2 4/.3 5/ et .1 4/.2 3/.5 6/.
Enfin, k ¤ 2 car alors X posséderait trois sommets adjacents à deux feuilles. Cependant le groupe des
automorphismes d’un tel graphe ne pourrait contenir simultanément les permutations .1 2/.3 4/.5 6/,
.1 6/.2 4/.3 5/ et .1 6/.2 5/.3 4/. Donc k D 6 et X est une f0g–étoile.

Ainsi, Bn fixe uniquement des f0g–étoiles et des F–étoiles.

(2) Montrons maintenant que Bn fixe une unique F–étoile. Soit X le graphe de groupes marqué pour
lequel X possède n sommets, notés v1; : : : ; vn, dont les feuilles sont v1; : : : ; vn�1, et tel que pour tout
i 2 f1; : : : ; ng, l’image réciproque par le marquage du générateur du groupe associé à vi soit xi . Soit X la
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classe d’équivalence de X. Alors X est une F–étoile et le stabilisateur de X est Un. Puisque Bn � Un,
ceci montre l’existence.

Montrons maintenant l’unicité. Soit Y une autre F–étoile fixée par Bn. On note Y un représentant de Y.
Par le corollaire 2.6, il existe dans FixKn

.Bn/ un chemin continu de X vers Y. Puisque deux F–étoiles
distinctes ne sont pas reliées par une arête dans l’épine de PO.Wn/, et puisque tout sommet de FixKn

.Bn/

est une f0g–étoile ou une F–étoile, ce chemin passe par une f0g–étoile adjacente à X.

Affirmation Soient Z une f0g–étoile adjacente à X et Z un représentant de Z. On note v1; : : : ; vn les
sommets de Z dont les groupes associés sont non triviaux. Alors l’image réciproque par le marquage
de Z des générateurs des groupes associés aux sommets v1; : : : ; vn est , à conjugaison près ,

fx˛1
n x1x˛1

n ; : : : ;x˛n�1
n xn�1x˛n�1

n ;xng;

avec ˛i 2 f0; 1g pour tout i 2 f1; : : : ; n� 1g.

Démonstration Pour tout i 2 f1; : : : ; ng, soit yi le générateur du groupe associé à vi . Puisque Z est
adjacente à X, il existe une arête e de Z telle que le graphe de groupes marqué Z0 dont le graphe Z0 est
obtenu à partir de Z en contractant e soit dans la classe X. Quitte à renuméroter, on peut supposer que
l’un des sommets de e est vn. Soient TX et TZ 0 les arbres de Bass–Serre associés à X et Z0. Les graphes
de groupes X et Z0 étant équivalents, il existe un homéomorphisme Wn–équivariant f W TX ! TZ 0 . Soit
v le sommet de TX de stabilisateur hxni. Alors f .v/ a pour stabilisateur hxni. Par ailleurs, étant donné
que les sommets adjacents à v ont pour stabilisateurs hx1i; : : : ; hxn�1i; hxnx1xni; : : : ; hxnxn�1xni, les
sommets adjacents à f .v/ ont pour stabilisateurs hx1i; : : : ; hxn�1i; hxnx1xni; : : : ; hxnxn�1xni. Donc,
tout sous-graphe fini et connexe de TZ 0 ayant n sommets et n�1 feuilles et de centre f .v/ est tel que les
stabilisateurs des feuilles sont

hx˛1
n x1x˛1

n i; : : : ; hx
˛n�1
n xn�1x˛n�1

n i;

avec ˛i 2 f0; 1g pour tout i 2 f1; : : : ; n � 1g. Ainsi, l’image réciproque par le marquage de Z des
générateurs des groupes associés aux sommets v1; : : : ; vn est, à conjugaison près,

hx˛1
n x1x˛1

n i; : : : ; hx
˛n�1
n xn�1x˛n�1

n i;

avec ˛i 2 f0; 1g pour tout i 2 f1; : : : ; n� 1g. G

Ainsi, au vu de la description des f0g–étoiles adjacentes à X, le groupe Bn fixe une unique f0g–étoile
adjacente à X : la f0g–étoile Z telle que les antécédents par le marquage des générateurs des groupes de
sommets non triviaux soient, à conjugaison près, x1; : : : ;xn. On note Z la classe d’équivalence de Z.

Soit Y0 une F–étoile adjacente à Z. Notons Y 0 un représentant de Y0. Il existe une arête e de Z telle que
le graphe de groupes Z0 obtenu en contractant e soit dans Y0. Les antécédents par le marquage de Y 0 des
générateurs des groupes de sommets sont donc, à conjugaison près, x1; : : : ;xn.
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Ainsi, puisque Bn permute les sommets de tout point de l’épine de PO.Wn/ dont l’image réciproque par
le marquage des groupes associés sont hx1i; : : : ; hxn�1i, on voit que l’unique F–étoile adjacente à Z

fixée par Bn est X. Donc, Bn fixe une unique F–étoile dans l’épine de PO.Wn/.

Montrons enfin que Bn fixe une unique f0g–étoile. Soit Z le graphe de groupes marqué dont le graphe
sous-jacent possède nC 1 sommets, n feuilles, notées w1; : : : ; wn, et tel que pour tout i 2 f1; : : : ; ng,
l’image réciproque par le marquage du générateur du groupe associé à wi soit xi . Soit Z la classe
d’équivalence de Z. Alors Z est une f0g–étoile et le stabilisateur de Z est An. Puisque Bn � An, ceci
montre l’existence.

Montrons l’unicité. Soit Y une autre f0g–étoile fixée par Bn. Par le corollaire 2.6, il existe un chemin
continu dans FixKn

.Bn/ de Z vers Y. Au vu de l’assertion .1/ de la proposition, ce chemin passe
uniquement par des f0g–étoiles et des F–étoiles. Or, Bn fixe une unique F–étoile X, et par la dernière
affirmation, l’unique f0g–étoile adjacente à X et fixée par Bn est Z. Donc Bn fixe une unique f0g–étoile
dans l’épine de PO.Wn/.

Remarque 3.14 Soit n� 4. Dans le cas de Aut.Wn/, soit zBnDh�1; : : : ; �n�2i, qui est encore isomorphe
à Sn�1. Soit X un point de l’épine de PA.Wn/ fixé par zBn. On note X un représentant de X.

.1/ Soit X est une F–étoile , soit X possède n feuilles et nC 1 sommets.

En effet, une démonstration identique à celle de la proposition 3.13(1) montre que le morphisme zBn!

Autgr.X / est injectif, et que le nombre de feuilles de X est soit égal à n� 1, soit égal à n. S’il est égal
à n�1, une démonstration identique à celle de la proposition 3.13(1) montre que X possède n sommets et
n� 1 feuilles. Comme le groupe Autgr.X / contient un sous-groupe isomorphe à Sn�1 et que X possède
n� 1 feuilles, on voit que, nécessairement, le point base de X est son centre. Donc X est une F–étoile.
Si le nombre de feuilles de X est égal à n, une démonstration identique à celle de la proposition 3.13(1)
montre que X possède nC 1 sommets et n feuilles.

.2/ Le groupe zBn fixe une unique F–étoile.

En effet, il fixe une F–étoile car zBn est un sous-groupe de zUn D h�1; : : : ; �n�2; �1;ni et ce dernier est
isomorphe à Fn�1 Ì Sn�1. De ce fait, la remarque 3.10(4) permet de conclure. Nous appellerons X

l’unique F–étoile fixée par zUn.

Pour l’unicité, soit Y une autre F–étoile fixée par zBn. Puisque l’ensemble des F–étoiles dans l’épine de
PA.Wn/ n’est pas connexe, tout chemin continu entre X et Y et contenu dans l’ensemble des points fixes
de zBn pour l’action de Aut.Wn/ sur l’épine de PA.Wn/ passe par un point Z ayant un représentant Z

de graphe sous-jacent possédant n feuilles et nC 1 sommets. Soient v1; : : : ; vn les feuilles de Z. Une
démonstration identique à celle de la première affirmation de la démonstration de la proposition 3.13(2)
montre que l’image réciproque par le marquage de Z des générateurs des groupes associés aux sommets
v1; : : : ; vn est respectivement ou bien x1; : : : ;xn�1;xn ou bien xnx1xn; : : : ;xnxn�1xn;xn. De plus, la
description de zBn montre que le point base de Z est contenu dans l’arête reliant le centre de Z et vn.
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Soit maintenant Z0 un sommet de l’épine de PA.Wn/ fixé par zBn, adjacent à Z et qui n’est pas une
F–étoile. Puisque Z0 possède n feuilles et nC 1 sommets par le premier point de la remarque, un
représentant Z0 de Z0 est obtenu à partir de Z en déplaçant le point base dans l’arête reliant le centre
de Z et vn. De ce fait, les images réciproques par le marquage des générateurs des groupes associés aux
feuilles de Z0 sont les mêmes que pour Z.

Donc, pour conclure sur l’unicité de la F–étoile fixée par zBn, il suffit d’étudier les F–étoiles fixées
par zBn qui sont adjacentes à Z. Soit Y0 une F–étoile adjacente à Z. Notons Y 0 un représentant de Y0.
Il existe une arête e de Z telle que le graphe de groupes Z0 obtenu en contractant e soit dans Y0. Les
antécédents par le marquage de Y 0 des générateurs des groupes de sommets sont donc, à conjugaison près,
x1; : : : ;xn. Ainsi, puisque zBn permute transitivement les sommets de tout point de l’épine de PA.Wn/

dont les images réciproques par le marquage des groupes associés sont hx1i; : : : ; hxn�1i, on voit que
l’unique F–étoile adjacente à Z fixée par zBn est X. Donc, zBn fixe une unique F–étoile dans l’épine
de PA.Wn/.

Remarque 3.15 La proposition 3.13 reste vraie lorsqu’on remplace F par un groupe cyclique fini.

4 Rigidité des automorphismes extérieurs d’un groupe de Coxeter universel

Le but de cette section est de démontrer le théorème 1.1. Nous distinguons différents cas, selon la valeur
de n. Soit ˛ 2 Aut.Out.Wn//.

4.1 Démonstration dans le cas n� 5 et n¤ 6

Soit X1 la f0g–étoile fixée par le sous-groupe fini An de Out.Wn/ (l’unicité provient de la proposition 3.1).
Alors, d’après la proposition 3.1, ˛.An/ est le stabilisateur d’une unique f0g–étoile X2. Or Out.Wn/ agit
transitivement sur l’ensemble des f0g–étoiles, donc il existe  2 Out.Wn/ tel que  .X1/D X2. Posons
˛0 D ad. / ı˛, alors ˛0.An/D ad. / ı˛.An/DAn.

Puisque ˛0jAn
est un automorphisme de An, que An est isomorphe à Sn et que, pour n¤ 6, le groupe

Out.Sn/ est trivial, quitte à changer ˛0 dans sa classe d’automorphismes extérieurs, on peut supposer
que ˛0jAn

D idAn
.

Maintenant, étant donné que Bn�Un, nous avons ˛0.Bn/DBn� ˛0.Un/. Or, par la proposition 3.13(2),
Bn fixe une unique F–étoile. Par ailleurs, le stabilisateur de cette F–étoile est Un. Donc, puisque ˛0.Un/

est également le stabilisateur d’une unique F–étoile par la proposition 3.6, on obtient que ˛0.Un/D Un.

Or, Un est isomorphe au produit semi-direct Fn�2 Ì Bn, et Bn agit sur Fn�2 (vu comme le quotient
de Fn�1 par son sous-groupe diagonal F ) par permutation des facteurs. Soit � 2 Bn. On note fix.�/
l’ensemble des points fixes de � agissant par conjugaison dans Fn�2. Puisque ˛0.�/D� pour tout � 2Bn,
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on voit que ˛0.�g��1/D �˛0.g/�
�1 pour tout � 2 f0gÌBn et pour tout g 2Fn�2 Ìf1g ; en particulier,

si g 2 fix.�/, alors ˛0.g/ 2 fix.�/.

Soit maintenant � D .2 : : : n� 1/ 2 Bn. Alors fix.�/D f0; Œ�1;n�g. Donc, puisque ˛0.Œ�1;n�/ 2 fix.�/, on
a ˛0.Œ�1;n�/D Œ�1;n�. De même, pour tout i 2 f1; : : : ; n�1g, ˛0.Œ�i;n�/D Œ�i;n�. Ainsi, ˛0jF n�2 D idF n�2 .
Puisque, par ailleurs, ˛0 est l’identité sur Bn, on voit que ˛0jUn

D idUn
. De ce fait, étant donné que

˛0jAn
D idAn

et que An et Un engendrent Out.Wn/ par la proposition 2.1, on voit que ˛0 D id et le
résultat s’en déduit.

4.2 Démonstration dans le cas nD 6

Dans le cas où n D 6, la proposition 3.1 s’appliquant encore, soit ˛0 un représentant de la classe
d’automorphismes extérieurs de ˛ tel que ˛0.An/ D An. Supposons que la classe d’automorphismes
extérieurs de ˛0jAn

soit non triviale. Alors une description explicite d’un automorphisme engendrant
l’unique classe d’automorphismes extérieurs de S6 (cf [Miller 1958]) donne, en identifiant An et S6 par
l’unique isomorphisme envoyant �i sur la permutation .i iC1/ pour 1� i � 5, que

˛0.Bn/D hŒ.1 2/.3 4/.5 6/�; Œ.1 6/.2 4/.3 5/�; Œ.1 4/.2 3/.5 6/�; Œ.1 6/.2 5/.3 4/�i:

Ainsi, ˛0.Bn/ agit transitivement sur les classes de conjugaison de fx1; : : : ;xng. Alors, puisque ˛0.Bn/�

˛0.Un/, par la proposition 3.6, ˛0.Bn/ fixe une F–étoile X. Soit X un représentant de X. Par la
proposition 2.8, le noyau du morphisme ˛0.Bn/! Autgr.X / est isomorphe à Fn�2\˛0.Bn/.

Or Fn�2\ ˛0.Bn/ est un 2–sous-groupe distingué de ˛0.Bn/. Comme ˛0.Bn/ est isomorphe à Sn�1

et que nD 6, nous avons Fn�2\˛0.Bn/D f1g. Donc ˛0.Bn/ est isomorphe à Autgr.X / car Autgr.X /

est isomorphe à Sn�1. Soient maintenant v1; : : : ; vn�1 les feuilles de X et vn le centre de X. Pour
j 2 f1; : : : ; ng, soit hyj i l’image réciproque par le marquage du groupe associé à vj . Le groupe Autgr.X /,
et donc ˛0.Bn/, s’identifie à l’ensemble des bijections de fv1; : : : ; vng fixant vn. Or, par la proposition 2.1,
il existe � 2 Bij.fx1; : : : ;xng/ telle que pour tout i 2 f1; : : : ; ng, il existe zi 2Wn vérifiant

yi D zix�.i/z
�1
i :

Ceci contredit le fait que ˛0.Bn/ s’identifie à l’ensemble des bijections de fv1; : : : ; vng fixant vn, car le
groupe ˛0.Bn/ agit transitivement sur l’ensemble des classes de conjugaison de fx1; : : : ;xng. Donc la
classe d’automorphismes extérieurs de ˛0jAn

est triviale et on conclut comme dans la section 4.1.

4.3 Démonstration dans le cas nD 4

Dans le cas où n D 4, les propositions 3.1 et 3.6 ne sont plus valables, car alors tout sous-groupe
de Out.Wn/ isomorphe à S4 est isomorphe au produit semi-direct V ÌS3, où V est le groupe de Klein.
Nous avons cependant la proposition suivante.
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Proposition 4.1 Soient n D 4 et G un sous-groupe de Out.Wn/ isomorphe au produit semi-direct
Fn�2 ÌSn�1. Alors G est soit le stabilisateur d’une unique F–étoile , soit le stabilisateur d’une unique
f0g–étoile. Les deux cas sont mutuellement exclusifs.

Démonstration Soient X un point de l’épine de PO.Wn/ fixé par G (qui existe par la proposition 2.3), et
X un représentant de X. Soit L l’ensemble des feuilles de X. La proposition 4.1 se démontre de manière
identique à la proposition 3.9(3), à ceci près que l’on ne peut pas exclure le cas où X possède n feuilles. Il
faut alors distinguer le cas où jLj D n� 1 et jLj D n. Si X possède n feuilles, le lemme 3.2 donne que X

est une f0g–étoile. Si X possède n� 1 feuilles, alors la proposition 3.9(3) donne que X est une F–étoile.

Montrons maintenant que G ne peut fixer à la fois une f0g–étoile et une F–étoile. Par la proposition 3.9(1),
G est le stabilisateur de tout point fixé par G.

Supposons que G soit le stabilisateur d’une f0g–étoile X. Soit X un représentant de X. Soient v1; : : : ; vn

les sommets de X dont les groupes associés sont non triviaux et, pour tout i 2 f1; : : : ; ng, soit yi l’image
réciproque par le marquage du générateur du groupe associé à vi . Alors le groupe G est le groupe engendré
par les permutations de fy1; : : : ;yng.

Soit Y une F–étoile dans l’épine de PO.Wn/ fixée par G. Par le corollaire 2.6, FixKn
.G/ est connexe. Il

existe donc un chemin continu dans FixKn
.G/ de X vers Y. Les sommets par lesquels passe ce chemin sont

uniquement des f0g–étoiles et des F–étoiles au vu des points stabilisés par G. Or, le groupe engendré par
les permutations de fy1; : : : ;yng ne fixe aucune F–étoile adjacente à X. En effet, le groupe G contiendrait
un élément permutant le centre de la F–étoile avec une feuille, ce qui n’est pas possible. Donc G ne fixe
aucune F–étoile.

Enfin, l’unicité du point fixe provient du fait que l’ensemble des f0g–étoiles et l’ensemble des F–étoiles
sont discrets dans l’épine de PO.Wn/ alors que l’ensemble des points fixes de G est connexe par le
corollaire 2.6.

Nous pouvons maintenant montrer le théorème 1.1 dans le cas nD 4.

Soit ˛ 2 Aut.Out.Wn//. Soit X1 la f0g–étoile fixée par le sous-groupe fini An 'S4 de Out.Wn/. Par la
proposition 4.1, ˛.An/ fixe soit une f0g–étoile, soit une F–étoile.

Si ˛.An/ fixe une f0g–étoile, alors la même démonstration que pour le cas où n¤ 6 dans la section 4.1
montre que quitte à changer ˛ dans sa classe d’automorphismes extérieurs, nous avons ˛jAn

D idAn
.

Par la proposition 4.1, le groupe Un ' F2 ÌS3 fixe soit une f0g–étoile, soit une F–étoile. Étant donné
que Bn � Un fixe une unique f0g–étoile � et une unique F–étoile �0 et que ˛jBn

D idBn
, on voit que

˛.Un/ est soit le stabilisateur de �, soit le stabilisateur de �0. Cependant, puisque le stabilisateur de �
est An et que ˛jAn

D idAn
, on voit que ˛.Un/ est le stabilisateur de �0. Donc ˛.Un/D Un. Le reste de la

démonstration est alors identique à celle du cas où n¤ 6 dans la section 4.1.
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Supposons que ˛.An/ fixe une unique F–étoile. Construisons à présent un représentant de la classe
d’automorphismes extérieurs de ˛. Puisque Out.Wn/ agit transitivement sur les F–étoiles, quitte à changer
˛ dans sa classe d’automorphismes extérieurs, on peut supposer que ˛.An/D Un. Soit V le groupe de
Klein contenu dans An. Alors ˛.V / est l’unique 2–sous-groupe distingué non trivial de Un. Donc

˛.V /D hŒ�1;4�; Œ�2;4�; Œ�3;4�i:

Ainsi, puisque Bn \V D fidg, on voit que ˛.Bn/\ ˛.V /D fidg. Par ailleurs, An D BnV, donc Un D

˛.Bn/˛.V /. De ce fait, ˛.Bn/ est un sous-groupe de Un d’ordre 6. Or, il existe une unique classe de
conjugaison de sous-groupes d’ordre 6 dans Un. Donc, quitte à changer ˛ dans sa classe d’automorphismes
extérieurs, on peut supposer que ˛.Bn/DBn. De même, puisque Bn est isomorphe à S3, quitte à changer
˛ dans sa classe d’automorphismes extérieurs, on peut supposer que ˛jBn

D idBn
.

Déterminons à présent l’image de Œ�3� et Œ�3;4� par ˛. Puisque Œ�1�Œ�3� 2 V, on voit que ˛.Œ�1�Œ�3�/ 2

fŒ�1;4�; Œ�2;4�; Œ�3;4�g. Or, Œ�1� commute avec Œ�1�Œ�3�, donc ˛.Œ�1�Œ�3�/ doit également commuter avec Œ�1�.
De ce fait, ˛.Œ�1�Œ�3�/D Œ�3;4� et ˛.Œ�3�/D Œ�1�Œ�3;4�.

Déterminons l’image de Œ�3;4� par ˛. Puisque ˛.Bn/ D Bn, le groupe ˛.Un/ est le stabilisateur d’un
point fixe de Bn. Par la proposition 3.13, Bn fixe uniquement deux sommets de l’épine de PO.Wn/ : la
f0g–étoile stabilisée par An et la F–étoile stabilisée par Un. Comme ˛.An/D Un, on a nécessairement
˛.Un/DAn. Donc ˛.Œ�3;4�/ 2 V. Puisque Œ�3;4� commute avec Œ�1�, on obtient que ˛.Œ�3;4�/D Œ�1�Œ�3�.

Donc ˛ se restreint en l’identité sur Bn, envoie Œ�3� sur Œ�1�Œ�3;4� et Œ�3;4� sur Œ�1�Œ�3�. Comme Bn, Œ�3�

et Œ�3;4� engendrent Out.W4/, ceci montre qu’un tel automorphisme ˛, s’il existe, est unique modulo
automorphisme intérieur.

Réciproquement, montrons que l’application ˛ de Bn[fŒ�3�; Œ�3;4�g dans Out.W4/ définie par ˛jBn
D idBn

,
˛.Œ�3�/ D Œ�1�Œ�3;4� et ˛.Œ�3;4�/ D Œ�1�Œ�3� s’étend de manière unique en un morphisme de groupes de
Out.W4/. Comme Œ�1� commute avec Œ�3� et Œ�3;4�, ceci montre que ˛ est involutif, donc un automorphisme
de Out.W4/. Sa classe dans Out.Out.W4// est non triviale (car son action sur l’épine de PO.W4/ est non
triviale), ce qui montre le théorème 1.1 lorsque nD 4.

Pour simplifier les notations, nous notons Œi j � la classe d’automorphismes extérieurs de la transposition
permutant xi et xj . Notons

S D fŒi j � W 1� i; j � 4g[ fŒ�i;j � W 1� i ¤ j � 4g;

qui est une partie génératrice de Out.W4/ par la proposition 2.1. Un petit calcul élémentaire montre que,
si i D 1; 2, alors

Œi 4�D Œi 3�Œ3 4�Œi 3�; ˛.Œi 3�/˛.Œ3 4�/˛.Œi 3�/D Œj k�Œ�i;4�;

Œ�i;4�D Œi 3�Œ�3;4�Œi 3�; ˛.Œi 3�/˛.Œ�3;4�/˛.Œi 3�/D Œj k�Œi 4�;

où fj ; kg D f1; 2; 3g � fig. Considérons l’application z̨ de S dans Out.W4/ étendant ˛ sur S \ .Bn [

fŒ3 4�; Œ�3;4�g/ et telle que, si i D 1; 2,

z̨.Œi 4�/D Œj k�Œ�i;4� et z̨.Œ�i;4�/D Œj k�Œi 4�;
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où fj ; kg D f1; 2; 3g � fig. Des calculs élémentaires pour lesquels nous renvoyons à [Guerch 2022]
montrent que cette application préserve, quand nD 4, la présentation de Out.Wn/ donnée par Gilbert
[1987, Theorem 2.20], ce qui conclut.

4.4 Démonstration de la rigidité de Aut.Wn/

Nous démontrons à présent le théorème 1.2. Soient n�4 et ˛2Aut.Aut.Wn//. Soient zAnDh�1; : : : ; �n�1i,
zBn D h�1; : : : ; �n�2i et zUn D h�1; : : : ; �n�2; �1;ni. En utilisant les remarques 3.4, 3.10(4) et 3.14(2), et
en effectuant une démonstration identique à celle du théorème 1.1 dans les cas où n � 5, on voit que,
quitte à changer ˛ dans sa classe d’automorphismes extérieurs, ˛j zAn

D id zAn
et ˛. zUn/D zUn.

Or zUn est isomorphe à Fn�1 Ì zBn. Soit � 2 zBn. On note fix.�/ l’ensemble des points fixes de � agissant
par conjugaison dans Fn�1. On voit que ˛.�g��1/D �˛.g/��1 pour tout � 2 f0gÌ zBn et pour tout
g 2 Fn�1 Ì f1g ; en particulier, si g 2 fix.�/, alors ˛.g/ 2 fix.�/.

Soit maintenant � D .2 : : : n�1/2Bn. Alors fix.�/D
˚
0; �1;n;

Q
i¤1;n �i;n;

Qn�1
iD1 �i;n

	
. Donc ˛.�1;n/2˚

�1;n;
Q

i¤1;n �i;n;
Qn�1

iD1 �i;n

	
. Comme

Qn�1
iD1 �i;n est l’unique élément non trivial dans le centre de zUn,

on voit que ˛.�1;n/¤
Qn�1

iD1 �i;n.

Supposons par l’absurde que ˛.�1;n/D
Q

i¤1;n �i;n. Pour j 2 f1; : : : ; n�1g, notons .1 j / la transposition
de zBn permutant x1 et xj . Alors, on voit que ˛.�j ;n/ D ˛..1 j /�1;n.1 j // D

Q
i¤j ;n �i;n pour tout

j 2 f1; : : : ; n� 1g.

Un calcul immédiat montre alors que, pour tout j ¤ k; n, et k < n,

˛.�k;j /D ˛..j n/�k;n.j n//D
Y

i¤j ;k

�i;j :

Or �1;2�3;4 D �3;4�1;2, alors que

˛.�1;2/˛.�3;4/.x1/D
Y

i¤1;2

�i;2

Y
i¤3;4

�i;4.x1/D x2x4x2x1x2x4x2;

˛.�3;4/˛.�1;2/.x1/D
Y

i¤3;4

�i;4

Y
i¤1;2

�i;2.x1/D x4x1x4:

Donc ˛.�1;2/˛.�3;4/¤ ˛.�3;4/˛.�1;2/. Ceci contredit le fait que ˛ est un morphisme de groupes. Ainsi,
˛.�1;n/D �1;n. Par la proposition 2.1, nous avons ˛D id. Ceci conclut la démonstration du théorème 1.2.
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