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Dans cet article, ou le corps de base est un corps de caractéristique zéro quel-
conque, pour X une variété géométriquement cellulaire, on étudie le quotient
du troisieme groupe de cohomologie non ramifiée H>.(X, Q/Z(2)) par sa par-
tie constante. Pour X une compactification lisse d’un torseur universel sur une
surface géométriquement rationnelle, on montre que ce quotient est fini. Pour X
une surface de del Pezzo de degré > 5, on montre que ce quotient est trivial, sauf
si X est une surface de del Pezzo de degré 8 d’un type particulier.

We consider geometrically cellular varieties X over an arbitrary field of charac-
teristic zero. We study the quotient of the third unramified cohomology group
H>.(X,Q/Z(2)) by its constant part. For X a smooth compactification of a uni-
versal torsor over a geometrically rational surface, we show that this quotient is
finite. For X a del Pezzo surface of degree > 5, we show that this quotient is
zero, unless X is a del Pezzo surface of degree 8 of a special type.
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1. Introduction

Soient k un corps de caractéristique 0, k une cldture algébrique et I'y le groupe
de Galois de k sur k. Pour une variété lisse X sur k et un faisceau €tale F sur X,
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on rappelle que la cohomologie non ramifiée de X de degré n est le groupe
Hy (X, F) 1= Hpyigi(X. 1" (X, F)),

ou H"(X, F) est le faisceau Zariski associ€ au préfaisceau {U C X} —> Hy (U, F).
Soit F = Q/Z(j) le faisceau des racines de I'unité tordu j fois. Les groupes
H"(X,Q/Z(j)) sont des invariants k-birationnels des k-variétés projectives lisses
géométriquement connexes, réduits a H" (k, Q/Z(j)) pour X k-rationnelle, c’est-a-
dire k-birationnelle a un espace projectif. (cf. [Colliot-Thélene 1995, théoréme 4.1.1
et proposition 4.1.4]). Le groupe HZ2(X, @/Z(1)) n’est autre que le groupe de
Brauer de X, il a été fort étudié. On s’est intéressé plus récemment au groupe
H2(X,Q/Z(2)). Le cas des coniques fut traité par Suslin. En dimension quel-
conque, le quotient Hlfr(X ,Q/7(2))/H?(k, Q/Z(2)) est trivial pour toute qua-
drique lisse qui n’est pas une quadrique d’Albert (Kahn, Rost, Sujatha, voir [Kahn
2008, théoreme 10.2.4(b)]).
Notons

H} (X, Q/Z(}))) := coker(H" (k, Q/Z(j)) = Hp(X, Q/Z()))).

Dans cet article, nous nous intéressons aux surfaces géométriquement ration-
nelles les plus simples, les surfaces de del Pezzo de degré au moins 5. Rappelons
que I’indice I(X) d’une k-variété X est le pged des degrés sur k des points fer-
més. Si une surface de del Pezzo X de degré au moins 5 a un indice I(X) =1,
alors elle a un k-point et elle est k-rationnelle (cf. théoréme 3.1). On a donc alors
H3(X,Q/7(2)) =0.

Nous nous intéressons ici au cas ou X(k) est éventuellement vide. Nous mon-
trons :

Théoreme 1.1 (théoreme 5.2). Soit X une k-surface de del Pezzo de degré > 5.
Alors HS (X, Q/Z(2)) =0, sauf peut-étre si deg(X) =8, I(X) =4 et il existe des

T
coniques lisses Cy, Cy sur k telles que X = C| x C».

On construit une surface de del Pezzo X de degré 8 sur le corps k = C(x, y, z)
pour laquelle H>.(X, @/Z(2)) # 0 (exemple 5.4).
Pour les surfaces géométriquement rationnelles générales, nous montrons :

Théoreme 1.2 (théoreme 2.11). Soit X une k-surface projective, lisse, géométri-
quement rationnelle. Soit T — X un torseur universel sur X et soit T¢ une k-
compactification lisse de T. Alors le groupe I-_Ir?r(Tc, Q/Z(2)) est fini.

Pour le faisceau Z/n(i) = uf}’i ou pour le complexe de faisceau Z(i) dont la
définition est rappelée plus bas, on note H/(—, —) la cohomologie étale. Pour une
courbe conique lisse C sur k, on note [C] € Br(k) sa classe dans le groupe de
Brauer de k.
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2. Sur les variétés cellulaires et leur cohomologie non ramifiée

On rappelle la définition d’une variété cellulaire [Kahn 1999, Definition 3.2].

Définition 2.1. Un k-schéma de type fini X a une décomposition cellulaire (brie-
vement : est cellulaire) s’il existe un sous-ensemble fermé propre Z C X tel que
X \ Z est isomorphe a un espace affine et Z a une décomposition cellulaire.

Un k-schéma de type fini X est dit géométriquement cellulaire si Xj a une
décomposition cellulaire.

Proposition 2.1. Soit k un corps algébriqguement clos.
(1) Une surface projective, lisse, k-rationnelle est cellulaire.
(2) Une variété torique, lisse, projective sur k est cellulaire.

(3) Soient T un tore sur k et TC une T -variété torique, lisse, projective. Soient
X une variété cellulaire surk et Y — X un T-torseur. Alors Y¢ :=Y xT T¢
est cellulaire.

Démonstration. Par [Fulton 1993, Lemma, p. 103], on a I’énoncé (2).

Pour (3), par récurrence noethérienne, il suffit de montrer que si X = A" avec
n € Zsp, alors Y€ est cellulaire. Dans ce cas, on sait que I’on a H! A", T) =0,
Y = A" x T et donc Y¢ = A" x T¢. Le résultat découle de I’énoncé (2).

Pour (1), on sait (cf. [Kollar 1996, Theorem II1.2.3]) que si la surface X est
minimale, alors soit X est isomorphe a P2 soit X est fibrée en P! au-dessus de P!.
De telles surfaces sont cellulaires. Il suffit donc de montrer que si une surface lisse
X est cellulaire, pour tout x € X(k), la surface éclatée Y := Bl X est cellulaire.

Supposons que X = A2 U Z est une décomposition cellulaire de X. Si x € A2, il
suffit donc de montrer que ¥ := Bl o) A? est cellulaire. La variété ¥ C A% x P! est
définie par 1’équation xu = yv, ott A% = Spec k[x, y] et P! = Proj k[u, v]. Alors
Z(w=0) = Al et D(v #0) = Speck[x, y, u/v]/((u/v) - x = y) = A2

Six € Z, il existe un ouvert U C X et un fermé V C X tels que U, V soient
cellulaires, UNV =@, x ¢ UUV et X ait une décomposition cellulaire X =
UUA'UV ou X =UUAYUV. Ainsi Y xx U et Y xx V sont cellulaires. Dans
le premier cas, ¥ xx Al = P UA! avec P' N A! = {x}, ou P! est le diviseur
exceptionnel. On a donc P!\ {x'} = Al et (¥ xx A\ (P'\ {x’}) = A!. Dans le
deuxiéme cas, ona ¥ xx AY = P! = Al UAOL. Le résultat en découle. O

Soit de nouveau k un corps de caractéristique zéro quelconque. On utilise dans
cet article le complexe motivique Z(n) de faisceaux sur les variétés lisses sur k
(Voevodsky), sous la forme donnée par Bruno Kahn [2012, §2]). Pour toute k-
variété lisse X, dans la catégorie dérivée, on a Z(n) = 0 pour n < 0, Z(0) = Z,
Z(1) = G,,[—1] et une suite exacte ([Kahn 2012, proposition 2.9])

0 —— CH*(X) —— H*(X,Z(2)) — H2(X,Q/Z(2)) —— 0. (2.2)
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Théoreme 2.3 [Kahn 2010, Theorem 2.5]. Soit X une k-variété lisse, integre,
géométriquement cellulaire. Pour tout entier n > 0, on a une suite spectrale fonc-
torielle :

EYY(X,n)=HP™(k, CH!(Xp) ® Z(n — q)) = H'*(X, Z(n)) (2.4)
et on a un accouplement de suites spectrales :
EP9(m) x EP9 (n) — EPYP949 (m 4 n), (2.5)
tel que, pour r = 2, ’accouplement est le cup-produit.

On trouvera dans 1’appendice des rappels sur 1’accouplement de suites spec-
trales.
La différentielle EZI’I(X , 1) — E;’O(X , 1) définit un homomorphisme :

d(1) : Pic(Xp)"™ — Br(k).
La différentielle E%’Z(X ,2) —> E;"I(X , 2) définit un homomorphisme :
d(2) : CH*(Xp)™ — H*(k, Pic(X;) @ k).

Lemme 2.6. Soit X une k-variété lisse, géométriquement inteégre, géométrique-
ment cellulaire. Alors on a In(CH?(X) — CH?(X)™*) C Ker(d(2)).

Démonstration. Puisque Z(n) = 0 pour n < 0, dans la suite spectrale (2.4), on a
Ezp’q(X, 2) =0 pour ¢ > 2. Donc on a un morphisme canonique : H*(X, Z(2)) dx,
Egéz(X, 2) et une inclusion Egéz(X, 2) C E§’2(X, 2). Alors on a un diagramme
commutatif :

CH2(X) —*— H4(X, Z(2)) —2— E22(X,2) —— EX*(X,2) = CHA(Xp)™

R l

CH2(X;) —— H*(X;, Z(2)) —— EX2(X},2) — E>2(X;,2) = CH2(X))

ou CHQ(X) —Lxy H*(X,Z(2)) désigne le morphisme dans la suite exacte (2.2).
Puisque la suite spectrale (2.4) dégénére canoniquement lorsque k = k, la composi-
tion dans la deuxieme ligne est I’identité id : CHZ(X D= CH? (X7)- Donc la com-
position dans la premiére ligne est le morphisme naturel CH*(X) — CH?(X PR
etona

Im(CH?*(X) — CH*(Xp)"™*) C EZ*(X, 2) C Ker(d(2)). a

Notons désormais M (X) I’homologie du complexe

CHA(X) — CHA(Xp)™ L2 H2(k, Pic(Xp) @ k). 2.7)
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On note
d'(2) : CH*(Xp)™ / Im CH?(X) 1O B2k, Pic(X;) ® k)
I’application induite par d(2). On a M(X) =kerd'(2).
Le théoreme suivant généralise les corollaires 7.1 et 7.2 de [Kahn 1996] :

Théoreme 2.8. Soit X une k-variété lisse, géométriquement integre, géométrique-
ment cellulaire. Si H' (k, Pic(X;) ® k™) =0, alors les groupes Hr?r(X, Q/Z(2)) et
M(X) sont finis et on a une suite exacte :

0 —— HX(X,Q/Z(2)) — M(X) — H*(k, Q/Z(2)). 2.9)

r

Démonstration. Par la suite exacte (2.2), on a une suite exacte :

H*(X,Z(2))

2
CH(X) Im H*(k, Z(2))

H>(X,Q/Z(2)) — 0.

Dans la suite spectrale (2.4), on a Ef’q(X, 2) =0 pour g > 2 ou g < 0 et donc une
suite exacte :

HY(X,Z(2)
Im H(k, Z(2))

E2N(X,2) Ker(d(2)) — E;°(X, 2).

D’apres le lemme 2.6, on a une suite exacte :
EXN(X,2) — H3(X, Q/Z(2)) —— M(X) —— H*(k, Q/Z(2)).

Si E3'(X,2) = H'(k, Pic(Xp) ® k) =0, on a E3'(X, 2) = 0 et donc la suite
exacte (2.9).

Par [Kahn 1999, Lemma 3.3], Pic(X}) et CHZ(X ) sont des Z-modules libres
de type fini. Puisque CH?(X D /Im CH?(X) est un groupe de torsion, le groupe
CH?(Xp)"* /Tm CH?(X) est fini et donc M (X) est fini. O

Remarque 2.10. Pour une k-variété lisse géométriquement connexe géométrique-
ment cellulaire, le groupe H 0(x ©» KC2) est uniquement divisible. Pour des géné-
ralisations du théoréme 2.8 sous cette simple hypothese, on consultera [Colliot-
Thélene 2015, propositions 1.3 et 2.2].

Théoreme 2.11. Soit X une k-variété projective, lisse, géométriquement integre et
géométriquement cellulaire. Soit T — X un torseur universel sur X et soit T° une
k-compactification lisse de T. Alors le groupe H2.(T*, Q/Z(2)) est fini.

Démonstration. Soit S le k-tore de groupe des caracteres du réseau Pic(X). D apres
[Colliot-Thélene et al. 2005, corollaire 1], il existe une k-compactification torique
lisse S¢ de S. Comme le groupe Hrfr(T”, Q/Z(2)) est un invariant k-birationnel, il
suffit d’établir le résultat pour 7¢ =T x5 S¢. D’apres la proposition 2.1, 7€ est alors
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une variété géométriquement cellulaire. Par ailleurs, le module galoisien Pic(7;gc)
est un module de permutation [Colliot-Thélene et Sansuc 1987, théoreme 2.1.2].
On a donc H'(k, Pic (TE"’) ®k*)=0. Une application du théoréeme 2.8 donne alors
le résultat. O

D’apres la proposition 2.1, le théoréme 1.2 est un cas spécial du théoréme 2.11.

Pour appliquer le théoreme 2.8 au calcul du groupe [-_Ir?r(X ,Q/Z(2)), on a besoin
de contrdler 1’application CHZ(X,;)rk 4@ H?(k, Pic(Xp) ® k).

Soit X une k-variété lisse, integre, géométriquement cellulaire. L’ accouplement
(2.5) pour n = m =1 donne un diagramme commutatif (cf. I’appendice) :

1,1 1,1 de 3,0 1,1 1,1 3,0
Ey X, D®E, (X,1) — (B (X, D®E, (X, 1)®(E, (X, )QEy (X, 1))

dQ2
E3*(X.2) @ EX(X.2)

ol dg =d(1)®id+id ®d(1). C’est-a-dire que ’on a un diagramme commutatif :

Pic(Xp)'* ® Pic(Xp)'* L B ® Pic(Xp)'™) @ (Pic(Xp)™* ® Br(k))

lu] lu#uz (2.12)

d _
CH2(Xp)™ @ H2(k, Pic(Xp) ®@ k%),

ou U est I’intersection et U; est le cup-produit
H2(k, k) x HO(k, Pic(Xp)) => H2(k, Pic(Xp) ® k).

3. Surfaces de del Pezzo de degré au moins 5

Une surface projective, lisse, géométriquement connexe X est appelée surface de
del Pezzo si le faisceau anticanonique — K x est ample. Le degré d’une telle surface
X est deg(X) := (Kx, Kx). Par [Kolldr 1996, Exercise 3.9], X est alors géomé-
triquement rationnelle, on a 1 < deg(X) < 9 et Pic(X}) = 710-4eX)  Comme
pour toute surface X projective, lisse, géométriquement rationnelle, le degré sur
les zéro-cycles définit un isomorphisme CHZ(X 7)== Z,etona

CH?(Xp)"

XD _ 2100,

Im CH-(X)
ou /(X) désigne I’indice de X.

Par les travaux de Enriques, Chatelet, Manin, Swinnerton-Dyer (voir [Colliot-
Thélene 1999, paragraphe 4] ou [Vdrilly-Alvarado 2013, Theorem 2.1]), on a :
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Théoreme 3.1. Soit X une surface de del Pezzo de degré > 5.
(1) Si X(k) # @, alors X est k-rationnelle ;
(2) Sideg(X)=5o0uT,alors X(k) #+ 2.

Soit X une surface de del Pezzo de degré > 5. Si X(k) # &, I’énoncé (1) implique
que 'on a ﬁr’;r(X , Q/Z(j)) = 0 pour tous entiers i et j. En particulier

Br(X)/ImBr(k) = H-(X, Q/Z(1)) =0

(voir aussi le lemme 3.2) et H2 (X, Q/Z(2)) =0.

En fait, soit X une surface de del Pezzo de degré au moins 4, alors /(X) =1
implique X(k) # &. La question analogue est ouverte pour les del Pezzo de degré 3,
i.e., les surfaces cubiques. Ceci n’est pas utilisé dans le présent article.

Lemme 3.2. Soit X une k-surface de del Pezzo de degré > 5. Alors Pic(X}) est
stablement de permutation, H' (k, Pic(Xp) ® k<) =0 et Br(X)/ImBr(k) =0.

Démonstration. Soit C la classe des surfaces X/K, pour K corps extension quel-
conque de k, de del Pezzo de degré > 5. Par le théoreme 3.1, si X(K) # @,
alors X est K-rationnelle, et donc Pic(X g) est stablement de permutation comme
Gal(K /K)-module ([Colliot-Théléne et Sansuc 1987, proposition 2.A.1]). Pour
chaque X/K €C, le Gal(K /K)-module Pic(X g) est stablement de permutation,
par [Colliot-Thélene et Sansuc 1987, théoreme 2.B.1]. Alors

H'(k,Pic(Xp) @k*) =0 et H'(k, Pic(Xz)) =0.
Par la suite spectrale de Hochschild—Serre on obtient Br(X)/ Im Br(k) = 0, puisque
Br(X;) = 0. U

Proposition 3.3. Soit X une k-surface de del Pezzo de degré > 5. On a la suite

exacte
d'(2)

0—>M(X)—>Z/I(X)—>H2(k, Pic(X;)@lEX) 3.4)
et la suite exacte
0 —— HJ(X, Q/Z(2)) — M(X) — H*(k, Q/Z(2)), 3.5)

ot M(X) est I’homologie du complexe (2.7).

Démonstration. Ceci résulte du théoreme 2.8 et du lemme 3.2. O

4. Formes tordues de P! x P!
Rappelons (voir par exemple [Auel et Bernardara 2015, Examples 3.1.3, 3.1.4])
que 'on a:

Proposition 4.1. Soit X une surface de del Pezzo de degré 8 sur un corps k. Alors
on a l'une des possibilités suivantes :
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(1) X est un éclatement de I]:",% en un k-point, et dans ce cas, X(k) # @.
(2) 1l existe des coniques lisses C1, Cy sur k telles que X = C; x C».

(3) 1l existe une extension de corps K [ k de degré 2 et une conique C sur K tels
que X => Ry kC, ou Ry i désigne la restriction a la Weil de K a k.

De plus, Pic(X}) est un I'y-module de permutation.

En fait, dans le cas ou X C I]j’i est un quadrique lisse, on a I’extension discrimi-
nant K / k de degré 2 (peut-étre K = k X k) et, pour toute section plane lisse C C X,
ona X >~ Rk, Ck. Ceci n’est pas utilisé dans le présent article.

Dans le cas (2),on a :

Proposition 4.2. Soient Cy, C; deux coniques lisses sur k et X = C; x C;. Sup-
posons X(k) = @. L’image de d(2) est Z/2. Si I(X) = 2, alors M(X) = 0 et
H3(X,Q/Z(2))=0. Si [(X) =4, alors M(X) =7/2.

Démonstration. On a Pic(Ci’,;)}: = Pic(C; ¢) =Zpouri=1,2.Onnote p; : X — C;
la projection, et pour p; : Z = Pic(C; ;) — Pic(X}), on note ¢; := p;(1z). Alors
Pic(X)'F => Pic(Xp) = Ze1®Ze; et H?(k, Pic(Xp) ®@k*) <> Br(k)e; ®Br(k)es.

Pouri =1, 2, on applique [Kahn 1999, Theorem 4.4(i)] a E;’l(—, 1)— ES’O(—, 1).
On obtient un diagramme commutatif :

d(C)
Pic(C; )" —— Br(k)

L

Pic(Xp)™ L Br(k)
Notons [C;] := d(Ci)(lpiC(CiJ;)). En utilisant le diagramme (2.12), on obtient :
d(2)(e1Uer) =(d(2)oUp)(e1 ®e2) = Ua([C1] ® €2) + Ua([C2] ® e1)
=[Cilez +[Cale. (4.3)
On vérifie aisément
CH?*(Xp)"™* = CH*(X;) => Z(e1 Uey).

On obtient : Im(d(2)) =0 si et seulement si [C{] =[C>] =0 et sinon Im(d(2)) =2Z/2.
On conclut alors avec la proposition 3.3. O

Dans le cas (3), le lemme suivant est dii a Olivier Benoist :

Lemme 4.4. Soient K / k une extension de corps de degré 2, C une conique lisse
sur K et X = Rk /xC avec X(k) = @. Supposons que [C] € Im(Br(k) — Br(K)).
Alors I(X) = 2.
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Démonstration. Soit o € Br(k) un élément tel que a|x = [C] € Br(K). Puisque [C]
est d’indice 2, I’indice de « est 2 ou 4.

Si « est d’indice 2, il existe une extension k" de degré 2 de k telle que |y =
0 € Br(k').

Si « est d’indice 4, on le représente par un k-corps gauche D de degré 4. Ainsi
D est déployé sur une extension L de degré 2 de K. Alors D contient une sous-
algeébre commutative isomorphe a L, donc a fortiori une sous-algébre commutative
isomorphe a K. Par un théoréme d’Albert [1932, Theorem 5], cf. [Jacobson 1996,
Lemma 2.9.23], il existe une extension k’ de degré 2 de k telle que D contient une
sous-algébre commutative isomorphe a K’ :=k’- K.

Dans tout cas, il existe une extension k' de degré 2 de k telle que [C]|x =
0eBr(K’),ou K'=k'-K.Donc X(k') # @ et I(X) =2. O
Remarque 4.5. Soient K /k une extension de corps de degré 2, C une conique
lisse sur K et X = Rk C avec X(k) = @. Si [C] ¢ Im(Br(k) — Br(K)), alors
I(X) = 4. Ceci sera montré dans la démonstration de la proposition 4.6.

Proposition 4.6. Soient K /k une extension de corps de degré 2, C une conique
lisse sur K et X = R /xC avec X(k) = @. Alors M(X)=0et H3.(X, Q/Z(2))=0.

r
Démonstration. On a Xg = C xg C%, ou 0 € Gal(K/k), o #id et
C° := (C — Spec K > Spec K).

Donc CHZ(X,;) = Z et I(X)|4. Puisque d(2)(CH2(X)) =0,ona (# Im(d(2)))|4.
L’hypothese X(k) = @ équivaut a C(K) = &.
Par [Kahn 1999, Theorem 4.4(i),(iii)], on a un diagramme commutatif

Z=CHA(X)Tx — Y 7= CHA(X)™ — =& 7= CHA(X)*
ld(Z)K (€8] ld@) 2) ld@)K

H2(K, Pic(Xp) ® k*) — H(k, Pic(Xp) ® k) —=+ H2(K, Pic(Xp) ® k*)

ou tr est le transfert et Res est la restriction. Par la proposition 4.2, I’image de
d(2)g est Z/2. Par le carré (2), 'image de d(2) est Z/2 ou Z /4. Puisque

par le carré (1), I'image de d(2) est Z/2 si et seulement si tr(Im(d(2)g)) = 0.
On considere :

Br(K) ® Br(K) —— H*(K, Pic(X;) ® k%) <‘—_> H2(k, Pic(X;) ® k*) —— Br(K).
Res

Pour chaque a, b € Br(K), ’action de o sur Br(K)@®Br(K) est définie par o (a, b) =
(o(b),o(a)) et Res(a) = (a,o(a)). Alors o(a, b) + (a,b) = Res(a + o (b)) et,
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d’apres [Mazza et al. 2006, Exercise 6.5] et [Milne 1980, V.1.12], on a tr(a, b) =
a+o (b). Par I’équation (4.3), d(z)K(ICHQ(X,;)) =([C], [C]). Donc trdm(d (2)g)) =
0 si et seulement si [C] =0 ([C]), i.e., [C] € Br(K)?. Puisque Gal(K / k) =7/2, on
a H3(Gal(K /k), K*) = H'(Gal(K /k), K*) =0, et donc le morphisme Br(k) —
Br(K)? est surjectif.

On a alors :
(1) Si [C] € Im(Br(k) — Br(K)), I'image de d(2) est Z/2 et, par le lemme 4.4,
onal(X)=2.
(2) Si [C] ¢ Im(Br(k) — Br(K)), I'image de d(2) est Z/4 et, par le lemme 2.6,
ona l(X)=4.
On conclut alors avec la proposition 3.3. ([

5. Calcul de I-_I[f (X, @/Z(2)) pour une surface de del Pezzo X de degré > 5

I
Rappelons un fait bien connu.
Lemme 5.1. Soit X une k-surface de del Pezzo de degré 6. On a:

(1) Il existe une extension K1/ k de degré divisant 2, une K-forme X de P2 sur
Ky et un morphisme fi : Xx, — X birationnel.

(2) 1l existe une extension K, /k de degré divisant 3, une surface de del Pezzo
X5 de degré 8 sur K, et un morphisme f> : Xg, — X» tels que Xk, est
un éclatement de X, le long d’un sous-schéma réduit de dimension 0O et de
degré 2. Donc lindice 1(X3) de la K,-surface X, est 1 ou 2.

Démonstration. Cela provient du fait que la configuration des 6 courbes excep-
tionnelles de X est celle d’un hexagone ([Colliot-Thélene 1972], ou voir [Varilly-
Alvarado 2013, Section 2.4]). O

Théoreme 5.2. Soit X une k-surface de del Pezzo de degré > 5. Alors M(X)=2/2
si et seulement si (X)) =4, deg(X) = 8, et il existe des coniques lisses Cy, Cp sur
k telles que X = C| x C».

Sinon, M(X) = 0 et donc I-_Ig (X,Q/22))=0.

iy

Démonstration. La derniére implication résulte de la proposition 3.3.

Si X(k) # o, le morphisme CHZ(X) — CHZ(X,;) = Z est surjectif. Donc
M(X) = 0. Si deg(X) =5 ou 7, par le théoreme 3.1, X(k) #= @ et donc alors
M(X) = 0. On suppose dorénavant X(k) = &.

Si deg(X) =9 avec X(k) = @, X est la variété de Severi—Brauer associée a une
algebre centrale simple A de degré 3 (cf. [Vdrilly-Alvarado 2013, Theorem 1.6]).
Par un théoréme de Kahn [1999, Theorem 7.1],

d(2) (g x)) = 2[A] € Br(k) = H2(k, Pic(X;) ® k).
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Puisque X(k) = @, ona[A] #0, 3[A] =0et I(X) = 3. Donc d(2)(1CH2(X,;)) #£0
et d’(2) est injectif. Alors M(X) = 0.

Si deg(X) = 8 avec X(k) = &, le résultat en degré 8 est donné par les proposi-
tions 4.1, 4.2 et 4.6.

Considérons le cas des surfaces de del Pezzo de degré 6.

S’il existe une surface de del Pezzo Y et un morphisme f : X — Y projectif, bi-
rationnel, alors f* induit un morphisme des suites spectrales (2.4) pour Y et X. De
plus, f* :CHZ(Y,;)Fk = CHZ(X,;)Fk est un isomorphisme et f*:Pic(Y;) — Pic(X})
admet un inverse a gauche. Donc

[ Ey (Y, 2) — Ey'(X,2)  estinjectif,
f* :Ker(d(2)y) — Ker(d(2)x) est un isomorphisme.

Donc M(X) E M(Y).

Si deg(X) = 6, avec X(k) = &, par le lemme 5.1(2), il existe une extension
K> /k de degré divisant 3 et une surface de del Pezzo X, de degré 8 sur K, et
un K;-morphisme f> : Xk, — X, projectif, birationnel, tels que /(X;) =1 ou 2.
D’apres ce que I’on a déja établi pour les surfaces de del Pezzo de degré 8, on
a M(X»2) =0 et, d’apres le paragraphe ci-dessus, M (Xk,) = 0. Par [Kahn 1999,
Theorem 4.4(3)], le transfert est bien défini pour la suite spectrale (2.4). Puisque le
transfert est bien défini pour la suite exacte (2.2), le transfert est bien défini pour
le complexe

CH2(X) — CH2(Xp™ L2 H2(k, Pic(Xp) @ &),

et donc le transfert est bien défini pour M(X). Donc M(X) est annulé par 3.
Par le méme argument (lemme 5.1(1)) et le résultat en degré 9, le groupe M (X)
est annulé par 2. On a donc M(X) =0. [l

Corollaire 5.3. Soit X une k-surface de del Pezzo de degré 8 avec M(X) # 0. Si
la dimension cohomologique cd(k) de k est < 3, alors M(X) =2/2, I(X) =4 et
H).(X,Q/7(2)) =17)2.

Démonstration. Par la proposition 3.3, on a F_Ir?r(X ,Q/7(2)) = M(X). Le résultat
découle du théoreme 5.2. (Il

Exemple 5.4. Soit k := C(¢, x, y). Soient C; la conique correspondant a 1’al-
gebre (¢, x), Co la conique correspondant a 1’algebre (r 41, y) et X := C x C».
Alors H3.(X, Q/Z(2)) =Z/2.

T
Démonstration. Puisque la dimension cohomologique cd(k) de k est 3, par le
théoréeme 5.2 et le corollaire 5.3, il suffit de montrer que /(X) = 4. On note
A= (t,x) ® (t + 1, y) algebre de biquaternions. Par [Albert 1972, Theorem],
A est un corps gauche si et seulement si, pour chaque point x; € C; de degré 2 et
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chaque point x, € C» de degré 2, on a k(x;) 22 k(x2). Donc I(X) =4 si et seulement
si A est un corps gauche. Par [Colliot-Théléne 2002, corollaire 4], A est un corps
gauche si et seulement si ¢ et £ 4 1 sont indépendantes dans C(¢)* /C(t)*2, ce qui
est satisfait. O

Corollaire 5.5. Soit X une k-surface de del Pezzo de degré > 5. Supposons que
toute forme quadratique en 6 variables sur k est isotrope. Alors I-_Ir?r(X ,Q/7(2))=0.

Démonstration. D’apres le théoréme 5.2, il suffit de montrer que, pour toute paire
de coniques lisses C| et C» sur k, on a I(Cy x Cp) # 4. Soient (a, b) ’algebre
de quaternion correspondant a Cy et (c, d) ’algebre de quaternion correspondant
a Cp. Par 'argument de la démonstration de ’exemple 5.4, I(C; x Cp) = 4 si
et seulement si (a, b) ® (c, d) est un corps gauche. Par un théoreme de Albert
(cf. [Colliot-Thélene 2002, proposition 1]), ceci vaut si et seulement si la forme
quadratique diagonale {(a, b, —ab, —c, —d, cd) est anisotrope sur k. Ceci donne
immédiatement le résultat annoncé. ([

Corollaire 5.6. Soit X une k-surface de del Pezzo de degré > 5. Supposons que k
satisfait la propriété (C;) (cf. [Serre 1965, §11.4.5]). Alors Hn3r(X, Q/7z2)) =0.

Démonstration. Par le corollaire 5.5 et la définition de la propriété (C), on a
H3 (X, Q/Z(2)) = 0. D’apres [Serre 1965, §11.4.5, théoreme MS], la dimension
cohomologique de k satisfait cd(k) < 2. Alors,

H3(k,Q/Z(2)) =0 etdonc H>(X,Q/Z(2))=0. O

Le théoreme 5.2 donne la conjecture de Hodge entiére pour certaines variétés
de dimension 4 (voir [Colliot-Théleéne et Voisin 2012, §1]) :

Proposition 5.7. Soit X une C-variété projective et lisse de dimension 4 munie
d’un morphisme dominant X 1 S de base une C-surface projective lisse S et de
fibre générique X, une surface de del Pezzo de degré > 5. Alors la conjecture de

Hodge entiére en degré 4 vaut sur X.

Démonstration. Puisque C(S) satisfait la propriété (C;) (cf. [Serre 1965, §11.4.5]),
d’apres le corollaire 5.6, Hr?r(X ,Q/7(2)) =0. D’apres Colliot-Thélene et Voisin
[2012, théoreme 3.8], il suffit alors de montrer qu’il existe une variété projective
lisse Y de dimension au plus 3 et un morphisme Y L X tels que I’application
induite CHy(Y) EN CHy(X) soit surjective. Comme X, est une C(S)-surface géo-
métriquement rationnelle, il existe une surface T projective et lisse sur C et une
application génériquement finie 7 — S, telles que X, x¢ sy C(T') soit rationnelle
sur C(T). 1l existe donc une application rationnelle dominante de P> x T vers X.
Il existe alors une surface projective et lisse 7’ birationnelle a T et un morphisme

T’ — X tels que I’application induite CHy(7") N CHy(X) soit surjective. O
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Appendice : Accouplements de suites spectrales

Soient X une variété lisse sur k et Sh(X) la catégorie des faisceaux étales sur X.
On rappelle quelques définitions données dans [McCleary 2001, Section 2.3] :

Définition A.1. Un module bigradué différentiel de Sh(X) est une collection d’élé-
ments E74 € Sh(X) pour p, g € Z et de morphismes d : E** — E™* de bidegré
(s, 1 —s) pour certains s € Z, tels que d od = 0.

Le produit tensoriel de deux modules bigradués différentiels (E™*(1), d(1)),
(E**(2),d(2)) est un module bigradué différentiel ((E(1) ® E(2))**, dg) avec

(EMR®EQ) = @ E"DHQE™Q)
r+t=p, stu=q

etdp(x ®y) =d(1)(x) ® y + (=) x ®d(2)(y), ou x € E"*(1), y € E"*(2).

Pour deux complexes A, B, par le théoreme de Kiinneth, on a un morphisme
canonique

P H (W @H (B) L H'(AxB).
s+r=n

Définition A.2. Soient EX*(1),d, (1), EX*(2),d,(2) et E}*(3), d-(3) trois suites
spectrales dans Sh(X). Un accouplement

W EFF(1) x EF5(2) —> EF*(3)

est une collection de morphismes v, : EX*(1) ® E**(2) — E**(3) pour chaque r,
tel que 1,4 est la composition :

ESL(D®ES, () = H(EF (1) ® H(EF"(2) &> H(E (1) ® Er(2))*)

H(y) ~
T H(ES*(3) = EXN(3),

ou p est le morphisme dans le théoréme de Kiinneth.
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