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Complétés universels
de représentations de GL(Q))

Pierre Colmez et Gabriel Dospinescu

Soit IT une représentation unitaire de GL,(Q,), topologiquement de longueur
finie. Nous décrivons la sous-représentation I1*" de ses vecteurs localement
analytiques, et sa filtration par rayon d’analyticité, en termes du (¢, I')-module
qui lui est associé via la correspondance de Langlands locale p-adique, et nous
en déduisons que le complété universel de I1*" n’est autre que I1.

Let IT be a unitary representation of GL,(Q),), topologically of finite length. We
describe the subrepresentation IT*" made of its locally analytic vectors, and its
filtration by radius of analyticity, in terms of the (¢, I')-module attached to IT
via the p-adic local Langlands correspondence, and we deduce that the universal
completion of IT*" is IT itself.
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Introduction

0.A. Notations. Soit p un nombre premier. On fixe une cloture algébrique Q@ »
de @), et on note ¥, = Gal(Q,,/Q,) le groupe de Galois absolu de Q. On note I
le groupe de Galois Gal(Q, (11 ,~)/Q,) de I’extension cyclotomique. Le caractere
cyclotomique x : %, — Z;, induit un isomorphisme de groupes topologiques
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I ~ Z;, dont I’inverse a +— o, est caractérisé par 0,(¢) = ¢¢ pour a € Z; et
§ € pp.

On fixe une extension finie L de Q,, et on note &y I’anneau de ses entiers et k.
son corps résifluel. Soit 7 (L) I’ensemble des caracteres continus & : @f, — L*,
et, pour 8 € .7 (L), notons w(8) son poids, défini par w(8) = 8'(1), dérivée ! de &
en 1. Si § est unitaire (i.e., si § est a valeurs dans ﬁf), la théorie locale du corps
de classes associe a § un caractere continu de 9g,, que I’on note encore §. Le
poids de Hodge—Tate généralisé de ce caractere galoisien est alors w(§). On note
juste x € T (L) le caractere induit par I’inclusion de Q,, dans L, et |x| le caractere
envoyant x € (), sur p~ U™ Pour fixer les idées, le caractere x|x| correspond au
caractere cyclotomique x et son poids est 1; on le note x la plupart du temps.

Soit G = GL,(Q)). Sid € §(L), on note Rep; (§) la catégorie dont les objets
sont les L-espaces de Banach I, munis d’une action continue de G telle que :

o [T a pour caractere central §.

o D’action de G est unitaire, i.e., il existe une valuation vy sur I1, qui définit

topologie de IT et telle que vy (g - v) = v (v) pour tous g € G et v € I1.

o [T est résiduellement de longueur finie, i.e., si vy est comme ci-dessus, la
réduction mod p de la boule unité Iy de IT pour vy est un & [G]-module de
longueur finie.

Un morphisme entre deux objets I1; et I1, de Rep; (8) est une application

L-linéaire, continue et G-équivariante.

On note Rep; (G) la catégorie des représentations de G unitaires, résiduellement

de longueur finie, admettant un caractere central ; c’est la réunion des Rep; (8) pour

se 7(L).
Remarque 0.1. (i) Rep; (8) est vide quand § n’est pas unitaire.

(i1) Il découle des travaux de Barthel et Livné [2] et de Breuil [5] que tout objet de
Rep; (8) est une représentation de Banach admissible (au sens de [27]) de G.

(iii) Tout objet IT de Rep, (§) est topologiquement de longueur finie, car 1o/ pIlo
I’est. En fait, on peut décrire Rep; (6) de maniere équivalente comme la catégo-
rie des L-représentations de Banach unitaires et admissibles de G, a caractere
central et topologiquement de longueur finie (cf. [25] pour p > 5 et [13]
pour le cas général). Cette hypothese de finitude pour ITp/pIly sert a assurer
que le (¢, I')-module attaché a IT par la correspondance de Langlands locale
p-adique est de dimension finie.

0.B. Complétions unitaires et vecteurs localement analytiques. Si é € 7 (L) et
si IT € Rep; (8), on note I1*" ’espace des vecteurs localement analytiques [28; 20]

1. § est automatiquement localement analytique, donc la définition a un sens.
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de IT. C’est I’espace des vecteurs v € I1 dont I’application orbite
0,:G—>1II, grH—>g-v

est localement analytique. C’est une sous-représentation de IT et, d’apres un résultat
général de Schneider et Teitelbaum [28, th. 7.1], le sous-espace IT*" est dense 2
dans IT.

L’espace I1?" a une topologie naturelle, induite par I’injection I1*" — %" (G, I1),
envoyant v € [1*" sur o,. Cette topologie est nettement plus forte que celle induite
par I'inclusion I1*" C I1. Le résultat principal de cet article est alors le suivant
(rappelons que G = GL,(Q),)) :

Théoreme 0.2. Si I € Rep; (G), alors I est le complété unitaire universel de T1*",
i.e., pour toute L-représentation W, de Banach unitaire, I’application naturelle
HomCLO[‘g](H, W) —» HomCL"[‘g](Ha", W), induite par ’injection TI* — T, est un

isomorphisme.

Remarque 0.3. (i) La notion de complété universel a été dégagée par Emerton
[19]. Le théoréme ci-dessus répond, dans le cas de GL,(Q,), a I'une de ses ques-
tions, a savoir si le méme énoncé est valable pour GL,(Q,) ou, plus générale-
ment, pour un groupe réductif déployé sur Q,, (I’application HomCL"[’g](H, W) —
HomCLO[‘g](Ha“, W) est injective pour tout groupe de Lie p-adique G et toute re-
présentation de Banach admissible IT de G, car I[1*" est dense dans IT dans ces

cas [28]).

(i1) Dans I’autre sens, la situation est nettement plus compliquée : si I est une
représentation localement analytique admissible de GL,(Q),) admettant un complété
unitaire universel I1, la sous-représentation I de T1 n’est pas forcément égale
a I1. Le cas des composantes de Jordan—Holder de la série principale analytique est
assez éclairant. Si 8y, &5 : @; — L* sont des caractéres continus (et donc localement
analytiques), on note Ind*"(§; ® &,) I’espace des fonctions ¢ : G — L, localement
analytiques, telles que gi)((‘oZ Z)g) =81(a)d2(d)¢(g) pourtous a,d € Q5, b e Q, et
g € G, que I’on munit de I’action de G définie par (h-¢)(g) = ¢ (gh);sidy = xks,
avec k € N, alors Ind*"(8; ® 8,) contient une sous-représentation W (81, 8;) de
dimension k + 1 et le quotient St*" (81, 8,) est une steinberg analytique. En utilisant
les résultats de [6; 11; 12; 19; 22] on voit qu’il peut, en particulier, se passer les
phénomenes suivants :

o« 1 =0 et donc [I™ = 0 : c’est le cas si le caractere central n’est pas uni-
taire (ce qui €équivaut a v, (81(p)) +v,(82(p)) # 0) ou s’il est unitaire mais
vp(81(p)) > 0.

2. Nous donnons une nouvelle preuve de cette densité pour les objets de Rep; (8), en utilisant la
théorie des (¢, I')-modules (cf. cor. 0.13).
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o M nest pas admissible (c’est le cas des steinberg analytiques avec k > 1).

« T est non nul et admissible, mais [1%" est strictement plus grand que IT: c’est le
cas si I1 =Ind™ (81 ®4>), si le caractere central est unitaire, et si v,(82(p)) >0
et w(dy) —w(dy) ¢ N.

Mentionnons un corollaire immédiat du th. 0.2, qui ne semble pas facile a
démontrer directement :

Corollaire 0.4. Le foncteur I1+— I1*" de la catégorie Rep; (§) dans la catégorie des
L-représentations localement analytiques admissibles de G est pleinement fidéle.

Remarque 0.5. (i) En utilisant ce corollaire et les résultats de [16], on déduit que
[1*" admet un caractere infinitésimal pour tout objet absolument irréductible IT de
Rep; (G) (cela n’est pas une conséquence formelle du résultat principal de [loc. cit.],
car [1*" peut fort bien ne pas étre irréductible si I1 est absolument irréductible).

(i1)) Comme nous I’a fait remarquer PaSkiinas, ce corollaire n’est pas vrai pour
des représentations de Banach unitaires admissibles d’un groupe de Lie p-adique
quelconque : si G =27, et [1 =%¢'(G, L), les endomorphismes de IT sont les mesures
sur Z ,, alors que ceux de IT*" sont les distributions. Il semble raisonnable de penser
qu’il reste vrai si on se restreint aux représentations absolument irréductibles et
donc que IT*" admet un caractere infinitésimal si IT est irréductible.

La suite de cette introduction explique les étapes de la preuve du th. 0.2, dont la
correspondance de Langlands locale p-adique [10] pour G est I’ingrédient clé.

0.C. Un raffinement du foncteur I1 — II*". Dans ce paragraphe, on considere
un groupe de Lie p-adique G arbitraire, un sous-groupe H de G qui est un pro-
p-groupe uniforme, et une L-représentation de Banach admissible I1 de G, pas
forcément unitaire. On choisit un systéeme minimal de générateurs topologiques
hi,...,h; de H et on note

b* =(hy —D)" - (hg— 1" € Z,[H]

pour @ = (¢, ...,0q) € N¢. Pour tout entier 4 > 1, on note
1
rp=———
pit(p-1)
et

ny ={vemn| Jim p~"p*y =0},

o|— 00
ol | =a;+---+ay.
Alors Hg) est naturellement un banach qui ne dépend pas du choix des généra-
teurs hy, ..., hg et qui est stable par H. Par ailleurs, les b*v sont les coefficients
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de Mahler de o, :

0T - = Z(xl).. (ad) -b%v  pour tout (xl,...,xd)eZZ.

oy
aeNd
11 résulte donc du théoreme d’ Amice [1] que IT*" est la limite inductive des Hg), et
cela pour tout sous-groupe H de G qui est un pro- p-groupe uniforme. Le résultat
suivant (cor. IV.14 et prop. IV.11) peut, au langage pres, se trouver dans [28].

Théoreme 0.6. Soient H un pro-p sous-groupe uniforme de G et h > 1.

(i) Le foncteur Il +— HYI’) de la catégorie des L-représentations de Banach
admissibles de G dans la catégorie des L-banach est exact.

(i) Ona HYI’H) = H(h) pour toute représentation de Banach Il de G.

On dit que IT est cohérente (ou H-cohérente si on veut préciser le sous-groupe H
de référence) s’il existe hg tel que, pour tout 2z > hg, on ait

(h-H) (h)
E g Iy
HrCgHg™!

Comme g - 1'1(:;) l'I(h)g , et I_I(h) - I'I(hz) si Hy C Hj, on déduit du théoréeme
précédent que le terme de droite est toujours contenu dans celui de gauche. Le
méme théoréme permet de montrer que la cohérence est une propriété stable par
extensions, ce qui joue un role important dans la preuve du th. 0.2. Notre intérét
pour la notion de cohérence vient du résultat suivant :

Proposition 0.7. Si IT est H-cohérente, alors T1*" admet un complété unitaire
universel. Plus précisément, si I'I(()h) est la boule unité de HZ') et L= deG g I'I(()h),
alors pour tout h assez grand on a un isomorphisme de L[G]-modules de Banach

T > L®g, (im %/ p"Z).

Au vu de la proposition précédente, le th. 0.2 est une conséquence du résultat
suivant et de la densité de IT*" dans I1

Théoréme 0.8. Si G = GL,(Q),) et si Il € Rep; (G), alors :
(1) IT est cohérente.

(i) Si Il est un O -réseau de T1, ouvert, borné et G-stable, alors &, est commen-
surable avec T1g N I1*" pour tout h assez grand.

La preuve de ce théoréeme utilise de maniere cruciale la théorie des (¢, I')-
modules. Plus précisément, si D est le (¢, I')-module attaché a IT par la corres-
pondance de Langlands locale p-adique, on décrit I’espace T1? (et méme la boule
unité H(()h)) directement en termes de D. Cela demande d’étendre et de raffiner
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bon nombre de résultats des chap. II, IV et V de [10], et les paragraphes suivants
expliquent de quelle maniere plus en détail.

0.D. Description de Rep; (8) en termes de (¢, I')-modules. Soient % 1’anneau
de Robba, > &7 le sous-anneau de Z des éléments bornés (c’est un corps) et &
le complété de &' pour la valuation p-adique. On munit ces anneaux d’actions
continues de I' et d’un frobenius ¢, commutant entre elles, en posant ¢(T) =
14+T)Y —leto,(T)=0+T)*—1sia GZ;.

SiAe(&, &, ), onnote PI'(A) la catégorie des (¢, I')-modules étales sur A.
Ce sont des A-modules libres de type fini D, munis d’actions de ¢ et I', continues,
semi-linéaires, qui commutent et telles que ¢ soit de pente nulle. Ces catégories sont
toutes équivalentes a la catégorie des L-représentations de Gal(@ /Qp) (cf. [21; 8;
23]); en particulier elles sont équivalentes entre elles, et on note DT e ®rey (&M,
Diig € PI'*Y(Z) les (¢, I')-modules attachés a D € ®T'°(&), de telle sorte que
D=&®g: D' et Dyig =% Qg DT.

Si § est un caractere unitaire et si D € ®I'®(&£), on peut construire [10, chap. 1I]
un faisceau G-équivariant U — D X5 U sur I]j’l(Qp), muni de I’action usuelle

définie par
ab ax+b
= —,
cd cx+d

dont les sections sur Z, sont D (i.e., DXs Z, = D). Par ailleurs, si U est un ouvert
compact de P!, I’extension par 0 induit une inclusion de D K5 U dans I’espace
D X5 P! des sections globales. Les formules décrivant 1’action de G sont trés
compliquées (et inutiles dans la plupart des situations) en général, mais on a par
exemple, pourz€ D=DX;s7,,a € Z; etheZp,

(§8):msir (5 )emacr (3 )emrenis

On dispose aussi [10, chap. IV] d’un foncteur [T+ D(IT), contravariant, exact, de
Rep, (8) dans ®T°(&). On note %7 (8) son image essentielle. Si D € ®I'(&), on
note D le dual de Cartier de D : si D est attaché 2 une représentation galoisienne V,
alors D est attaché 2 V* ® x . Le résultat suivant fait le lien entre les constructions
précédentes et décrit Rep; (§) (a des morceaux de dimension finie prés) en termes
de (¢, I')-modules, ce qui est fondamental pour la preuve du th. 0.2.

Théoreme 0.9. Soit S : @”;, — 07 un caractere unitaire. Alors :

(1) €L (8) est stable par sous-quotients.

3. Tl s’agit de I’anneau des séries de Laurent ), .7 a, T" a coefficients dans L, qui convergent
sur une couronne du type 0 < v, (T) < r, ou r dépend de la série.
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(i) Si D € €.(8), alors D € €,(87V).

(iii) 1 existe un foncteur covariant D — T15(D) de €1 (8~ ") dans Rep; (8) tel que,
pour tout D € 6€1.(8), on ait une suite exacte de G-modules topologiques

0 — M;-1(D)* - DXs P! — (D) — 0.

(iv) Les foncteurs Tl — D(I1) et D — l'[g(b) induisent des anti-équivalences
quasi-inverses exactes entre Rep; (8)/S et €1,(8), on S est la sous-catégorie
de Rep; (8) formée des représentations de dimension finie.

Ce théoreme admet des versions entiere et de torsion qui sont fort utiles ; il est
essentiellement démontré dans [10], mais il n’est pas facile de I’en extraire sous
cette forme. Nous reprenons et étendons les arguments de [loc. cit.] pour I’ obtenir
sous cette forme, mieux adaptée aux applications éventuelles (cf. [13] par exemple).

0.E. Description de TI'™. Soit £+ le sous-anneau de & des fonctions ana-
lytiques bornées sur la couronne 0 < v,(T) < rp. On note D71 le plus grand
sous-&"*1-module de type fini M de D tel que p(M) C &+l ® 2., M (son
existence est un résultat standard de la théorie des (¢, I')-modules). Le théoreme de
surconvergence [8; 4] montre que D71 est libre de rang dimg (D) sur &©71 et
engendre D, si b est assez grand. Comme D7, = D et comme P! = Z,U ((1) é)Zp,
I’application
z+> (Resz, z,Resz, ((1) é)z)

est une injection de D X P! dans D x D, ce qui permet de définir le module
DO R P! = (DR P N (DO x DOy,

1l est muni de la topologie induite par I’inclusion dans D1 x D© 71 e module
D1 tant muni de sa topologie naturelle.

Proposition 0.10. Soit D € €7 (87"). Si b est assez grand, le sous-L-espace vecto-
riel DO K5 P! de D X5 P! est stable sous 'action de GLx(Z)), et GLy(Z)) agit
continiiment pour la topologie naturelle de D" X5 P!, De plus, TT5-1 (b)* est un
sous-module fermé de D1 s P!

Soit K, =1+ p"My(Z,) avec m > 1 (resp. m > 2 si p = 2). C’est un pro-p-
groupe uniforme de dimension 4, auquel les constructions du § 0.C s’appliquent.
Pour simplifier les notations, on note simplement

n® =mg

pour b > m (le th. 0.6 montre que le terme de droite ne dépend pas du choix de
m < b). Le résultat technique principal de 1’article est alors la description de T,
pour tout b assez grand, si [T € Rep; (G). Le th. 0.9 implique en particulier que
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tout objet de Rep; (G) est de la forme I1s5(D) a des représentations de dimension
finie pres, et pour une représentation de la forme I15(D), on a le résultat suivant.

Théoréme 0.11. Soit D € €, (8~ Y). L’inclusion de D©" X5 P! dans D K5 P!
induit, si b est assez grand, une suite exacte de GL,(Z ,)-modules topologiques

0 — Mz (D)* — DO K P! — T15(D)® — 0.

Les méthodes utilisées pour 1’étude de TT1¥) sont sensiblement différentes de
celles de [10, chap. V] : les arguments de bidualité de [loc. cit.] sont remplacés par
une étude directe des rayons d’analyticité des vecteurs de [15(D), a travers I’étude de
la croissance des coefficients de Mahler de o,. Cette étude est grandement facilitée
par la prop. V.10, qui est aussi utilisée dans la preuve du cor. 0.16 ci-dessous.

Une conséquence immédiate du th. 0.11 est la généralisation suivante du résultat
principal du chap. V de [10].

Corollaire 0.12. Si D € 6, (87 "), le sous-faisceau U — D' Xs U du faisceau
U+ DX; U est stable par G, qui agit continiiment pour la topologie naturelle
de DY, et on a une suite exacte de G-modules topologiques

0— M1 (D)* — DR P' — M5(D)™ — 0.

Mentionnons que 1’action de G sur le faisceau U +—> D' K5 U s’étend par
continuité en une action sur un faisceau U + Dyiz X5 U, et les sections globales
Dyig K5 P! de ce faisceau fournissent (chap. VI) une extension de I15(D)™" par
(g1 (D)a“)* qui est tres utile [12; 14; 15] pour I’étude de I15(D)*".

Une autre conséquence est le résultat suivant qui renforce le théoréme de Schnei-
der et Teitelbaum sur la densité des vecteurs localement analytiques.

Corollaire 0.13. Si IT € Rep; (G) il existe mo > 2 tel que T1®) soit dense dans TI*"
(et donc aussi dans T1) pour tout b > my.

En utilisant le fait que les orbites des éléments de TTI?” sont somme de leur série
de Taylor sur Kj_1, et le cor. 0.13, on en déduit le résultat suivant.

Corollaire 0.14. Soient 1, I1> € Rep; (G) et soit f : 11" — T15" une applica-
tion continue, linéaire et gl,-équivariante. Alors il existe un sous-groupe ouvert
compact H de G tel que f soit H-équivariante.

Question 0.15. Les cor. 0.13 et 0.14 sont-ils valables pour les représentations
de Banach admissibles, topologiquement de longueur finie, d’un groupe de Lie
p-adique quelconque ?

Signalons aussi un sous-produit de la preuve, pour lequel nous ne connaissons
pas de démonstration plus simple. Une telle démonstration simplifierait considéra-
blement I’étude de ITs(D)*".
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Corollaire 0.16. Soient I1 € Rep; (G) et v € I1. Si les applications x +— (é )lc)v et
10

XH()CI

)v sont localement analytiques (de Q) dans I1), alors v € TT*".

I. Anneaux de fonctions analytiques

Ce chapitre peu éclairant introduit un certain nombre d’anneaux de séries
de Laurent et établit certains résultats techniques dont on aura besoin dans le
chap. V. Rappelons que L est une extension finie de @, dont on note &7, I’anneau
des entiers. Pour b € N* on note

np=p"p—1) et r,=1/n,.

L.A. Topologies sur les anneaux. On munit I’anneau
Cg = {ZanT" ‘an €0 et nEIPoo vp(ay) = oo}

de la topologie faible, dont une base de voisinages de 0 est constituée des p" Os +
T"OLT], avec m, n € N. On munit son corps des fractions

& = ﬁg[l] = U p "O¢
p n>0
de la topologie limite inductive.
Sia>b> 1, onnote &« I’anneau des f =, ., a,T", analytiques sur la
couronne 14 < v,(T) < rp, définies sur L, que I’on munit de la valuation

v[ra,rb](f) = inf v,(f(x)) = inf(v,(a,) +min(nr,, nry)).
rafvp(x)frb nez

On note ﬁg"’r”] I’anneau de valuation de &V«"#1 et on pose

&£10r] — im &glrasrsl
<~
a>b
(c’est I’anneau des fonctions analytiques sur la couronne 0 < v, (T') < rp, définies
sur L). Soit ﬁ;’b le complété de O[T 1[p/T"*] pour la topologie p-adique. La
preuve du résultat suivant est laissée au lecteur.

Lemmel.l. (i) ﬁ;’b est ’anneau des séries de Laurent ), _, ay TreO [T, T~
telles que la suite* ([vp(ar)] + krp)i<o est positive et tend vers +00 quand
k — —oc.

(i1) ﬁ’g‘“r”] est ’anneau des séries de Laurent ), _, ax T* € LT, T~ telles
que la suite (v (ay) +min(kry, krp))rez est positive et tend vers +00 quand
k — Z£oo.

4. On note [ ] la partie entiere.
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On note
£0.n] _ ol0n] A~ e

(c’est le sous-anneau de &1%7»! formé des fonctions analytiques bornées) et ﬁé?”b]
le réseau de &0 formé des séries a coefficients dans ¢ . On déduit du lemme I.1
que ﬁip(o’r”] = ﬁ(}’b [1/T] et que ﬁ;’b est séparé et complet pour la topologie T -
adique. Cela munit ﬁ(g)’r”] d’une topologie naturelle et &©-#1 de la topologie limite
inductive, en écrivant

0.r5] _ —k (0.rp]
ECM =g p™ O

Enfin, I’anneau de Robba Z est la réunion des &1%»], muni de la topologie limite
inductive et le corps
" =Upz &

est le sous-anneau de Z des éléments bornés. 1l est dense dans Z et & s’identifie au
complété de &' pour la valuation p-adique. Si A € {&, Z}, onpose At =ANL[T].

LB. Quelques calculs. Les lemmes techniques suivants seront utilisés dans 1’étude
des vecteurs localement analytiques des représentations unitaires admissibles de
GL2(Q)).

LemmeL2. Ona pOsnN&™ C 2, oL

Démonstration. Soit f=)",_,a,T" € pOsN& 7. Il existe b tel que f converge sur
0 <v,(T) < rp. On a donc limy_, o v (a—x) — krp = 00. En particulier, il existe by
tel que si k > ny,, alors v,(a_i) > 1+ krp,. Puisque v,(a—i) > 1 pour tout k, on en
déduit que [v,(a—r)] > krp4p, pour tout k > 0, donc f € ﬁ}’ﬂbl (Iemme 1.1). O

. s 0, b
Lemme L.3. (i) ﬁg vl ﬁfga - %ﬁ; )
(ii) Si f € ﬁ(g)’rb] satisfait VU™V (f) > N pour un N € N, alors f € %TN’”’ ﬁ;’b.

Démonstration. (i) C’est une conséquence immédiate du lemme 1.1.

(ii) Siry <v,(x) <rp,ona
v (f (X)) = Nnpvp(x) = o) (f) = Nnyr, > 0,
donc T~N™ f ¢ ﬁ([;“’”’] N 6’;@0“] et on conclut en utilisant le (i). O

Lemme L.4. (i) Si (fi)r est une suite d’éléments de ﬁ;’b qui converge vers 0 pour
la topologie p-adique, alors la série ZkZO(T”“ /D) fi converge dans ﬁ([;"’r”].

(i) Si f € ﬁg"’r"], alors il existe une suite ( fy)x comme dans (i) et telle que

pf=)Y <T;H )kfk-

k>0
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Démonstration. (i) 1l suffit de constater que

Tt T" k Tast,
U[ as b](<7> fk) > U[ as b](fk)

et que, par hypothese, la derniere quantité est positive et tend vers co pour k — o0.

(i1) Posons

ng—1
pf = Zkak et gk = Z pkbkna+jT'i pour k > 0.
keZ =0

Alors gy € O * tend vers 0 pour la topologie p-adique (car v p(bi) +krg > 1 pour
tout k et 11mk_,+OO v (br) +krg =400) etona

Zkak _ Z <T;a )kgk.

k>0 k>0

Pour conclure, il suffit de vérifier que ) by Tk e ﬁ;’b. Cela découle du lemme I.1. O
k<0
I.C. Actions de ¢, ¥, T. On munit les anneaux &+, ZT, Og, &, &, # d’actions
continues de I' = Gal(Q, (i) /Q,) et d’un Frobenius ¢, commutant entre elles,
enposant o(T)=(1+T) —leto,(T)=(14+T)"—1siace Z* L’ opérateur
¢ ne laisse pas stable les anneaux ﬁ;h O ©.7] , Og rarv] g 101 " ; il les envoie
respectivement dans ﬁT bl Oy O-rpa1l , Oy )
revanche, stables sous 1 action de r.
Le corps & est une extension de degré p de ¢(&), ce qui permet de définir un
inverse a gauche i de ¢ par la formule

V() =p o (Tre e 1)

Alors i laisse stable Og et & T, s’étend par continuité a Z#, et envoie les anneaux
ﬁ},h-i-l’ ﬁé?»rlﬂ-l]’ ﬁgaﬂyrlﬂ-l] et £10.70+1] dans ﬁT’b, ﬁc(g(),"b], ﬁga’rb] et £10.70] respec-
tivement. De plus, ¥ commute a I" et

p—1
w(Za + T)"so(ﬁ)) = fo
i=0

(tout élément de & ou Z peut s’écrire sous cette forme, et une telle écriture
est unique).
Le résultat suivant est parfaitement classique.

et & ]0 +1] Ces anneaux sont, en

Lemme L.5. <p"(T)/T”n est une unité de ﬁ}’b sib>n.

Démonstration. Voir le lemme I1.5.2 de [8]. O
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II. (¢, I')-modules

Ce chapitre est aussi préliminaire. On rappelle quelques résultats standard de la
théorie des (¢, I')-modules et on établit deux résultats techniques qui seront utilisés
dans 1I’étude des vecteurs localement analytiques de la représentation ITs(D).

ILA. (¢, I')-modules et faisceaux P~-équivariants sur Z,. Soit A un anneau
topologique, commutatif, muni d’un endomorphisme continu ¢ et d’une action
continue de I', qui commutent. Un (¢, I')-module sur A est un A-module de type
fini muni d’un endomorphisme semi-linéaire ¢ et d’une action semi-linéaire de I',
commutant entre elles.

Un (¢, I')-module D sur O est dit étale si ¢(D) engendre D sur Og. Un (¢, I')-
module D sur & est dit étale s’il admet un Og-réseau stable par ¢ et I' et qui est
étale en tant que (¢, I')-module sur 0.

On note PI'SL . (resp. DI (0)) la catégorie des (¢, I')-modules étales sur O,

qui sont de torsion (resp. libres) comme €g-module. Enfin, on note ®I'* (&) la
catégorie des (¢, I')-modules étales sur &

Soit D un (¢, I')-module étale. Alors D est muni d’une action de P+ donnée par

k
(”0“ ?) 2= (14 Tk 004(2)

sik €N, ae€Z,etbeZp, etdun inverse a gauche ¥ de ¢ qui commute a
I’action de T et qui est définie par z/f(Zf’;ol(l + T) ¢(x;)) = xo. On utilise ces
données pour associer a D un faisceau U — DX U sur Z, (ou U décrit les ouverts
compacts de Z ), équivariant sous I’action de P, ot P agit sur Z,, par la formule
(8 ]f) -x = ax + b habituelle. De maniere précise :

e DXZ,=Det DX@ =0,

« DR(i+p‘Z,)=(" })Dc D

» Larestriction Res;, iz, : DNZ), — DX (i + p*z p) est définie par la formule

1 1 —i
ReSl‘+pkzp:<0 1>og0kolﬁko(0 1).

Remarque I1.1. Soit ¢ le faisceau sur Z,, des fonctions continues a valeurs dans L
et soit % le faisceau des mesures (i.e., le dual de %¥). Le dictionnaire d’analyse
fonctionnelle p-adique fournit une suite exacte 0 - Zyp — D - € ® x ' — 0 de
faisceaux PT-équivariants sur Z p 8i D =& estle (p, I')-module trivial (la torsion

par x ~! signifie que 1’action de (g ll’) est multipliée par x (a)™!).

ILB. Surconvergence. Soit D € ®I'®(0s). Si b € N*, on note D™ le plus grand
sous—ﬁ}’b—module M de type fini de D tel que (M) C ﬁ;bH - M (le tout a
I’intérieur de D). On renvoie a [4, prop. 4.2.6] pour une preuve du résultat suivant :
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Proposition IL2. Si D € ®I'®(Oy), il existe m(D) tel que D" P) soit libre de
rang 1g,,. (D) sur ﬁ' m(D) ,et Db = ﬁT b ®ﬁ‘r woy DY P) pour tout b > m(D).

La prop. I1.2 permet de définir, pour a > b > m(D), des modules DO-] plra.rs]
D971 DT et Dy, en tensorisant D™"™(P) par ﬁ’g’rb], ﬁ([gf“’r”], &0l &7 99 res-
pectivement. Ils ne dépendent pas du choix de m(D) et ils sont libres de méme
rang que D sur les anneaux correspondants. Le choix d’une base permet de munir
ces modules de topologies naturelles (induites par celles des anneaux de séries de
Laurent, voir le § I.A), qui ne dépendent pas du choix de la base.

Tous les modules définis ci-dessus sont munis d’une action de I", les modules
DT et Dig sont aussi munis d’actions de ¢ et ¢ commutant a celle de I" et vérifiant
¥ o =1id. Le sous-faisceau U — D' XU de U — DX U est donc stable par P,
et il s’étend en un faisceau U +— Dy X U. Par contre, ¢ ne préserve pas les
autres modules : il envoie D™? dans DT-?+! DUan] dans DUatiroi] et pl0-7s]
dans D107»+11 De maniére analogue, v laisse stable DT et D;ig, mais il envoie (pour
a>b>m(D)) D"t dans DT, pUati-ronl dang plra-rel et plO-ro1l dang P07,

Nous aurons besoin de I’estimée plus précise ci-dessous.

Lemme IL.3. Soit D € ®TY(O). 1l existe [(D) > 1 tel que, pour tous a € 7, k € N*
etb>m(D)+k,
YR(TDT) ¢ Tla/P*1=1(D) pyt.b—k

Démonstration. Si a € Z et si ¢ = [a/p*], le lemme L.5 montre que
y @Dy C Yt eD™) = yH () D) = Ty (D).

On peut donc se contenter de traiter le cas a = 0. Fixons une base ey, ..., ez de

DTmD) gyr ﬁ}’mw) : ¢’est aussi une base de D-? sur ﬁ}’b pour tout b > m(D).
Soit I > 1 tel que p divise l et Y ((1+T) e;) € T D™D pour (i, j) €[1, d] x

[0, p—1]. Alors ¥ (D*?) ¢ T~ D"*~1 pour tout b > m(D), car Y (65") c 65"

et donc
d d p—1

DIf=) 0F7e=2 ) (A4 DIp(0s" e
i=1 i=1j=0

Posons /(D) = 21 et montrons par récurrence sur k que % (D%?) c T=/P) pT.b—k

pour b > m(D) + k. Pour k = 1, on vient de le faire. Pour passer de k a k + 1, on
utilise I’hypothese de récurrence et le lemme 1.5, ce qui donne pour b > m(D) +k

YD) C Y ()T PP DT = TPy (DT,

On conclut en utilisant I’inclusion y (D2=%) ¢ T—I(P)/2pT-b=k=1 (cf, ci-dessus)
et I'inégalité
(D (D
(py> ) D) O
2 p
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II.C. Dualité. 1e module Ql des O -différentielles continues de O est natu-
rellement un (¢, I')-module etale libre de rang 1, une base étant d7 /(14 T') et les
actions de ¢ et I étant”

lof <—dT ) a9 ia ez et (—dT ) _ar
A\1+7/) =151 p \ivr) ~ 1+
Si D est un objet de ®I'*'(Os), ®IY(&) ou OI'

des morphismes Og-linéaires de D dans

dT & dT
1+7° 1+T

on note D le (¢, I')-module

tors?

Og

et (&/00)4L 1+T
respectivement ; les actions de ¢ et I' étant définies par©
(0a(x), 04(y)) = 0a((x,y)) sia€Z, et (p(x), () =e(x,y));

I’accouplement ( , ) sur D x D étant I’accouplement naturel. Le foncteur D — D
est involutif et exact. Par extension des scalaires et fonctorialité, I’accouplement
(, ) induit des accouplements (pour a > m(D))

v o

0,741 0,74] ©O,r1_dT . Pdha o pha ta_dT
(,):D x D - & 57 (,):D""x D" — 0Oy 57

et

T
(s >:Dr1gXDr1g_>=%1+T

L application résidu
téso: OLIT, T~ NdT — Oy, réso(<2 o anT">dT> =a_
n

induit une application rés : ﬁgli_—TT
dr dT

resozéal_i_—T—>L et r1ésg: 5/@5&1+T

— O, et donc des applications
— L/0;.

SifeDetze D,on pose
{Z’ Z} = réSO(<U—1 . Ea Z))

On obtient ainsi un accouplement a valeurs dans L/0;, 0 ou L si D € ®I'. .,
D € ®I'*Y(0g) ou D € ®I'*(&), respectivement. Cet accouplement est parfait, i.e.,
I’application ¢ qui envoie x sur t(x) = (y — {x, y}) identifie D et D* (le dual étant
muni de la topologie de la convergence simple). On définit par la méme formule un

accouplement parfait {, } entre Drig et Dyjg.

5. La formule (p( i +T) pli—TT, qui semblerait naturelle, ne fournit pas un (¢, I')-module étale.
6. La condition « D étale » est précisément ce qu’il faut pour garantir 1’existence et I’unicité d’un
tel ¢ sur D, si D estun (¢, I')-module sur O g.
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Le résultat suivant sera utilisé dans 1’étude des vecteurs localement analytiques
des objets de Rep; (G).

Lemme IL4. Si D € ®I'Y(0f¢), a1, ay € Z et b > max(m(D), m(b)), alors
(T D™, T2 DM} c (x € Op,v,(x) > (a1 +ax)ry).

Démonstration. Soient Z € DT*b, ze Db, Puisque o0_1(T)/T est inversible dans
ﬁip’h, il existe f € ﬁ;’h tel que

(DY o102 = £120

Puisque (, ) est ﬁ;’b—linéaire, on a
dr
Tal T\ = (Ta1+a2 )
{ 7} =r1ésg f— 7
En écrivant f = Z <z b, T", un petit calcul montre que
réso(T e f 4T ) = LD btiran-s
iz

la convergence de la série étant assurée par ’inégalité v,(b,) > —nry, sin < 0.
Cette inégalité permet aussi de montrer que

v (reso<T“1+“2f ar )) > (a1 +ax)rp,
sia;+ax >0;le cas a; +a < 0 étant trivial, cela permet de conclure. U
ILD. Les modules D™, D* et D". Les modules ci-dessous font 1’objet d’une étude
détaillée dans [9, chap. II].

Définition IL5. (i) Si D € ®I'*'(05) U @I on note D™ = () ¢"(D) et

n>1

D™ ={xeD]| lim ¢"(x) =0}, D'=D""@D™
n— o0

tors

(i) Si D € ®T', on note D* et D les orthogonaux respectifs de Dt et Dt
pour I’accouplement {, }. Si D € ®I'® (), on pose D’ = hm (D/ka) ,

pour ? € {f, #}.
On étend ces définitions aux (¢, I')-modules sur &, en choisissant des réseaux

stables par ¢ et I' et en tensorisant par L (les objets obtenus ne dépendent pas
des choix).

Proposition IL6. Si D € ®T(05) U DT .,

(i) D™ et D*/ D" sont des Oy -modules de type fini. Si D est de torsion, alors D™
est le dual de D* /D",

alors :
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(i) D" et D sont des sous O[T 1-modules compacts de D, qui engendrent D et
sur lesquels r est surjectif.

(iii) Si D est de torsion ou si D est irréductible de rang > 2, alors D* /D" est un
O'r-module de longueur finie.

Démonstration. Toutes les références sont a [9]. Le (i) suit de la prop. 11.2.2 et de
la prop. 11.5.19. Le (ii) découle de la prop. I1.6.3. Enfin, (iii) est le cor. 1.5.21. [J

On déduit de la proposition ci-dessus que si D € ®T'(&), alors D™ et D?/ D"
sont des L-espaces vectoriels de dimension finie et que D™ est le L-dual de D* /D",
De plus, si D est irréductible de dimension > 2, alors D" = D¥ car D™ = 0. Cela
est faux si D est de dimension 1, car dans ce cas D/D" est un L-espace vectoriel
de dimension 1 puisque D™ est de dimension 1.

III. L’image du foncteur IT — D(IT)

Dans ce chapitre on démontre le th. 0.9 de I’introduction (ainsi que les versions
entiere et de torsion de ce théoréme). Beaucoup des arguments qui suivent sont
tirés de [9] et des chap. II et IV de [10] mais nous avons explicité certains résultats
implicites dans [10] (comme ceux du § III.K qui ne sont rédigés que dans le cas
de torsion dans [10] ou bien ceux du § III.M sur la compatibilité a la réduction
modulo p), rajouté des sorites sur les invariants par SL>(Q,), simplifié la démons-
tration de résultats clefs comme les th. II1.21 et I11.49, et introduit la notion de paire
G-compatible qui rend la présentation des résultats plus agréable.

III.A. Représentations de G. Si A est un anneau commutatif et si H est un groupe
topologique, une A-représentation de H est un A[H ]-module a gauche. Une telle
représentation IT est dite lisse si le stabilisateur de tout v € IT est ouvert dans H et
lisse admissible si de plus TIX est un A-module de type fini pour tout sous-groupe
ouvert compact K de H.

Nous aurons besoin des catégories suivantes de représentations de G =GL,(Q),) :

» Rep,,(G) est la catégorie des O -représentations lisses de G, de longueur
finie et ayant un caractére central. ” Tout IT € Rep,,(G) est de torsion comme
O'r-module, et admissible d’apres les travaux de Barthel et Livné [2] et de
Breuil [5].

* Repy, (G) est la catégorie des & -représentations IT de G, ayant un caractere
central et telles que IT est un &7 -module séparé et complet pour la topologie p-
adique (i.e., [1= l(ln I1/p"Il), sans p-torsion et tel que IT/p"IT € Rep,,.(G)
pour tout 7.

7. Qui n’est pas forcément unique.
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» Rep; (G) est la catégorie des L-représentations de Banach de G qui admettent
un O -réseau ouvert, borné, stable par G et appartenant a Rep, (G), et donc
Rep; (G) est la catégorie des L-représentations de Banach de G, qui sont
unitaires, admissibles au sens de [27], résiduellement de longueur finie 8eta
caractere central.

Si IT € Repy,, (G) (resp. Repy, (G), Rep, (G)), on note IT* le dual de Pontryagin
(resp. le & - ou L-dual continu) de IT, que 1’on munit de la topologie faible (i.e.,
celle de la convergence simple) et de ’action évidente de G.

Sid: Q) — OF estun caractere unitaire, on note Rep,,.(8) (resp. Repy, (6,
Rep, () la sous-catégorie de Rep,,(G) (resp. Repy, (G), Rep (G)) des représen-
tations sur lesquelles (6’ 2) agit par multiplication par é (a). Par définition, Rep .. (G)
(resp. Repy, (G), Rep, (G)) est laréunion des Rep,,,(8) (resp. Repy, (8), Rep, (6)),

pour § unitaire.

Si 1, n2 sont des caracteéres continus de @7, a valeurs dans kj (resp. 07), soit

Ind(n1 ® 12)

I’espace des fonctions ¢ : G — kg (resp. ¢ : G — L), continues, telles que

o(42)g) = m@mna(d)¢(g)

pour tous a,d € @f;, b e Qp,etge G, quel’on munit de 'action de G définie
par (h - ¢)(g) = ¢(gh). Alors Ind(n; ® n2) est un objet de Rep,,,(n112) (resp.

Rep; (mmn2)).
Le résultat suivant est parfaitement classique.

Proposition II1.1. (i) Si n; # n, la représentation Ind(n1 ® o) est irréductible
(resp. topologiquement irréductible).

(i1) Si ny = na, la fonction g — n1 o det g engendre une sous-représentation de
dimension 1 sur laquelle G agit a travers le caractere 1y o det g, et le quotient
est une représentation irréductible (resp. topologiquement irréductible) de G,
de la forme St ®(n| odet g), ou St est la steinberg (resp. la steinberg continue).

Les composantes de Jordan—Holder des Ind(n; ® n») sont dites ordinaires ; les
objets absolument irréductibles de Rep,,.(G) ou Rep; (G) qui ne sont pas ordinaires
sont dits supersinguliers. Il n’est pas tres facile de construire des L-représentations
supersingulieres par de purs procédés de théorie des représentations, mais les
th. I11.4 et I1I.15 et la prop. I11.33 en donnent une classification compléte en termes
de (¢, I')-modules.

8. La condition «résiduellement de longueur finie » implique « topologiquement de longueur
finie » de maniere évidente ; ces deux conditions sont en fait équivalentes (cf. [25] pour p > 5 et [13]
pour le cas général).
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IILB. Le foncteur I1 — D(II). On note

P_(O 1>, P —( 0 1 cP

(P s’appelle le sous-groupe mirabolique de G, et P™ en est un sous-semi-groupe).
Soit IT un objet de Rep,,(G). Si W C I est un sous-& -module de type fini,
stable sous I’action de GL,(Z,) et qui engendre I1 comme G-module (un tel W
existe car IT est de longueur finie [10, lemme III.1.6]), on note :
. DE,V(H) le dual de Pontryagin de Pt - W.
. D;FV(H) I’ensemble des p € IT* nuls sur g - W pour tout g € P — P,
D‘J{,(H) est stable par Pt car P — P est stable par multiplication par g~ si
g € P*; il admet donc une structure naturelle® de (¢, I')-module sur &7 [T]]. On
définit alors

D(T1) = Os ®4, 11y D3y (1)
et on montre [10, th. IV.2.13] que D(IT) € ®I'  (la seule difficulté est de vérifier

tors
que D(IT) est de longueur finie). De plus, D(IT) ne dépend pas du choix de W et
IT +— D(IT) est un foncteur exact contravariant de Rep,,,(G) dans ®T'}

tors*
Si IT € Repy, (G), on pose

— T n
D) = LE] D(I1/p"T0).
n
Enfin, si IT € Rep; (G), on choisit un & -réseau ouvert Iy, borné et stable par G,
et on pose D(IT) = L ® 5, D(I1p) (cela ne dépend pas du choix de ITp). On obtient
ainsi des foncteurs exacts contravariants

Repy, (G) — ®r(0g) et Rep,(G) > OI'(E).

Remarque IIL.2. 11 est clair que le foncteur [T+ D(IT) tue les objets de type fini
sur 0 (ou L) mais, comme on le verra (th. [11.4), c’est la seule information que
I’on perd en utilisant ce foncteur, ce qui est assez remarquable car la construction
de D(IT) n’utilise que peu d’information sur IT.

HIL.C. Le résultat principal. Soit é : Q) — 07 un caractere unitaire et soit D un
(¢, I')-module étale. 10 Les constructions de [10, chap. II] fournissent un faisceau G-
équivariant sur P! =P!'(Q ), dont I’espace des sections sur U est noté D X U. Par
construction, on a D Xs Z,, = D (et la restriction du faisceau a Z, muni de I’action
de Pt est le faisceau du § ILA) et le caractére central du G-module D Xz P! est 6.

0 T e i *
9. Les actions de ¢ et I" sont celles de (g (1)) et (ZOF (1)

) ; la structure de &', [T]-module est
induite par I’action de <(1) le ) et I’isomorphisme standard Oy [T] >~ O, [[(

12,
01 :
Ore(Og) ou DTEE).

10. Cela signifie que D est un objet d’une des catégories @Fférs,
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De plus, si U est un ouvert compact de @, I’extension par 0 permet de considérer
D X3 U comme un sous-module de D X5 P!. Le module D X U est alors stable
sous I’action du stabilisateur de U ; en particulier, D = D X5 Z,, est stable par
1 + pM»(Z ) puisque ce groupe stabilise Z,, C P

Siw= (? (1)) Iapplication z — (Resz, (z), Resz, (wz)) induit une injection de
DXs P! dans D x D, ce qui permet de munir DX; P! d’une structure de G-module
topologique (D étant muni de la topologie faible). Plus précisément, si on note wg
la restriction de ’action de w a DV=0 = D K Z* alors D X P! s’identifie au
sous-ensemble de D x D des (z;, zp) vérifiant Resz; 70 = Wws (Resz; 21)-
Remarque II1.3. Comme G est engendré par

p 0 7 0 1 1+4pZ,
01)> \o 1) o 1 )

et comme P! =7 pUw-pZ,, I'action de G sur D X P! est completement décrite
par les formules suivantes.
eSizeD=DWX;7,,, sian;‘7 etsibeZ,,ona

<g(1))2—<p(z) (g(l’)zzoa(o, ( )z—<1+T>”

e Siz=(z1,22) € DK P', on a wz = (22, 21), Resz, (w(} 9)z) = 8(p) ¥ (z2) et
sib e pZy, Respz, (w(})z) = upResyz,(22)), o !

. -2 ~1 -1
wy = S(14D) <(1) 1)0w60<(1+g> b(1+1b) >0w50<(1) (1+fn) )

sur DXs pZ,,.

Si D € ®TY(&) (resp. PTU(Oy), ®T'E,), le module D Xs P! est I’extension
d’un banach par le dual d’un banach (resp. de la boule unité d’un banach par le
dual de la boule unité d’un banach, d’'un module discret par un module compact).
Il n’est, en général, pas possible de trouver une telle extension ol les deux termes
sont stables par G, et on dit que (D, §) est G-compatible si c’est le cas. On dispose
alors de deux €léments Iy, I de Rep, (G) (resp. Repg, (G), Repyo,(G)) et d’une
suite exacte 0 — ITf — DX; P! — I, — 0.

Soit Giors(8) C ®I'EL I'image de Rep,,,(8) par le foncteur IT — D(IT). On
définit de maniere analogue les catégories €, (8) et €1 (8). Il résulte du th. I11.4
ci-dessous que les objets de ces catégories sont exactement les (¢, I')-modules D
tels que (D, 8~ !) soit G-compatible.

11. La formule de [10, pag. 325] comporte quelques fautes de frappe.
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Théoreme I11.4. Si §: Q}, — Oy est un caractere unitaire, alors:
(1) Giors(8) est stable par sous-quotients.
(ii) Si D € Giors(8), alors D € Grors(571).
(iii) Il existe un foncteur covariant D + Tls(D) de Giors (8 1Y dans Rep,,(8) tel
que pour tout D € Giors(8~") on ait une suite exacte de G-modules topologiques

0 — M;-1(D)* - DXs P! — I5(D) — 0.

(iv) Les foncteurs 1 — D(I1) et D +— Ha(b) induisent des anti-équivalences
quasi-inverses exactes entre Rep,,.((8)/S et Giors(8), 01t S est la sous-catégorie
de Rep,(8) formée des représentations de type fini comme O'-module.

(V) Les résultats précédents restent valables si on remplace Giors par €, (resp. €1)
et Rep, par Repg, (resp. Rep,) et O, par Oy (resp. L) dans la définition
de S.

Remarque IIL.5. La suite exacte
0 — Ms-1(D)* - DXs P! - Ms(D) — 0

ne détermine pas uniquement I1s(D) et 11 (D) mais presque (en fait, si D €
Grors(8) (resp. D € €7.(8)) n’a pas de sous-quotient isomorphe a kg (1) (resp. £(n)),
avec 8 =12 ou § =n*x 2, alors [15(D) et I1 51 (b) sont uniquement déterminés par
la suite exacte). Nous donnerons une construction explicite de ces représentations
(déf. I11.9) ce qui permet de restaurer 1’unicité dans tous les cas.

La preuve de ce théoréme occupe la quasi-totalité de ce chapitre. Les (i), (ii)
et (iii) s’obtiennent en mélangeant le cor. I11.22, les prop. I11.29 et I11.44, ainsi que
les th. II1.45 et I11.49. Pour le (iv), il faut en plus utiliser la prop. I11.31.

HLD. Paires G-compatibles. Soit D un (¢, I')-module étale. L’ application
n
X (Reszp <p 0) x)
01 >0

D s @p = {(Xn)neN | Xp € D et Y (Xpq1) = X},

induit un isomorphisme

et on munit D X5 Q,, de la topologie induite par la topologie produit sur DN,

Remarque II1.6. Comme on passe de P! a Q, en n’enlevant qu’un point, la
restriction a Q, est presque injective [10, prop. I1.1.14] :

Ker (Res@p : DX P! - DX @p) ={(0, z2) | z € D™}.
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Si ? € {f, ¢}, on pose
D'X;Q, = (DX;Q,)N (DHN.
Si D € T (0g) U PTE., ¢ est un sous-module compact de D K5 Q,,.
Proposition IIL7. Soit D € ®I'{L U PI(O).
(1) Si M est un sous Or-module fermé de D Xs Q,, stable par P, il existe un
sous-objet Dy de D tel que
DIX;Q, Cc M C D! K;Q,.

En particulier, M C D* X Qp et D" X Q, C M, si Resz,(M) engendre D

en tant que (¢, I')-module.
(i) (D* X5 Q,)/(D" K5 Q,) est isomorphe & D*/ D" et est de type fini sur 0.
(ii1) Le foncteur D +— D'X;Q p est exact.

Démonstration. Le (i) correspond au th. I11.3.8 de [9] (noter que le caractere &
ne joue aucun role quand on considere la restriction a P). Le (ii) correspond aux
prop. IIL.3.1 et cor. I11.3.2 de [9], et le (iii) au th. I11.3.5 de [9]. Ol

On définit des sous- B-modules (fermés si D € @' UDT(O,)) de DX P! par

tors

D', P = Res@]{(m X5 Q,), (D'XsPy= Res@i(D“ Xs Q).

On pose D' s P! = (D K5 P, si D € @I U dIY(E), et 12 on définit

tors

D" X; P! comme le saturé du &7 -module (D" X5 P), si D € ®I(0y).

Remarque ITL8. (D*X;P')/(D*XsP!) et (D*XsP')/ (D" X5 P), sont de type
fini (sur &7, ou L suivant les cas) et sont nuls si D? = D?. En effet, D? K Q, est
saturé, et donc D* X P! aussi, ce qui fait que

D'X; P! c DF X P!

et que (D*X;P1)/(D*X;sP!) est un quotient de (D* Xs P') /(D" X5 P),. Or, par
définition, Resg, induit une injection

(D* R P') /(D" ®s Py — (D* K5 Q,)/(D* K5 Q) = D*/ D"
(cf. (ii) de la prop. IIL.7).

Proposition-définition IIL.9. (D, §) est G-compatible si et seulement si le module
DX P! est stable par G. Dans ce cas, on pose

(D) = (DX; P/ (D" K5 P,

12. Le sous-module (DD Xs [P’l)ns de D X Pl nest pas forcément saturé p-adiquement, voir la
rem. VII.4.28 de [10].
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Démonstration. Que (D, 8) soit G-compatible si et seulement si D?X; P! est stable
par G résulte de [10, lemme I1.2.5]. O

Remarque IIL.10. (i) Si f: D; — D; est un morphisme dans une des catégo-
ries PIE ., PIY(Os), PIY(&), alors f induit un morphisme équivariant du
faisceau attaché a (D1, §) dans le faisceau attaché a (D», &) (cela résulte de la
construction du faisceau D — DX;sU). En particulier, f induit des morphismes
de G-modules (resp. B-modules) topologiques f : D; XsP! — D, X; P! (resp.
f:D1XsQ, — D, X5 Q)). Si ? € {#, 1}, alors f envoie D}’ dans D27 et donc
f envoie D! X5 Q, dans D] X; Q, et D} X5 P! dans D X, P'. Il en résulte
que si (Dq, 6) et (Dy, 8) sont G-compatibles, alors f induit un morphisme
G-équivariant de I15(D;) dans I[15(Dy).

(i) Si (D, 8) est une paire G-compatible avec D € I (O) et si (D" Ks P,
n’est pas saturé (ce qui se produit rarement ; mais voir [10, rem. VII.4.28] pour
un exemple), il n’y a pas de morphisme naturel [15(D) — I1s(D /), mais
seulement un morphisme

(DX Py /(D Rs Py — Ts(D/7p).

(iii) Si (D, 8) est une paire G-compatible avec D € ®I'° (&) et si Dy est un réseau
stable par ¢ et I dans D, alors (D, §) est G-compatible et [15(Dg) est un
réseau ouvert, borné et G-stable dans I1s(D).

Proposition IIL.11. Si (D, §) est G-compatible, alors T1s(D) est un objet de
Rep,,s(G), Repy, (G) ou Repy (G), suivant que D € ®T'g, D € ®I'(Og), ou
D € ®reY&).

Démonstration. Cf. [10, lemme 11.2.10] : la seule difficulté est de prouver que les
objets obtenus sont (résiduellement) de longueur finie (voir la prop. II1.28 pour une
justification de cette finitude). (]

Remarque II1.12. Soit (D, §) une paire G-compatible.
() Si D e ®I'e U DI (D), alors D’ Xs P! est compact, si ? € {1, f1}. En effet,

tors
Z (Reszp z,Resz, w - 7) permet d’identifier D* X P! a un sous-module
fermé de D* x D¥, ce qui prouve qu’il est compact. Le méme argument montre
que (D" X5 Py, est compact, et la rem. II1.8 permet d’en déduire le résultat

pour D" Xs P!

(i) Si D € I’y U PI(O) est non nul, alors I5(D) n’est pas de type fini
comme €7 -module. En effet D? X5 P! est compact et donc son intersection M
avec D = D5 Z,, aussi, ainsi que I’image M de M dans k; ® D. 1l en résulte
que (k; ® D)/M est de dimension infinie sur k; et donc que ’image de D

dans ITs(D) n’est pas de type fini sur 7 .
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(iii) Si D € ®I'*Y(&) est non nul, alors [T15(D) est de dimension infinie sur L (cela
résulte du (ii) en tensorisant par L).

Proposition I11.13. Soit D un (¢, I')-module étale et soient §, 1 : @’;} — OF des
caracteres unitaires. Si (D, §) est une paire G-compatible, il en est de méme de
(D(n), 8n?) et on a un isomorphisme de G-modules de Banach

15,2 (D(n)) =~ Is(D) ® (n o det).

Démonstration. C’est une conséquence de 1’isomorphisme (cf. [10, prop. II.1.11])
D(n) Ry,2 P! = (DX, P') @ (n o det). O

Proposition III.14. Si A € {kg, &} et si D est de rang 1 sur A, alors (D, 8) est
G-compatible pour tout 8. Plus précisément, si 81, 8, sont deux caracteres unitaires :

(1) On a un isomorphisme de G-modules topologiques

A1) Ky, 5,1 P = (Ind(81 @ $2x71)* ® (8182 " o det).

dT

=7 ), induit un iso-

(i) L’application z +— ¢,, avec ¢,(g) =resy ((Reszp(wgz)
morphisme de G-modules topologiques

My,5,,-1 (AS1) =Ind(8 ® 81 x ).

Démonstration. 11 s’agit d’une traduction de I’analyse fonctionnelle sur Z,, : voir la
rem. II.1.1 de [10] ou la prop. 4.9 de [12]. O

Théoréme IIL.15. (i) Si D est de rang 2 et si 8p est le caractére x ' det D, alors
(D, 8p) est G-compatible et si D est absolument irréductible, alors dp est
I'unique caractere § de Q, tel que (D, 8) soit G-compatible.

(1) Si D est absolument irréductible de rang > 3, alors (D, &) n’est G-compatible
pour aucun choix de 6.

Démonstration. La G-compatibilité de (D, §p) est le résultat principal du chap. IV
de [10] (a partle cas ol p =2 et D est la somme de deux caractéres égaux pour
lequel on a besoin des résultats de [13]). Le reste de 1’énoncé est une conséquence
de [25] si p > 5, et de [13] en général. O

Remarque II1.16. La G-compatibilité de (D, §p) est valable, plus généralement,
pour une déformation d’un (¢, I')-module de rang 2, i.e., pour un (¢, I')-module
de rang 2 sur A ®; & ou A est une L-algebre artinienne. Ce genre de considération
joue d’ailleurs un grand role dans la démonstration de la G-compatibilité de (D, §p)
pour D € ®I'*Y(&).

Proposition IIL.17. (i) Soit D € ®T'Y(0¢). Alors (D, §) est G-compatible si et
seulement si (D/p* D, 8) est G-compatible pour tout k > 0.

(ii) Une paire (D, 8) est G-compatible si et seulement si D*Xs P! est stable par G.
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(ili) Si D € @I UPL(Og), et si (D, §) est G-compatible, le module D! X P!
est le plus grand sous-module compact de D X P! stable par G.

Démonstration. Ces énoncés sont contenus dans la prop. I1.2.6 de [10] (et sa preuve).
O

ILE. Le sous-module D* de D" X5 PL. On note E@p le complété de la clf)ture
radicielle de [, ((T)). Il est muni d’actions continues de ¢ et I" (on a ¢(T) =
eto,(T)=(1+ T)“ —1). Soit A@l = W(E@ ) I’anneau des vecteurs de Wltt a
coefficients dans E@ Sixe E@ , on note [x] le représentant de Teichmiiller de x
dans A@ L anneau A@ est naturellement muni d’actions de ¢ et I', que I’on
étend par ¢ -linéarité a 1’anneau Op = 0Oy ®z, A@) SibeQ,etn>1esttel
que p"b € Z,, on pose
, X ph .
ur+nﬂ=¢ﬂar+nﬂ%=w”(§]?k)ﬂ)eﬁg
k=0

Cela ne dépend pas du choix de n et on a
[+ )= [+ T)"]-[(1+T)]

sib,ce Q).
Si D estun (¢, I')-module étale, on pose D= O¢ Qe D, que I’on munit d’une
action du mirabolique P en posant,sik € Z,a € 73, b € Q,,

pta b
(01) =11+ 1)"1¢" (@, (3)).

Cette action laisse stable le sous-module D* de D, formé des x € D tels que la
suite (¢" (x))nen soit bornée dans D

Proposition IIL.18. Si D € I’ U DTY(E), alors D/D™ est un 0 Bl-module
(resp. un L[ B]-module topologique) de longueur égale a celle de D. En particulier,
si D est irréductible, il en est de méme de D/ Dt comme B-module (topologique).

Démonstration. C’est une reformulation de [9, prop. IV.5.6] et de sa preuve. [l

Remarque II1.19. La démonstration de la proposition citée repose sur le fait que
D/D% est le dual de DX Q p (voir [9, prop. IV.5.4]), ce qui permet d’utiliser le (i)
de la prop. I11.7 (i.e., [9, th. II1.3.8]) pour déterminer la longueur de D/D™.

Soit I, = [0, I[N (p™"Z, N Q) et soit I la réunion croissante des I,. C’est un
systeme de représentants de Q,/Z, et on montre [loc. cit., lemme IV.1.2] que tout
élément z de D s’écrit, de maniere unique, sous la forme z =, _,[(1 + 7)1z,
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avec z; € D et lim;¢; z; = 0. D’apres [10, lemme I1.1.16], la suite de terme général

Z((l) ;)ZieD&;p_”ZI,CD&gPl

iel,

converge dans D X; P! et on note i(z) sa limite. On montre [9, lemme IV.2.2] que
i : D — DX;sP! est une injection P-équivariante, qui envoie D* dans (DX P!),q
car Resz, D™ C D". (Tout ceci ne suppose pas que (D, §) soit G-compatible.)

ILF. Dualité. Si D est un (¢, I')-module étale, on étend [10, th. I1.1.13] I’accou-
plement {, } sur D x D en un accouplement G-équivariant et parfait {, }p1 sur
(D -1 P! x (D X5 P, en posant

{Z1,22), @1, 2))p = {21, 2} H{Y (Z2), ¥(22)}.

Dans cet accouplement, D Xs-1 U et D X5 V sont orthogonaux si U et V sont des
ouverts compacts de P! tels que UNV = & (on se ramene a [9, prop. 111.2.3] en
utilisant la G-équivariance).

Lemme II1.20. Soit D un (¢, I')-module étale et § @; — O} un caractere unitaire.
Alors 'orthogonal de Dt dans D Ks-1 P! est inclus dans D" X1 PL.

Démonstration. Le cas D € ®I'®(&) se déduit par tensorisation par L ; on suppose
donc que D € ®I'E U BT (O). Soit N 'orthogonal de D dans D Ky—i P!, 11
est stable par P, car DT Dest.

Supposons que D est de torsion. Si x = (x1, x2) € N, alors pour tout y € D* C D+t
ona {x1, y} = {x, y}p1 =0, donc x; est orthogonal 2 D et x; € D" En appliquant
ceci a (%ﬂ ?)x pour tout n > 0, on obtient x € D’ Ks—1 P! et donc N C D* K—i P!

Supposons maintenant que D € ®I'®(0¢) et soient Dy = D/p*D et ¢ tel
que p° tue le conoyau de Dt — l~)k+ pour tout k£ (’existence de ¢ découle de
[9, lemme IV.5.1]). Dong, si x € N, alors p°x (mod pk) est orthogonal a D,j et,
d’apres le cas de torsion, on a p°x (mod p¥) € lv),E X;s-1 P!. En passant 2 la limite
projective on obtient px € (D" Xs-1 Py et donc x € D" X;s-1 P!, ce qui permet
de conclure. U

Théoreme II1.21. Si (D, 8) est une paire G-compatible, alors D" X1 P! est
I’orthogonal de DY et de D' X5 P! dans D K- P,

Démonstration. En utilisant le lemme IIL.20 et I'inclusion DT C D" Xs P!, il suffit
de montrer que D" X P! est orthogonal 2 D! Xs-1 P!. Quitte & remplacer D par
D/ p*D et a passer a la limite, on peut supposer que D est de torsion.

Soit M I’orthogonal de D" X5 P!. Alors M est fermé (c’est un orthogonal) dans
D" X1 P! (lemme II1.20), et donc M est compact (rem. II1.12). Il s’ensuit que
Resg, (M) est un sous P-module compact de D’ Xs Q,, et comme Resz, (M)
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contient D+ (car M contient DT C D' K- P'), qui engendre D, on en déduit
(cf. le (i) de la prop. I11.7) que Resg, (M) = D" X5 Q,, et donc (rem. IIL.6) D’ Xs-1
P! ¢ M + (0, D™). Ainsi, D*X;_1 P! est lui-méme compact '3 car (0, D) est de
longueur finie sur &, (prop.11.6). Le méme argument montre alors que Resq, (M )=
D' X5 Q,, si M est I’orthogonal de D K1 P!,

On adonc D*KsP! ¢ M+ (0, D™) et D*KsP! C M+ (0, D™), et il reste A voir
que M + (0, bm) est orthogonal a M + (0, D™). Or, on a vu que M + (0, D™) C
DX P! et, par définition, M est orthogonal 2 D X5 P!, donc M est orthogonal 2
M+ (0, D™). En faisant la méme chose avec M et en utilisant le fait que D™ est
orthogonal a D™ car D™ C D* et D™ C D" cela permet de conclure. (]

Corollaire I11.22. Soit (D, 8) une paire G-compatible. Alors :
@) (b, 81 est G-compatible.

(i1) On a unisomorphisme de G-modules topologiques T1s(D)* ~ bu‘xs—l Plet Dt
est dense '* dans T15(D)*.

(iii)) On a une suite exacte de G-modules topologiques
0 — M;-1(D)* - DXs P! - I5(D) — 0.

Démonstration. Cela découle du théoreme précédent et du fait que {, }p1 est G-
équivariant (pour le (i)) et parfait (pour le reste). O

HL.G. Un modeéle de I5(D). L’ application Resq, : D X5 P! - DX; Q p est B-
équivariante et son noyau est inclus dans (D" X5 P16 par définition de ce module.
Si D € ®I°Y(&) et si ? € {1, £}, on pose (D’ X5 Q,)p = (DO? X5 Q,) ®¢, L, pour
n’importe quel réseau Dg de D, stable par ¢ et I.

Proposition 111.23. Soit (D, §) une paire G-compatible. Posons X = D*X; Q p Si
D e Ot UPTI(Oy) et X = (D X5 Q,)y, si D € PTYE). Alors Resq, induit
une suite exacte

0— (0, D™) — (D' K5 P'),s — X — 0.

Démonstration. L’ exactitude a gauche est immédiate, celle au milieu résulte de la
rem. IIL.6. Par définition, Resg, ((D*Xs PY),s) C X. Pour démontrer la surjectivité,
on peut supposer que D € ®I'SL U PI'Y(Os). Alors (D" X5 P1),s est compact
(rem. III.12) donc son image par Resg , estun sous-P(Q,)-module compact de
D' X5 Q p» qui contient D7 ; le (i) de la prop. IIL.7 permet donc de montrer que

cette image contient D X5 Q,,. O

13. Cela n’a rien de trivial a cet instant, car nous ne savons pas encore que (D, 571 est G-
compatible. C’est d’ailleurs ce que nous cherchons a montrer. ..
14. Rappelons que tous les duaux sont munis de la topologie faible.
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Corollaire I11.24. L’application Resz,, : D' X5 P! — D" est surjective.

Démonstration. D’apres la prop. I11.23 il suffit de prouver la surjectivité de 1’ap-
plication Resz, : X — D". Le cas D € ®T'*Y(&) se déduit du cas D € ®I'*'(0)
en tensorisant par L. Le cas D € ®T'{,. U ®I'*(0s) découle de I'isomorphisme

X ~lim D" et du fait que 1 est surjectif sur D", O

Corollaire IIL.25. Soit (D, 8) une paire G-compatible telle que D™ =0.
(i) Si D € ®T . on a un isomorphisme Ts(D)* ~ D" K- Q) de B-modules

tors?

compacts.
(ii) Si D € ®I'*Y(&), on a un isomorphisme Ts(D)* ~ (Du@,;fl Q) de B-modules
topologiques.
Démonstration. Cela découle du cor. I111.22 et de la prop. I11.23. ([l

Corollaire I11.26. Si (D, §) est G-compatible, avec D € ®T§,. U ®T(E), alors

Uinclusion de D dans D K5 P induit une suite exacte de B-modules topologiques
0— D/D* — Mg(D) - D*/D" — 0.

Démonstration. Commencons par le cas de torsion. Alors D*/D* est le dual (de
Pontryagin) de D" et D/D™ est le dual de D* K;-1 @,, (rem. I11.19). En utilisant
le th. II1.21, on voit que la suite exacte demandée est obtenue en dualisant la suite
exacte

0— (0, D™) — D'M; 1 P! - D*K; Q, — 0
de la prop. I11.23, ce qui permet de conclure. U

Supposons que D € ®TY(O¢) et posons Dy = D/ p* D. Alors D* /D" est la limite
projective des Dg / D,E et D/D est la limite projective des Dy/ [),j ([9, lemme
IV.5.3] pour ce dernier). L’application naturelle l~)k+1 — l~)k est surjective, car Dy
se surjecte sur Dy. Il en est donc de méme de I’application ﬁk+ 1/ D;ﬁrl — f)k / l~),j.
Ainsi, en passant a la limite dans

0— Dy/D} — Ms(Dy) — D/D; — 0
on obtient bien une suite exacte
0— D/D* — 1im [5(Dy) — D*/D* — 0.

On a Il;(L ® D) = L ® I15(D) puisque [15(D) est le quotient de 1(£n [15(Dy) par
son ¢'1-module de torsion ; on en déduit le résultat pour un objet de ®T(&).

Remarque II1.27. Dans le cas D € ®I'*'(0 ), il résulte de la preuve ci-dessus qu’il
faut modifier la suite exacte de la proposition en remplacant I15(D) par 1<£n ITs(Dy).
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Proposition II1.28. Si (D, §) est G-compatible, avec D € ®T'L U DPTY(E), alors
[15(D) est un B-module (topologiquement) de longueur finie, et donc aussi un

G-module (topologiquement) de longueur finie.

Démonstration. C’est une conséquence du cor. II1.26, de la finitude de la longueur
de D/D (prop.1I1.18) et de celle de D*/D" (prop. IL6). O

IILH. Presque exactitude de D — I15(D). Si (D, §) et (D, §) sont des paires
G-compatibles (noter que § est le méme dans les deux paires) et si f : Dy — D; est
un morphisme de (¢, I')-modules, la rem. II1.10 montre que f induit un morphisme
G-équivariant continu f : I15(D1) — I15(Dy).

Proposition I11.29. Soit 0 -~ Dy — D — D — 0 une suite exacte dans une des
catégories P, ®T(Og), PTUE). Si (D, §) est une paire G-compatible, alors
(Dy, 8) et (D», 8) sont des paires G-compatibles.

Démonstration. Pour montrer que (D1, §) est G-compatible, suffit (prop. I11.17)
de montrer que 1 Df X5 P! est stable par G, ce qui résulte de ce que D? X; P! =
(D1 K5 PYy N (D? s P') par exactitude du foncteur D +— D¥ X5 Q,, (prop. I1L7).

Pour montrer que (D5, §) est G-compatible, on dualise la suite exacte 0 — D; —
D — D, — 0 et on obtient une suite exacte 0 — sz - D b] — 0. On conclut
alors en utilisant ce que I’on vient de démontrer et le cor. 111.22. (]

Remarque II1.30. La réciproque de la prop. II1.29 est presque toujours fausse, la
G-compatibilité étant une contrainte treés forte.

Proposition II1.31. Soit 0 — Dy — D — D, — 0 une suite exacte dans @ngrs

(resp. ®TY(Og), PTY(E)). Si (D, §) est une paire G-compatible, les groupes de
cohomologie du complexe

0— IIs(Dy) — [s(D) — Is(Dy) — 0

sont des O -modules de longueur finie (resp. de type fini sur Oy, de dimension finie
sur L).

Démonstration. Commencons par traiter le cas de (¢, I')-modules sur O¢. La suite
0— D;X; P! > DK P! - D, X P! — 0 étant trivialement exacte, il suffit de
prouver que la cohomologie du complexe 0— DiKsP! — D*RsP! — DiR;P! — 0
a les propriétés de finitude requises. L’ exactitude du foncteur D — D! X; Q petle
fait que A*X;Q,,/ A"X;Q,, soit un sous-quotient de A*/ A", et donc un & -module
de type fini si A € {D1, D, D}, entrainent la finitude des groupes de cohomologie
du complexe 0 — D? X5 Q, — D" K Q,— Dg Xs Q, — 0. Les suites exactes
(pour A € {Dy, D, D,})

0— (0, A"™) — (A*N; Plyys — A*K; @, — 0

15. Si D € ®I'® (&), remplacer D X Qp par (D" 5 Qpp-
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fournies par la prop. I11.23 et la finitude des &;-modules A™ montrent que les
groupes de cohomologie du complexe 0 — (Df Xs [P’l)nS — (D" K [P’l)Ils —
(Dg Xs P, — 0 sont de type fini sur 0.

« Si Dy, D, D; sont des objets de <I>F§§rs, cela permet de conclure.

 Si Dy, D, D; sont des objets de ®T"*'(O), on conclut en utilisant la finitude
de A"Xs P! /(AR5 P, (rem. TI1.8).
e Si Dy, D, D; sont des objets de ®I'®(&), il suffit de remplacer dans la dé-
monstration A’ X P! par (A7 K I]J’l)b, si A=D;,D,Dyet?elt,t}. U
Remarque I11.32. Si Dy, D, D; sont des objets de ®I'¢. ou de ®I(&), il résulte
de la preuve que la suite 0 — I15(D;) — I1s(D) — I1s(D,2) — 0 est exacte si
D;?r =0et D}?r =0 pour j = 1, 2. En effet, dans ce cas A™ et A%/A% = (AM)*
sont nuls si A € {D;, D, D,}, et donc les groupes de cohomologie du complexe
sont nuls.

Proposition II1.33. Soit (D, ) une paire G-compatible, avec D € ®I'St UDT(&).

tors

(1) Si I15(D) est irréductible, alors D est irréductible.

(i1) Si D est de dimension > 2, les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) D estirréductible.
(b) TI5(D) est topologiquement irréductible comme G-module.

(c) TIs(D) est topologiquement irréductible comme B-module, B étant le
Borel supérieur.

Démonstration. (i) S10 — D; — D — D, — 0 est une suite exacte dans ®I'(&),
la prop. II1.31 et I’irréductibilité de [15(D) montrent qu’une des représentations
[15(Dy) et I15(D,) est de dimension finie sur L. La rem. II1.12 permet d’en déduire
que Dy =0 ou Dy =0, et donc que D est irréductible.

(i1) Supposons que D est irréductible et montrons le (c¢). Comme dimgs D > 2, on a
D* = D" et donc T5(D) ~ D/D™ en tant que B-modules topologique (cor. I11.26).
On conclut en utilisant la prop. II1.18. L’implication (b) = (a) ayant été prouvée
dans le (i), cela permet de conclure puisque 1’implication (c) = (b) est triviale. [J

Remarque II1.34. Les conclusions de la proposition sont en défaut en rang 1.

(i) La représentation I15(D) n’est jamais topologiquement irréductible comme
B-module : il y a un quotient de dimension 1 puisque la représentation obtenue
est une induite d’un caractere de B (prop. I11.14).

(i) Si D=&(n),etsis=n?, alors [15(D) n’est pas topologiquement irréductible
comme G-module (il y a un sous-objet de dimension 1). Par contre, si § # 12,
alors Ils(D) est topologiquement irréductible.
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Remarque IIL.35. Si (D, §) est G-compatible avec D € ®I'LL U ®I(&), et si
0— Dy — D — D, — 0 estexacte, les groupes de cohomologie de 0 — I15(D;) —
[15(D) — I1s(D,) — 0 sont des G-modules dont les composantes de Jordan—Holder
sont parmi celles de D X; P!. Comme, par ailleurs (prop. I11.31), elles sont de type
fini (sur & ou L), la suite 0 — I15(D;) — IIs(D) — I15(D,2) — 0O est exacte si
DX; P! n’a pas de composante de Jordan—Ho6lder de dimension finie (sur k;, ou
sur L). En regroupant les résultats des prop. III.1, II1.14, II1.33 et du cor. I11.22, on
voit que c’est le cas si et seulement si D n’a pas de composante de Jordan—Holder

de 1a forme ke (1) ou L(1), avec § = n? ou 8 = n’x 2.

IILIL. Invariants sous SLy(Q,). Dans ce paragraphe on étudie les SL,(Q),)-invar-
iants d’une représentation de Rep,,,(G) ou Rep; (G).

Lemme IT1.36. Si IT € Rep,(G), alors TIS%2@) est un & -module de longueur
finie.

Démonstration. Soit K,, = 1+ p"M(Z,). Comme IT est admissible, il suffit de
montrer que [15%2(@») < ITX» pour m assez grand. Soit § un caractére central de IT
et soit n > 1 tel que § soit trivial sur 1 + p"Z,. Si x € 1 + p"*'Z,, il existe
y € 1+ p"Z, tel que x = y%. Si v € T52(@) _alors

0 0 0
(690 2o

Comme K41 C ( 1+pno+lzp (1)) -SL,(Q)), on voit que I’on peut prendre m =n+1. [

Corollaire IIL.37. Si IT € Rep,;, (G) (resp. T1 € Rep, (G)), alors TT2@) est un
O'r-module libre de type fini (resp. un L-espace vectoriel de dimension finie).

Démonstration. On peut supposer que IT € Rep,;, (G). Dans ce cas, le résultat est
une conséquence du lemme précédent et du fait que IT512(®») est un & -module
saturé de IT. O

Remarque II1.38. La démonstration ci-dessus utilise juste I’admissibilité. Or on
a supposé que les représentations sont de longueur finie et toute composante de
Jordan—Holder de T18%2(@») est de dimension au plus 2 sur k; ou L car le sous-
groupe engendré par SL>(Q),) et le centre est d’indice 2 dans G. Cela prouve, non
seulement que IT15%2(@») a les propriétés de finitude du lemme II1.36 et du cor. II1.37,
mais aussi que (IT*)S2(@0) 3 Jes mémes propriétés.

Proposition IIL.39. Soit IT € Rep,, (G). Si 152(@) =0, le &1 -module
((L/OL) @ T)S2@

est de type fini, et donc inclus dans la p"-torsion de (L/Or) Q@ I1 si n est assez
grand.
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Démonstration. Notons H le groupe SL,(Q,) et I, la p"-torsion de (L/07) ® I1.
Alors T, = I1/p"T1 est un objet de Rep,,,(G) et donc [T est de type fini sur &,
(lemme I11.36). I 5" agit de prouver qu’il existe ng € N tel que ((L/0) Q)" =TI}
Dans le cas contraire, il existe une partie infinie / de N et, pour tout n € I, un vecteur
v, € Hf n’appartenant pas a I1,_;. On peut donc trouver x, € IT — pII tel que
v, = p~"x, (mod IT) et gx,, —x,, € p"*I1 pour tout g € H. Pour n € IN]j, co] on a
x, (mod p/)e 1'[5.1 , qui est un ensemble fini (lemme II1.36). Par extraction diagonale,
on obtient ainsi 1’existence d’une sous-suite (y,), de (x,),er qui converge p-
adiquement vers un « € I1. En passant a la limite dans la congruence gx,, —x, € p"II,
on obtient & € IT¥ = 0. Mais cela contredit le fait que y, ¢ pII pour tout n, ce qui
permet de conclure. O

Lemme I11.40. Soit M un O’ -module tué par une puissance de p et muni d’une
action O -linéaire de SL,(Q)). Alors M /M2 (@) p°q pas de SL, (Q)-invariants
non triviaux.

Démonstration. 11 faut montrer que si x € M et (g — 1)(h — 1)x = 0 pour tous
g, h € SL(Q)), alors (g — 1)x = 0 pour tout g € SL>(Q,). Pour 7 = g", on
obtient g"t1(x) — g"(x) = g(x) — x, et donc g"(x) = n(g(x) — x) + x pour tous
g € SL»(Q)) et n > 0. Par hypothese il existe n qui tue M. On a alors g"(x) = x
pour tout g € SL»(Q,). On conclut en utilisant le fait que g — g" est bijective sur
les sous-groupes unipotents de G, sous-groupes qui engendrent SL>(Q). U

Corollaire I11.41. Si IT € Rep, (G), alors H/HSLZ(QP) n’a pas de SL,(Q))-invar-
iants non triviaux.

Démonstration. C’est une conséquence formelle du lemme II1.40. ]

Lemme II1.42. (i) Si IT € Rep,,,(G) URepy, (G) est un Or-module de type fini,
alors TI = IT802(@),

(ii) Si IT € Rep; (G) est de dimension finie sur L, alors I1 = 15L2(@p),

Démonstration. Si I1 € Rep,,,(G), cela découle de [10, lemme III.1.5]. Les autres
cas s’en déduisent. O

Proposition IIL43. Si (D, §) est G-compatible, avec D € ®T'SL UDT (D) (resp.
D € ®T'Y(&)), alors

M5(D)32 @) = (D*R; P')/(D* K5 P

et c’est la plus grande sous-représentation de type fini sur O, (resp. de dimension
finie sur L) de T15(D).
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Démonstration. On peut supposer que D € ®T'( U P (Og). D apres la prop.
.17, X = (D* Xs P1)/(D* X5 P!) est un sous-&; [G]-module de I15(D), et
il est de type fini sur ¢ d’apres la rem. II1.8. On déduit du lemme I11.42 que
X C Iy(D)St2(@),

Pour montrer 1’inclusion inverse, soit Y le sous-¢&; -module des z € D XK P!
dont I’'image dans ITs(D) est invariante par SL>(Q,). Siz € Y, alors (((1) }) — 1)x €
D®;sP!, pour x € {z, wz}, eten appliquant Resz, on obtient Resz, (z), Resz, (wz) €
(1/T)D* car Resz, ((((1) }) - l)x) =T Resz, x. Donc Y est compact. Comme Y
est stable par G, on obtient Y C D* X5 P! d’apres le (ii) de la prop. II1.17, ce qui

permet de conclure. ([l

III.K. Reconstruction de I1. Le but de ce paragraphe est d’expliquer comment
reconstruire [T a partir de D(IT) (éventuellement a des morceaux pres de type fini
sur O, ou L).

Soit IT € Rep,, () et soit W comme dans le § II1.B, dont on reprend les notations.
Larestriction 2 P -W induit une injection de DJ‘{,(H) dans Div(l'l), dont I’image est
d’indice fini dans Div(l'[) (cf. [10, lemme IV.1.4]). On a donc un isomorphisme de
Og-modules D(IT) >~ O ¢, 1] Div(l'l), ce qui permet de définir une application
Bz, : TI* — D(IT), composée des

* — D}, () = Os ®g,yry Diy (M) = D(TD),
la premiére fleche étant la restriction 2 PT- W, et la deuxieme x > 1 ® x. On définit

Bp1 : 1" — D) @ D(ID),  Bpi(x) = (Bz,(x), Bz,(w - x)).

Comme leurs noms I'indiquent, 8z, et Bpi1 ne dépendent pas du choix de W et sont
fonctorielles par fonctorialité de IT+— D(IT).

Soient maintenant IT € Repy, (8) et D = D(IT). On note I1, le sous-module de
p"-torsion de (L/01) ® I et on pose D, = D(I1,) >~ D/p". Alors

M"=1lim T, et D=Ilim D,.
< —

Les applications fp: : [T} — D, & D, sont compatibles, d’oil une application
continue Bp1 : [T* — D@ D. Le cas I1 € Rep; (§) s’en déduit en prenant un réseau
appartenant a Rep,;, (8).

Proposition I11.44. Soit IT € Rep,,,(§) URep;, (§) URep, (8) et soit D = D(IT).
(i) (D, 87" est une paire G-compatible.
(ii) Bp1 est un morphisme G-équivariant I1* — D*X;_1 P!, de noyau (IT*)S12(@»),

(iii) Bp1 envoie I’orthogonal de TIS“@) dans D" Ky P,
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Démonstration. Le cas I1 € Rep,,(8) est le contenu du th. IV.4.7 de [10]. Le cas
IT € Repy (8) se déduit du cas IT € Repg;, (). Supposons donc que IT € Repy, (8)
et considérons les objets D, I1,, introduits ci-dessus de sorte que

D ~lim D, et IT*~lim IT}.
P <~

Puisque chacune des paires (D,,, §~!) est G-compatible, le module (D" X1 P!), ~
1<i£1(D5 Xs-1 P!) est stable par G, donc (D, 8~ ') est G-compatible. Un argument
identique démontre le (ii) a partir du cas de torsion.

Passons a la preuve du (iii). Soit H = SL,(Q,). Si = H/HH, ona D(I:[) o~
D(IT) (puisque T est un & -module de type fini d’apres le lemme I11.42, donc tué
par le foncteur IT — D(IT)) et 7 =0 (cor. I11.41). De plus, IT* est I’ orthogonal
de TT7, et on est ramené a prouver que Bpi (IT*) C D(IT)? Xy_1 P!, Autrement dit,
on peut supposer que 17 = 0.

Notons Z, I’orthogonal de I/ dans IT#, de telle sorte que la suite exacte

0—n”—nm,—»nmn,/0”—-o

nous donne une exacte de & -modules profinis 0 — Z,, — IT} — (Hf)* — 0. En
passant a la limite projective, on obtient

0 — lim Z, — IT* — (lim [1)* — 0.
< —

La prop. I11.39 montre qu’il existe N tel que p" tue (li_r>n [12)* ; on en déduit que
donc pNTT* C 1(£n Z,. Comme Bpi(Z,) C D,tz Xs-1 P! d’apres le cas de torsion, on
obtient

Bpi (p" %) C lim(Dy Ryt P = (DF By1 P

et donc Bpi (IT*) € D*X;-1 P!, ce qui permet de conclure. O

Théoreme I11.45. Si IT € Repy,,(8) URepy;, () (resp. Rep, (8)), la transposée B,
de Bp1 induit un morphisme G-équivariant

ﬂﬂ;l : Hs(b(l_[)) N H/HSLZ(@[))’

dont les noyau et conoyau sont de type fini sur O (resp. de dimension finie sur L).
Plus précisément, Coker(ﬂu’gl) est un quotient de ((TT%)SLa(@p) )%

Démonstration. On peut supposer que IT est une & -représentation. Soit =
I1/115%2(@p) La prop. I11.44 montre que

B (IT*) € D(M)* Ky P! = M5 (D(IT))*

(la derniere égalité suit du cor. 1I1.22). Puisque le noyau de fp: est un sous-O7p -
module de (IT*)S12(@») 1e conoyau de Bp: est un quotient de ((IT%)S2@p)y* - qui
est un & -module de type fini (rem. 111.38).
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Pour conclure, il nous reste a prouver que Coker(8p1) est un &7 -module de type
fini. Comme IT* est compact, M =Resq, (Bp! (1:1*)) est un sous- P-module compact
de D(IT)" Xs-1 Q,. De plus, Resz, (M) engendre D(IT) (car Reszp(ﬂpl(l'[Z)) =
Bz, (I1;) engendre D(I1,) par construction méme) donc M = D(IT) ;-1 Q, (cf. (3)
de la prop. III.7). On en déduit (rem. I11.6) que

D(I) K1 P! C Bpi (IT%) + (0, D(ID™),

et donc Coker(Bpi) est un quotient de (0, D(IT)™) ce qui permet de conclure
puisque D(IT)™ est un &p-module de type fini. O

Corollaire I11.46. Tout objet de Rep,.(G) ou de Rep; (G) est de longueur finie
comme B-module (topologique).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du th. I11.45 et de la prop. I11.28.
O

Corollaire II1.47. Soit I1 € Rep; (G) supersinguliere, de caractere central §. Alors
D(IT) est absolument irréductible de dimension > 2 et on a des isomorphismes
topologiques de G-modules

IT* ~ D(I)* Ky P!, TI ~ Is(D(I)).

Démonstration. Comme IT est irréductible de dimension infinie, on a T15%2(@») = @
et (IT*)SL2@) — (. Le th. I11.45 fournit une suite exacte 0 — K — T5(D(I1)) —
IT — 0, avec dim; (K) < o0.

L’irréductibilité de D(IT) est une conséquence du (i) de la prop. I11.33.

Si dimg(D(IT)) = 1, il découle du th. I111.45 et de la prop. II1.14 que IT est
ordinaire, ce qui est contraire a 1’hypothese. Donc dimge D(IT) > 2 et, puisque
D(IT) est irréductible, on a D(l’[)ti = lv)(l'[)”. La prop. I11.43 permet de conclure
que K =0, et donc IT >~ Ha(f)(H)). On conclut en utilisant le cor. 111.22. U

Remarque I11.48. On déduit du cor. I11.47 que si I1;, [1, sont supersingulieres,
de méme caractere central et si D(I1;) >~ D(I1,), alors IT; >~ IT,. Paskanas [25,
preuve du th. 10.4] a démontrée cette propriété d’injectivité du foncteur IT+— D(IT)
par voie tres détournée, mais son approche fournit plus d’informations. Il prouve
que si p > 5 et si I1 € Rep; (§) est supersinguliere, alors D(IT) est de dimension 2
sur & et § = x ! det D(H). En particulier, I’image par le foncteur [T+ D(IT) suffit
a retrouver le caractere central, ce qui est assez surprenant car le (¢, I')-module
attaché a un IT € Rep; (G) n’utilise que la restriction au mirabolique. Ce résultat
est étendu a p quelconque dans [13].

IIL.L. Reconstruction de D. Le but de ce paragraphe est de démontrer que 1’on
peut récupérer D a partir de I1s(D) quand (D, §) est une paire G-compatible. On
note K = GL,(Z,) le sous-groupe compact maximal de G et Z son centre.
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Théoreme I11.49. Soit (D, 8) une paire G-compatible, avec D dans une des caté-
gories ®TE ., PTY(Os) ou PTY(E). Alors on a un isomorphisme canonique de

(¢, T')-modules D(I15(D)) ~ D.

Démonstration. Le cas D € ®I'®(&) se déduit du cas D € ®I'®'(O,) en tensorisant
par L. Supposons que D € ®I'*'(0) et posons D, = D/p" € ®I'fL. On déduit
de la prop. III.31 que I’application naturelle D — D, induit un isomorphisme
D(I1s(D)/p"Tls(D)) = D(I1s(D,)) pour tout n, ce qui montre qu’il suffit de

traiter le cas D € ®I'f ., ce que I’on supposera dans la suite.

Soit W I’image de W= deK g-D¥ ¢ DXs P! dans IT5(D).

Lemme IIL.50. W est un sous-K Z-module de T15(D), de longueur finie comme
O'r-module et W engendre T15(D) comme O [G-module.

Démonstration. 11 est clair que W est stable par K Z. Soient z1, ..., zg € D" tels
que DF = J_, (D 4z;). Puisque Dt C D"X;5 P! et D"X; P! est stable par G, on
agD*T c D*X; P! pour tout g € G. Si v; est I'image de z; dans IT5(D), on conclut
que W est le sous-0;[K]-module de ITs(D) engendré par vy, ..., vg. Comme
[T5(D) est lisse, le & -module W est de longueur finie.

Montrons enfin que W engendre I[15(D) comme & [G]-module. 11 suffit de
vérifier que D X P! = deG g- D et comme DXs P! = D+ w- D, il suffit de
prouver I'inclusion D C deG g-D*".Or,size D, alors Zn,ii= V" ((1+T)"'z) e D¥
pour tout n assez grand, uniformément en i € Z,,, et

= : 'S 10\ (PO
= Z(1+T)l¢n(zn,i) = Z (0 1) (0 I)Zn,ia

i=0 i=0
ce qui permet de conclure. U
Rappelons que D‘Jg, est ’orthogonal de deP_m g-Wdans I15(D)*= Dtlz(g—l P!
L’isomorphisme O ® g, 171 Dy, = D que I’on cherche & établir est une conséquence
de la platitude de Oy sur O [T] et des deux lemmes suivants.
Lemme IIL51. Ona Dy, C D+t

Démonstration. Si z € Dy, alors {Z, gkD*}p1 =0 pour tout g € P — P etk € K,
donc Resz, (k~'g~'Z) est orthogonal & D*. On en déduit que Resz,(gz2) € D+
pourtoutgeM:={zkh_1 |z€Z, ke K, he P—PT}.Sin>1et0<i < p"
est un multiple de p, alors '° (p(;n (1)) . ((1) _1’) -w € M. On en déduit que, pour tout

16. Pour i = 0 cela découle de I’identité (p(;n (1)) cw = (p(;n pgn)w(p(;n (1))_1, etsii #0,de
I'identité (avec N = n — 2vp (i))

PO\ (1 =i\ (17i 0N (=i2pNm 0\ /PN 17i\ 7"
o 1) \o 1) " VLo 1)U v 1Jlo 1) -
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0 <i < p" multiple de p, ’'on a
Y"((1+T) 7 Resz, (w?)) € D1
En faisant n — oo dans I’égalité

Res,z,(w3) = Y (1+T)¢"(¥"(1+T)" Resz, (w)),
i<p®, pli

v

on obtient Res,z, (w?) =0, ie., Z € D. De plus, ¢(3) = Resz, ((“’(;1 ?)_12) e DT,
donc Z € D™, ce qui permet de conclure. O

Lemme IIL52. Sin est assez grand, ¢"(T)D™ C Dy},

Démonstration. 11 sagit de prouver que ¢"(T)D** est orthogonal a g - W, si

g= (8 11’) avec vp(a) <0ouv,(h) <0. De maniere équivalente, il s’agit de vérifier

que DT est orthogonal a ( (1) -r ") -1)-g- W. L’argument est différent suivant

que v,(a) = 0ouvy(a) <0.

e Sivp(a) >0,0nav,(b) <0. Or il existe un treillis 7'M de D tel que (‘0’ (1)) W
soit inclus dans D +wM + (D*Xs P') pour tout a € Z*. Choisissons 7 assez grand

pour que () 77")—1)-wM C D*RsP'. En écrivant (| ") —1)- g sous la forme

Lo\ ((1 —p" ). a0
01 0 1 01)
on voit que

1 —pn -
((0 f’ ) — 1) g-WC(DRs (b+Zp))+ (D'Hs P,
qui est orthogonal & DT car D K (b + Z,) l'est puisque Z, N (b+Z,) = & et
D?Xs P! I’est puisque D est inclus dans D X1 P!

1

* Siv,(a) <0, on écrit (((1) _f’n) —1) - g sous la forme g - (((1) _“_1 pn) —1),eton
choisit n assez grand pour que (( ) —1)- W C (D");P') pour tout ¢ € p"Z,,. Les
arguments ci-dessus montrent qu’alors D+ est orthogonal a (({ ") —1)-g- W.

Ceci permet de conclure la démonstration du lemme et celle du th. 111.49. [J

Remarque II1.53. Le module W utilisé dans la preuve du th. II1.49 est raisonna-
blement naturel, et garde un sens si D n’est pas de torsion. Cela semble un bon
candidat si on veut écrire I15(D) comme quotient d’une induite de KZ a G.

IL.M. Compatibilité avec la réduction modulo p. Dans ce paragraphe nous éten-
dons un résultat de Berger [3] sur la compatibilité entre la correspondance de
Langlands locale p-adique et celle modulo p.

17. Un treillis est un sous-& [T ]-module compact de D dont I’image modulo p” est ouverte dans
D/ p" D pour tout n € N (il suffit qu’elle le soit dans k;, ® D).
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Si D € ®I'*Y(&) et si Dy est un Og-réseau de D stable par ¢ et I', on note
Do = Dy ®¢, ki et D% la semi-simplifiée de Do (qui ne dépend pas du choix
de Dp). De méme, si I1 € Rep; (G) et si I1g est un réseau ouvert, borné et G-
invariant, on note Iy = I, ®g, ki et 1% la semi-simplifiée de I (qui, a nouveau,
ne dépend pas du choix de Ilj). Rappelons que, par définition de Rep; (G), la
représentation IT% est de longueur finie. Remarquons aussi que, si (D, §) est G-
compatible, il en est de méme de (D%, 8) (cela résulte du (i) de la prop. lI1.17 et de
la prop. I11.29).

Proposition II1.54. Soit (D, 8) une paire G-compatible, avec D € ®I'*Y(&), et
soit Dy un Og-réseau de D stable par ¢ et T'. Si Do n’a pas de composante de

Jordan—Holder isomorphe a kg(n), avec n> = 8 ou n*x =% = 8 mod my,, alors

[5(Do) = M5(Dg) et T5(D)* = [5(D®).

Démonstration. (Dg Xs P / (D(t) X5 P, est un G-module de longueur finie sur &
dont les composantes de Jordan—Holder sont parmi celles de Do X5 P! = Dy X P!
(le foncteur D — DX P! est trivialement exact). L’hypothése sur les composantes
de Jordan—Holder de Dy implique que DoXsP! n’a pas de composante de dimension
finie sur ky, (cf. la rem. I11.35), et donc que (Dg s P, = Dg XsP!. On en déduit
que I5(Dg) = Is(Dy). L’isomorphisme IT5(D)* = I15(D%) est, lui-aussi, une
conséquence de la rem. I11.35. ([

Sans I’hypothese sur les composantes de Jordan—Holder de la prop. I111.54, la
situation est plus problématique mais on a quand méme le résultat suivant.

Proposition IIL.55. Si (D, §) est une paire G-compatible, avec D € ®T'°Y(&), et si
D=D®357', alors TI5(D)* = I5(D*).

Démonstration. Nous allons constamment utiliser le cor. II1.22 dans la suite. Soit
Dy un réseau stable dans D et soit [1y = I15(Dg). Alors Iy est un réseau ou-
vert, G-invariant, et dans IT = I[15(D). L’hypothese d’autodualité de D fournit un
isomorphisme Do ~ Do®38 !, donc

M1 (Dg) ~ Mz-1 (Dy @8 H~My®s ",

le dernier isomorphisme étant une conséquence de la prop. III.13. On obtient donc
une suite exacte de G-modules topologiques

0— IM}®8 — DyXsP' — Iy — 0.
En réduisant modulo m;, on obtient une suite exacte

0— My’ ®8 - DX P! — [y — 0.
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Soit 7 = I15(Dy). Les mémes arguments que ci-dessus fournissent une suite exacte
de G-modules topologiques

0>7"®8—> DyXRs P! - 7 — 0.

En utilisant le fait que les composantes de Jordan—Holder de DoXs P!, de dimension
finie sur kz, sont invariantes par W —> WY ® §, on en déduit qu’il y en a le
méme nombre de chaque dans 7 et dans IT, & savoir la moitié du nombre de ces
composantes dans DoKX P! car 7 et 7V ® § en contiennent le méme nombre, ainsi
que T et ITp¥ ®8. Comme les composantes de Jordan—Holder de dimension infinie
d’un dual d’un objet de Rep,,,.,(G) sont compactes alors que celles d’un objet de
Rep,s(G) sont discretes, on en déduit les égalités

ﬁss — ﬁoss — JTSS.

Il nous reste donc a prouver que 7% = [15(D%). Comme ci-dessus, cela revient a
comprendre comment les composantes de dimension finie de DoXsP! se répartissent
(notons que (Dy K5 PYYss = D K P! par exactitude de D — D K P!). Or
I’hypothése d’auto-dualité implique, comme ci-dessus, que 7% et I15(D*) en
contiennent le méme nombre de chaque, ce qui permet de conclure. U

Remarque II1.56. Les hypotheses de la prop. II1.55 sont satisfaites si D est de
rang 2 et si 8 = x ' det D et, quitte & étendre les scalaires de L 2 son extension
quadratique non ramifiée, il y a deux possibilités :

o D™ est irréductible et IT5(D)* est supersinguliere ;

o D% =ke(81) Dks(8s) et
I5(D)* = (Ind§ (61 ® x '62))™ @ (Ind§ (8, ® x ~'61).

Dans le premier cas [15(D)% est irréductible, dans le second elle est de longueur 2,
sauf si 8152_1 = x*! o elle est de longueur 3 si p > 5, et de longueur 4 si p =2, 3
(car alors x = x ! modulo p).

IV. Représentations localement analytiques

Dans ce chapitre, on revisite les travaux de Schneider et Teitelbaum [28] sur les
représentations localement analytiques en étudiant de plus pres la filtration naturelle
par rayon d’analyticité (on fera attention que cette notion est légerement différente
de celle a laquelle on penserait naturellement (cf. la rem. IV.15)). On donne aussi
(th. IV.6) une description, par dualité, des vecteurs localement analytiques d’une
représentation de Banach.
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IV.A. Groupes uniformes. Onrenvoie a [17] pour les preuves des résultats énoncés
ci-dessous. Posons k =1 si p > 2 et k = 2 sinon. Dans ce chapitre, H est un pro- p-
groupe uniforme, i.e., un pro- p-groupe topologiquement de type fini, sans p-torsion
ettel que [H, H]C HP*.

Sii >0, soit H; = {gf" |ge H} = H”'. Alors H; est un sous-groupe ouvert
distingué de H, et (H;);>o est un systeme fondamental de voisinages ouverts de 1.
Enposantw(1)=o0cetw(g) =i si g € H;_,\ H;_,+1,0n obtient une p-valuation (au
sens de Lazard) satisfaisant I’hypothese HYP de [28], ce qui nous permet d’utiliser

directement les résultats de [loc. cit.]. Si &y, hy, ..., hg est un systeme minimal
de générateurs topologiques de H, alors w(h;) = « pour tout i, et I’application
Zi’] — H définie par (x1, x2, . .., Xg) > h{'hy* - - - b est un homéomorphisme. De
plus, on a

oh{'hy - hy) =k + min v, (x;)
<i<

pour tous X1, ..., Xq € Z,.
On utilise les notations standard pour les d-uplets :

|a|:ia,~, (Z>:H(Z>’ hazl_[h?", etc.
i=1 i i

On écrit o < B sio; < B; pour touti. Si ¢ = (aq,...,05) € N, on note
b* = (hy — )" (hy = 1)* -+ - (hg — 1) € Z,[H].

IV.B. Coefficients de Mahler. 1.’ espace € (H) des fonctions continues sur H, a
valeurs dans L, est une L-représentation de Banach de H, si on le munit de la
norme sup et de I’action de H définie par (g-¢)(x) = ¢ (xg). Si ¢ € € (H), on note

au(@) = 0" 9) (1) = Y (=" (G o (")

B=a
ses coefficients de Mahler, relativement au choix des coordonnées A1, ..., hy sur H.
Soit ¢, € € (H) 1’application définie par ¢, (h*) = (2) pour x € Zf). Un théoreme

classique de Mahler montre que (¢, ) ene €St une base orthonormale de €' (H), et
pour tout ¢ € € (H),

p= > auy($) .

aeNd

Définition I'V.1. Pour tout 2 € N* on note

LAW(H) = {9 € C(H) | lim (v)(aq($)) —rilal) = oo}.

C’est un banach pour la valuation v® définie par

v (¢) = inf(v) (aa (¢)) — raler]).
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D’apres le théoreme d’ Amice [1], ’espace €*"(H) des fonctions localement
analytiques sur H est la limite inductive des espaces LA™ (H).

IV.C. Complétions de I’algébre des mesures de H. Le but de ce paragraphe est
de rappeler un certain nombre de constructions et résultats de [28], et d’établir
quelques estimées techniques dont on aura besoin plus loin.

Soit A(H) le dual faible de '(H) ;onaaussi A(H)=L®g, (1<iLn ﬁL[H/HPn]).
C’est une algebre (pour le produit de convolution) topologique localement compacte,
et le § IV.B montre que tout élément de A(H) s’écrit de maniere unique

A= Z cab®,
aeNd
avec (cy)q une suite bornée dans L. La valeur de A en ¢ € € (H) est donnée par
(hp) =) Catta(®).
aeNd

On note Z,,(H) le complété de A(H) pour la valuation d’algebre (c’est-a-dire
U]/p(kﬂ) > U]/p()‘) + Ul/p(,u)) :

Vip (Z cab“) = inf(v)(ca) + o)
o
et, si h € N*, on définit '8

D(H) = {3 cub™ € D1 (H) |inf(vp(ca) + rlal) > —oo},

que I’on munit d’une valuation d’algébre v® en posant

U(h) <Z caba> = inf(Up(Ca) + }"thlD-

Enfin, on note Z(H) le dual topologique (fort) de ¥*"(H). C’est aussi la limite
projective des &, (H). L’ accouplement

(o)=Y Catta(9)

aeNd

identifie 2, (H) au dual topologique de LA’ (H), ce qui permet de définir une
topologie faible sur &, (H). Dans la suite on munit '° &, (H) de cette topologie
faible. La différence avec la topologie forte (qui, elle, est induite par la valuation v")

18. Rappelons que rj, = 1/(ph_1(p —1)).

19. L’algebre 9, (H) peut aussi &tre munie d’une topologie d’algebre de Banach en utilisant
la valuation v, C’est d’ailleurs ce qui est fait dans [28]. Cette topologie est trop forte pour les
applications que nous avons en vue.
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est que p~"#1%/p% tend vers O pour la topologie faible dans 2, (H), mais pas pour
la topologie forte.

Proposition IV.2. La multiplication dans A(H) s’étend par continuité a 2y, (H) et
Uinclusion naturelle A(H) — 9y, (H) est plate. De plus, l'inclusion A(H) — Z(H)
est fidelement plate.

Démonstration. Tout ceci est démontré dans le chap. 4 de [28]. Pour faciliter la
comparaison, notons que 1I’on utilise comme p-valuation celle introduite dans le
§IV.A, et que si I’on pose s, = p‘”l"il el1/p, 1[N p®, alors p‘”(h) correspond
al -, de [loc. cit.], donc Z,(H) correspond a D_,, (H, L) de [loc. cit.]. O

Lemme IV.3. (i) Soith', ..., h), un autre systéme minimal de générateurs topo-
logiques de H et soit b' = (hy — 1)*' - - (h); — 1)*. Il existe des cq.p € O],
tels que b'™* =" 5 cq gb” et v, (cq p) = max(0, k(Ja| —|B])).

(ii) Pour tout x € H il existe des cqp, € O tels que xb* = Zﬂ CapubP et
Vp(Ca,p.x) = max(0, k (la| —[B])).
(iii) 1l existe des cq.p € O tels que

(R = 1% e (b = 1% =" cq pb"
8

et vp(Ca,p) = max(0, ri(pla| —1B1).

Démonstration. (i) L'existence des ¢, g et le fait qu’ils appartiennent a & suivent
du fait que b € O [H] C OL[H]. Linégalité v,(cy,p) = max(0, « (|| — |B]))
découle du fait que v, /p (g —1) =« pour tout g € H. La preuve du (ii) est identique
et laissée au lecteur.

(iii) Puisque v est une valuation d’algebre sur A(H), on a

d
inf(vp(cap) +r11BD = Y ! —1).
i=1
Or
p

v 1) = v(l)<Z(I]Z>(hi - l)k) = klf<1£ vp((i)) +kry = pry,

k=1

ce qui permet de conclure. U

IV.D. Le foncteur Tl > II™. Soit IT une L-représentation de Banach de H et
soit vy une valuation sur I qui définit sa topologie. Si # > 1 on définit

"W ={vel| lim vg(®*v) - ryle| = oo},
|| — 00
et I’on munit de la valuation v® définie par

v® (v) = inf (vg(B*v) — ryle)).
aeNd
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Alors TI™ est un L-banach, qui ne dépend pas du choix de vy (la valuation v
en dépend de maniére évidente, mais changer vy remplace v par une valuation
équivalente).

Les b%v sont les coefficients de Mahler de la fonction o, : H — I1 définie par
0,(g) = g - v, et le théoreme d’ Amice montre que le sous-espace I1*" des vecteurs
localement analytiques est la limite inductive des IT".

Proposition IV.4. L’espace TI'™ et la valuation v ne dépendent pas du choix

du systeme minimal de générateurs topologiques hy, ..., hg de H, que I’on utilise
pour définir b”.
Démonstration. Soit h, ..., h), un autre systéme minimal de générateurs topo-

logiques et soit ¢,,5 comme dans le lemme IV.3. Soient v € n», MecRetN
tels que v (b*v) — rpla| = M pour tout |8| > N. Si |a| > N, alors (en utilisant le
lemme IV.3)

inf (vr1(ca,pbv) —ralal) = inf vn(®Pv) +x(jal = N) = rylel,
IBI<N IBI<N
quantité qui dépasse M si || est assez grand, et

|/3i|llf1v(v“(c“’ﬂbﬂv) —rplal) = M +ry (18] — |of) + max(0, k (lo| — [B])) = M.

Comme b'*v = } 4 ca, gbPv, on déduit des inégalités précédentes que I’on a
1im|g | 00 V11 (B"*V) — 1y |t| = 00 et (en prenant N =0 et M = v (v))

inf(vr (b%v) — rla]) < inf(vn (b™*v) — rylal).

Le résultat s’en déduit par symétrie. ]
Proposition IV.5. Ona €(H)® = LA™ (H).
Démonstration. 1l est immédiat de vérifier que €(H)™ c LA™ (H). Réciproque-
ment, supposons que ¢ € LA (H). On veut montrer que
lim inf v,((b%¢)(x)) — ryla| = oo.
|a|—>o00 xeH

Si ¢y, p,x €st comme dans le lemme IV.3, alors

BP)(x) = (xb*P)(1) = D caprap().
B

On conclut en utilisant le lemme IV.3, comme dans la preuve de la prop.IV.4. [

Théoréeme IV.6. (i) Siv € I, alors v € TIW si et seulement si la fonction g —
[(g - v) appartient a LA(h)(H) pour tout | € TT*.

(i) Sily, ..., engendrent IT* comme A(H)-module, alors v — ((v), ot t(v) €
LA(h)(H)’ est la fonction g — (l1(g - v), ..., (g - v)), est un plongement
fermé de T1M dans LA®(H)".
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Démonstration. Par définition, v € TI™ si et seulement si la suite x, = p~"#*p%y
tend vers 0 dans [1 ® L(p""). Le (surprenant) lemme IV.7 ci-dessous montre que
cela arrive si et seulement si p~"#//(b%v) tend vers O pour tout / € IT*. On conclut
la preuve du (i) en remarquant que [ (b*v) = a,(0;,), ou 01, : H — L est la fonction
g +— L(gv).

Pour prouver le (ii), notons que IT est admissible (car IT* est de type fini comme
A(H)-module). Puisque /1, ..., I, engendrent IT* comme A (H)-module, 1’appli-
cation transposée

T —>FH)", v (g~ i(g-v),...,.L(g-v))

est un plongement fermé [27]. Il découle de la prop. IV.5 que ¢ envoie [T dans
LA™ (H)" et il nous reste 2 montrer que 1’application ¢ ainsi obtenue est un plonge-
ment fermé. Supposons que les v, € 1™ sont tels que t(v,) — f dans LA(h)(H ).
Alors t(v,) — f dans € (H)", et donc il existe v € IT tel que f = ¢(v). Ainsi
t(v) = f € LA(”)(H)’. Autrement dit, les g — [;(gv) appartiennent a LAM (H)
pour tout i. Comme [y, ..., [, engendrent [T* en tant que A (H)-module, et comme
LA(h)(H) est un A(H)-module, il s’ensuit que g — [(gv) appartient a LA(I’)(H)
pour tout / € IT*. Le (i) permet de conclure que v € [T, U

Lemme IV.7. Dans un espace localement convexe sur un corps sphériquement
complet une suite converge vers 0 si et seulement si elle converge faiblement vers 0.

Démonstration. Voir par exemple [26, th. 5.5.2]. (|
Corollaire IV.8. T1'™ est stable sous 'action de H.

IV.E. De H a H?. Le but de ce paragraphe est d’étudier la variation de la filtration
par rayon d’analyticité quand on remplace H par un sous-groupe (prop.IV.11).

Proposition IV.9. Soir ¢ € LA™ (HP)Y et soit ¢~> € € (H) ’extension par 0 de ¢.
Alors ¢ e LA"TD(H).

Démonstration. 11 s’agit de montrer que limy|— 0 Vp (g ((]3)) — rpt1|a| = oo, Si
B €N’ onahP e HP siet seulement si p divise 8 (i.e., p divise chaque ;). On
en déduit que 2°

ax(@ = Y (D ()

ph=a
= () Zay@)( )= Zayw) Cary
pB=«a
avece
20. Attention au fait que les coefficients de Mahler de ¢ sont calculés par rapport a (hp ..... hfi’ ).

On a donc ¢ (hPP) = 2y ay(¢)( )-
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Cay =), (_1)a_pﬂ(;ﬁ><§>'
pB=a

On conclut comme dans la preuve de la prop. IV.4, en utilisant le lemme ci-dessous.
O

Lemme IV.10. Sic,, = Y (—1)0‘—Pﬂ(;ﬁ)(f ) alors
pB=a

lex|
Vp(cqy) > ——d—1y|.
p\Cay D

Démonstration. Soit fi = ¥ (T*) pour k € N. Alors fi € Z,[T] et

AT =1 = 30T =1 = Y ()T

¢r=1 pj<k b

On en déduit que pour tout € N¢ on a

d
> 0 ()T =TT fuTi = .
i=1

pB=a

En dérivant cette relation y-fois et en évaluant en 1, on obtient

1 dv o a
Ca = 1 gy VI -V TEDNO) = by -+ by
ol
YT =Y b
i<k/p

Le résultat découle de I'inégalité v, (b ;) > k/p — 1 —1i (cf. [11, lemme 1.8]). [
Proposition IV.11. Si I1; est la restriction de T1 a H?, alors TI" D = th).

Démonstration. On note h, = h? et b"* = (b} — 1)*' - - - (h/,— 1)*. Alors b}, ...,
forment un systeme minimal de générateurs topologiques de H”. Commengons par
montrer I’inclusion I+ ¢ Hﬁh). La prop. IV.4 montre qu’il suffit de prouver que
lim|g|— o0 V11 (6"*v) — rp || = 00 pour tout v € Mn»+H, La preuve est identique a
celle de la prop. IV.4, en utilisant le lemme IV.3.

Soit maintenant v € Hgm et soient (g;);es tels que H =], <7 HPg;i. Soit enfin
[ € TT* et notons ¢ : H — L V’application g — [(gv). Puisque H? est distingué
dans H etv € l'[ih), on montre comme dans la preuve du cor. IV.8 que (g;¢)|gr €
LA® (HP). Si ¢; est ’extension par zéro de (g;@)|n», la prop. IV.9 montre que
¢; € LA”‘H)(H). On en déduit que ¢ =), gi_1 - € LA”‘“)(H), puisque
LA"+D(H) est stable par H. Le th. IV.6 permet de conclure que v € [T#+D, O
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Remarque IV.12. On déduit de la preuve de la prop. IV.11 que, si on décompose
H sous la forme H = [[;.; H"g;, I’application ¢ +— ((g; - ¢)|ur)ier induit un
isomorphisme de L-banach

LA®D () ~ EBLA(h>(HP, L).

iel

IV.E. Exactitude du foncteur TI — TI™, A partir de maintenant, on suppose
que IT une représentation de Banach admissible de H. Cela signifie que IT* est
un A(H)-module de type fini (et donc de présentation finie, puisque A(H) est
noethérien). Le choix d’une surjection A(H)" — IT1* induit un plongement fermé
t: T — ¥ (H, L), ainsi qu’une surjection o : Z;,(H)" — Z,(H) ®a(m) I1*. On
munit Z;,(H) @ m) IT* de la topologie quotient, induite par o (I’espace Z),(H)
ayant la topologie faible définie dans le § IV.C). La topologie faible de IT* est alors
la topologie quotient induite par la surjection A(H)" — IT*.

Sivell®™ etsir= D Cab® € Dy(H), lasérie ), cob* converge dans M.
Cela permet de munir ™ (et donc (IT¥)*) d’une structure de %, (H)-module.
L’ application naturelle IT* — (IT?”)* induit une application continue >! &, (H)-
linéaire Z,(H) @) IT* — (TT™)* Par passage  la limite on obtient aussi une
application Z(H )-linéaire Z(H) @ m) IT* — (IT*")*.

Proposition IV.13. (i) L’application Z,(H) @) [T — (TIMY* est un isomor-
phisme de L-espaces vectoriels topologiques.

(ii) L’application Z(H) @ gy IT* — (I1*")* est un isomorphisme de L-espaces
vectoriels topologiques.

Démonstration. La preuve est fortement inspirée de la preuve du th. 7.1 de [28] (qui
est précisément la partie (ii) de la proposition). Le (ii) se déduit du (i) par passage a
la limite, et pour le (i) il suffit de montrer la bijectivité de 1’application en question.

Commencons par la surjectivité. Le plongement fermé I — (LA™ (H))" du
th. IV.6 se dualise en une surjection I, (H)" — (IT™)*, Par construction, cette
surjection se factorise par la surjection Z,(H)" — Z;,(H) @ n) IT*, ce qui permet
de conclure.

Pour démontrer I’injectivité, compte tenu du théoreme de Hahn—Banach et de la
dualité de Schikhof [27], il suffit de prouver la surjectivité de 1’application transposée
n"» — (2,(H) ®aw) I[T*)*. L’application naturelle IT* — 2, (H) ®4, IT* est
continue (IT* est muni de la topologie faible), d’image dense, car A(H) — Z,(H)
a ces propriétés. Cela montre que si F € (Z,(H) @am) [17)*, alors il existe un
unique v € IT tel que F(1®1[) =I(v) pour tout / € [T*. La continuité de F' combinée
au fait que p~1*I"p* tend vers 0 dans &, (H) pour la topologie faible montrent que

21. On munit dans la suite [T* et (T™)* de la topologie faible de dual de Banach.
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p "1l (b%v) tend vers O pour tout [ € IT*. On déduit du th. IV.6 que v € I et
on conclut en utilisant la densité de I’'image de IT* — %, (H) @) IT".

Pour démontrer le (ii), posons M = Z(H) @ a(my IT*. Puisque IT* est un A(H)-
module de présentation finie, M est un Z(H)-module coadmissible [28], et donc
M est isomorphe a la limite inverse des 2, (H) @y IT*. Le (ii) se déduit donc
de (i) et de I'isomorphisme [1*" ~ h_r)n Y 1™ fourni par le théoreme d’Amice. [

Corollaire IV.14. Le foncteur T1 +— II™ est exact de la catégorie des L-représen-
tations de Banach admissibles de H dans la catégorie des L-banach.

Démonstration. C’est une conséquence directe du théoreme de ’image ouverte, de
la proposition précédente et de la platitude de &, (H) sur A(H) (prop.1V.2). [

Remarque IV.15. 1l serait plus naturel d’étudier le foncteur I1 +— I1;, ou I1, est
I’espace des vecteurs v € [T tels que la fonction x — A* - v soit analytique sur
xo + phij pour tout xp € Z‘;;. La raison pour ne pas prendre ce point de vue est
que ce foncteur n’est pas exact, ce qui est désagréable pour les applications. En
effet, si LA, (H) = € (H)j, le théoreme d’ Amice [1] montre que ¢ € LA, (H) si
et seulement si .,
. o;
Jim v, (a0 (@) - Z v,,([ﬁ] 1) =00,

donc le dual topologique de LA, (H) est I’algebre i puissances divisées partielles. 22
Or cette algebre n’est pas plate sur A(H) si d > 2. On remarquera toutefois que
LA, (H)* est en fait trés proche de Z_;,41(H) puisque vp([n/ph] ) ~ nryyq, et
donc TT"+D est trés semblable a IT),.

IV.G. Cohérence. On suppose a partir de maintenant que G = GL,(Q),) et on note
K =GL,(Z,) et Z le centre de G. Soit H =1+ p*M,,(Z,,) ; ¢’est un pro-p-groupe
uniforme de dimension n? (rappelons que k = 1si p > 2 etk =2si p =2). Si
g € G, onnote d(g, 1) le plus petit entier m tel que H?" C gHg™'. Puisque K Z
normalise H et H?", d(g, 1) ne dépend que de K ZgK Z.

Proposition IV.16. Soit I1 une L-représentation de Banach de G. Alors TI" est
stable par K et g-TI™ c 1"+ 5id(g, 1) <n.

Démonstration. La premiere assertion se démontre comme le cor. IV.8, en utilisant
le fait que H est distingué dans K. La seconde découle de la prop.IV.11. U

D’apres la décomposition de Cartan,ona G =|_|,.;+ KK, ou T+ est’ensemble
des matrices diag(p“', p®, ..., p®), avec a; > ap > --- > a, € Z. Pour tout entier
positif m, on note 7, le sous-ensemble de 7+ des matrices diag(p®!, p*, ..., p™)
avec a; — a, < m. Le résultat suivant permet de montrer que d(g, 1) est la distance
entre les sommets représentés par g et 1 dans I’'immeuble de Bruhat-Tits de PGL,,.

22. Ses éléments sont de la forme Y ¢y —L_pe oy (cq ) est une suite bornée de L.

Rl
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Lemme IV.17. On a d(g, 1) < m si et seulement si g € KT,;fK. En particulier,
d(g,1) =0 si et seulement si g € K Z.

Démonstration. Soit g = kitky, avec ki, k; € K et t = diag(p®, ..., p) € T+.
Puisque H et H”" sont distingués dans K, on a g~ 'H?" g C H si et seulement si
t~VHP"t ¢ H. On conclut en utilisant les égalités t(xij),-,jt_l = (p“~Yxij)ij et
HP" =14 p"M,(Z,). O

Lemme IV.18. Ona d(g, 1) <l + m si et seulement si I’on peut écrire g = g182,
avecd(gi, 1) <letd(gr, 1) <m.

Démonstration. Si HP" C g, Hgf1 et H'C ngggl, alors HP""'C g182H(g182)~ L,
donc d(g1g2,1) <d(g1,1)+d(gs, 1) pour tous g1, g» € G. Dans I’autre sens, il

suffit d’utiliser le lemme IV.17 et I'égalité 7," - T,F = T,7 . O

Si W est un sous-L[K Z]-module d’un L[G]-module IT et si 4 € N, on pose

wihl = Z g-W;
d(g,1)<h

c’est un sous-L[K Z]-module de I1. Notons que g - W et d(g, 1) ne dépendent que
de 'image de g dans S :=G/K Z.

Lemme IV.19. L’ensemble {s € S | d(s, 1) < h} est fini.

Démonstration. Soit Thfo I’ensemble des ¢ = diag(p®', ..., p™) € ThJr tels que
a, = 0. Alors Thfo est un ensemble fini et TthZ ) T,:r . Si I, est un systeme de
représentants de K /K, (avec K; = 1+ p"M,(Z,,)), alors

KTk c | kkntkzZ c | ) kK Z,

teT,fy teT;fy
kélh kEIh

la derniére inclusion étant une conséquence du fait que 1~ Kt C K pour tout
te Th+0' On conclut en utilisant le lemme IV.17. ([

On suppose maintenant que IT est une L-représentation de Banach admissible
de G, ayant un caractere central. Le sous-espace IT" de IT (défini en considérant IT
comme une représentation du pro- p-groupe uniforme H) est stable par K Z, puisque
K Z normalise H.

Définition I'V.20. On dit que la représentation IT est cohérente s’il existe m(IT) tel
que TR = (TIM)K1 pour tous 4 > m (1) et k € N.
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Remarque IV.21. (i) L’inclusion (IT")  T1%#+K est vraie pour n’importe
quelle représentation de Banach I (cela découle de la prop. IV.11).

(i) Le lemme IV.18 montre que W11 = (WIKhI[1l Pour montrer que IT est cohé-
rente, il suffit donc de vérifier que T1+D = (IT")[1] pour tout 4 assez grand.

(iii) Si IT est cohérente, alors IT"™ engendre IT*", en tant que représentation de G,
pour tout / assez grand (cela découle de ce que IT*" est la réunion des IT™).
On peut se demander si une propriété de ce genre est automatiquement vérifiée
pour une représentation de Banach admissible de G (au moins dans le cas de
longueur finie). C’est le cas pour G = GL,(Q,) (cf. le th. VIL.11).

Proposition 1V.22. Soit 0 — I1; — I1 — I1; — 0 une suite exacte de représen-
tations de Banach admissibles de G. Si Tl est cohérente, alors Tl [’est aussi;
réciproquement, si I1; est cohérente, alors Tl est cohérente si et seulement si
I, Dest.

Démonstration. C’est une conséquence de I’exactitude du foncteur IT — 1. 0O

V. Vecteurs analytiques des représentations unitaires de GL2(Q,)

Ce chapitre étend (et raffine) a toutes les paires G-compatibles les résultats de
[10, chap. V], concernant I’espace I15(D)*" des vecteurs localement analytiques de
la représentation I15(D). L’approche est assez différente de celle de [10] méme si
le noyau technique (a savoir le § V.E et, en particulier, la lemme V.18) est le méme.

V.A. Préliminaires. On fixe dans la suite une paire G-compatible (D, §), avec
D € ®I(&), et un réseau Dy de D, stable par ¢ et I'. On note I1 = I5(D) et
[Ty = [15(Dg). Alors Iy est un réseau de I, ouvert, borné et stable par G. On
munit IT de la valuation vp, a valeurs dans v, (L), faisant de I1p la boule unité
de II.

On renvoie au chap. I pour les anneaux de fonctions analytiques utilisés dans la
suite. Rappelons que A(I") est I’anneau des mesures a valeurs dans & sur I'. Si R
est un anneau de séries de Laurent (comme Og, #, O T’b, etc.), on peut remplacer la
variable T par y — 1 ol y est un générateur topologique de I (ou plut6t de I’'image
inverse de 1+ p*Z, dans I', ou k = 1 si p > 2 et 2 si p = 2) pour construire un
anneau R(I") (on renvoie le lecteur au n° 3 du §V.1 de [10] pour les détails).

Rappelons que m(Dy) est un entier assez grand, qui ne dépend que de Dy. Il est
en particulier choisi tel que la prop. I1.2 s’applique a Dy, et donc

DiR, P! ¢ Dy " ”, P!
(cf. [9, cor. I1.7.2]). Comme Dg est compact, il existe [} = [;(Dy) tel que

: =l pm(Do)
Dy c T h Dy,
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donc Dy X, P! (T~ Dg’m(DO)) X5 P!, ou I’on note
XXsP'= (DXs PHYN (X x X)

pour X € (DO DT} (pareil avec Dy si X € {T¢ Dg’b, D(()O’r”]}). Quitte a augmenter

encore /] et m(Dy), on peut supposer qu’ils sont aussi associés a (Do, 871, et que

I'involution is de O[] qui envoie o, sur §(a)oy, s’étend en une involution
continue de ﬁT b(F) ﬁ(o ”’](F) Z(T") pour b > m(Dy) (voir [10, lemme V.2.3]).

V.B. Vecteurs analytiques et surconvergence. Si m > 2, on note K,, le sous-
groupe 1+ p"M3(Z,) de G,

1+p™ 0 1 p"
a;;:( 0 1)’ o (0 1)
_ (1 0 _ (10
a"‘l: 01+pm ’ um: pml

et, pour o € N, on note

bY = (af — D" - (a, — D (u} — 1) (u,, — D* € Z,[Kpnl.

m

Alors (a;t, a,, ul, u,) est un systtme minimal de générateurs topologiques du
pro-p groupe uniforme K.

Définition V.1. Si b > m + 1, soit
n® = {v ell| lim wvn(by, -v)—p"rp-|a|= oo}
lo| >0
que I’on munit de la valuation
v® () = inf (n (B, - v) = p"rp - ),
aeN*

qui en fait un banach.

Remarque V.2. (i) Le théoréme d’Amice [1] montre que, pour tout m, on a un
isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques

lim 1® ~ 2n,
>

(ii) Puisque p™ry = rp_m, 'espace T1?) n’est autre que I’espace H(b ™ de I’in-
troduction (ou, avec les notations du chapitre précédent, 1’ espace p Kl
correspondant au sous-groupe H = K, de G). Il résulte de la prop.IV.11 que
I’espace T1?” ne dépend pas du choix de m < b—1 (la valuation v® en dépend,
mais les valuations obtenues en faisant varier m sont toutes équivalentes).

Le th. V.3 ci-dessous décrit le L-banach IT%”) en fonction de D. Nous commengons
par préciser un peu les topologies sur les espaces divers et variés apparaissant dans
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ce théoréeme. On dispose d’une pléiade d’anneaux de séries de Laurent (voir le
chap. I), chacun ayant une topologie naturelle. Cela induit une topologie naturelle
sur les modules libres de type fini sur ces anneaux (et qui ne dépend pas des choix
de bases). En appliquant cette discussion aux modules D”’, D(()O’r”], DOl pf
Diig, etc, on obtient des topologies sur ces modules.

Si X € {D(0 7l pO.ns) , D'}, on munit X Xs P! de la topologie induite par
Iinclusion X X [P’l C X x X. Cette topologie est plus forte que celle induite par
I’inclusion XX P! ¢ Dy P! (ou X ¢ DXsP'). Comme Du Xs P! est fermé dans
Do X P!, il est aussi fermé dans D, (O "] X5 P! pour b > m(Do) donc D* &5 P! est
fermé dans D©"»/XsP! et dans DT&S P!. On munit alors (D(0 "I |]3’1)/(D XsP)
et (X X5 P1)/(D" X5 P) de la topologie quotient, pour X € {D©"1 DT},

On fixe une paire G-compatible (D, 8), avec D € ®I'*'(&) et on note I1=I5(D)
et [T = I5-1 (D).

Théoreme V.3. I/ existe c = c(D, 8) tel que pour tout b > c:

(i) Le sous-module D" X5 P! de D K5 P! est stable par GLy(Z)), qui agit
continiiment.

(i1) On a un isomorphisme canonique de GL,(Z ,)-modules de Banach
(DO " Py /(DF R Py ~ TT?,
et donc une suite exacte de GL,(Z ,)-modules topologiques

0 — I1* — pOnl Xs P! - o® 0.

Avant de passer a la preuve du th. V.3, qui occupera le reste de ce chapitre,
donnons-en quelques conséquences. Le résultat suivant découle formellement du
th. V.3 et de la rem. V.2.

Corollaire V4. (i) Le sous-module D" X5 P! de D X5 P! est stable par G, qui
agit contintiment.

(i) On a un isomorphisme canonique de G-modules topologiques
(D" X5 P/ (D K5 P!y ~ 1%,
et donc une suite exacte de G-modules topologiques
0— I1" - DRy P! — 1™ — 0.

Le th. V.3 fournit un raffinement du théoréme de Schneider et Teitelbaum pour
les objets de Rep(§).
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Corollaire V.5. Si IT € Rep; (G) il existe mg > 2 tel que TI?) soit dense dans TI*"
(et donc aussi dans T1) pour tout b > mg + 1.

Démonstration. Disons que I1 est bonne si elle satisfait le corollaire. Trivialement,
toute représentation de dimension finie est bonne. Si IT = I15(D) pour une paire
G-compatible (D, §), alors IT est bonne : cela découle du th. V.3, du cor. V.4 et de
la densité de D@1 X P! dans DT X5 P! (qui découle de celle de D©»! dans DT,
elle-méme conséquence de la densité de &1 dans &7).

En utilisant le th. I11.45, le cor. I11.37 et ce que I’on vient de démontrer, nous
pouvons conclure dans le cas général grace au lemme suivant qui est une consé-
quence de I’exactitude des foncteurs I1 — ® et T~ 12" (cor. IV.14). O
Lemme V.6. Soit

O—->II1—>II—-1I,—0

une suite exacte dans Rep; (G), avec 1| bonne. Si une des I1 et T1; est bonne, alors
’autre I’est aussi.

Corollaire V.7. Soient Iy, I1; € Rep; (G) et soit f : II" — TI5" une applica-
tion continue, linéaire et gl,-équivariante. Alors il existe un sous-groupe ouvert
compact H de G tel que f soit H-équivariante.

Démonstration. D’ apres le cor. V.5, il existe b; > 3 tel que Hgbl) soit dense dans
IT5". La boule unité X, de Hﬁbl) est bornée dans I1{" et f étant continue, on en
déduit que f(Xp,) est une partie bornée de IT5". Comme IT5" est la limite inductive
des l'[(zb), les applications de transition étant injectives et compactes, on en déduit
qu'il existe b > by tel que f(Xp,) C TV, Ainsi, £y c .

Soient H=Kj etv e Hgbl), etsoithy, ..., hs un systtme minimal de générateurs
topologiques de H. Comme v € Hgb), la rem. IV.15 montre que I’application
0y, X — h"* - v est analytique sur Z‘I‘,. On peut donc écrire

aot
=Y 220

ox«

pour x € Zj;. Chaque terme (8%0,/9x%)(0) s’écrit Py(at,a ,u™, u")v, o a™,

a~,ut, u” désignent I’action infinitésimale de

z¥ 0 10 17 10
P, . ) ") et :
01 0 7, 01 Z, 1
et P, € L[X,Y, Z, T]. En appliquant f et en utilisant I’hypothe€se on obtient
fEvy=>" f(Palat,a” ut, u")v)x®

aeN4

= Z Pya,a ,ut,u”) f()x* =h"- f(v).

aeN4
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On er;) déduit que f(hv) =hf(v) pourhe Hetv e Hib‘). Comme f est continue
et Hg " est dense dans IT{", on en déduit que f est H-équivariante, ce qui permet
de conclure. O

Le corollaire suivant est un sous-produit de la preuve du th. V.3.

Corollaire V.8. Soit IT € Rep, (G). Si x — ((1) ){)v et x — (i ?)v sont localement

analytiques sur Q,, alors v € TT*".

Démonstration. Commengons par le cas ou I1 =I15(D) pour une paire G-compatible
(D, §). La preuve de la prop. V.10 ci-dessous n’utilise que la croissance des coef-
ficients de Mahler des applications x +— (1 i )v et x — (1 O)v. Elle montre que v

01 x 1
admet un relévement & DT X5 P!, Le cor. V.4 permet alors de conclure. O

Passons au cas général. Disons que v € I1 est presqu’analytique si x — ( (1))1‘ )v
et x — (; ?)v sont localement analytiques, et que Il est bonne si tout vecteur
presqu’analytique est localement analytique (notons que tout vecteur localement
analytique est trivialement presqu’analytique). On déduit du th. I11.45, du cor. I11.37
et du premier paragraphe 1’existence d’un morphisme By : IT; — IT/T15%2(@) | dont
le noyau et le conoyau sont de dimension finie, et tel que I1; soit bonne. On conclut

en utilisant le lemme suivant :

Lemme V.9. Soit 0 — [1; — IT — [1, — 0 une suite exacte dans Rep; (G).
PL
(1) Si Iy est de dimension finie et si I1 ou 1, est bonne, alors I’autre I’est aussi.
(1) Si I, est de dimension finie et si I1| est bonne, alors I1 est bonne.

Démonstration. (i) Supposons d’abord que IT est bonne et soit v € 1, presqu’analy-
tique. Soit 0 € IT un relevement de v. Notons 7 = ((1) i) — 1€ 0. [G]. Comme v est
presqu’analytique, il existe r > O tel que p~"" 7" (v) tende vers O dans I1,, ce qui
veut dire qu’il existe x,, € I1; tels que p~""T" (V) — x, — 0 dans IT. Puisque IT; est
de dimension finie, elle est tuée par 7 (lemme 1I1.42) et donc p~"" 7"t (0) - 0
dans IT1. Le théoreme d’ Amice entraine que x +— ((1) )lc)ﬁ est localement analytique.
On obtient de méme que x +— ()lc ?)f) est localement analytique, et donc 0 est
localement analytique (car I1 est bonne) et son image v dans I1, I’est aussi. Cela
montre que [T, est bonne.

Le reste de 1’énoncé est une conséquence de I’exactitude du foncteur IT — IT1*".

0

V.C. Relévement a D" X5 P1, La proposition ci-dessous montre que tout v €
I® se releve 2 DO X P!. Rappelons que /; est choisi tel que Dg crT™h Dg’b
(cf.le § V.A).

Proposition V.10. Soient b > m > m(Dy) et v € T1V). Alors v admet un relévement
a (psTS,Dg’b) s P! ¢ DOIRs P avec s = v (v) et s' = —(p"np +11).
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Démonstration. On peut supposer que v?)(v) > 0, quitte 2 multiplier v par une
puissance de p. Notons & = (u;)"b, w=(u,)" et

ar = min(vr (5*v), vy (Fv)),

de telle sorte que limy_, o0 ax — p™k = oo et ax > p"k + v (v) pour tout k (par
définition de TT® et v®).

Soient X = DyXsPlet Y = Dg Xs P!, de telle sorte que Ty = X /Y est la boule
unité de IT pour la valuation vp. Alors p®TIly C Iy, car ap > 0, et v € p™Ily,
puisque vr(v) > ag. Ainsi, v posseéde un relevement z = (z1, z2) € p*X. Nous
aurons besoin du lemme suivant.

Lemme V.11. [/ existe une suite (y,)n>0 d’éléments de Y telle que pour tout n > 1

n—1
snz _ Z pak%-n—k—lyk c pa,,X'

k=0
Démonstration. On construit la suite en question par récurrence. Noter que X et
Y sont stables par & et n (car ils sont stables par G), et que p"X NY = p"Y (pour
n > 0), car Y est un sous-&p-module saturé de X par définition.

Supposons d’abord que n = 1. Si a; < agp, on prend yg = 0, supposons donc que

a; > ag. Comme vry(§v) >a; >0,onaéze (p“X+Y)NpPX C p“" X + pPY,
ce qui montre 1’existence de yg. Supposons avoir trouvé yy, ..., ¥,—1 et écrivons

n—1

gz= p"&" "y 4 pu
k=0

pour un u € X. Si a, > a,+1, on prend y, = 0. Sinon, en appliquant £ a I’égalité
précédente on obtient p™&y € "z 4+ Y C p¥+1 X + Y (la deuxieme inclusion
suit de v (£71v) > a,,1). On en déduit que p“&u € p®+' X + p™Y et on choisit
yn €Y tel que p“&u — p*y, € p*+ X. Cela permet de conclure. ([l

Revenons a la preuve de la proposition. En appliquant Resz, a la relation du
lemme V.11, et en utilisant le fait que £ agit par multiplication par ¢ (T)"?, on
obtient z; — Zz;é Ay € p™ Dy, avec

Ak pp

(pm(T)n/, <¢m(T)nh
Le lemme 1.5 montre que 1/¢™(T)" € T*Pm”bﬁ;b. Puisque p € T™ ﬁi’b, on

en déduit que p?" /o™ (T)™ € ﬁ;’b. En utilisant aussi le fait que Resz, (yi) € Dg C
T—h D(T)’b, on obtient enfin

p

_ ap—p"k
- (pm (T)(k—i—l)n;,

k
A Resz,(yk) = p ) Resz, ()

_m ] _m
A € pa "k =h=rtm p b,
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Puisque a; — p™k tend vers oo et est minoré par v (v), et puisque D'I"b est
complet pour la topologle p-adique, le paragraphe precedent montre que Y k>0 Ak
converge dans p” P p-h-p ””DJr b La relation z, — Zk —o Ak € p® Do montre
que Y ;.o Ak tend vers z; dans @’g On en déduit que Zk>0 Ay tend vers z; dans
pr O =l=p ""D' ? et donc que

m

® - ¥
z1€p’ W) p—li—-p ﬂbD(I)ﬂb‘

Les mémes arguments (remplacer dans ce qui précede § par u et Resz, par
Resz, (w -)) donnent la méme estimée pour z3, ce qui permet de conclure. U

Remarque V.12. Supposons que D = D? (c’est par exemple le cas si D est
irréductible de dimension > 2), de telle sorte que 1’inclusion de D dans D X P!
induise un isomorphisme de B-modules de Banach IT >~ D / D+ (cor. I11.26). En
posant X = Do et Y = D, on vérifie sans mal que le lemme V.11 s’applique encore
(le point est que X et Y sont stables par & et u, et Y N p"X = p"Y pour n > 0). Le
reste de la preuve s’applique et montre que tout v € I1%¥) admet un relévement a
D O3] (cf. [4] pour la définition de ce module). Par contre, I’image dans I1 d’un
élément de D©-%] n’est pas toujours localement analytique.

11 nous reste 2 montrer que I’image de D©"»1;5P! dans IT est contenue dans IT1®,
si m et b sont assez grands. Cela va demander un certain nombre d’estimées
techniques, auxquelles sont dédiées les paragraphes V.D et V.E ci-dessous.

V.D. Vecteurs propres de ¥. Si« € 07, on pose
@5 =(1—a-9)Dy " C Do Z5.

La proposition suivante est une version de la prop. V.2.1 de [10].2* Voir le
§ V.A pour les objets is, A(I"), etc.

Proposition V.13. Soit P € 0 [X] tel que P(yr) = 0 sur Dg/Dg. Soit o € 07 tel
que o et B = (8(p)a)~! ne soient pas des racines de P et o' et B~ ne soient pas
des valeurs propres de ¢ sur D™. Alors ws(6) N6 b est dindice fini dans %ﬁ .

Démonstration. On commence par montrer que w; (%) ®¢, L = CK ®g, L. Soit
zZE D'/f et soit 7/ = P(a)z = P(¥)z. Comme

V=a f # f
Dy=" c D et Py)DcC D,
23. Cette proposition n’est vraie qu’apres tensorisation par L, le probléme étant que D(])// =l est

pas toujours contenu dans Dy, méme sous les hypotheses de [loc. cit.]. Comme le montre la suite,
cela ne change rien aux arguments.
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par hypothése, on a 7’ € Du, donc (@77 )ps0 € D X5 Q,. Comme Dn Xs P! se
surjecte sur Dé Xs Q, (rem. II1.6), il existe x = (xl, Xp) € Dj Xs P! tel que

Resz, ((% (1)> x) =a "7

pour tout n > 0. Alors (ibid.) (§ ?)x —a~'x € Ker(Resg,) = (0, D) et un petit
calcul montre que ceci entraine ¥ (x2) — Bxz € Dyy'. Comme ,8_1 n’est pas valeur
propre de ¢ € Endy (D™), il existe u € D™ tel que Bo(u) —u = ¥ (x2) — Bx;. Alors
X2+ ¢w) € Dy~ ®p, L et donc Resz: (x2) = Reszs (x2 + 9(u) € 6 @, L
Comme

Reszy (x2) = ws(Reszs (x1)) = P(@)w; (1 — ap)(2))

et P(a) # 0, on conclut que ws (6 ®g, L) C ‘50’3 ®¢, L. Par symétrie et puisque
w;g est une involution, cette inclusion est une égalité.

Comme €' et ‘%ﬂ sont des A (I")-modules de type fini [9, corollaire VI.1.3] et
comme ws est ig-semi-linéaire, le paragraphe précédent montre 1’existence d’une
constante ¢ = ¢(P, a, Dy) telle que wa(%ﬁ ) C p~ %y . Soit alors x € %’3 On
vient de voir qu’il existe y € D “ tel que ws(x) = p~°(1 — ap)y. Si y’ est
un autre choix, alors y —y’ € D(p e Comme ws(x) € Dy, on a y (mod p°) €
(Do/ p€Do)?='/*. De plus, si y (mod p¢) =0, alors x € wg(‘f"‘) N %’3 Ainsi,
I’application x — y (mod p€) induit une 1nject10n de %ﬂ / (CK Nws (%“)) dans le
quotient de (Do/p© Do)*="/* par I'image de DY~/ Comme ce quotient est fini
(car (Dg/ p©Dg)¥='/* est contenu dans (Dg/ p° Do)“r, qui est fini), cela permet de
conclure. ([

Remarque V.14. (i) Comme Dg / Dg estun & -module de type fini, on peut toujours
trouver un polyndme non nul P comme dans la proposition précédente. Si D n’a
pas de composante de Jordan—Holder de rang 1, on peut méme prendre P de la
forme p" car alors Dg / Dg est de torsion.

(ii) Soient D € ®T'°Y(&) et § formant une paire G-compatible, et soit =11 5-1 (Dv).
Sia € OF, notons IT*(r) ’ensemble des p € IT* vérifiant (6’ ?),u =a . La preuve
de la prop. V.13 montre que, pour tout a € &7, I’application Resz* envoie IT* (o)
sur un sous-L-espace vectoriel de codlmensmn finie de €% = (1 — a(p)D‘/’ =%;en
particulier IT*(a) est un A(I)[1 / p]-module de type fini dont le quotient par son
sous-module de torsion est libre de rang égal a celui de D. Plus précisément, si «
n’est pas valeur propre de ¢ sur D™ et si (§(p)a)~! n’est pas valeur propre de v sur
D¥ /D", ce qui est le cas pour tout « si D n’a pas de composante de Jordan-Holder
de rang 1, alors Re§zp (resp. ResZ; ) induit un isomorphisme de ﬁ*(a) sur D¥=¢
(resp. €*) et donc IT*(«) est un A(I")[1/p]-module libre de rang égal a celui de D.
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V.E. L’action de G sur T* Dg’b X3 PL. Le but de ce paragraphe est de contrdler
I’action de G sur les modules (T Dg’b) X P!, plus précisément de démontrer la
prop. V.19 ci-dessous. La plupart des arguments sont adaptés de [10, chap. V]. On

fixe une base e, e, ..., ey de Dg’m(D") sur ﬁ;’m(DU) (c’est aussi une base de D(T)’b
sur ﬁ;’b pour tout b > m(Dy)). Les constantes c, cy, ¢2, ..., M1, my, ... ci-dessous
ne dépendent que de Dy, § et du choix de la base ey, eo, ..., eg4.

Proposition V.15. [l existe m; > m(Dy) tel que ws laisse stable D(()O’rb ! Xs Z}", pour
tout b > m.

Démonstration. On choisit P, o et B comme dans la prop. V.13 et on note M le
A(T")-module ws (%) N ‘5&3 . On choisit ensuite m; > m(Dy) tel que pour tout
b>m :
« % est inclus dans D" X5 7% et 05""N(I1) @) €5 = Dy ™" K5 73, si
? € {a, B} (un tel m existe; cf. [10, corollaire V.1.13]).

e L’inclusion de M dans (f(f induit un isomorphisme
ﬁ(g)’rb](r) Qary M = ﬁ&()[?’rb](r) QA CK(SB

(cette condition est automatique car ‘50'3 /M est tué par une puissance de o4, —1
puisqu’il de longueur finie sur &, d’apres la prop. V.13, et o4, —1 est inversible

dans "\(T)).
Alors 05"\ (I) @y M = Dy 85 7% et ws (M) C 68 € Dy M5 7% (par
définition de M), ce qui permet de conclure, en utilisant la is-semi-linéarité de w;.
O

Corollaire V.16. Si b > m, alors Déo’r”] X; P! est stable par GLy(Z ) et DT K P!
est stable par G.

Démonstration. Cf. [10, lemme II.1.10] : c’est une conséquence formelle des
formules donnant I’action de G sur Do Xs P! (cf. 1a rem. II1.3), de la prop. V.15 et
des inclusions

w(D(()O’er) C D(()Osrb—ll’ (p(D(()Oarb—l]) C D(()Oyer et O_a(D(()Os"bJ) C D(()Os”bj’

qui impliquent que D(()O’r”] est stable par Res,z, = o . O

Sib>m > my,onnote 7,, =014 pm — 1 et

MP=(1+T)e"(DF") et MO = (1+T)e" (D).

Remarquons que (1+Op ! (1)) — 1 agit comme 1, sur Dy et ( (1) plm ) — 1 agit par multi-

plication par ¢ (T"). Le résultat suivant ([10, prop. V.1.14] et sa preuve) compare
les deux actions, ce qui est fondamental pour la suite. Rappelons que 1’on a fixé
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une base (¢;); du ﬁ;’b—module Dg’b, etque Iy, = x1(1 + p"Z,). Sim > 2, on
définit des anneaux ﬁ’;’b(f‘m), etc., en remplacant simplement la variable T par t,.

Proposition V.17. [l existe my > m tel que pour tous b > m > m, on ait :

(1) T, est bijectif sur M,E?’”’] et T,y induit une bijection de M,L’b sur "™ (T)* - M};;b ,
pour tout a € Z.

(i) M5:P (resp. M,510’”’]) est un ﬁ;’b(Fm)—module (resp. ﬁé?’rb](l"m)—module) libre
de base (1 +T)p™(e;));.

On fixe un tel m; et on le note simplement m. Voir le § V.B pour les notations

K, al,a,, b2, etc.

Lemme V.18. [l existe une constante ¢ > 1 telle que :
() ws(zEM-P) C T8~ M:b pour tous b > m eta € 7.
(i) (g — 1)”(1:,?,M,L’b) C r,’,ﬁ*“*CM;’b pourtousb>m,acZ,n>0et g e K.

Démonstration. (i) Notons f; := (1 + T)¢™(e;) € D(()O’rz"’]. Alors (prop. V.15)
ws(fi) € D(()O’rz’"] = Dg’zm[l/T]. On fixe ¢’ tel que

ws(f;) € @™ (1)~ HP D2

pour I <i <d (voir le lemme IL.3 pour /(Dy)). Comme w; commute a Res; 4 pmz,
(car 1+ p™Z, est stable par w), il existe g; € Dy tels que ws(f;) = (1+T)e" (gi).
Alors ¢™(g;) € gom(T)_C/”(DO)Dg’zm, donc g e T~¢ Dg’m (utiliser le lemme I1.3 et
I'identité g; =" (¢ (g;))) et donc finalement ws (f;) € o™ (T)~¢ M ;" =1 ¢ M-
(prop. V.17).

Soient enfin b > m, a € Z et notons X = Mni’b . Comme les ¢; forment une
base de Dg’b sur ﬁ;’b, les f; forment une base de X sur ﬁ;b(r‘m) (prop. V.17).
En utilisant la is-semi-linéarité de w; et le fait que ws(f;) € 7, ¢ X, on obtient
ws(t8 X) C 8¢ X, ce qui permet de conclure.

(ii) On va montrer que ¢ = 8¢’ marche (avec ¢’ comme dans la preuve de (i), dont
on garde les notations). Le (i) de prop. V.17 montre que (g — 1)"(z%X) = t4" X si
a€Zetge{a,ul}. En combinant cela avec le (i), on obtient pour g € {u}, a,’

m>’m
(wgw — D" (T2 X) = w(g — 1)"w(t? X) C w(ri" ¢ X) c ¢ 2'x

et donc b3 (1 X) C r,l,f{Ha_cX.

Soit maintenant g € K,,, quelconque et écrivons (g — 1)" = )" 4 cab® dans
A(Ky). Alors ¢y € Z), et vp(cy) > n — |af quand |o| < n. Comme p est multiple
de 7, (et donc de t,,) dans ﬁ;’b(f‘m), on obtient ¢, b* (74 X) C t,[nnax("’lal)ﬂ*cX
pour tout € N*. Comme X est complet pour la topologie ,,-adique (car ﬁiﬂ’b(rm)

Iest), cela permet de conclure que (g —1)"(t% X) C 717~ “X, ce qui finit la preuve.
O
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Proposition V.19. [/ existe c¢; > c tel que :
(i) Pour touta € Z on a ws((T* Dg’b)'/’zo) c (T4« Dg’h)'/’zo.

(1) Pour tous b >2m,ae€Z,n>1et g € K,

m

(g _ l)n(TaDg,b) C Ta-‘rp n—ci Dg,b'

Démonstration. On va montrer que 1’on peut prendre ¢; = p” (1+c—+1(Dy)). Fixons
b>2m,ae€Z,n>1 etnotons, pour simplifier, g =[a/p™]et Y = I,Z_Z(DO)M,L*b*m.

Lemme V.20. Soit A (resp. B) ’ensemble des i € {0, 1, ..., p™ — 1} tels que p ne
divise pas i (resp. p divise i). Alors

i 0 1i—1 _ i 0
TaDS,bCZ(o 1>Y+Z<0 I )Y “ (TaDg’b)w_OCZ<O 1) 8
ieA ieB ieA

Démonstration. Soit z € T? Dg’b et posons z; = ¥ ((14 T)™'z), de telle sorte que
2= YT A+ T) - 9™ (z) etz € T47PO DI~ (lemme 11.3). On en déduit
(prop. V.17) que x; = (1+T)¢™ (01/i(zi)) (pour i € A) et y; = (14 T)¢™ (z;) (pour
i € B) sont des éléments de Y et on conclut en remarquant que

i 0 1i—-1
icA ieB
La deuxie¢me assertion s’en déduit, car si ¥ (z) =0, alors z; = 0 pour touti € B. [

Revenons a la preuve de la prop. V.19. En appliquant le (ii) du lemme V.18, la
prop. V.17(i) et le lemme 1.5 (dans cet ordre) on obtient, pour g € K,

(g _ 1)ﬂ(y) C .L,,;]1—1(D0)—c+nM;1,b—m — (pm(T)q_C_l(DO)_MM;L’b_m
" (g—c—1(Do)+n) pyt.b +p"n—cy pyt.b
cTP =< 0 nDO CT“P"QDO‘

On conclut pour le (ii) en utilisant le lemme V.20 et le fait que K, est distingué dans
GL(Z)). Le (i) se démontre de la méme facon, en utilisant le (i) du lemme V.18. [J

V.F. Fin de la preuve du th. V.3. On note pr; : DX P! — IT la projection naturelle.
Elle envoie DyX; P! dans ITy. Couplée avec la prop. V.10, la proposition ci-dessous
permet de conclure quant a la preuve du th. V.3.

Proposition V.21. I/ existe une constante c; telle que sia € Z, b > 2m + 1 et
ZE€ (T“Dg’b) Xs P!, alors v := pn(z) € 1 er v® (v) > ary, — co.

Démonstration. Si z = (21, z2) € (T“Dg’b) Xs P!, alors z = 71 + w - (¥ (z2)) et
o(W(z2)) € T”_P(I‘LI(D))D(T)’I’ (lemme I1.3). Comme de plus Cr, < C, il suffit de
démontrer la proposition pour z € T¢ D(T)’b. Nous aurons besoin du lemme suivant.
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Lemme V.22. Si z € DyXs P!, alors v (pri(2)) = k si et seulement si {2, z}p1 €
pk Oy pour tout 7 € Dé Xs-1 P
Démonstration. Par dualité de Schikhof [27], le vecteur v = pry(z) de Il est dans
pkHO si et seulement si I (v) € pk O, pour tout [ € IT§. Le résultat suit du fait que
{, }p1 induit un isomorphisme I} = bg Xs-1 PL. (]
Revenons a la démonstration de la prop. V.21. Les lemmes V.22 et IV.7, la
K,,-équivariance de {, } et I’inclusion Dg cT™h Dg’b_l ramenent la preuve de la
prop. V.21 a celle de I’assertion suivante : il existe une constante C telle que
‘ 1|im vp({b2, 2) — p"rplal = oo, igf(vp({bf,i?,, ) = p"rplal) = ar, - C
o|—> o0
pourtousa € Z,b>2m+1,z¢€ T“Dg’b etz e T_l'bg’b_l.

Nous allons montrer que C = [; + 4c¢; convient. Comme 7 € T-hD

7,0-1
X tb—1 b 0
T—h Dg’ “crh Dg’ , on déduit de la prop. V.19 que

et
b5 € TP"IC 0 ¢ el [

L’inégalité infa(vp({b,‘;gé, z}) — pmrb|oz|) > arp — C découle alors du lemme I1.4.
11 nous reste a montrer que limy|— o0 v, ({52, 2}) — p™rp|ar] = 0o. Tout élément
f de ﬁ;b peut s’écrire sous la forme

f= ka(Tib)k,

k>0

avec fi € ﬁ;b_l tendant vers O pour la topologie p-adique, donc on peut écrire
p k
— Uk
2= p yk(m) :
k>0

avec yy € T¢ Dg’b_] et u; € N tendant vers co. Notons

oY Uk p k
Xka = {bmz,p )’k(Tnh) }

k
puk Vi ( Tl:,b ) c pk—i-uk Ta—kn;7 Dg,b—l c pk—',-uk Ta—kn;, D(‘)T,b

et, comme on 1’a déja vu,
ay p™a|—C 55T.b—1 p"a|—C NT.b
byzeT D, cT Dy”.

Combinées avec le lemme 11.4, 1’égalité n,r,_; = p et les inégalités ary, arp—; >
—|al et Crp—1, Crp < C, les relations précédentes donnent

Vp(Xk,o) — P rplal = ug — |a| — C +max (0, (p — D)(p" |t|rp —k)).
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Un petit exercice d’analyse réelle montre alors que infy (v, (xx,o) — p"rpla|) tend
vers +00 quand |¢| — 00, ce qui permet de conclure. ([

VI. Le module Dy X5 P! et ’espace I15(D)™"

On fixe dans ce chapitre une paire G-compatible (D, §), avec D € ®T'°(&),
et on note IT = I15(D) et = ITs-1 (b). On construit une extension non triviale
Dyig X5 P! de IT*" par (TT*")*, Cette construction n’est pas utilisée dans le chapitre
suivant, consacré a la preuve du th. 0.2, mais est tres utile pour une étude fine de
12" (cf. [12; 14; 15], par exemple).

VIA. Continuité de action de ws. Soit Dy un Og-réseau de D stable par ¢
et I". Soit m comme apres la prop. V.17 et soient a > b > 2m. Fixons une base
e1,en,...,eq de Dg’b sur ﬁ;’b. C’est aussi une base de D071 gur £10-701 ce qui
nous permet de poser

d
[ra,rp] _ : [ra,rp] : _ 10,7p]
v = min v i S1 = E eieD .
(Z) |Si<d (fz) Z : ft i

Rappelons que DX 7, = DYV=" (et de méme si on remplace D par D©"») pour b
assez grand).

Proposition VL.1. I/ existe une constante c telle que pour tous a > b > 2m et tout
z € (DO V=0 op qit

o (ws(2)) = v (@) —c.

Démonstration. On peut multiplier z par une puissance de p sans changer 1’inégalité,
donc on peut supposer que z € D(()O’r”] et [v"«"l(z)] = N > 1. Nous aurons besoin
du lemme suivant :

Lemme VL.2. Soienta, b, N eN* tels que a>b et soit f € ﬁ(g)’rb]. Si v[’“’”’](f) >N,
alors

N—1
fe Z pN—l—iTinaﬁ;b_
i=0
Démonstration. Ecrivons
ng—1 2n,—1
ey arsYare Sarces Y oar
n<0 n=nq n>(N—1)n,

Par hypothese v, (a,) +nr, > N et v,(a,) +nrp, > N pour tout n. En particulier
vp(ay) > N sin<0,donc > a,T" € pN_lﬁ;’b

n<0

(lemme I.1). Ensuite, si 0 <n < n,,
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ng—1 "
onavy(a,) >N —1,donc Y a,T" e pN~lot c prlﬁ(;’b. Le méme argument
montre que n=0
2ng,—1
Y arrep T’ Y qTmeT™ Mg O
n=n, n=(N—n,

Revenons a la preuve de la prop. VI.1. D’apres le lemme V1.2 ci-dessus, on a

Z€ vazf)l pN-l-iTina Dg’b. Puisque ¥ (z) =0, on a

N—1

_ N—1—i ing ryt.b
z=Resz;(2) € dp "Resz; (T Dy").

i=0

Le lemme I1.3 fournit une constante c; telle que
Resz: (T D§") € (T~ D)V =0

pour tous a > b > 2m et tout i. Le (i) de la prop. V.19 fournit une constante c; telle
que w(g((TdDg’hW:O) c T4« Dg’h pour tous b > 2m et d € Z. On a donc, avec

c=c1+c,
N-—1

ws(2) € Z prlfiTinachg,b’
i=0
et donc

vlrer (ws(z)) > Anf (N—=1—i+(ing—c)r)) =N —1—c> plrerl(z)y — e =2,
<i<

d’ou le résultat. O

Corollaire V1.3. L’involution ws de (D©-"1)V=0 s’étend de maniére unique en une
involution continue de (DY*""1Y=0 pour tout b > 2m.

Démonstration. Le module
p—1
(DOrelyv=0 _ @(1 + T)igo(D(Ovrb—l])
i=1
est dense dans
p—1
(DO hV=0 = (1 + ) (D171,
i=1
puisque D©"-11 Pest dans DI%"»-11. Cela démontre 1’unicité de I’extension éven-
tuelle de ws. L’existence est une conséquence de la proposition précédente, de la
densité de (D©7»1)¥=0 dans (D107»1)¥=0 et de la complétude de (DIO»hHV=0 O
Le cor. V1.3 fournit une involution continue wg sur Dr‘li'g:0 =Upoam( D10 ly¥=0,
qui étend I’involution ws sur (D")¥=Y. On définit alors, de la maniére usuelle

Dyig ®s P! = {(z1, 22) € Dyig X Drig | Resz: (22) = ws(Resz: (21))},
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que I’on munit de la topologie induite par I'inclusion Dy X P! c Dyig X Dryig.
Notons que I’application z > (Resz, (z), ¥ (Resz,(wz))) induit un isomorphisme
d’espaces vectoriels topologiques Djg Xs Pl ~ Dyig X Dyig, I’application inverse
étant donnée par

(z1, 22) = (21, 9(22) + ws (Resz: (21)))-
La densité de DT dans D¢ entraine donc celle de DT X P! dans Dig X5 Pl

VLB. L’action de G sur Dyg X5 Pl

Proposition V1.4. L’action de G sur DT X3P s’étend par continuité en une action
continue de G sur Dyjg s Pl

Démonstration. Les formules du squelette d’action (voir la rem. II1.3) permettent de
définir une action de G sur Dyjy Xs P! (le fait qu’il s’agit bien d’une action découle
de la densité de D' X5 P! dans Dig X5 P! et du fait que ces formules définissent
une action de G sur D' X5 P!). La continuité de 1’action se démontre de la méme
maniere que la prop. V1.1, en utilisant le (ii) de la prop. V.19. O

On renvoie au § IV.C pour les algebres Z(K,,) et Z,(K,,), et au § V.B pour
les b}, .

Proposition VLS. [/ existe une constante c telle que, pour tous a > b > 2m,
z € Do) ot oo € N*, 0n ait

lenlpe ) = olel(z) + p"lalr, —c.
Démonstration. La preuve est entierement analogue a celle de la prop. VI.1, en

utilisant le lemme VI.2 et le (ii) de la prop. V.19. ([

Corollaire VL.6. Pourtousa>b>2m,z€ D% et =" s cab® € Du—m(Kp),
la série Y, cab®z converge dans D' et

ylre:m] (Z cab,‘;‘12> > ol (z) @™ () —c.
o

Démonstration. Une suite de D!*"»! converge dans D!*"*! si et seulement si elle
converge pour la valuation v"«"*] pour tous @ > b. Le résultat suit donc de la
proposition précédente et de la définition de v, U

Proposition VL.7. Soit H un sous-groupe ouvert compact de G.

(1) Si b est assez grand, I’action de H sur DIl R Pl s’étend en une structure
de 2(H)-module topologique.

(ii) Dyig X5 P! est un 2(H)-module topologique.
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Démonstration. Comme H est commensurable a K,, = 1+ p"My(Z,) (avec m
comme ci-dessus), on peut supposer que H = K,,. Si z = (z1, z2) € D11 K5 P!,
on peut écrire z sous la forme z =z +w-Res,z, (22), avec 1, Resz, (z2) € D101,
En passant a la limite projective (sur a) dans le cor. VI.6, on obtient une application
continue Z(K,,) x (D01 K5 Py — D071 K5 P!, définie par

A, 2) > Z cablz si A= Z cably.

aeN* aecN4

Cette application étend la structure de L[K,,]-module de DO K Pl et comme
L[K,,] est dense dans Z(K,,), cela prouve que DIOIR Pl est un 2(K,,)-module
(topologique d’apres ce qui précede). Ceci démontre le (i) et, le (ii) étant une
conséquence immédiate du (i), cela permet de conclure. U

Proposition VL.8. Soit H un sous-groupe ouvert compact de G, qui stabilise I’ ou-
vert compact U C P! (Qp). Alors DyigXs U est un sous-2(H)-module de D;Xs P!
et Resy (A -z) = A -Resy (z) pour tous z € Dyjg Xs Pl et x € Z(H).

Démonstration. Cela découle de la continuité de 1’action de Z(H), de la densité de
L[H] dans Z(H) et de la H-équivariance de 1’application Resy. ([

VL.C. Description de II*" via Dz X5 PL. L’accouplement {, }p: sur le produit
(DT Ry P!) x (DT X5 P') s’étend en un accouplement G-équivariant parfait (voir
la discussion qui précede [10, prop. V.2.10])

{1 ¢ (Drig M5-1 P x (Drig K5 P!) — L.

Théoreme VL9. (IT*")* est isomorphe comme G-module topologique a I’ orthogo-
nal de D" Rs P! dans Dyig M5 P!

Démonstration. Soit M I’orthogonal de D" Xs P! dans lv)rig Xs-1 P!. Notons que M
est un sous-Z(H)-module de brig Xs-1 P! pour tout sous-groupe ouvert compact H
de G (cela suit de la stabilité de D" Xs P! par H, de la H-équivariance et continuité
de {, }p1, de la densité de L[H] dans Z(H) et de la continuité de {, }p1). Nous
aurons besoin du lemme suivant :

Lemme VI.10. Pour tout 7 € Drig X1 P! I’application D" X5 P! — L, donnée
par z — {Z, 2}p1, est continue. De plus, I’application Erig Ns-1 P! — (DT X5 Py*
ainsi obtenue est continue.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que pour tout 7 € brig I’application z — {Z, z}
est une forme linéaire continue sur D' et que ’application brig — (D%)* ainsi
obtenue est continue. En revenant aux définitions des topologies de D' et Drig, la
continuité de brig — (D)* découle de 1’inégalité

v, ({2, 2)) > krp +0lel(2) =2
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poura>b>2m k>1,zeTk Dg’b et z € D11 Pour démontrer cette inégalité
on se ramene par densité et L-linéarité (et en utilisant le (ii) du lemme 1.3) a
Z€ (l/p)TN’”’DT’b, avec N la partie entiére de v!"«"»!(Z) > 0. L’inégalité suit alors
du lemme I1.4. O

Revenons a la preuve du th. VI.9. On déduit du lemme VI.10, de I’isomorphisme
™ ~ (D" Xs P') /(D" Xs P') (cor. V.4) et de la définition de M, une applica-
tion linéaire continue ¢ : M — (I1*")*, induite par {, }p1. Explicitement, on a
(¢(2), v) = {Z, z}p! pour tout relevement z, € DT X; P! de v € 1*" et tout Z € M.
L’application ¢ est G-équivariante, puisque {, }p1 1’est. Nous allons montrer que ¢
est un homéomorphisme, en construisant son inverse.

Commencons par constater que ¢ est injective car un élément de Ker(¢) est
orthogonal a DT X5 P! et donc a Dy M p! par densité de DT P!, et donc est
nul puisque {, }p: est un accouplement parfait.

Le (ii) de la prop. V1.7 montre que I’inclusion IT* ~ D? Xs-1 P! brig Xs-1 P!
induit une application Z(H )-linéaire continue & : Z(H) @) 1" — brig X1 Pl
Puisque IT* et IT* sont orthogonaux et M est un sous-Z (H )-module de brig X1 P!,
I’image de & est contenue dans M.

La prop. IV.13 fournit un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques ¢ :
(IT*™)* >~ Z(H) @Ay I1* (H étant par exemple GL»(Z),)), et la composée togoé
est I'identité car c’est I’identité sur le sous-espace dense IT* de Z(H) @) IT*.

Comme ¢ est injective, cela implique que son inverse est £ o ¢, ce qui permet
de conclure. (]

Corollaire VI.11. (IT*")* et (fla“)* sont exactement orthogonaux pour I’accouple-
ment {, }p1.

Démonstration. Le th. VL.9 et le cor. II1.22 montrent que (IT*")* est I’orthogonal
de IT* dans brig X1 PL. Or IT* est un sous-espace dense de (ﬁa“)* (par densité
de TT*" dans IT combinée 2 la réflexivité de IT*" et au théoréme de Hahn-Banach),
donc (I1*")* est en fait I’orthogonal de (ﬁa“)*, ce qui permet de conclure. O

Corollaire VI.12. L’injection (ﬁa“)* — Dyig X5 P! fournie par le th. VI.9 induit
une suite exacte de G-modules topologiques

0— (IVT“‘)’k — Dyjg X P! — 1* — 0.

Démonstration. D’apres le th. V1.9, (TT*™)* est un sous-espace fermé de Dy X P
Soit Y le quotient. Puisque {, }pi induit une dualité parfaite entre Dﬁg Ny P! et
Dig X5 P!, on obtient un isomorphisme topologique de Y* sur 1’orthogonal de
(f[an)* dans brig Xs-1 P!, donc sur (IT*")* (corollaire précédent). On a donc un
isomorphisme de G-modules topologiques Y* =~ (IT*")* et on conclut en observant
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que I1*" et Y sont réflexifs (pour le dernier, cela découle de ce que Drig X1 P!
satisfait Hahn—Banach). O

Corollaire VI.13. Il existe m = m(D) tel que (IT*)* C D101 K, P!,

Démonstration. (I1*")* est un espace de Fréchet et le corollaire précédent fournit
une injection continue dans Dyjg Ms-1 P!, qui est la réunion croissante des espaces
de Fréchet DI%»1 s, P!, Le résultat s’ensuit. (]

Corollaire VI.14. Soit z € Dyig tel que P(¢)z = 0 pour un polynéme non nul
P € L[X]. Alors fz € (IT"™)* pour tout f € #*.

Démonstration. Comme fz est a support Z,, on a {fz, y}p1 = {fz, Resz, y} pour
tout y € D' K;—1 P!, et il suffit donc de vérifier que fz est orthogonal a DY, Par
linéarité et densité de L[T] dans %7, on peut supposer que f = (1 + T)¥, avec
k € N. Comme D est un &t-module et {(1 + T)*%, (1 + T)*z} = {%, z}, on peut
supposer que f = 1. Le résultat suit alors de ce que P () D" = D" [9, prop. I1.5.15]
et de ce que ¢ et ¥ sont adjoints pour {, }. U

VII. Complétés unitaires universels

VIL.A. Réseaux invariants minimaux. Soit G un groupe de Lie p-adique et soit
[T une représentation continue de G sur un L-espace vectoriel localement convexe.
Rappelons qu’une L-représentation de Banach B de G est dite unitaire si G préserve
une valuation définissant la topologie de B. Le complété unitaire universel I
de IT est (s’il existe) une L-représentation de Banach unitaire de G, munie d’une
application L-linéaire continue, G-équivariante ¢ : [T — m, qui est universelle au
sens suivant : pour toute L-représentation de Banach unitaire B de G, I’application

HomS$%,(T1, B) — Hom{J% (I1, B), f+> fou,

est une bijection. Autrement dit, tout morphisme continu I[1 — B se factorise de
maniere unique a travers ¢ : [T — II.

Remarque VILI.1. (i) Il découle facilement de la définition que si I existe, alors
I’image de ¢ est dense dans [T, et que IT est unique a isomorphisme unique pres.

(i) Méme si I existe, il n’y a aucune raison a priori pour que f # 0, et classifier
les représentations de G ayant un complété universel non nul est un probleme
difficile et fondamental [7].

(iii) Si IT est topologiquement irréductible et si I existe et est non nul, alors
[T admet une valuation invariante par G. En effet, dans ce cas I’application
naturelle [T — IT est injective, ce qui permet de considérer la restriction de la
valuation sur I a I1.
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Si IT est un L-espace vectoriel, un réseau de IT est un sous-&p -module de IT qui
engendre le L-espace vectoriel [T (on ne demande pas a un réseau d’étre séparé pour
la topologie p-adique ; un réseau peut donc contenir des sous-L-espaces vectoriels).
La remarque suivante d’Emerton [19, lemma 1.3] sera utile pour la suite :

Lemme VIL.2. 1 admet un complété universel I si et seulement si T1 contient un
O-réseau M avec les propriétés suivantes :
o M est ouvert dans I1 et stable sous ’action de G.
o M est minimal pour ces propriétés, i.e., M est contenu dans un homothétique
de tout sous-Oy -réseau ouvert de T1 stable par G.
De plus, dans ce cas
MN=LQg, lim(M/p"M).

VILB. Le complété universel de LA(Z,). Soit U(Z,) le groupe Zl”). Considé-
rons la U (Z,)-représentation de Banach unitaire admissible ¢'(Z,, L), I’action de
((1) 11’) étant donnée par (( (1) 11’) -¢)(x) = ¢ (x — b). L'espace des vecteurs localement
analytiques de ¢'(Z,, L) est I’espace LA(Z,,, L) des fonctions localement analy-
tiques sur Z,,, a valeurs dans L. Le résultat suivant montre que ¢ (Z,, L) n’est
pas le complété unitaire universel de LA(Z,, L), et donc qu’on n’a pas forcément
0 =11 pour une représentation de Banach unitaire admissible IT.

Proposition VIL3. LA(Z,, L) n’a pas de complété unitaire universel.

Démonstration. D’apres le lemme VIL.2, il suffit de montrer que tout réseau ouvert
et Z,-stable .’ dans LA(Z,,, L) contient un réseau ouvert, Z ,-stable et non com-
mensurable avec .Z. Soit .Z un tel réseau et, pour n > 1, notons X,, la boule unité
de LA(")(Z ») (pour lequel on renvoie au § IV.B). Nous aurons besoin du lemme
suivant.

Lemme VIL4. Soit (b,),>1 une suite croissante dans N et soient k, a € N* tels que
PXi C Y ey P Xy Alors by < 3a.

Démonstration. Comme X1CX,C--- CXy—1et X, C€(Z,, Or)pourn>1,0na
P X C Xpo1 + pPE(Z,. OL).

Soient N =2a-pkF=l(p—1)etp = p** (;{,) Alors ¢ € Xy, et donc p¢ =1+ pP ¢,
avec ¢y € Xy_1 et € €(Z,, Or). Enregardant les N-iemes coefficients de Mahler
on obtient la relation ay (¢1) + pP*ay (¢2) = p>?, et comme vy(an(¢1)) = Nry_ =

2pa > 3a, on en déduit que by = 3a —v,(ay(¢2)) < 3a, ce qui permet de conclure.
O

Revenons 2 la preuve de la prop. VIL3. Puisque .2 NLA™ (Z p) estun voisinage
de O dans LA(”)(ZP), il contient p® X, pour un certain a, € N. Posons b, =
4max(ay,...,ay)+npourn>1let L = anl pPX,. Alors £’ est un réseau
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Z p-invariant dans LA(Z,, L), contenu dans .Z. Il découle du lemme VIL4 que .Z”
n’est pas commensurable avec .Z, ce qui permet de conclure. ([

On peut aussi voir ¢ (Z,, L) et LA(Z,,, L) comme des représentations du semi-
groupe Pt = (ZPB{O} le ), via

b —
((g )6 )= tovaz,00(*57).

La preuve du résultat suivant est une bonne préparation pour celle du th. VIL.11.

Proposition VILS. € (Z,, L) est le complété unitaire universel de LA(Z,, L) en
tant que P -représentation.

Démonstration. Soit .Z = LA(Z,, L)NE (Z,, O1). Nous allons montrer que .’
est un réseau ouvert, P -stable et minimal. En utilisant le lemme VII.2 et la densité
de LA(Z,, L) dans ¢'(Z,, L), cela permet de conclure.

Soit .Z’ un réseau ouvert et P -invariant dans LA (Z p» L). Soit X,, comme dans
la preuve de la prop. VIL3. Quitte & remplacer % par p" %’ pour un N € Z, on
peut supposer que X| C .Z". Sin >2et ¢ € X, alors

_ pi ' . . .
¢ = Zoj (0 l)as,, avec i (x) = ¢ (px +1),
1=
etg; € X,_1pouri=0,..., p—1.Donc X, C Z{:OI({)) i)Xn_l, ce qui permet de
conclure que anl X,, C .&'. Enfin, on vérifie sans mal, en utilisant les coefficients
de Mahler, que £ C p~! anl X, ce qui permet de conclure. ([

VIIL.C. Cohérence et complétion universelle. On suppose, dans ce paragraphe,
que G = GL,(Q,). Rappelons que S = G/KZ. On renvoie au § IV.G pour la
définition de d(s, 1) quand s € S.

Proposition VIL6. Si I1 est cohérente, alors TI*" = | J, ™ admer un complété

universel T130, Plys précisément, si h > m(I1) et si H(()h) est la boule unité de TIM

pour la valuation v ™ alors
. (h)
M:=>"g-TI§
geG
est un réseau ouvert de T1*" et T12" est le complété de T1 relativement a ce réseau.

Démonstration. Soient k > h > m(I1). Pour chaque s € S tel que d(s, 1) <k —h
on choisit un relévement § a G. L’ application continue

@ 0% — 1%, &) 1y<k—n - Z § - x;
d(s,1)<k—h d(s,1)<k—h
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est surjective par hypothése. On en déduit que » d(s.1)<k—h S ° H(()h) est un réseau
ouvert de TT®. En passant a la limite inductive, il s’ensuit que M = D oses S H(()h)
est un réseau ouvert de IT, invariant par G par construction. Par ailleurs, si .
est un réseau ouvert de IT%", alors .2 N TI™ est un réseau ouvert de T, donc il
existe k tel que .Z D pkl'l(()h). Si de plus .Z est invariant par G, alors .Z contient
p*M. Ainsi, M est un réseau ouvert G-invariant et minimal & homothétie pres. Le
lemme VII.2 permet de conclure. ([

Remarque VIL.7. Il n’est pas difficile de voir, en reprenant les arguments ci-dessus,
que la valuation v sur IT™ est génératrice au sens d’Emerton [19, définition 1.13].
Autrement dit, la cohérence implique I’existence d’une valuation génératrice (il
suffirait que IT soit engendré algébriquement par IT" pour 4 assez grand) et donc
la prop. VIL.6 peut aussi se déduire de la prop. 1.14 de [19].

VILD. Fonctorialité. Siu e HomCL"[‘g](Hl, I1,), et si I et IT, admettent des com-
plétés universels, alors il existe un unique morphisme i € HomCL"[‘g](Hl, 1), tel
que it oty =tyou,ou; : IT; — I1; est application canonique.

Proposition VIL8. Soit 0 — Il; — I1 — I1; — 0 une suite exacte stricte de
représentations de G sur des L-espaces vectoriels localement convexes. Si Tl
existe, alors :

@) ﬁz existe aussi, et le morphisme - ﬁz induit par T1 — T, est surjectif.

(1) Si de plus ﬁl existe, alors ‘S(ﬁl — ﬁ) est dense dans Ker(ﬁ — ﬁz).

Démonstration. (1) Soit M un réseau ouvert, G-stable et minimal (2 homothétie
pres) de IT, comme dans le lemme VII.2. Comme IT — I est stricte et surjective,
I’image M, de M dans I, est un réseau ouvert de I, stable par G. Si Mé est
un autre réseau ouvert de Iy, stable par G, et si M’ est I’image inverse de M)
dans TT, alors M’ N M est un réseau ouvert de IT qui est stable par G ; comme M est
minimal, il existe k € N tel que M’ N M contienne p* M, et donc M’ contient p* M,.
Il s’ensuit que M; est minimal (2 homothétie pres) et le résultat suit du lemme VIIL.2,
qui montre aussi que 1(31 M,/ p™ M, est un réseau ouvert borné de ﬁz.

(i) My =TI N M, est un réseau ouvert de I1y, stable par G, et on a une suite exacte
0— M; - M — M, — 0. En passant aux séparés complétés pour la topologie
p-adique, puis en inversant p, on en déduit la suite exacte

0— L®g, (1<i£1 My/p" M) — - T, — 0.
L application naturelle M| — @1 M/ p" My induit un morphisme continu

[ = L®g, (lim My/p" M),
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d’image dense. Par définition de 1, f est induit par un unique morphisme ¢ :

M — L®g, (l(iLn M, /p" My). Puisque f est a image dense, il en est de méme de ¢,
ce qui permet de conclure. U

Corollaire VIL.9. On garde les notations et hypotheses de la prop. VIL.S8, et on
suppose de plus que I1; est admissible. Alors on a une suite exacte de L-espaces
vectoriels I[1{ — I1 — 1, — 0.

Démonstration. Soient X = Ker(ﬁ — ﬁz) et H un sous-groupe ouvert compact
de G. La prop. VIL.8 montre I’existence d’un morphisme d’image dense f : M — X.
Ainsi, X* est un sous-A (H)-module de (I1;)*, qui est de type fini par admissibilité
de T1;. Comme A (H) est noethérien, X est admissible, et I’'image de f est fermée
[27]. Donc f est surjectif, ce qui permet de conclure. ([

Remarque VIL.10. (i) M, — I nest pas toujours injective. Considérons par
exemple une représentation 7 de GL,(Q),), lisse et supercuspidale. Alors le com-
plété universel 7 de 7 existe et est une représentation de Banach non admissible
[18, 5.1.18]. Mais 7 admet >* une famille de complétions unitaires topologiquement
irréductibles. Si IT est un tel complété, alors 7 s’injecte dans IT*", mais 7 ne
s’injecte pas dans 2 = I (cette égalité étant une conséquence du th. 0.2).

(i1) On aurait pu aussi considérer une extension E ¢ de la représentation W (41, 62)
par la steinberg analytique St* (81, 8,) de la rem. 0.3 de I’introduction (ces exten-
sions sont paramétrées [12] par .Z € P!(L)). Ici encore, le complété universel de
E & est un quotient de celui de St*(§, §,) par un sous-espace non trivial, et donc
le complété universel de St*" (81, §2) ne s’injecte pas dans celui de E ».

(iii) Dans les deux exemples précédents, I1; n’est pas admissible, et nous ne
connaissons pas d’exemple avec I1; admissible.

VILE. Le complété universel de II*". Supposons dorénavant que G = GL2(Q),).

Théoreme VIIL.11. Si IT € Rep; (G), alors TI*" est cohérente et son complété
universel est T1.

Démonstration. La preuve va demander quelques préliminaires. On commence par
supposer que IT = I[15(D) pour un D € ®I'(&). Soit Dy un réseau de D et soit
[Ty = I15(Dyg), un réseau de I1, ouvert, borné et G-stable. Pour tout » > m (D) on
note X, le sous-&’; -module (Dg’b&g [P’l)/(D(j)&g P) de . Soit H(()b) la boule unité
de I® pour la valuation v®. Les prop. V.10 et V.21, et le fait que p € TGP,
montrent qu’il existe by > m (D) et une constante c tels que pcl'Iéb) cX,C p’cl'l(()b)
pour tout b > by.

24. Cela découle de la compatibilité entre la correspondance de Langlands classique et celle
p-adique, voir [10, th. 0.21].



1516 Pierre Colmez et Gabriel Dospinescu

Lemme VIL.12. [/ existe une constante c telle que pour tout b > b

PIXpC Y g Xn,
d(g,1)<b—by
Démonstration. 1l existe ¢ tel que ws (Resz* (DT b)) Ccp“ DT b pour tout b > by
(utiliser la prop. V.19 et le fait que p € T”l’ﬁ(o) On a donc pC‘D‘ e D1 b P
Ensuite, tout z € D b g écrit sous la forme

pb7b071 . b_b
1L i\/p"™ 0
1= ) (o 1)( 0 1)””

i=0

avec u; = Yy’ (1 4+T)77) e Dg’bo. Puisque tout x € Dg’b Xs P! s’écrit x =
Resz,(x) +w -Res,z, (w - x), on en déduit que

DR P C Y g (DI RSP,
d(g,1)<b—by

ce qui permet de conclure. U
Lemme VIL13. Ona I NIy C p~ ot 3" o g- .

Démonstration. Soit v € p - (ITg N TI*"). Alors v a un relévement z & p Do X5 P!
et, puisque v € TI™", le cor. V.4 montre que z € D' Xs P'. Puisque pDy N D' C
Ups by D (cela se déduit du lemme 1.2), on conclut que v € X}, pour un certain
b > by. Or le lemme précédent et I’inclusion X, C p CI'I(bO) entrainent

X, C pcC Z g H(()bO) cp e Z g H(()b()),
d(g,1)<b—by geG

ce qui permet de conclure. (I

Revenons a la preuve du th. VIL.11. En tensorisant par L 1’inclusion du lemme

VIIL.12 on obtient
noc Y g.n®
d(g,1)<b—by

pour tout b > by, ce qui montre que IT*" est cohérente. La prop. VII.6 montre
que 2 existe, et c’est le complété de I1*" par rapport au réseau minimal (a
homothétie pres) >, ; 8- H(bO) Le lemme VII.13 montre que M = IT** N I est
commensurable a Z cc8&- H(bO) donc 12" est le complété de I1*" par rapport au
réseau M. Puisque Han est dense dans IT, I’injection naturelle M/ p" M — T1y/ p" Iy
est un isomorphisme. En passant a la limite et en inversant p, on obtient ™ =I1.

Jusque 1a nous avons supposé que IT = I15(D) pour une paire G-compatible
(D, 8). Supposons maintenant que IT € Rep; (G) est quelconque. Disons que IT est
bonne si elle est cohérente et égale au complété unitaire universel de ses vecteurs
localement analytiques. Notons que si IT est une représentation cohérente, alors



Complétés universels de représentations de GL2(Qp) 1517

M existe (prop. VIL.6) et I'injection IT*" — IT induit un morphisme ™ — TI.
Notons aussi qu’une représentation de dimension finie est bonne.

Le th. III.45 nous fournit une paire G-compatible (D, §) et une application
B : Ts(D) — I1/T15%@) dont le noyau et le conoyau sont de dimension finie
sur L. Comme IT13%2(@») est de dimension finie (cor. I11.37), et comme I15(D) est
bonne d’apres ce qui précede, le résultat s’obtient en appliquant plusieurs fois le
lemme suivant.

Lemme VII.14. Soit 0 — I1; — I1 — I1o — 0 une suite exacte dans Rep; (G). Si
I1; est bonne et si I1 ou I, est bonne, I’autre 1’est aussi.

Démonstration. L exactitude du foncteur IT — IT?" nous fournit une suite exacte
0 — Ij" — IM*" — TI5" — 0. Puisque la cohérence est stable par quotient et
extension (prop. IV.22), les hypotheses faites entrainent la cohérence de IT;, I1
et I, et donc (prop VII.6) I’existence de Ha“ 12" et ﬁ De plus, comme IT;
est bonne, Han ~ 1'[1 est admissible. Le cor. VII.9 fournit donc une suite exacte
1'[an — [ — I'Ia“ — 0, s’insérant dans un diagramme commutatif

0O—I|——I—->1II, ——0

Par hypothese la fleche verticale de gauche est un isomorphisme. Une chasse au
diagramme montre que si une des fleches verticales restantes est un isomorphisme,
I’autre I’est aussi, ce qui démontre le lemme et conclut la preuve du th. VIL.11. [J
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