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Représentations de réduction unipotente
pour SO(2n+1)
I1l: Exemples de fronts d'onde

Jean-Loup Waldspurger

Soit G un groupe SO(2n + 1) défini sur un corps p-adique. Nous calculons le front d’onde des repré-
sentations irréductibles anti-tempérées de G (F) qui sont de réduction unipotente. Le front d’onde d’une
telle représentation est I’orbite orthogonale duale a I’orbite symplectique qui intervient dans le parametre
d’ Arthur de cette représentation.

Let G be a group SO(2n + 1) defined over a p-adic field. We compute the wave front set of the
antitempered irreducible representations of G (F) which are of unipotent reduction. The wave front set
of such representations is the orthogonal orbit dual to the symplectic orbit appearing in the Arthur’s
parametrization of the representation.
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Cet article est la suite de [Waldspurger 2018 ; 2016b]. Le corps de base F est local, non-archimédien
et de caractéristique nulle. On note p sa caractéristique résiduelle. Un entier n > 1 est fixé pour tout
I’article. On suppose p > 6n + 4. On introduit les groupes Giso et G, suivants. Le groupe Gig, est le
groupe spécial orthogonal d’un espace Vis, de dimension 2n + 1 sur F muni d’une forme quadratique
QOiso et G4y, est le groupe spécial orthogonal d’un espace V,, de dimension 2n 4+ 1 sur F muni d’une forme
quadratique Qgp. Le groupe Gig, est déployé et G, en est la forme intérieure non déployée. Pour un indice
f = iso ou an, on note Irryy;p z I’ensemble des classes d’isomorphismes de représentations admissibles
irréductibles de G;(F) qui sont tempérées et de réduction unipotente, cf. [Waldspurger 2018, §1.3]

MSC2010: 22ESO0.
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1108 Jean-Loup Waldspurger

pour la définition de cette proprié€t€. On note Irryyip la réunion disjointe de Irrypip,iso €t ITrunip,an. Pour
une partition symplectique A de 2n, fixons un homomorphisme algébrique p; : SL(2; C) — Sp(2n; C)
paramétré par A, cf. [Waldspurger 2018, §1.3]. On note Z(}) le commutant dans Sp(2n; C) de ’image
de p,. Soit s € Z(X) un élément semi-simple dont toutes les valeurs propres sont de module 1. On note
Z (s, A) le commutant de s dans Z (1), Z(A, s) son groupe de composantes connexes et Z(A, s)" le groupe
des caracteres de Z(A, s). La paramétrisation de Langlands prend la forme suivante, cf. [Waldspurger
2018, §1.3] : Irryyip est paramétré par I’ensemble des classes de conjugaison (en un sens facile a préciser)
de triplets (A, s, €), ol A et s sont comme ci-dessus et € € Z(s, A)". On note Jrtwnip cet ensemble de
triplets. Ce paramétrage a été obtenu par différents auteurs : Lusztig [1995], Meeglin [1996b, théoreme 5.2]
et Arthur [2013, théoreme 2.2.1] dans le cas du groupe Giso.

Dans [Mceeglin et Waldspurger 2003; Waldspurger 2016b], on a montré que les représentations
construites par Lusztig vérifiaient les propriétés de compatibilité a I’endoscopie qui les caractérisent.
En particulier, dans le cas du groupe Gis,, ces représentations sont les mémes que celles d’ Arthur.
Pour (A, 5, €) € Jrtyyip, on note (A, s, €) la représentation tempérée qui lui est associée par Lusztig.
L’involution introduite par Zelevinsky dans le cas du groupe GL(n) a été généralisée par Aubert et par
Schneider et Stuhler aux groupes réductifs quelconques. On la note D et on pose § (A, s, €) = D(mw (A, s, €)).

Soit ff =1iso ou an et soit 77 une représentation admissible irréductible de G (F'). Notons gy 1’algebre
de Lie de G;. Harish-Chandra a prouvé que, dans un voisinage de 1’origine, le caractere de , descendu
par I’exponentielle a g4 (F'), était combinaison linéaire de transformées de Fourier d’intégrales orbitales
nilpotentes. Fixons une cloture algébrique F de F et notons A/ (7r) I’ensemble des orbites nilpotentes O
dans gﬁ(F ) vérifiant la condition suivante : il existe une orbite nilpotente O dans g4(F), qui est incluse
dans O et qui intervient avec un coefficient non nul dans le développement ci-dessus du caractere de 7.
On dit que 7 admet un front d’onde si A/ (77) admet un unique élément maximal. Dans ce cas, on dit que
cet élément maximal est le front d’onde de 7. Les orbites nilpotentes dans gz (F) sont paramétrées par les
partitions orthogonales de 2n 4 1 et nous identifierons ces deux ensembles. On conjecture (ce qui est
peut-étre hasardeux) que toute représentation admissible irréductible admet un front d’onde. Signalons
que, dans le cas ot le corps de base est non pas p-adique, mais réel, 1a notion de front d’onde est également
définie et se révele importante, cf. par exemple [Barbasch et Vogan 1985].

En modifiant quelque peu une construction de Spaltenstein, on définit une “dualité” qui envoie une
partition symplectique A de 2n sur une partition orthogonale d(A) de 2n 4 1. La partition d () est toujours
spéciale et la dualité d n’est pas bijective (par contre, sa restriction au sous-ensemble des partitions
symplectiques spéciales de 2n est une bijection entre cet ensemble et celui des partitions orthogonales
spéciales de 2n + 1). On démontre dans cet article le résultat suivant.

Théoreme. Soit (A, s, €) € Ttvynip. Alors la représentation §(A, s, €) admet un front d’onde et celui-ci

est la partition d(A).

Remarquons que 1’on retrouve dans notre cas particulier le théoreme 1.4 de [Mceglin 1996a] : ce front
d’onde est une partition spéciale. Notre théoreme n’est pas trés nouveau. Meeglin [1996b, théoreme 3.3.5]
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a démontré un résultat similaire. Ses hypotheses étaient plus générales que les notres. D une part, elle
considérait tous les groupes classiques et pas seulement les groupes spéciaux orthogonaux. Surtout, elle
considérait les représentations dont le parametre de Langlands, sous sa forme habituelle, se restreint
au groupe de Weil en une somme de caracteres d’ordre au plus 2, éventuellement ramifiés. Nous nous
limitons au cas de réduction unipotente, ce qui exclut les caracteres ramifiés. Toutefois, notre résultat
n’est pas inclus dans celui de [Mceglin 1996b] : avec nos notations, celui-ci suppose que les termes de A
sont tous distincts. La démonstration est aussi entierement différente.

Soit (A, s, €) € Jrrypjp, et posons § = (A, s, €). Notons { I'indice iso ou an tel que § soit une
représentation de G (F'). Dans [Waldspurger 2016a], on a donné une formule qui calcule la restriction du
caractere de & aux éléments compacts de G (F) (ceux qui sont contenus dans un sous-groupe compact).
A fortiori cette formule calcule la restriction du caractére a un voisinage de I’origine. Cette restriction
est somme de distributions que I’on peut calculer si I’on connait les restrictions de § aux différents sous-
groupes compacts maximaux de Gy (F), ou plus exactement les représentations des groupes “résiduels”
qui s’en déduisent. La construction de Lusztig donne les renseignements voulus. A partir de 13, en utilisant
de nombreux travaux de Lusztig (faisceaux-caracteres, correspondance de Springer généralisée, etc.), on
traduit I’assertion a démontrer en termes de représentations de groupes de Weyl. Il s’agit en gros de savoir
quelles sont les représentations qui peuvent intervenir dans certaines restrictions d’une représentation
d’un produit de groupes de Weyl déterminée par §. C’est un probleme combinatoire que nous avons
longuement étudié dans [Waldspurger 2001] et les résultats de cette référence permettent de conclure.

Remarque. Dans [Waldspurger 2001], le groupe était supposé non ramifié, ce qui est le cas de Gis, mais
pas de Ga,. En fait, cette hypothese ne servait qu’a utiliser des résultats d’homogénéité qui n’étaient
alors connus que sous cette hypothése restrictive. Ils sont maintenant connus sans cette hypothese, cf.
[DeBacker 2002], et la plupart des résultats de [Waldspurger 2001], en particulier ceux que 1’on utilisera,
s’étendent au cas général.

Evidemment, il serait tentant d’appliquer la méme méthode non pas 2 la béte représentation 8(1, s, €),
mais a la représentation tempérée (1, s, €). Indiquons ol est le probléme. Les représentations des groupes
“résiduels” associés a §(A, s, €) sont bien calculées par Lusztig, mais en termes de représentations de
groupes de Weyl peu explicites. Plus précisément, il apparait des représentations non irréductibles dont
la décomposition en composantes irréductibles est dictée par des variantes de polyndmes de Kazhdan-
Lusztig. Ces représentations sont notées p;, . dans notre article, mais il ne s’agit plus du méme couple
A, €, notons-les ici p, ;. Il y a un ordre (partiel) naturel sur I’ensemble des représentations irréductibles
et on contro6le trés bien le terme minimal du développement de p, ; en composantes irréductibles. 11
s’avere que cela nous suffit pour conclure. Si I’on remplace 6 (A, s, €) par 7 (A, s, €), les représentations
pv.- sont remplacées par leur produit tensoriel avec sgn, le caractere signe du groupe de Weyl sous-jacent.
Comme on peut s’y attendre, cela inverse I’ordre : on connait le terme maximal du développement de
sgn ®p, . Mais maintenant, I’ordre va dans le mauvais sens et connaitre le terme maximal ne permet
plus de conclure.
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1. Combinatoire

1.1. Partitions et représentations des groupes de Weyl. On appelle partition une classe d’équivalence
de suites décroissantes finies de nombres entiers positifs ou nuls, deux suites étant équivalentes si
elles ne different que par des termes nuls. Pour une telle partition A = (A; > Ay > --- > A,), on pose
S =3,

partition (0, . .., 0) et on pose /(&) = 0. On note mult,, la fonction sur N— {0} telle que, pour tout i dans cet

»Aj etonnote /(A) le plus grand entier j tel que A; # 0. Cas particulier : on note & la

ensemble, mult, (i) est le nombre d’entiers j tels que A; =i. On pose aussi mult; (> i) = Zi,zi multy (i).
On note Jord(X) ’ensemble des i > 1 tels que mult, (i) > 1. Soit k € N. A équivalence pres, on peut

supposer r > k et on pose Sg(A) = «Aj.- Pour N € N, on note P(N) I’ensemble des partitions

e
A telles que S(A) = N. Plus généralemjent, pour un entier kK > 1, on note P, (N) ’ensemble des k-uples
de partitions (Aq, ..., Ag) tels que S(A1) +-- -+ S(Ax) = N. On utilisera plus loin des variantes de cette
notation, par exemple szmp (2N) etc. On définit de la fagon usuelle la transposition A — ‘A dans P(N)
et les applications

A, M) A1+XA et (A, A=A UM

qui envoient P, (N) dans P(N). On définit un ordre partiel sur P(N) : pour deux partitions A1, A, € P(N),
A1 < Ap si et seulement si Si (A1) < Si(Ay) pour tout k € N.

Plusieurs notations ci-dessus se généralisent aux suites finies o = (¢, . .., &) de nombres réels pas
forcément décroissantes. Par exemple, si k est un entier tel que 0 < k < r, on pose Si() =) =1,k O
On utilisera aussi la notation a<; = Sk («). Si « et 8 sont deux suites de méme longueur, on note o 4 B la
suite (o1 + Bi1, ..., & + Br).

Pour tout ensemble X, on note C[ X ] I’espace vectoriel complexe de base X. Pour tout groupe fini W, on
note W I’ensemble des classes de représentations irréductibles de W. En identifiant une telle représentation
a son caractere, I’espace C[X] s’identifie a celui des fonctions de W dans C qui sont invariantes par
conjugaison.

Soit N € N. On note G le groupe des permutations de I’ensemble {1, ..., N}. On sait paramétrer S N
par P(N), on note p(X) la représentation irréductible correspondant a une partition A (en particulier la
représentation triviale de Gy est paramétrée par la partition A = (n)). On note sgn le caractere signe usuel
de Sy . Si une représentation irréductible p est paramétrée par la partition A, p ®sgn est paramétrée par ‘A.

On note Wy le groupe de Weyl d’un systeme de racines de type By ou Cy (avec la convention Wy = {1}).
On sait paramétrer Wy par P>(N), on note p(c, B) la représentation irréductible correspondant a un
couple de partitions (¢, 8) (en particulier, la représentation triviale est paramétrée par ((N), ©)).On note
sgn le caractere signe usuel de Wy et sgn.p, le caractere dont le noyau est le sous-groupe ij,) d’un
systeme de racines de type Dy. Si une représentation irréductible p est paramétrée par le couple de
partitions («, ), p ® sgn est paramétrée par ('8, ‘a) et p ® sgn,, est paramétrée par (8, o).

Supposons N > 1. Pour (¢, 8) € P>(N), les restrictions a er de p(«, B) et p(B, @) sont équivalentes.
Si a # B, ces restrictions sont irréductibles, on les note p” (o, B) ou p? (B, @). Si & = B, la restriction
de p(o, @) a WI{,) se décompose en deux représentations irréductibles, que 1’on note p? (a, o, +) et
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oP(a, a, —). Elles sont conjuguées par un élément de Wy — WI{,) et on n’aura pas besoin de les distinguer.
Toutes les représentations irréductibles de W,IV) sont ainsi obtenues.

1.2. Symboles. Pour tout ensemble fini X, on note | X | le nombre d’éléments de X. Si X est un ensemble
de nombres, on note S(X) la somme des éléments de X. Pour tout nombre réel x, on note [x] sa partie
entiere.

Soit N € N. Un symbole de rang N est une classe d’équivalence de couples (X, Y) de sous-ensembles

finis de N, vérifiant la condition
2
S(X)+S¥) = [(3UX|+1¥| - 1) ]=N.
La relation d’équivalence est engendrée par les deux relations (qui préservent I’égalité précédente) :

X, Y)~X.,Y) ol X'={x+1;xeX}Uu{0}, Y ={y+1;yeY}U{0};
X, Y)~, X).

Remarque. Par abus de terminologie, on appellera plut6t symbole un couple (X, Y) représentant une
classe d’équivalence.

Le défaut d’un symbole (X, Y) est la valeur absolue de |X| — |Y| (il ne dépend que de la classe
d’équivalence de (X, Y)). Pour D € N, on note Sy p I’ensemble des symboles de rang N et de défaut D.

On regroupe les symboles en familles : deux symboles sont dans la méme famille si et seulement si on
peut les représenter par des couples (X, Y) et (X', Y") telsque XUY =X'UY et XNY =X'NY'. La
parité du défaut est constante sur chaque famille. Toute famille de symboles de défaut impair contient un
unique symbole spécial, c’est-a-dire représenté par un couple (X, Y) de la forme X = (x; > --- > x,41),
Y=(1>--->y)ettel que

XIZYVIZX2Z222 2V = Xpyl-

Toute famille de symboles de défaut pair contient un unique symbole spécial, c’est-a-dire représenté par
un couple (X,Y) delaforme X = (x;>--->x,), Y =(y; >--->y,) et tel que

XI1ZYV1Z2X22Y2=2--2Yr.

Soit (X, Y) un symbole de rang N. Fixons un entier d majorant les éléments de X U Y. Posons
X ={d,...,00—-{d—y;yeY}, Y ={d,...,00—{d—x;xeX}

On vérifie que (X', Y’) est un symbole de rang N. A équivalence pres, il ne dépend pas du choix
de d et ne dépend que de la classe d’équivalence de (X, Y). Cette construction définit une “dualité”
(X,Y)—d(X,Y)=(X",Y’) dans ’ensemble des symboles de rang N. Cette dualité conserve le défaut
et est involutive : d o d est I’identité. Elle se restreint en une involution du sous-ensemble des symboles

spéciaux. Enfin, deux symboles sont dans une méme famille si et seulement si leurs images par dualité le
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sont. Autrement dit, si (X, Y) est dans la famille du symbole spécial (X*P, YP), alors d(X, Y) est dans la
famille du symbole spécial d(X°P, Y*P).

Soit p € WN. Comme en 1.1, on lui associe un couple de partitions («, 8) € P>(N). On choisit un
entier r > [(),[(B). Onpose X =a +{r,...,0}, Y =8+{r—1,...,0}. Alors (X, Y) est un symbole
de rang N et de défaut 1 dont la classe ne dépend pas de r. On pose symb(p) = (X, Y). L’application
symb : WN — Sy,1 ainsi définie est bijective. On a symb(p ® sgn) = d o symb(p).

Soit p € W,I\? Comme en 1.1, on lui associe un couple de partitions («, 8) € P>(N). On choisit un
entierr >[(«),[(B). Onpose X =a+{r—1,...,0},Y=8+{r—1,...,0}. Alors (X, Y) est un symbole
de rang N et de défaut O dont la classe ne dépend pas de r. On pose symb(p) = (X, Y). L’application
symb : WAL,) — Sn.0 ainsi définie est surjective. Ses fibres ont un ou deux éléments, celles a deux éléments
étant formées des couples de la forme p (o, «, +), p(e, &, —). On a symb(p ® sgn) = d o symb(p).

1.3. Correspondance de Springer, cas symplectique. Soit n € N. On note PP (2n) 1’ensemble des
partitions symplectiques de 2n, c’est-a-dire les A € P(2n) telles que mult, (i) est pair pour tout entier i
impair. Pour une telle partition, on note Jordpp (1) I’ensemble des entiers i > 2 pairs tels que mult; (i) > 1.
Plus précisément, pour un entier k£ > 1, on note Jord{;p(k) I’ensemble des i > 2 pairs tels que mult, (i) = k.

On note PY™P(2n) ’ensemble des couples (1, €) ott A € PY™P(2n) et € € {£1}7°™*) La correspon-
dance de Springer généralisée établit une bijection entre PY™P(2n) et I’ensemble des couples (p, k) tels
que

keN et k(k+1)<2n; 0 € W ktiny)2-

On note (py e, k». ) le couple associé a un élément (1, €) € P¥™P(2n). L'entier k; . se calcule de la
facon suivante. Notons i; > - - - > i,, > 0 les entiers pairs i tels que mult, (i) soit impair. Posons

h= Y (=D —ei)).

Alors k, ¢ = sup(h, —h — 1). En particulier, si € = 1, c’est-a-dire €(i) = 1 pour tout i € Jordyp(1), on a
kyi1=0etp, € Wn
Une partition A = (A1 > A > - - -) € PY"™P(2n) est spéciale si et seulement si A>;_1 et A»; sont de méme
parité pour tout j > 1. Cela équivaut a ce que ‘A soit symplectique. En notant PSY™P-P(25) I’ensemble
des partitions symplectiques spéciales de 2n, I’application A + ‘A est une involution de PSY™P-SP(2n).
Considérons une partition A € PY™P-5P(25) et définissons i; > - - - > i, comme ci-dessus. Si m est pair,
on pose m’ =m; si m est impair, on pose m’ = m + 1 et i,y = 0. On appelle intervalle de A un ensemble
A de I'une des formes suivantes :
— pour un entier A =1, ...,m’/2, A est ’ensemble des i tels que i =0 oui > 1 et mult; (i) > 1 et
tels que iyp—1 >0 > iy
— A ={i} ol estun entier pair tel que i =0 oui > 2 et mult, (i) > 1 et tel qu’il n’existe pas d’entier
h=1,...,m’/2 de sorte que irp_1 > i > iz.



Représentations de réduction unipotente pour SO(2n+1), Il 1113

Parce que A est spéciale, on vérifie que les intervalles sont formés d’entiers pairs (c’est évident dans
le deuxieme cas ci-dessus, un peu moins dans le premier). Ils forment une partition de 1’ensemble
Jordp, (1) U {0}. On ordonne les intervalles : A > A’ sii > i’ pourtousi € A, i’ € A’. On note Apy;n le
plus petit intervalle (c’est celui qui contient 0). On note Int(1) I’ensemble des intervalles de A.

L’application A — symb(p; 1) est une bijection de P*¥™P-*P(2n) sur I’ensemble des symboles spéciaux
de rang n et de défaut 1. Pour A € P¥Y™P-5P(2n), on a défini en [Waldspurger 2001, VIII.17] une bijection
fam entre la famille du symbole symb(p, 1) et ’ensemble des

(1,8) € (Z/22)"™P x (222)™P  tels que T(Amin) = 8(Amin) = 0.

Soit A € P¥™P(2n). 11 existe une unique partition spéciale sp(1) € PY™P-*P(2n) telle que symb(p; 1)
et symb(psp(1),1) soient dans la méme famille. Il est connu que A < sp(A) et que sp(1) est la plus petite
partition symplectique spéciale A’ telle que A < A’. Plus généralement, on a le lemme suivant.

Lemme. (i) Soit (A, €) € PY™(2n), supposons k, . = 0. Notons sp(A, €) l'unique partition spéciale
telle que symb(p;, ¢) et symb(psp(i.e),1) Soient dans la méme famille. Alors A < sp(A, €).

(i) Soit » € PY™PSP(2n). Pour € € {£1}/°"% ™ es conditions suivantes sont équivalentes :
(@) krne=0etsp(r,e)=1;
(b) € est constant sur tout A € Int()) et, dans le cas ot Apin 7Z {0}, €(i) =1 pour tout i € Apin—{0}.

(iii) Soit A € PSY™PP(2n). L’application € — fam o symb(p;, () est une bijection entre I’ensemble des €
décrits au (ii) et le sous-ensemble des

(1,8) € (Z)27)™P x (722)™*  tels que § = 0 et T(Amin) = 0.
La preuve est similaire a celle du lemme 1.4 ci-dessous.

1.4. Correspondance de Springer, cas orthogonal impair. Soit n € N. On note P°™(2n + 1) 1’ensemble
des partitions orthogonales de 2n + 1, c’est-a-dire les A € P(2n + 1) telles que mult, (i) est pair pour tout
entier i > 0 pair. Pour une telle partition, on note Jordp, (1) I’ensemble des entiers i > 1 impairs tels que
mult, (i) > 1. Plus précisément, pour un entier kK > 1, on note J ordlf)p () I’'ensemble des i > 1 impairs tels
que mult; (i) = k.

On note P°™ (25 4 1) I’ensemble des couples (4, €) ot A € P21 4 1) et € € ({1} ™)) /{41},
le groupe {1} s’envoyant diagonalement dans {41}'°"%®*) En pratique, on relévera € en un élément de
{£1}ord ™) Sauf indication contraire, les formules que nous écrirons ne dépendront pas du choix de
ce relévement. La correspondance de Springer généralisée établit une bijection entre Po™(2n + 1) et
I’ensemble des couples (p, k) tels que

keN, kestimpair et K> <2n+1; pE an(szl)/z-
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On note (py ¢, ka.c) le couple associé a un élément (A, €) € Pt (25 +1). Lentier kj. e se calcule de la

facon suivante. Notons i > - - - > i, les entiers impairs i tels que mult, (i) soit impair. Posons

h= (—DI (1 —€@i)).

j=1,..., m

Alors k) = |h+1|. En particulier, si € = 1, ¢’est-a-dire € (i) = 1 pour tout i € Jordp,(A), onak; ; =1et
Pxr1 € Wn-

Une partition A = (A; > Ay > ---) € P21 4 1) est spéciale si et seulement si A; est impair et A, i
et Apj+1 sont de méme parité pour tout j > 1. Cela équivaut a ce que ‘A soit orthogonale. En notant
Porth.sp (2 4 1) I’ensemble des partitions orthogonales spéciales de 2n + 1, ’application A — ‘A est une
involution de PP (25 4 1). Considérons une partition A € P°""P(25 4 1) et définissons i| > - - - > iy,
comme ci-dessus. L’entier m est forcément impair. On appelle intervalle de A un ensemble A de I’'une
des formes suivantes :

— pour un entier A =0, ..., (m —1)/2, A est I’ensemble des i > 1 tels que mult, (i) > 1 et tels que

ion >0 > iry41, avec la convention ig = 00;

— A = {i} ou i est un entier impair tel que mult, (i) > 1 et tel qu’il n’existe pas d’entier & =

0,...,(m—1)/2 de sorte que iz, > i > izp41.

Parce que A est spéciale, on vérifie que les intervalles sont formés d’entiers impairs. Ils forment une
partition de I’ensemble Jordy,(4). On ordonne les intervalles comme dans le cas symplectique. On note
Amin le plus petit intervalle et Ay« le plus grand. On note Int(A) I’ensemble des intervalles.

L application A — symb(p;_1) est une bijection de P°"™P(224-1) sur I’ensemble des symboles spéciaux
de rang n et de défaut 1. Pour A € P°™P(254-1), on a défini en [Waldspurger 2001, VIIL.19] une bijection
fam entre la famille du symbole symb(p; 1) et ’ensemble des (z, 8) € (Z/2Z)™® x (Z2/27)™® tels
que T(Amax) = 8(Amin) = 0.

Soit A € PN (2n41). Tl existe une unique partition spéciale sp(1) € Po*P(2n+1) telle que symb(p; 1)
et symb(psp(1),1) soient dans la méme famille. Il est connu que A < sp(A) et que sp(1) est la plus petite
partition orthogonale spéciale A’ telle que A < 1A/. Plus généralement, on a le lemme suivant.

Lemme. (i) Soit (A, €) e P (2n+1), supposons k. = 1. Notons sp(A, €) 'unique partition spéciale
telle que symb(p;, ) et symb(psp(i.e),1) Soient dans la méme famille. Alors A < sp(A, €).

(i) Soit & € POSP(2n + 1). Pour € € {1} X les conditions suivantes sont équivalentes :
(@) kre=1etsp(h,e) =A2;
(b) € est constant sur tout A € Int()).

(iii) Soit A € PO™SP(2n + 1). L’application € — fam o symb(p; ) est une bijection entre I’ensemble

des € décrits au (i), modulo le groupe diagonal {1}, et le sous-ensemble des

(1,8) € (Z)2Z)™P x (2/22)™®  tels que § =0 et T(Amax) = 0.
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Preuve. Soit (A, €) comme en (i). On peut supposer A = (Aq, ..., Azy41). Dans la suite A 4+ {2n, ..., 0},
il y a n nombres pairs notés 2z; > - - - > 2z, et n + 1 nombres impairs notés 2z} +1>--->2z , +1.
On note z = (21, ..., 2) et 2’ = (2], ..., Z,,,) puis

A =7 +{n... 0=, ....d, ). B =z+{n—1,...,0=®] ... .00).

On vérifie que

ft ft ft ft ft
ajzbi=a5>--->bl>a . M

On voit aussi qu’il y a une unique bijection croissante i — X; entre 1’ensemble Jordy,(A) et celui des
sous-ensembles non vides de (A* U B*) — (A" N B¥) formés d’entiers consécutifs, et maximaux pour cette
propriété. Posons

A= (Aﬁ - U @n A%) y ( U @n Bﬁ)),

i€Jordpp(X),6;=—1 i€lordpy(1),€;=—1

B = (Bﬁ - U (=N Bﬁ)> U ( U (ZiN Aﬂ)>.
i€Jordpp(X),e;=—1 ieJordpp(A),6;=—1
Si on multiplie € par I’élément diagonal —1, on échange A et B. On peut donc choisir le relevement e
de sorte que |A| > |B|. L’hypothese k; = 1 entraine alors que |A| =n + 1 et |B| = n. On définit les
suites X = (x1, ..., xprp) et Y =, ...,yppar X+{n,...,0l=AetY+{n—1,...,0} = B. Alors
symb(p;,e) = (X, Y).
Soit k € {1, ...,2n+ 1}. On va majorer Si(A) en fonction de (X, Y). Tout d’abord

Sk(W) = Sp(h+{2n, ..., 0D) — k(dn+1—k). )

Notons j; < --- < ji les indices j tels que A; soit impair et &y < --- < h, les indices h pour lesquels A,
est pair. Puisque la somme des A ; vaut 2n + 1 qui est impair, s est impair et f = 2n+ 1 — s est pair. Puisque
tout nombre pair non nul intervient avec multiplicité paire, la parité de ¢ entraine que O intervient aussi

avec multiplicité paire. Il en résulte aussi que hy = hor—1+1pourtoutr =1,...,¢/2. Pourr =1, ...,s5,
ily a j, —r termes A; qui sont pairs et strictement supérieurs a A ;, . Puisque ces termes interviennent avec
multiplicité paire, j. est de méme parité que r. Soient s € {1, ..., s} et € {1,...,t} les plus grands
entiers tels que j;, <k eth, <k.Onasi+1# =k. Les k premiers termes de A 4 {2n, ..., 0} sont les
Aj,+2n+1—j, pouru=1,...,s, 3)
An,+2n+1—hy, pourv=1,..., #%. €))

D’apres les propriétés de nos suites, il y a [(sx + 1)/2] éléments impairs et [sg /2] éléments pairs parmi
les éléments (3). Si #; est pair, il y a #; /2 éléments impairs et #; /2 éléments pairs parmi les éléments (4).
Si #; est impair et h;, est pair, il y a (f; 4+ 1)/2 éléments impairs et (fx — 1)/2 éléments pairs parmi les
éléments (4). Si # est impair et s, est impair, il y a (tx — 1)/2 éléments impairs et (# + 1)/2 éléments
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pairs parmi les éléments (4). En réunissant les deux types d’éléments, on voit que, parmi les k premiers
termes de A +{2n,...,0}, il y a [(k+ 1)/2] 4+ n termes impairs et [k/2] — n termes pairs, ol
— n =15l # et s sont impairs et s, est pair,
— n = —1si # et hy sont impairs et s est pair,
— 1 =0 dans les autres cas.
Les k premiers termes de A + {2n, ..., 0} sont donc 2z} +1, ..., 2zf(lc+l)/2]+,7 +1let2zy,...,22%2-9-
Supposons A impair. Alors j;, = k. On a dit que s; est de la méme parité que j,,, donc que k, donc
1 =k — si est pair. Donc n = 0 et il résulte de la description ci-dessus que

Sc(h+{2n, ..., 0}) = 281441212 + [(k + 1) /2] + 28121 (2)- %)

Supposons Ay pair. Alors h,, = k. Si n =0, le calcul est le méme que ci-dessus et on a (5). Supposons
n = 1. Alors k = h,, est pair et les k premiers termes de A + {2n, ..., 0} sont 21’1 +1,..., 2z;(/2+1 +1et
221, ..., 2zx/2—1. Le dernier de ces termes est A +2n+1—k qui est impair, donc c’est 212/2+1 +1. Mais, #;,
étant impair,ona hy, 1 =h, +1=k+1et Ay =A4y1. Le k+1-iéme terme de A+{2n, ..., 0} est Ay +2n—k
qui est pair, c’est donc le premier terme pair strictement inférieur a 2z4 >, autrement dit, c’est 2z 2.
Les égalités Ay +2n+1—k = 2z,/c/2+1 +1 et Ay +2n —k = 2z4), entrainent ZZ/2+1 = zk/2. Les k premiers
termes de A + {2n, ..., 0} sont donc aussi bien 2z} +1, ..., 2z;€/2 +1et2zy,...,222-1,22/2+ 1. On
obtient alors

Si(A+{2n,...,0}) = 25[(k+1)/2] (Z’) +[k+1)/2]+1+ ZS[k/z] (2). 6)
Supposons maintenant n = —1. Alors k = h,_ est impair et les k premiers termes de A + {2n, ..., 0}
sont 277 +1,.. ., 21/(k_1)/2 +1et2zy,...,2z¢+1)/2- Le dernier de ces termes est Ay +2n + 1 — k qui
est pair, donc c’est 2z(t41)/2. Comme ci-dessus, on a Ay = Ag41. Le k+1-ieme terme de A + {2n, ..., 0}

est A + 2n — k qui est impair, c’est donc le premier terme impair strictement inférieur a 2z2k71) nt 1,
autrement dit, c’est 22/(k+1)/2 + 1. Les égalités Ay +2n+1 —k =2zp41)2 et Ap +2n —k = 2z2k+1)/2 +1
entrainent Z/(k+1)/2 + 1 = Z41),2- Les k premiers termes de A + {2n, ..., 0} sont donc aussi bien
221 +1,..., 22/(/<—1)/2 +1, 2Z/(k+1)/2 +2et2zy,...,2z%-1)/2. On obtient encore (6).

Supposons encore A pair. Puisque h;, = k = s; + #, les conditions de parité sur # sont redondantes
dans la définition de n. On voit que n = +£1 si et seulement si k + s est impair. On voit aussi que s; est
de la méme parité que Si(A). On a obtenu que, si Sx(A) + k est pair, on a la formule (5) tandis que, si
Sk (L) + k est impair, on a la formule (6). Posons alors, pour k=1, ...,2n+1,

V(X)) =1 si Ag est pair et Sg(A) + k est impair, vg(A) =0 sinon.
On a la formule générale :

Sc(A+{2n, ..., 0}) = 281k+1)21(2) + [k + 1) /2] + v (A) + 28k /21 (2)- (7
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Remarquons que, d’apres le calcul ci-dessus, on a
sivg(A)=1, alorsk <2netigy; =X (8)
D’apres la définition des termes A® et B, on a les égalités
Stw+1)/212) = Set1y/21(AY) = [(k+ 1)/212n + 1 — [(k + 1)/2])/2,
Si/21(2) = Sik/21(B) — [k/21(2n — 1 = [k/2])/2.

Avec les formules (2) et (7), on obtient
Sk(R) = 28(k41y/21 (AT + 2814 /21 (BY) + ve (M) + .,

oll ¢ est un nombre qui ne dépend pas de A. Notons A” LI B la réunion des suites A? et B, les termes
étant rangés en ordre décroissant mais comptés avec leur multiplicité (c’est-a-dire qu’un terme intervenant
dans les deux suites intervient avec multiplicité 2). La propriété (1) entraine que la réunion (en ce sens)
des [(k + 1)/2] plus grands termes de A” et des [(k — 1)/2] plus grands termes de B” n’est autre que la
suite des k plus grands termes de A” L B¥. La formule précédente se récrit

Sk(r) = 28, (A% U BF) 4+ v (L) + cx.

Avec une définition similaire, on a A" U B = A U B, donc aussi Sg(A® L B¥) = Sy (A U B). 1l existe deux
entiers e, f € N tels que e + f = k et que la famille des k plus grands éléments de A LI B soit la réunion
des familles des e plus grands éléments de A et des f plus grands éléments de B. Alors

Sk(AUB) = S.(A)+ Sy(B). ©)

Par définition de X et Y, on a

Se(A) =S (X)+e(n+1—e)/2, Sy(B)=S;Y)+ fC2n—1— f)/2.
D’ou
SkA) =285.(X) +285,(Y) +ve(A) —e(2—e) — 12 + ¢y,
ol C;C = ¢, + (2n — 1)k est indépendant de A. Le terme S.(X) + S7(Y) est la somme de k termes de la
famille X L1 Y, donc il est majoré par la somme des k plus grands termes de cette famille :
Se(X)+ 85(Y) < S (X UY). (10)
D’ou
Sk(A)§2Sk(XuY)+vk(k)—e(e—2)—f2+c;(. (11
Posons A = sp(X, €). Reprenons le calcul en remplacant (A, €) par (A, 1). On souligne les objets

associés a cette paire. Parce que le caractére € est remplacé par 1, on a les égalités A = A®, B = B*
et I'on voit que e = [(k + 1)/2] et f = [k/2]. Parce que le symbole (X, ¥) est spécial, la réunion des
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[(k 4 1)/2] plus grands termes de X et des [k/2] plus grands termes de Y n’est autre que la famille des k
plus grands termes de X LI Y. L’analogue de I’inégalité (10) est donc une égalité et on obtient

Sk =28 (X UY) 4+ ved) — [(k+ 1/21([(k + 1)/21 = 2) — [k/2]* + ¢}..

Par définition de sp(X, €), les symboles (X, ¥) et (X, Y) sont dans la méme famille, d’ot XUY = X UY.

En comparant (11) avec 1’égalité ci-dessus, on obtient
Sk < Sk + v —e(e —2) — f2 —ve() + [k + 1)/21([(k + 1)/2] = 2) + [k/2]*. (12)
On vérifie que, pour deux entiers e, f tels que e+ f =k, on a
ele—2)+ £ = [(k+ 1)/21([(k + 1)/2] — 2) + [k/2]%,

I’égalité n’étant vérifiée que pour les couples (e, f) = ([(k + 1)/2], [k/2]) ou, si k est pair, (e, f) =
(k/24+1,k/2—1). On obtient

Sk(A) = Sk (D) + vk (1) — v (A). (13)

Supposons S (1) > Sk (A). L’inégalité précédente force vi (1) = 1. Donc Ay est pair, k+ Si (1) est impair et,
d’apres (8), Ax+1 = Ag. Les entiers k—14Sg_1(A) et k+1+Sk1 (1) sont pairs, donc vg_;(X) =vr41(A) =0.
L’inégalité (13) entraine donc S;—_1(A) < Sg—1 (L) et Sg+1(A) < Sxr1(X) (pour Etre précis, si k = 1, notre
calcul ne s’applique pas a k — 1 mais, dans ce cas, I'inégalité So(L) < Sp(A) est triviale). Les deux
inégalités S;_1 (1) < Sk—1(A) et Sg(A) > Sk (X) entrainent Ay > Ar. Donc g1 = Ag > Ag > Ar4q. Alors
I'inégalité Sp (1) > Sk (A) entraine Sgy1(X) > Sg+1(X), contrairement a ce que 1’on a vu ci-dessus. Cette
contradiction prouve I’inégalité Si (1) < Sx(A). Cela étant vrai pour tout k, on conclut A < A, ce qui
démontre le (i) de I’énoncé.

Supposons maintenant A spéciale et A = A. Considérons I’inégalité (12) pour k impair. Les termes

relatifs a A et A s’annulent et il reste
ele—2)+ f2 < ((k+ D/ ((k+1)/2—2) + ((k — 1)/2)%.

Comme on I’a dit, cela entraine que e = (k+ 1) /2 et f = (k — 1)/2. Parce que A est spéciale, on calcule
facilement les termes A? et BY. Puisque X est impair, le terme A; + 2n 1’est aussi, donc ¢’est 2z’1 + 1.
Pour h =1, ..., n, les termes Ay, et Ay sont de méme parité donc les termes Aoy +2n + 1 —2h et

A2n+1 +2n — 2h sont de parité opposée. Par récurrence, ce sont les termes 2z, et 2z, ; + 1. Cela permet

le calcul des termes zj, et z}l e puis des termes ag 4 €t bi. On obtient

ai = —1)/2+2n,
bfl = a2+] = Ay /24 2n —2h pour h =1, ..., n,si Ay = Aop4 est pair,
bg = +1)/242n—-2h Si Agy et Appyq sont impairs,

a2+1 = (Aop+1—1)/2+2n —2h  si dyj et Aypyy sont impairs.
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Considérons I’intervalle maximal Ap.x de A. Notons ses éléments i} > - - - > i,. Ils sont impairs. Les
multiplicités de iy, ..., i;—1 sont paires et celle de i, est impaire. On note ces multiplicités

2my, ..., 2m;_1, 2m; + 1.

L’intervalle correspond aux éléments suivants de A® LI BY :

i

m

b* Sbh >4

g gt # i £
a,>by>--->a, >b, >a Mt > e N

m m my+1 >b

coos gt 8 s gt
1> >ay, _, >bm52 > >am51_|+1 >

(on rappelle que m<; = m; + - - - +m;). Supposons que € ne vaut pas 1 sur Apax. Soit s le plus petit
élément de {1, ..., ¢} tel que €(i;) = —1. Appliquons I’égalité (9) a k = 2m,_; + 1. Comme on I’a dit
plus haut,onae=m<;_1+ 1, f =m<,_;. On obtient

a4t b A =ait et b b,

Par construction de A et B et par définition de s, les termes de ces ensembles sont égaux a ceux de A et
B* jusqu’a I'indice m<,_ et 1’égalité précédente devient

8 —
amS;_l-i-] - amﬁs—l‘l’l .

Par contre, passer de (A%, B¥) 4 (A, B) échange les termes correspondant 2 I’entier i;. Hormis le cas s = ¢

— _ .t
etm, =0,onadonc ay__,+1 = bmss_1+1‘

AU B qui n’est pas dans I’ensemble €crit ci-dessus. Dans tous les cas, on obtient a,,_,_,+1 < aigm 41

ce qui contredit 1’égalité de ces termes prouvée ci-dessus. Cette contradiction conclut : € vaut 1 sur Apx.

Quand s =1 et m; =0, a,,_,_,+1 est un terme de la famille

Considérons maintenant un intervalle A # Apax. On note ses éléments i; > - - - > i;. Le premier indice
J tel que A; =iy est forcément pair. Notons le 2u. Si t = 1, la multiplicité de iy est paire. On la note 2m.
Alors Iintervalle correspond aux éléments suivants de A® LI BY :

# g g f
by<a, <. <b, .1 <din
Sit > 1, les multiplicités de i; et i; sont impaires et, pour 1 < s < ¢, celle de i; est paire. On les note

respectivement 2m + 1, 2m; + 1, 2my. Alors I’intervalle correspond aux éléments suivants de APu B?:

<b*

utm< 1

<b’

#
u+m<p < au+11152+1 < <

g i # #
bu <au+l < <bu+m1 <au+m1+1 <

ft ft
au+m5,_]+1 << au+m5,+l'

Supposons par récurrence que € est constant sur tout intervalle strictement supérieur a A. Pour ces
intervalles, ou bien on ne change pas les termes de A” et B? leur correspondant, ou bien on les échange.
Mais on voit ci-dessus que chaque intervalle contribue autant a Ay qu’a B;. Cela ne perturbe pas les
numérotations des termes postérieurs, on veut dire par la que la contribution & A (resp. B) de I'intervalle
A commence par a, (resp. b,). Si A est réduit a i1, on n’a rien a démontrer : € est forcément constant
sur A. Supposons t > 1 et que € ne soit pas constant sur A. Notons s le plus petit élément de {2, ..., t}
tel que €;, , # €. Appliquons I’égalité (9) a k = 2u — 1 (on sait qu’alors e =u et f =u — 1) eta
k=2u+2m<;_1+1 (onsait qu'alors e = u +m<,_; + 1 et f =u +m<,_1). Par différence, on obtient

bLﬁ[ +at+1 +--+ b5+m5371 + a5+'7l5x—1+1 = bu +ayt1+---+ bu+m§S,1 + Autmog_1+1- (14)

u
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Supposons d’abord €(is_1) = 1 et €(iy) = —1. Les termes de I’ensemble A sont égaux a ceux de A*
entre les indices u + 1 et u +m;_. Les termes de ’ensemble B sont égaux a ceux de B entre les
indices u et u + m<;_;. L'égalité (14) devient

g _
a”+m5.r—1+1 =Ay+meg_1+1-

Parce que €;, = —1, on échange les termes correspondant a I’entier ;. Hormis le cas s =t et m; =0, on a
donc
_pt
au+m§x71+1 - bu—i—mss_]—i-l -
Sis=tetm; =0, ay4m., ,+1 estun terme de la famille A*u B? qui est au-dela de ceux écrits ci-dessus.

Dans tous les cas, on obtient @y _, ,+1 < a

wms_ 141 €€ QUi contredit 1’égalité de ces termes prouvée

ci-dessus.
Supposons maintenant €(is_;) = —1 et €(i;) = 1. Les entiers iy, ..., is_ contribuent a A et B en
échangeant leur contribution & A" et B®. D’ou

—_ i =’ =d; =
ay+1 = buv ey Autmeg 1 +1 = bu-l-mel s bu - au-H ’ LR bu+m5571*1 - a”"'mfkl )
L’égalité (14) devient
_
bu—H’l’lgs—l - au+m5571+1‘

Par contre, 1’entier i; contribue par les mémes termes 2 A et A* comme & B et B*. Mais les indices sont
décalés et on a

_ t
Autmeg1+2 = au+m5371+1

et, hormis le cas s =t etm; =0, byym_,_, = b5+m<s71+1' Sis=tetm; =0, byym_,_, estun terme de la
famille A®LIB* qui est au-dela de ceux écrits ci-dessus. Dans tous les cas, on obtient Dutm_,_, < ai eyt

ce qui contredit I’égalité de ces termes prouvée ci-dessus.

Ces contradictions prouvent que € est constant sur A. Cela prouve que, sous les hypotheses du (ii) de
I’énoncé, la condition (a) implique (b).

Soit maintenant (A, €) € P (2n + 1), supposons A spéciale et € constant sur les intervalles de A. En
notant iy > - - - > i,, les éléments de Jordy, (A) intervenant avec multiplicit€ impaire, on a € (iz,) = € (i2p41)
pour tout h =1, ..., (m — 1)/2. La recette indiquée plus haut pour calculer k, . montre que cet entier
vaut 1. Relevons € en I’élément de {£1}'°%»®*) qui vaut 1 sur le plus grand intervalle. On a calculé
ci-dessus les termes A®, Bf, A, B. Remarquons que les deux premiers sont aussi les termes A et B
associés a (A, 1). On en déduit facilement les termes X, Y, X et Y. On voit que les ensembles suivants
contribuent de la méme fagon a X et X comme a Y et Y :

— Dl’intervalle maximal ; sa contribution est de la forme

XI=Y1=>X2=y2> "> Xy = Yu > Xy+l;

— tout couple Ay, Aop41 d’éléments pairs donc égaux ; sa contribution est de la forme y, = x4 ;
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— tout intervalle non maximal sur lequel € vaut 1; sa contribution est de la forme
Yu = Xu+1 = Yu+l =+ = Xy = Yy > Xy+1-
Par contre, la contribution a X et Y d’un intervalle sur lequel € vaut —1 est de la forme
Yu > Xutl = Yu+1 > -0 > X0 = Yv > Xotls
tandis que sa contribution a X et Y est
Xut+l = Yu = Yu = Xu4+1 = Xu42 = Yut+1 > = * > Yo—1 =X = Xp4+1 = Yo > Yo = Xo+1-

Il est immédiat que X LI Y = X U Y, autrement dit les symboles (X, ¥) et (X, Y) sont dans la méme
famille. Cela prouve que A = sp(A, €), donc que la relation (b) du (ii) de I’énoncé entraine la relation (a).

Conservons les hypotheses sur (A, €). On releve € comme ci-dessus. Posons (7, §) = fam o symb(p, ).
En utilisant la description du symbole (X, Y) faite ci-dessus et la définition de I’application fam de
[Waldspurger 2001, VIII.19], on calcule, pour tout intervalle A :

— 3(A)=0;
— 1t(A)=0sievaut 1 sur A et t(A)=1sie vaut —1.
Le (iii) de I’énoncé s’en déduit. O

1.5. Correspondance de Springer, cas orthogonal pair. Soit n € N. On note P°""(2n) I’ensemble des
partitions orthogonales de 2n, c’est-a-dire les A € P(2n) telles que mult, (i) est pair pour tout entier i pair.
Pour une telle partition, on note Jordy,(A) I’ensemble des entiers i > 1 impairs tels que mult; (i) > 1. Plus
précisément, pour un entier k£ > 1, on note Jord]gp (A) I’ensemble des i > 1 impairs tels que mult, (i) = k.

Pour A € P°"(2n), disons que A est exceptionnelle si J ordyp(A) = &. Sin > 0, on introduit I’ensemble
PO (2n) formé des partitions A € P°"(21) non exceptionnelles et des paires (A, +) et (A, —) pour les
partitions A € P°"(2n) exceptionnelles.

Justifions cette définition. Notons E une cloture algébrique de F, et O(2n) le groupe orthogonal
évident sur Fq. L’ensemble P°"(2n) paramétre les classes de conjugaison unipotentes par 0(2n)(Fq) dans
SO(2n)(Fq). Mais il arrive que de telles classes se coupent en deux classes de conjugaison par SO(2n)(I]_:q).
Cela arrive précisément quand la classe est paramétrée par une partition A exceptionnelle. Alors I’ensemble
Porth(2p) parametre les classes de conjugaison unipotentes par SO(2n)(Fq) dans SO(Zn)(ﬁq). Sin=0,
on pose P°"(0) = P (0) = {@}. Il y a en tout cas une application évidente de P°""(2n) dans P°™(2n).
Si A est un élément de P°"™(2x), on note sans plus de commentaire A € Porth(25) son image.

On note P°™(2n) I’ensemble des couples (X, €) ot A € P™(2n) et € € ({1} ™) /{41}, le groupe
{£1} s’envoyant diagonalement dans {£1}7°"% ) On note 2°“h (2n) I’ensemble des couples (1, €) ol
A e P (2n) et € € ({1} ™)) /{£1}. La correspondance de Springer généralisée établit une bijection
entre 7_>°“h (2n) et 'ensemble des couples (p, k) tels que

— keN,kestpairetk2§2n;

—sik>0,pe Wn,kz/z; sik=0,pe WHD.
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On note (p;, ¢, kj. ) le couple associé a un €lément (A, €) € POoth(2n). L entier k. e ne dépend que de
I’image (X, €) de (X, €) dans Poth(2p). 11 se calcule de la facon suivante. Notons i; > - - - > i, les entiers
impairs i tels que mult, (i) soit impair. Posons

h= Y (=D —eG)).

Alors k;, . = |h|. En particulier, si € = 1, ¢’est-a-dire €(i) = 1 pour tout i € Jordy,(A), ona k; 1 =0 et
Pxr,1 € W,f) .
Une partition
h=0azlaz---) e P"2n)

est spéciale si et seulement si Ap;_; et Ap; sont de mé€me parité pour tout j > 1. Cela équivaut a ce
que ‘A soit symplectique. Notons P°™P(27) I’ensemble des partitions orthogonales spéciales de 2n.
Considérons une partition A € Porthsp(2y1) et définissons i > - - - > i,, comme ci-dessus. L entier m est
forcément pair. On appelle intervalle de A un ensemble A de ’une des formes suivantes :

— pour un entier h = 1,...,m/2, A est I’ensemble des i > 1 tels que mult, (i) > 1 et tels que

h—1 =1 =l

— A ={i} oui estun entier impair tel que mult, (i) > 1 et tel qu’il n’existe pas d’entier h =1, ..., m/2

de sorte que ipp—1 > i > iop.

Parce que A est spéciale, on vérifie que les intervalles sont formés d’entiers impairs. Ils forment une
partition de Jordpp(4). On ordonne les intervalles comme dans le cas symplectique. On note Ay, (resp.
Amax) le plus petit (resp. grand) intervalle. On note Int()1) 1’ensemble des intervalles.

Pour (A, €) € 20“1‘(211), le symbole symb(p; ) ne dépend que de A, on le note abusivement symb(p;, ).
L application A —> symb(p;_1) est une bijection de P°"P(2x) sur I’ensemble des symboles spéciaux de
rang n et de défaut 0. Pour A € PorthsP(2p7), on a défini en [Waldspurger 2001, VIIL.19] une bijection fam
entre la famille du symbole symb(p, ;) et un certain sous-ensemble de (Z/27)"™® x (7/27)"™®),

Soit A € P°(2n). 1l existe une unique partition spéciale sp() € PMP(2n) telle que symb(p;, 1) et
symb(psp(),1) soient dans la méme famille. Il est connu que A < sp(A) et que sp(A) est la plus petite
partition orthogonale spéciale A’ telle que A < 1. Plus généralement, on a le lemme suivant.

Lemme. (i) Soit (A, €) € PO (2n), supposons k¢ = 0. Notons sp(A, €) l'unique partition spéciale
telle que symb(p;, ) et symb(psp(i.e),1) Soient dans la méme famille. Alors A < sp(A, €).

(i) Soit » € POMSP(2n). Pour € € {£1}°"% M) les conditions suivantes sont équivalentes :
(@) kne=0etsp(r,e)=1;
(b) € est constant sur tout A € Int()).

(iii) Soit » € PO™P(2n). L’application € — fam o symb(p; ) est une bijection entre I’ensemble des €

décrits au (i), modulo le groupe diagonal {£1}, et le sous-ensemble des

(1,8) € (Z)2Z)™P x (2/22)™®  tels que § =0 et T(Amax) = 0.
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La preuve est similaire a celle du lemme précédent.

1.6. Dualité, cas symplectique-orthogonal impair. Soit n € N. Notons S;f)l I’ensemble des symboles
spéciaux de rang n et de défaut impair (ce défaut est alors 1). On dispose de bijections

PYIPSP(2p) — SP A > symb(pp1); POt (2n 4+ 1)— S A symb(p; 1)
n,1 y > n,1 y s
et d’une involution d de Sffl. On en déduit des bijections
d: PY™P(2n) - POPP2n 4 1) et d: P20+ 1) — PYPP(2n)

inverses 1’une de I’autre définies par la formule commune symb(p4()),1) = d o symb(py 1).

Soit A € PYMP-SP(2p). On vérifie qu’il y a une unique bijection décroissante de Int(X) sur Int(d(1)).
Notons Ay > --- > A, les intervalles de A et A| > --- > A/ ceux de d(1). On a dit que I’involution d
des symboles échangeait les familles de symb(p, 1) et de symb(p4(1),1). D’autre part, ces familles sont
paramétrées par des sous-ensembles de (Z/27)™P) x (7/27)™*) et de (Z/27) @) x (7/27)Hd0)
respectivement. Soit (X, ¥) un symbole dans la famille de symb(p, 1), notons (7, ) = fam(X, Y) et
(1/,8") =famod(X, Y). On vérifie les égalités

T'(A)) =T(Arpi-n),  8'(A) =8(Ar—p)

pour tout h =1, ..., r, avec la convention 6 (Ag) = 0. En particulier cette application échange 1’ensemble
des (z, 8) tels que & = 0 et celui des (/, &) tels que 8’ = 0.

On a défini des applications sp : PY™P(2n) — PY™PP(2n) et sp : PO 2n + 1) — POsP(2n 4 1).
On étend les bijections d en des applications encore notées d : PY™(2n) — Porthseopn 4 1) et d :
POt (25 4 1) — PY™P-SP(2p) par la formule commune d (1) = d osp(A). Il est connu que ces applications
sont décroissantes : pour A, A’ € PY™P(2n) (resp. A, A’ € P°M(2n 4+ 1)), A < A’ entraine d(1') < d(1).

Soit A € PY¥™P(2n). On vérifie que d(A) est la plus grande partition pu € P°™M(2n + 1) telle que
w <'(AU{1}), cf. [Meeglin et Renard 2017, paragraphe 7].

Soit u € Po™M(2n 4 1). Ecrivons = (4] = -+ = g > fs41 > - - - ). Posons

W= (== e > g — 1> g =),

On vérifie que d(u) est la plus grande partition A € P¥™P(2n) telle que A <’w/, cf. [Mceglin et Renard
2017, paragraphe 7].

Soit A € PY™PSP(2n) (resp. A € POSP(2n + 1)). On a défini I’ensemble Int(1). Soit A € Int(X). On
note J(A) I’ensemble des indices j > 1 tels que A; € A. Hormis les cas particuliers ci-dessous, on
note jmin(A) (resp. jmax(A)) le plus petit (resp. grand) élément de J(A). Les cas particuliers sont : A
symplectique et A = Ay, auquel cas on pose jmax(A) = 00; A orthogonal et A = Ap,x, auquel cas
Jmin(A) n’est pas défini (plus exactement, on peut le définir en appliquant la définition ci-dessus, on
obtient jmin(Amax) = 1, mais cette valeur perturberait nos calculs et on considere que jmin(Amax) n’est pas
défini). Remarquons que, si A € PY"™5P(2n), les jnin(A) sont impairs et les jmax (A) sont pairs (ou 00);
si A € POrsP(25 4 1), les jmin(A) sont pairs et les jmax (A) sont impairs.
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On définit une suite de nombres (X)) = ({(X)1, ¢ (A)2, ... ) par

1 s’il existe A € Int(}) tel que j = jmin(A),
C(A)j=1—1 vs’ilexiste A €Int(A) tel que j = jmax(A),
0 dans les autres cas.

Lemme. Soit 1 € PY™P(2n) (resp. A € PO™SP(2n + 1)). On a I’égalité
d(L) = A+ ().
Preuve. On suppose A € PY"P-5P(25), la preuve étant similaire dans le cas orthogonal. Montrons d’abord

(15) ‘d (L) est la plus petite partition orthogonale spéciale v de 2n + 1 telle que v > A U {1}.

Puisque d (1) est orthogonale et spéciale, sa transposée 1’est également. L’inégalité d(A) < "(AU{1})
entraine ‘d(1) > A U {1}. Inversement, soit v une partition orthogonale spéciale de 2n + 1 telle que
v > A U{l1}. Alors "v est encore orthogonale et vérifie 'v < (A U {1}). Donc ‘v < d(A) puis v > ‘d(}). Cela
démontre (15).

On vérifie facilement que A + ¢ (A) est une partition, ¢’est-a-dire A; +¢(A); > A1 +¢(A) j41 pour tout
J = 1. Puisque tout intervalle A # Ay, crée un terme jmin(A) pour lequel £(X)j,..(a) =1 et un terme
Jmax(A) pour lequel ¢(2) ;... (a) = —1 et puisque le dernier intervalle Ay, crée seulement un jiin (Amin)
la somme totale des £(A); vaut 1 et A +¢(A) € P(2n+1). Si A; est impair, A1 n’est pas dans un intervalle
et £(A); = 0 donc A; + ¢(A); est impair. Si A; est pair, il appartient a un intervalle A (le plus grand
intervalle). On a jyin(A) =1,d’ou £(A); =1 et Ay + ¢ (A1) est encore impair. Considérons un entier i1 > 1
et distinguons les cas :

— Aop et App4q sont impairs. Comme ci-dessus, on a alors £(A)o, = {(A)2p+1 = O et les termes
Aon + & (A)2n €t Aapi1 + C(A)2p+1 Sont impairs.

— App est impair et Ay;4 est pair. Dans ce cas (1), = 0 mais Ay, appartient a un intervalle A
tel que jmin(A) =2h + 1, donc ¢(A)ap41 = 1; les termes App + $(A)2n €t Agpt1 + (X)2p41 sont
impairs.

— Aop est pair et Ay, est impair. Dans ce cas ¢(A)2,41 = 0 mais Ay, appartient a un intervalle A tel
que jmax(A) = 2h, donc £(A)2, = —1; les termes Aoy + £ (A)op €t Appy1 + E(A)2p41 sont impairs.

— Aop et Aop4 sont pairs et distincts. Dans ce cas, Ay, appartient a un intervalle A tel que jiax (A) =2k
et Aoyt appartient a Iintervalle suivant A’ tel que jmin(A") = 2h 4+ 1; on a {(A), = —1 et
C(A)ane1 = 15 les termes Aoy + £ (X)op et Appy1 + £ (A)2p41 sont impairs.

— XAop €t Agp4q sont pairs et égaux. Dans ce cas, Ay, = Appy1 appartient a un intervalle A tel
que jmin(A) < 2h < 2h 4+ 1 < jpax(A) et LMo, = E(X)op+1 = 0 les termes Apy + £(A)2, et
Aont1+ £ (A)on41 sont pairs et égaux.

Cela montre d’abord que les termes pairs de la partition A + £ (A) interviennent par paires, donc sont

de multiplicité paire, c’est-a-dire que A + ¢ (A) est orthogonale. Cela montre ensuite que deux termes
Ao+ & (M)ap et Aopy1 4+ £ (A)2p11 sont de la méme parité. Donc A + ¢ (A) est spéciale.
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Pour k£ > 1, on voit que Si(¢(A)) vaut 1 s’il existe A € Int(A) tel que jmin(A) <k < jmax(A) et vaut 0
sinon. Ecrivons A = A =--=A>0).Alors \U{1}=(,..., A, 1,0).Sik<[,ona

Sk(A+¢(A) = Sk(A) + Sk (§(A) = Sk (A) = Sk (A U{1}).
Sik>I1l4+1,0onak> jnin(Amnin) et Sk(¢(A)) = 1. Le méme calcul conduit a 1’égalité

Sk +5() = Sk(AU{1}).

Donc A+ ¢(A) = AU {1}.

Soit maintenant v une partition orthogonale spéciale de 2n 4 1 telle que v > AU {1}. Soitk > 1. On a
Sr(v) = Sk (LU {1}) = Sk (A). Supposons que S (v) < Sp(A+¢(1)). Alors Sx(v) = Sk (1) et Sp(¢(V)) = 1.
Donc il existe un intervalle A tel que jmin(A) < k < jmax(A). On vérifie alors que Si(X) est pair.
Supposons de plus k impair. Alors Sk (v) est impair parce que v est spéciale. L'égalité Si(v) = Sk (1) est
contradictoire. Cela démontre que, pour k impair, S;(v) > Si(A 4+ £(1)). Supposons maintenant que k est
pair. Les inégalités jnin(A) <k < jmax(A) et le fait que jmin (A) est impair tandis que jmax (A) est pair
ou infini entrainent que jmin(A) <k — 1 < jmax(A) et jnin(A) <k 4+ 1 < jmax(A). D’apres ce que I’on
vient de démontrer, on a S;_1(v) > Sp—1(A + (X)) = Sp—1(A) + 1. Avec I’égalité Si(v) = Sg(A), cela
entraine vy < Ag. D’autre part, A et Ar4 sont dans un méme intervalle. L’entier k étant pair, cela entraine
A1 = Ag, donc veq < v < Ag = Agp1. Avec Dégalité Sp (v) = Si (1), cela entraine Si41(v) < Sg+1(1), ce
qui contredit I’hypothese v > AU{1}. Cette contradiction démontre encore I’inégalité S (v) > S (A4 (A)).
Celle-ci est donc vraie pour tout k, d’ott v > A 4+ Z()).

On a donc prouvé que A 4 ¢ (A) était la plus petite partition orthogonale spéciale v de 2n + 1 telle que
v > A U{1}. Le lemme résulte alors de (15). O

1.7. Dualité, cas orthogonal pair. Soit n € N. Notons SZI’)O I’ensemble des symboles spéciaux de rang n
et de défaut pair (ce défaut est alors 0). On dispose d’une bijection

PO (2p) — S, A > symb(ps,1)

et d’une involution d de SZ%. On en déduit une involution d : PP (25) — POth-sP(25) définie par la
formule symb(p4(1),1) = d o symb(p; 1).

Soit A € POhsP(2p). On vérifie qu’il y a une unique bijection décroissante de Int(A) sur Int(d(A)).
Notons Ay > --- > A, les intervalles de A et A| > --- > A/ ceux de d(1). On a dit que I’involution d
des symboles échangeait les familles de symb(p;, 1) et de symb(p4y),1). D autre part, ces familles sont
paramétrées par des sous-ensembles de (Z/27)™*) x (7/27)"™P) et de (Z/27)™E¢P) x (7 /27)"1 4D,
respectivement. Soit (X, ¥) un symbole dans la famille de symb(p, 1), notons (7, §) = fam(X, Y) et
(1/,8") =famod(X, Y). On vérifie les égalités suivantes, pour tout h =1, ...,r :

8'(A}) = 8(Ar—n),

avec la convention §(Ag) =0;
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— si le défaut de (X, Y) est strictement positif,

(A} =T(Ary1-p);
— si ce défaut est nul,
(A} =t(Arg1-p) — T(A)).

En particulier cette application échange I’ensemble des (z, §) tels que § = 0 et celui des (z/, §') tels que
8 =0.

On a défini I’application sp : P°"(2n) — P°P(21). On étend I’involution d en une application
encore notée d : PO (2n) — Porth:sp(2p) par la formule d (1) =d osp()). Il est connu que cette application
est décroissante : pour A, A’ € P°™(2n), A < A’ entraine d(1') < d(}).

Soit A € P°"(2n). On vérifie que d(A) est la plus grande partition 1 € P°™(2n) telle que u <A, cf.
[Mexeglin et Renard 2017, paragraphe 7].

Soit A € P°SP(2p). On a défini I’ensemble Int(1). Soit A € Int(X). On note J(A) ’ensemble des
indices j > 1 tels que A; € A. On note jyin(A) (resp. jmax(A)) le plus petit (resp. grand) élément
de J(A). Le nombre jpin (A) (resp. jmax(A)) est impair (resp. pair). On définit une suite de nombres
¢(A) = (@)1, 8(A)2, ...) par

1 si il existe A € Int(A) tel que j = jmin(A),
{(A)j=1—1 siilexiste A €Int(d) tel que j = jmax(A),
0 dans les autres cas.

Lemme. Soit & € PSP (2n). On a I'égalité 'd(1) = A + C(A).

La preuve est similaire a celle du lemme précédent.

1.8. Dualité et induction. Considérons une famille n = (ny, ..., n;, ng) d’entiers positifs ou nuls. Posons

n= Zj:O
PRy =P(ny) x - X P(n;) x P 2ng+ 1), PY™(n) =Pn;) x - - x P(n;) x PY™(2n).

. j. Posons

On définit une opération d’induction
PO () — PM(2n 1), A= (A1,..., A, ko) > ind(X)
de la fagon suivante : ind(L) est la plus grande partition orthogonale A telle que

A Ar+AD)+-+ Ay +Ap) + Ao

L’ensemble P°""(n) étant le produit d’ensembles ordonnés, il 1’est aussi par 1’ordre produit. On vérifie
que I’application d’induction est strictement croissante.
On définit I’application
cup : PY"P(n) — PP (2n)
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par la formule
cup(Ay, ...y A, Ag) = (A UADU---U R U U .

On définit enfin une dualité d : PY™(n) — P°"(n). C’est le produit des applications A > ‘A sur
chaque facteur P(n;) pouri =1, ..., t et de la dualité d : PY™P(2no) — PP (2no+1) C PO (2no+1).
On a alors (Cf. [Barbasch et Vogan 1985, corollaire A.4]) :

Lemme. Pour A = (Ay, ..., As, Ag) € PY™P(n), on a I’égalité d o cup(A) = ind od (X).
1.9. Induction endoscopique. Soient ny,n, € N, posons n = n| + n. Soient A; € P¥"P-5P(2p) et

Ao € POthSP (2, Rappelons la définition de I’induite endoscopique ind(A1, A2) € P¥Y™(2n), cf. [Wald-
spurger 2001, XI.6]. On note J* I’ensemble des entiers j > 1 tels que

A1,j est pair, Ao ; est impair et il existe A € Int(1;) UInt(A;) de sorte que j = jmin(A) (cela
entraine que j est impair).

On note J~ I’ensemble des entiers j > 1 tels que

A1,j est pair, Ay ; est impair et il existe A € Int(A1) UInt(2) de sorte que j = jmax(A) (cela
entraine que j est pair).

On vérifie que J T et J~ ont méme nombre d’éléments et que, si on note leurs éléments jf“ <---<jhet
Jp <---<J;,ona

W<l <y <y <<t <
On note § = (&1, &, ...) la famille définie par §; =1si j € JT, §j=—1sijeJ et§;=0pourj>1
tel que j ¢ JTUJ ™. Alors ind(Aq, Ap) = A + Ay +E.
Proposition. dd))Udy) <d@nd(rq, A2)).

Preuve. Les deux membres de I’inégalité & prouver sont des partitions de 2n + 1. Les partitions d(X11) et
d(A;) sont orthogonales, leur réunion 1’est aussi. D’apres la caractérisation de d(ind(A1, A,)) donnée en
1.6, il suffit de prouver I’inégalité

d(A)Ud(X) <'(ind(A1, A2) U{1}), ouencore ‘d(r;)+'d(Ap)>ind(A1, A2) U {1},
ou encore, d’apres les lemmes 1.6 et 1.7 et la définition ci-dessus,
M+EAD)+2r2+ () = (A +2r2+8) U{L}
Cette inégalité se traduit par les inégalités suivantes, pour tout k > 1 :
Sk(C (A1) + Sk (£ (h2)) = Sk(§), si k < I(ind(A1, A2)); (16)
Sk(C (A1) + Sk (§(X2)) = Sk(§) + 1, sik > [(ind(2y, A2)). (17

Les entiers Sg(¢(A1)), Sk(E(X2)) et Si(&) valent toujours O ou 1. L’inégalité (16) est donc vérifiée si
Sk (&) = 0. Supposons Si(£) = 1. Avec les notations introduites plus haut, il existe alors s € {1, ..., r}
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tel que j;" <k < j; . Lentier A j- est pair et 'entier A, ;- est impair. Il existe donc A € Int(4) et
Ay € Int(Xy) tels que )»ij— e Ajet )»2,]-; € Aj. Posons u = max(jmin (A1), jmin(A2)). Alors &g, € Aq est
pair et A, , € A, est impair. En appliquant la définition de J ™, on voit que u € J ™. On a aussi u < j~, donc
u < jF.Onaalors jmin(A2) <u < ji" <k < ji < jmax(A2) et jmin(A1) Su < j7 <k < j7 < jmax(AD).
Ces inégalités entrainent Sg (¢ (A1)) = Sk(£(X2)) = 1. On a alors 1’égalité

Sk(C(A) + Sk (C(A2) =2 =S5 (§) +1,

qui est plus forte que (16). Cela prouve cette inégalité (16).

Supposons k > [(ind(A1, Ap)). Si Sg(§) = 1, on vient de voir que I'inégalité (17) est vérifiée (et que
c’est une égalité). On peut donc supposer Si(§) = O et il suffit de montrer que Sx(¢(A1)) = 1. Puisque
k> 1(ind(A1, A2)),ona Ay + Az +& =0. Si & # —1, cela force A x =0. Si & = —1, alors d’une part
Ak <1, d’autre part k € J~. Donc A1 est pair et on a encore Aj x = 0. Donc k € J(A1 min), OU A1 min
est le plus petit élément de Int(X;). Cela entraine S; (£ (1)) = 1, ce qui acheéve la démonstration. O

1.10. Intervalles relatifs, induction endoscopique réguliére. On conserve les données ny, np, A1 et Aj.
On pose A =ind(Aq, 12).

On a défini en [Waldspurger 2001, XI.11] un ensemble d’intervalles de A. La terminologie est mal
choisie car il se peut que A soit spéciale et que cet ensemble ne soit pas celui défini en 1.3 ci-dessus. Nous
appellerons ici intervalles relatifs (a A| et ;) ces nouveaux intervalles. Rappelons leur définition. On pose

T = {Jmin(A); A € Int(A1) UInt(A2)} U {jmax(A); A € Int(A1) UInt(A2)},
T = {min(A); A € Int(r1)} N {jmin(A); A € Int(22)},
I~ = {max(A); A € Int(A )} N {jmax(A); A € Int(22)}.
Remarquons que J contient 0o qui est jmax (A) pour le plus petit A € Int(A1). Appelons intervalle

relatif d’indices tout intervalle d’entiers {j, ..., j'} (avec éventuellement j* = 00) vérifiant I’une des
conditions suivantes :

(18) j=jegtug;

(19) j < j', j et j' sont deux termes consécutifs de 7 et il existe un unique d € {1, 2} et un unique
Ag € Int(Ag) de sorte que jmin(Ag) < j < j' < jmax(Aa).

Pour tout tel intervalle relatif d’indices J ={j, ..., j’}, on pose D(J) = {A;»; j < j” < j’}. On appelle
intervalle relatif un tel ensemble D (J). Inversement, pour un intervalle relatif D, on note J (D) I’intervalle
relatif d’indices J dont il provient et on note juin(D) (resp. jmax (D)) le plus petit (resp. grand) terme de
J (D). On note Int,, ,, (1) 'ensemble de ces intervalles relatifs. On montre que cet ensemble d’intervalles
relatifs forme une partition de Jordy, (1) U {0}.

Remarque. Comme on I’a dit ci-dessus, la définition des intervalles relatifs n’est pas la méme que celle
des intervalles d’une partition spéciale donnée en 1.3. Ces deux types d’intervalles n’ont pas les mémes
propriétés. En particulier, si A est un intervalle d’une partition symplectique spéciale, jumin(A) est impair
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et jmax (A) est pair (ou 0o). Tandis que, pour un intervalle relatif D comme ci-dessus, jmin (D) et jmax (D)
sont de parité quelconque.

On dit que A; et A, induisent régulierement A si et seulement si tout intervalle relatif est réduit a un
€lément. Autrement dit, Int, ;,(A) est la partition maximale de Jordy,(A) U {0}.

Supposons que A1 et A2 induisent régulierement A. On définit alors une fonction 7, 3, :Jordpp(A) — Z /27
de la fagon suivante. Soit i € Jord,,(A). L’ensemble {i} est un intervalle relatif. Remarquons que mult; (i) =
1 si et seulement si J ({i}) n’a qu’un élément, autrement dit J ({i}) est du type (18). Si mult, (i) =1, on pose
Ty, (1) =0. Simult, (i) > 2, J({i}) est du type (19) et on note d (i) € {1, 2} I’indice tel qu’il existe Ay(;) €
Int(Ag()) de sorte que J ({i}) C {Jmin(Ad@)), - - - » Jmax(Ag@y)}. On pose 7y, 4, (i) =d (i) +1 mod 27Z.

1.11. Une proposition d’existence. Soient n € N et A € PSY™P(2n). On se limite ici au cas ou tous les
termes de A sont pairs. En particulier, A est spéciale. Fixons une fonction 7 : Jordy, (1) — Z/27 telle que
7(i) = 0 pour tout i € Jordy,(A) tel que mult, (i) = 1.

Proposition. Soient . et T comme ci-dessus. Il existe ny,ny € N tels que ny + n, = n et il existe
Ay € PYTPSP(2n1) et Ay € POMSP(2my) tels que

(a) Ay et Ay induisent régulierement A ;

(b) d(A)Ud(hy) =d (1)

©) o, =r1.

Preuve. Notons J* I’ensemble des j > 1 tels que j soit impair et A; > A1. Notons J~ I’ensemble des
Jj =2 tels que j soit pair et A;_; > A;. Les ensembles J* et J~ sont disjoints et leur réunion est égale a
la réunion des couples {2k — 1, 2k}, pour k > 1, tels que Ayr—; > Ar. On note ¢ = (zq, 12, ... ) la suite
tellequeyrj=1si jeJt, rj=—1sijeJ etr;=0sijgIJtug .

On prolonge la fonction 7 a Jordp,(A) U {0} en posant 7(0) = 0. Soit d € {1, 2}. Pour j > 1, disons que
j et j+ 1 sont d-liés si et seulement s’ils vérifient I’'une des conditions suivantes :

(20) Aj =X 1ett(rj) =d+1 (on veut dire par la 7(A;) =d + 1 mod 27);
(21) j estimpairet A; > Aj.

Pour deux entiers 1 < j < j’, disons qu’ils sont d-liés si et seulement si k et k + 1 sont d-1iés pour tout
k=j,...,j —1.Cest une relation d’équivalence. On note Jnt,; 1’ensemble des classes d’équivalence
dont le nombre d’éléments est au moins 2. Pour J € Inty, on note juyin(J) (resp. jmax (J)) le plus petit
(resp. plus grand) élément de J (éventuellement jy,x (J) = 00). Montrons que :

(22) L’ensemble Jnt, est fini; il contient un élément infini si et seulement si d = 1.
(23) Pour J € Inty, jmin(J) est impair et jnax (J) est pair ou infini.

(24) Pour tout k > 1, il existe au moins un d € {1, 2} et un J € Jnty tel que {2k — 1,2k} C Ty les
deux éléments de {1, 2} vérifient cette condition si et seulement si 2k — 1 € J*+ (ce qui équivaut a
2k e J7).
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(25) Pour tout k > 1, il existe au plus un d € {1, 2} et un J € Int, tel que {2k, 2k + 1} C J,.

(26) Pour tout j > 1, il existe au moins un d € {1, 2} et un J € Jnt, tel que j € J; les deux éléments de
{1, 2} vérifient cette condition si et seulement si j € JTUJ ™.

Pour j > I(A)+1,0nai; =X =0 et, puisque 7(0) =0, j et j + 1 sont 1-li€s mais pas 2-li€s.
Donc {{(A) +1, ..., oo} est contenu dans une classe infinie Jy min € Int; tandis que, pour j > [(A) + 2,
{j} forme une classe pour la 2-équivalence donc n’est pas contenu dans un élément de Jnt,. Cela prouve
(22).

Soit J € Jnty, posons j = jmin(J). Montrons que j est impair. Puisque J a au moins deux éléments, j
et j + 1 sont d-liés. Si la condition (21) est vérifiée, j est impair et on a terminé. Si (20) est vérifiée, on a
T(A;) =d+1.Si j =1, j est impair et on a terminé. Sinon, puisque j est I’élément minimal de J, j — 1
et j ne sont pas d-liés. Alors le couple (j — 1, j) ne vérifie pas (21). Donc j — 1 est pairou A;_; = 4;.
Dans le premier cas, j est impair et on a terminé. Dans le deuxieme cas,ona t(A;_1) =t(A;) =d +1
mais alors (j — 1, j) vérifie (20) et j — 1 et j sont d-liés, ce qui n’est pas le cas. Cela démontre 1’assertion.
Un raisonnement similaire prouve que jmax(J) est pair s’il n’est pas infini. D ol (23).

Soit k > 1. Pour d =1, 2, dire qu’il existe J € Int, tel que {2k — 1, 2k} C J équivaut a ce que 2k — 1 et
2k soient d-liés. Si Ayx—1 > Ay, 2k — 1 et 2k vérifient (21) et sont d-liés pour les deux éléments d = 1, 2.
Mais on a aussi 2k — 1 € J* et I’assertion (24) est vérifiée dans ce cas. Si Ay—1 = A, (21) n’est pas
vérifiée. Alors 2k — 1 et 2k sont d-liés pour I’'unique élément d = t(Ayr_1) + 1. On a aussi 2k — 1 ¢ J*
et (24) est encore vérifiée.

Soient k > 1 etd = 1, 2. Le couple (2k, 2k + 1) ne vérifie pas la condition (21). Si 2k, 2k + 1 sont
d-liés, la condition (20) est satisfaite. Donc d = 7(Ay) + 1 est uniquement déterminé. D’ou (25).

Soit j > 1. Posons k = [(j +1)/2]. Ona j € {2k — 1, 2k}. Soitd = 1,2 et J € Int,. D’apres (23), les
conditions j € J et {2k — 1, 2k} C J sont équivalentes. Alors (26) résulte de (24).

Pour d = 1, 2, définissons une fonction p; : N — {0} — Z/27 : py(j) = 1 s’il existe T € TInt, tel que
Jj €73, pa(j) =0 sinon. La relation (23) entraine
pa(j) =pa(j+1) sijestimpair.
La définition de ¢ et ’assertion (26) entrainent I’égalité
rj = p1(j) + p2(j) + 1 mod 2Z. (27)
On va montrer qu’il existe des suites d’entiers positifs ou nuls A; et A, vérifiant les conditions suivantes,
pour j > 1:
(28) Aij 42Xy +rj=2;;
(29) pourd =1,2, Ag,j =d + pa(j) mod 27,
(30) pourd =1,2,0na

(@) Ag,j =Aa,j+1 81 j estpair, pg(j) =1 etil n’existe pas de J € Inty tel que j = jmax(JT) ou si j
est impair et py(j) =0;
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(b) Ag,j > Aq,j+1 81 j est pair et il existe J € Int, tel que j = jmax(J);
(€) Ag,j = Ag,j+1 81 j estimpair et py(j) =1 ou si j est pair et py(j) =0.

On raisonne par récurrence descendante sur j. Pour j > /(1) +2, on pose A1 j =A2 ; =0.Onavu
dans la preuve de (22) que j était contenu dans Jj min et n’était contenu dans aucun élément de Jnt;. On
aaussi j € JTUJ™ donc r; = 0. On voit que toutes nos conditions sont vérifiées.

On fixe j et on suppose que I’on a fixé des termes A1, j» et Ao j pour j' > j de sorte que les conditions
soient vérifiées pour ces j'. Pour d =1, 2, soit e; € Z, posons A4, j =24, j+1+eq. Traduisons les conditions
ci-dessus en termes des entiers e et e;. La condition (28) étant vérifiée pour j + 1, on voit que cette
condition pour j équivaut a

erter=Aj—Ajr1+Ej+1 —§j. 3D

La condition (29) étant vérifiée pour j + 1, cette condition pour j équivaut a
ea = pa(j)+pa(j+1) mod2Z. (32)

Remarquons que, si (31) est vérifiée et si (32) I’est pour un d € {1, 2}, cette condition (32) est aussi
vérifiée pour I’autre élément de {1, 2} : cela résulte de la parit€ de A; et de A;; et de la relation (27). La
condition (30) se traduit par les conditions e; = 0 dans le cas (a), e; > 0 dans le cas (b) et e; > 0 dans le
cas (c). Remarquons que, dans le cas (a), la condition e; = 0 est compatible avec (32), autrement dit on a
pa(j)+ pa(j+1) =0 mod 2Z. En effet, si j est impair, on a toujours py(j) = pa(j + 1). Si j est pair,
la condition de (30)(a) est d’une part que p;(j) = 1 donc il existe J € Int, tel que j € J, d’autre part
que j n’est pas I’élément maximal de J. Donc j+ 1€ Jet py(j+ 1) = pa(j).

Supposons la condition (30)(a) vérifiée pour au moins un d = 1, 2, disons pour d = 1 pour fixer la
notation. On n’a pas le choix pour e; : on pose e; = 0. Comme on vient de le dire, la condition (32) est
vérifi€e pour d = 1. La condition (31) ne laisse plus le choix pour ey : onpose eo =A; —Aj 1 +¥jr1 —Lj.
Puisque (31) est vérifiée et aussi (32) pour d = 1, (32) est aussi vérifiée pour d = 2. Il reste a vérifier
que e; vérifie les conditions résultant de (30). Supposons d’abord j pair. L’hypothese que (30)(a) est
vérifiée pour d = 1 signifie, comme on I’a vu ci-dessus, qu’il existe J; € Jnt; tel que {j, j + 1} C J;.
D’apres (25), cette condition ne peut pas €tre réalisée pour d = 2. Donc (30)(a) n’est pas vérifiée pour
d =2. 51 (30)(c) est vérifiée pour d = 2, on doit seulement voir que e > 0. Or, puisque j est pair, on a
—xrj>0etrj;1 >0,donc A; — A1 +1j41 —&j =0 comme on le voulait. Si (30)(b) est vérifiée pour
d =2, on doit montrer que e; > 0. On a p;(j) =1 d’apres (30)(a) pour d =1 et pa(j) =1 d’apres (30)(b)
pour d =2. Alors j € J~ d’apres (26) et —xr; = 1. Donc A; — A ;41 +rj4+1 —&; > 0 comme on le voulait.
Supposons maintenant j impair. L’hypothése que (30)(a) est vérifiée pour d = 1 signifie que p;(j) =0.
D’apres (26), ona pa(j)=1et j € JT, donc aussi j + 1 ¢ J~. Ces deux dernieres relations entrainent
rj=rj+1 =0ete;=A; —A ;. Larelation p>(j) = 1 entraine que (30)(c) est vérifiée pour d =2 et que
I’on doit seulement prouver que e; > 0, ce qui est clair d’apres la formule précédente.

Supposons maintenant que (30)(a) n’est vérifiée ni pour d = 1, ni pour d = 2. Supposons la condition
(30)(b) vérifiée pour au moins un d = 1, 2, disons pour d = 1. Cela entraine que j est pair. Choisissons
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pour e; le plus petit entier strictement positif vérifiant la condition (32). On a e; = 1 ou 2. Posons
ex=Aj—Ajy1+1j41 —1; —er;. Comme ci-dessus, on doit montrer que e; vérifie les conditions résultant
de (30). On a supposé que (30)(a) n’était pas vérifiée pour d = 2. Supposons que (30)(c) soit vérifiée pour
d = 2. 1l faut voir que e; > 0. D’apres (30)(b) pour d = 1, il existe J; € Int; tel que j = jmax(J1). Donc
j et j 4+ 1 ne sont pas 1-li€s. D’apres (30)(c) pour d = 2 et parce que j est pair, on a p>(j) = 0 donc
J et j+ 1 ne sont pas 2 liés. Si A; = A4 la condition (20) est vérifiée pour un d donc j et j + 1 sont
d-liés pour ce d. Puisque ce n’est pas le cas,ona A; # A1, donc A; > A; 41 + 2, puisque les termes de
A sont pairs. Le méme calcul que plus haut conduit a I’'inégalité cherchée e, > 0. Supposons maintenant
(30)(b) vérifiée pour d = 2. On doit prouver e, > 0. On vient de montrer que j et j 4+ 1 n’étaient pas
1-liés. Pour la méme raison, ils ne sont pas 2-liés et cela entraine encore A; > A ;41 + 2. Les conditions
(30)(b) pour d = 1, 2 entrainent que p1(j) = p2(j) =1, donc j € J~ d’apres (26). Alors —r; =1 et on
voit que e > 0.

Il reste le cas ol (30)(c) est vérifiée pour d = 1, 2. Puisque py(j) = 1 pour au moins un d, cette
hypoth&se entraine que j est impair et p;(j) = p2(j) = 1. Donc j € J*, puis j + 1 € J~. Ces relations
entrainent que r; = letyr;; 1 =—1etaussique A; > A1y, donc A; > A1 +2. Puisque j est impair, on a
p1(j+1)=p1(j)=1.La condition (32) pour d = 1 signifie que e; doit étre pair. Choisissons e¢; = 0, qui
vérifie la condition résultant de (30)(c) pourd =1.Posons ex =A; —A 11 +rj11—tj—e1=Aj—Ajp1—2.
On a e; > 0, ce qui vérifie la condition résultant de (30)(c) pour d = 2. Cela démontre 1’existence de nos
suites A et As.

Fixons donc de telles suites A; et A,. La condition (30) entraine que ce sont des partitions, c’est-a-dire
qu’elles sont décroissantes. Montrons que :

(33) Il existe des entiers ny, ny tels que n| + ny, = n, que A appartienne a P (2n) et que A,
appartienne & PSP (2n,).

On voit qu’il s’agit de prouver que, pour d = 1,2 et k > 1, les termes Ay 2xk—1 €t A4 2 sont de méme
parité et que, quand cette parité est celle de d, on a A4 2k—1 = Ag2¢. La premiére propriété résulte de
(29) et de I’égalité py;(2k — 1) = py(2k). Si la parité de A4 21— est celle de d, cette méme relation (29)
entraine p;(2k — 1) = 0. Mais alors (30)(a) est vérifiée pour 2k — 1, d’olt Ag2k—1 = Ag2¢. D’0oU (33).

Grice a cette relation, on peut définir les ensembles d’intervalles Int(1;) et Int(A;) et, comme en 1.9,
les ensembles J* et J~ et la fonction £&. Montrons que

{(J(A); A eInt(h)} =Tnty, {J(A); Aelnthy))=0nt,, J =37, J =J, &£=1 (34

Soit d = 1, 2. La réunion des J(A) quand A parcourt Int(1;) est I’ensemble des j > 1 tels que
Aq,j =d+1 mod 2Z. En vertu de (29), c’est I’ensemble des j > 1 tels que py(j) = 1, autrement dit c’est
la réunion des éléments de Jnt;. On a donc un méme ensemble d’indices découpé de deux facons en
intervalles disjoints : les J(A) pour A € Int(A4) ou les J € Int,. Pour prouver que ces découpages sont
les mémes, il suffit de prouver que les éléments maximaux de ces intervalles sont les mémes, c’est-a-dire

{Jmax(A); A € Int(A)} = {jmax(7); T € Tnty}.
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Comme on I’a vu en (22), I’infini intervient dans les deux ensembles si d = 1 et n’y intervient pas si
d = 2. Soit j > 1. Par définition de Int(X;), j appartient a I’ensemble de gauche ci-dessus si et seulement
sijestpair, Ay j =d+1mod2Z et Ay j > Ay j4+1. On vient de voir que la congruence est équivalente a
pa(j) = 1. Les relations (30) entralnent alors que ces conditions équivalent a ce que j soit de la forme
Jjmax(J) pour un J € JInt,. Cela démontre les deux premicres égalités de (34). Soit j € J*. Alors j

499

est impair A; ; et A2 ; sont “de bonne parit€”, d’ou, comme on I’a vu, ps(j) =1 pour d = 1, 2. Alors
j € 3+ d’apres (26) et I'imparité de j. Inversement, soit j € J*. Alors j est impair et, en inversant le
raisonnement précédent, A ; et A, ; sont de bonne parité. Il existe Ay € Int(A;) et A; € Int(X,) tels que
jE€J(ADNJI(A,).Sij=1,o0naévidemment j = jpin(A1) = jmin(A2) et j € JT.Si j > 1, I'assertion
(25) implique qu’il existe d tel que j — 1 n’appartienne pas a J4, ou Iy = J(Ay). Alors j = jmin(Jg)
pour ce d, ou encore j = jmin(Ay). Par définition de I’ensemble J T, on a alors j € JT. Cela prouve
Iégalité J*+ =JT et I’égalité J~ = J~ se démontre de méme. Ces égalités et les définitions de & et ¢
entrainent la derniere égalité de (34).
’égalité & = et la relation (28) entrainent 1’égalité Ind(A{, A2) = A. Montrons que

A1 et Ap induisent régulierement A. (35)

Cela signifie que tout intervalle relatif est réduit a un seul élément. Soit D un tel intervalle relatif.
Evidemment, si J(D) est réduit 2 un seul élément, D aussi. Supposons que J(D) a au moins deux
éléments. Il vérifie la relation (19). Pour fixer la notation, supposons que I’entier d qui figure dans
cette relation soit 1. Il existe donc J; € Int; tel que J(D) C J;. Considérons deux éléments consécutifs
J, j+1€J(D).Supposons qu’il existe J, € Inty tel que {j, j+1} CTp. On a jnin(T2) < j+1 < jmax (D).
Puisque les termes jnin (D) et jmax (D) sont par définition des éléments consécutifs de 7, cela entraine
Jmin(T2) < Jmin(D). De méme jpax (D) < jmax(J2). Alors J(D) C T, ce qui est exclu par (19). Cela
démontre que, pour deux elements j, j + 1 € J(D), il n’existe pas de J, € Int, tel que {j, j + 1} C J».
Donc j et j 4 1 sont 1-liés mais pas 2-liés. En se reportant aux relations (20) et (21) qui définissent la
liaison, on voit que, si j est impair, le fait que j et j + 1 ne sont pas 2-liés entraine que A; = A j; 1, tandis
que, si j est pair, le fait que j et j + 1 sont 1-liés entraine la méme égalité. Cette égalité pour tout couple
J, j+1¢€ J(D) entraine que A; est constant pour j € J(D), ce que I’on voulait démontrer.

Montrons que

Ta =T, (36)

Soit i € Jordpp(A). Si multy (i) =1, on a 7, ;,(i) = 7(i) = 0 par définition. Supposons mult; (i) > 2.
Comme ci-dessus, il existe un unique d = 1, 2 et un unique J; € Jnt, tel que J({i}) C J4. On a alors
Ty, (1) = d + 1. Considérons un couple j, j +1 € J({i}). lls sont d-liésetona A; = A1 =i. L'une
des relations (20) ou (21) est vérifiée pour d et ce ne peut étre que (20). Donc (i) =d + 1, d’ou I’égalité
cherchée 7, ,, (i) = 7(i).

Montrons qu’on a 1’égalité

FAD)+E(2) =5(R) +§. (37)
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Soit j > 1. Supposons j impair. Chacune des quatre fonctions vaut O ou 1 en j. Supposons d’abord
C(A1)j =¢(A2)j =1. Alors il existe J; € Inty et Jo € Inty de sorte que j = jmin(I1) = jmin(J2). D’apres
(26) et (34),ona j € J*,d’ou &; =1.Si j =1, j est le plus petit indice tel que ; appartienne au plus
grand intervalle de A (il s’agit ici des intervalles au sens des partitions spéciales) donc ¢(A); = 1. Si
J > 1, ’hypothese sur j implique que j — 1 et j ne sont ni 1-liés, ni 2-liés. Si ;1 =A;, j — 1 et j sont
d-liés pour le d tel que T(A;) =d + 1, cf. (20). C’est impossible donc A;_; > A ;. Puisque j est impair,
c’est la condition pour que j soit de la forme j = jyin(A) pour un A € Int(X). Donc ¢(1); = 1. L’égalité
(37) est vérifiée en j. Supposons maintenant {(A1); = 1 et {(A2); = 0 (un raisonnement analogue vaut si
on échange les indices 1 et 2). Il existe J; € Jnt; tel que j = jmin(J1) mais il n’y a pas de J, vérifiant
la méme égalité. Supposons d’abord p,(j) = 1. De nouveau, j € J* et §; = 1. Puisque p,(j) =1, le
fait que j ne soit pas le plus petit élément d’un élément de Jnt, entraine que j > 2 etque j — 1 et j
sont 2-liés. Puisque j — 1 est pair, cette condition implique A;_; = ;. Donc ¢{(1); = 0 et on obtient
I’égalité cherchée. Supposons au contraire p>(j) =0. Alors j ¢ JT et§; =0.Si j=1,ona(r); =1
comme ci-dessus. Sinon, j — 1 et j ne sont pas 1-liés (car j = jnin(J1)) et ne sont pas 2-liés (car
p2(j) = 0). Comme ci-dessus, cela entraine A;_1 > A; et {(A); = 1. D’ou I’égalité cherchée. Supposons
enfin {(A1); = ¢(A2); = 0. D’apres (26), on peut supposer par exemple pi(j) = 1. Comme ci-dessus,
I’hypothése ¢ (A1) ; = 0 implique alors j > 2 et j — 1 et j sont 1-liés. D’ou A;_; =A;ett(1;) =0.La
premiere relation entraine ¢ (A) ; = 0. La seconde entraine que j — 1 et j ne sont pas 2-1iés. Si p>(j) =1, j
est de la forme jmin(J2) et alors £(A); = 1 contrairement a I’hypothése. Donc p(j) =0et j ¢ J . Donc
&; = 0 et on obtient I’égalité cherchée. Des calculs similaires valent dans le cas j pair. Cela prouve (37).

Cette égalité entraine
MAEAD++iR) =2+ +E+TR) =2 +5R).
En utilisant les lemmes 1.6 et 1.7, cette égalité se transforme en
‘d(n) +'d(h) ="'d(A), quiéquivauta d(r)Ud(ry) =d (). ]

1.12. Multiplicités. Soient n,n’,n”, ny,ny € N tels que n = n’ +n” = n; + ny. Soient p; € Wnl et
P € Wnlz . A p; est associé un symbole (X, Y1) de rang n; et de défaut 1. On note A; la partition
symplectique spéciale de 2n associée a la famille de (X1, ;) et on pose (11, §;) = fam(Xy, Y1). A p»
est associé un symbole (X», ¥>) de rang n, et de défaut 0. On note A, la partition orthogonale spéciale de
2n, associée a la famille de (X», Y») et on pose (12, §7) = fam (X35, ¥»). On définit des représentations ,o;
et p, de W, de la facon suivante. Introduisons le couple (a2, B2) € P2(n2) qui parametre p;. C’est-a-dire
que, siay # Ba, p2= pP(aa, B2) ; siay = B, il existe un signe n = = tel que pr = pP (a2, a2, n). Dans ce
dernier cas, on pose p;r =p, = p(az, @z). Siaz # B, on sait que I’on peut permuter oy et B;. Supposons
a3 plus grand que B, pour I’ordre lexicographique (pour le plus petit indice j tel que a3 j # B2 j, on a
az j > B2,j). On pose

py =plaa, Br) et py =p(Br,a2).
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Soient (), €') € P¥Y™P(2n"), (1", €”) € PY™P(2n"). Considérons I’hypothése
koo = ko en = 0. (Hyp)

Supposons-la vérifiée. Dans [Waldspurger 2018, §1.8 et §1.10] , on a défini des espaces R = @yer R(Y),
REP — R et une application linéaire pi : R — RE°P (ces objets sont relatifs & 1’entier 7). Posons
y =(0,0,n’,n"). C’est un élément de I" et p;/ ¢ ® ;. s’identifie & un élément de R(y). On dispose
donc de I’élément pt(py ¢ @ par,e) € R. Remarquons en passant que 1’élément a de [Waldspurger 2018,
§1.10] vaut (0, 0, 0, 1). Posons 8 = (0, 0, ny, ny). C’est aussi un élément de I" et, pour £ ==+, o1 ® ,o§
s’identifie a un élément de R(6). On peut définir la multiplicité m (o1, ,oé; Oar.e's Parer) de p1 ® ,0§ dans
pL(py e @ par ) par la formule usuelle

m(p1, 3 prrers prre) = [Wa | Wi |70 D" pr(wi)ps (o) pe(par.e ® paren) (i X wy).
w1 €Wy, wreW,y,
On n’a pas besoin d’introduire des conjugaisons complexes dans cette formule puisqu’on sait que les
représentations irréductibles des groupes de type W,, ont des caracteres réels. En réfléchissant a la définition
de pt(py .t @ par.e7), On VoIt que sa restriction a R(0) est une “vraie” représentation, ce qui entraine que
la multiplicité ci-dessus est un entier naturel.
On a défini en 1.9 I’induite endoscopique ind(X1, A;) € PY™P(2n).

Proposition. On suppose vérifiée I’hypothese (Hyp). Soit ¢ = +. Si m(p1, ,0§ s Puses Parer) # 0, alors
A UL <ind(Aq, Ao).

Cette proposition, comme la suivante, se déduit des résultats de [Waldspurger 2001]. Nous donnerons
la preuve dans le paragraphe suivant.

1.13. Multiplicités, cas particulier. On conserve les données du paragraphe précédent. Posons A =
ind(A, A2). On suppose de plus :

A est a termes pairs; A; et A, induisent régulierement A ; §; = 8§, = 0.

On définit des fonctions 87,8, 71, 77 : Jordpp(A) — Z/27 de la fagon suivante, ou on utilise les
notations des paragraphes 1.9 et 1.10. Soit i € Jordy,(2). On a {i} € Int; ;, (1) puisque A; et A, induisent
régulierement A. On pose 87 (i) = § (i) = 0 sauf dans le cas ol jm.x({i}) € JT. Dans ce cas, il existe
d’uniques A € Int(A;) et Ay € Int(Ay) tels que jmax({i}) € J(A1) N J(A,) et on pose

ST =t(AD)+n(A)+1, 8§ @G)=1(A)+12(A2).

Si mult, (i) = 1, il existe comme ci-dessus d’uniques A € Int(A;) et A, € Int(Xy) tels que jmax({i}) €
J(A)NJ(Ay) etonpose t4(i) =17 (i) = 71(A1). Supposons multy (i) > 2. Alors il existe un unique
d =1,2 etun unique Ay € Int(Ay) tels que J({i}) C J(Ay).Sid =1,0npose t1(i) =17 (i) =11(A}).
Sid =2, on pose

tHi) =n(Ay), @) =n(A)+1.
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Si i n’est pas I’élément maximal de Jordy,(A), on note it le plus petit élément de J ordp,(A) strictement
supérieur a i. Si i est 1’élément maximal, on pose par convention §* (i) =8 (1) = 1.
Remarque. (1) On vérifie sur ces formules que t+ + 1~ =15, ,, cf. 1.10.

(2) On a montré en [Waldspurger 2001, X1.29 remarque] que, pour tout i € Jordy,(A), on a la congruence
81 (i) +6~ (i) = mult; (> i) mod 2Z. Cela équivaut 2 mult; (i) =87 (i) +8~ () —8T(@T) -6 ()
mod 2Z7.

Soit ¢ = £. On introduit les deux conditions suivantes :

(A (1) VUL =2;

(ii) pour tout i € Jordyp(X), multy (i) =8¢(i) — 8¢ (i*) mod 2Z;

(iii) pour tout i € Jordpy(1'), €' (i) = (=1)™ @ ; pour tout i € Jordp, (L"), €”(i) = (—1)7 *@.
(B)* (1) VUL =2;

(i) I’hypothese (Hyp) de 1.12 est vérifiée et m(p1, ,og; Oa.es Pa.er) 7 0.
Proposition. Pour ¢ = =+, les conditions (A)* et (B)® sont équivalentes. Si elles sont vérifiées, on a
m(p1, pﬁ; P e Parer) = 1.
Preuve de la proposition et de la précédente. On devra utiliser la propriété générale suivante. Soient
m,m’,m"” trois éléments de N tels que m’ + m” = m, soient («, B) € Pr(m), (&, B') € Pr(m’) et

(", B") € P,(m"). Le groupe W, x W,,» se plonge naturellement dans W,, et ce plongement est bien
défini a conjugaison pres. D’ou un foncteur de restriction resw"’/ ww.,-Ona:

(38) Supposons que p(a’, B) ® p(a”, B”) intervienne dans res%:/xwm” (p(a, B)); alors
(@) S@)+S@) =S8, SPBH+SB")=SB);
(b) U <a, BUB" <B;
©a<d+a’, B<p+p"
(39) Supposons que (a) soit vérifiée ainsi que I’'une des conditions suivantes :
) «'Ua" =a, B'UB"=B;
) a=a'+a", B=p+p";
alors p(a’, B)) ® p(a”, B”) intervient dans res%’:,xwm,/ (p(a, B)) avec multiplicité 1.

Si on oublie les conditions (b) et (b'), cela résulte de [Geck et Pfeiffer 2000, Lemmas 6.1.2, 6.1.3]. En
remarquant que la multiplicité de p (o, B/) ® p(a”, B”) dans res%’”,xw ,(p(a, B)) est égale a celle de
(p(@, B)®@sgn) ® (p(a”, B”) ®sgn) dans resw';, «w, , (0, B) ®@sgn), c’est a dire celle de p(B,d)®
p(B” ") dans resw'"/xw ,(p('B,'a)), on récupere ces assertions (b) et (b).

Plagons-nous dans la situation du paragraphe précédent (c’est-a-dire qu’on leve provisoirement 1”hypo-

thése que A et A, induisent régulierement 1) et posons I’hypotheése (Hyp), c’est-a-dire

k)"/’e/ = k)\.//,é// i O (40)
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Notons IT la composante de pt(py ¢ ® par.er) dans R(6), ou 6 = (0, 0, ny, np). On note N I’ensemble
des quadruplets n = (n/, n, n7, nY) tels que

n'=ny+n,y, n"=n{+n,, ni=nj+n], ny=n)+nj.
Pour un tel quadruplet, posons Wy, = Wy x Wy» x Wy, x W,r. Ce groupe se plonge dans Wy, x Wy,
et dans W,y x W,» de facon évidente, les plongements étant bien définis a conjugaison pres. D’ou des

. . . Wy, xW, . . W xW N .
foncteurs d’induction deZ] "2 et de restriction resy,” "". Notons sgn¢p , le caractere de W, qui est
le produit tensoriel du caractere sgn.p, de W, et des caracteres triviaux des autres facteurs. Alors, par

définition de pt, on a I’égalité
. Wn XWn Wn’ XW,,//
I1= @ 1nde1 : (sgnCD’,, @ resy,’ (o ® p}L//’e//)).
neN

Le terme m(pq, ,05 3 Par.e’s Par.er) est la multiplicité de p; ® ,05 dans I1. Supposons que cette multiplicité
soit non nulle. On peut alors fixer n € N et une représentation irréductible p, = p| ® p; ® p| ® p5 de
W, telle que

. . W xW, n
pn intervient dans resy,” I (arer @ o en), 41)
é‘ . . . Wn] x Wn2 o .. L . N
et telle que p; ® p, intervient dans indy, (sgnep , ®pn). Cette derniere condition équivaut a
. . Wi, x W,
sghcp , ®pp 1ntervient dans resWn1 2 (M pé ). (42)

Introduisons les couples de partitions qui parametrent les différentes représentations intervenant, que
I’on note avec les mémes indices et exposants que celles-ci : par exemple (o}, B]) parametre p;. On fait
une exception, dont la raison sera expliquée plus loin : (o, B>) parametre p;’ . Remarquons que

SENep. ®on = p) ® Py ® pi ® (sgncp ®py),

et que sgngp ®p5 est paramétrée par (B, ). Supposons d’abord ¢ = + (on identifie ci-dessous les
signes & a £1). En appliquant (38), les relations (25) et (26) entrainent :

o <ajtay, B <B+B o <aof+a), B'<B]+B5; (43)
ajUa] <aj, BIUB <Bi, ayUB) <oz, PrUaj < po. (44)

Ce sont exactement les relations de [Waldspurger 2001, p. 377]. Plus précisément, dans cette référence, on
considere le cas ot V est symplectique. Les données ¢ et 1, sont (A1, T1, 81) et (A2, T2, 82). Le terme ¢ est
(0,0, 1). Si maintenant { = —, la représentation p, est paramétrée par (S, a2) et on obtient des relations
comme ci-dessus, ol on permute «» et B2. On voit que seules les derniéres relations sont modifiées. La
condition (44) devient :

aUaf <ai, BUBI <P, PUd) <, asUB)<pa. (45)
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Ce sont de nouveau les relations de [Waldspurger 2001, p. 377], ol maintenant le terme ¢ est (0, 0, —1).
Remarquons qu’en [Waldspurger 2001], on a supposé ap > B, pour 1’ordre lexicographique, ce qui
explique que I’on a défini ci-dessus le couple (a2, f2) comme celui qui parametre ,0; .

La condition (40) et I’existence de couples de partitions (ozi, /31), etc., vérifiant les conditions (43) et
(44) ou (45) équivalent a I’appartenance du quadruplet (1, €’; A", €”) a I’ensemble Z (11, t2; tp) défini en
[Waldspurger 2001, p. 377] (le L de cette référence est un réseau autodual dont la seule utilité, dans le
chapitre en question, est de déterminer les entiers n’ et n”). La proposition XI.28 de [Waldspurger 2001]
affirme qu’on a alors I’inégalité A’ UA” < A. Cela prouve la proposition 1.12.

On revient aux hypotheses du présent paragraphe, c’est-a-dire que A; et A, induisent régulierement .
Supposons satisfaite la condition (B)®. Les hypotheses ci-dessus sont aussi satisfaites, donc (A', €’; A, €”)
appartient a I’ensemble Z (11, t2; tg), ot to = (0, 0, ¢). De plus, on a par hypothese 1’égalité 1’ UL” = A. Le
(i) de la proposition XI.29 de [Waldspurger 2001] affirme alors que (A', €’; A", €”) appartient 4 I’ensemble
I (11, 12; Lo) défini page 380 de [Waldspurger 2001]. Compte tenu de 1’hypothése que I’induction
est réguliere, cette appartenance signifie précisément que (A) est satisfaite. Inversement, supposons
vérifiée cette condition (A)¢. Comme on vient de le dire, cela signifie que (A, €’; A", €”) appartient &
I’ensemble Z7"** (11, 125 19), a fortiori a I’ensemble Z; (11, t2; o). Par définition de celui-ci, cela entraine
que (40) est vérifié. Le (ii) de la proposition XI1.29 de [Waldspurger 2001] affirme qu’il y a un unique
quadruplet de partitions («}, 1), etc., vérifiant les relations (43) et (44) ou (45) et que, pour ce quadruplet,
les inégalités figurant dans ces relations sont des égalités. La multiplicité m (o, ,05; Dal.els Pur.e) est la
somme sur les n € NV et les représentations irréductibles p, de W, du produit de la multiplicité de p,
dans resvvgz,xw"” (P, ® pyr ) et de la multiplicité de sgnep, , ® pp dans reswz1 XWny (M ® ,05 ). On vient
de voir qu’il y a un unique n et une unique p, pour lesquels ces multiplicités ne sont pas nulles. Pour ce
couple, les inégalités (43) et (44) ou (45) sont des égalités. Grace a (39), on en déduit que les multiplicités
en question valent 1. Alors

m(p1, Py Pirers Parer) = 1.

Donc (B)¢ est vérifiée ainsi que la derniére assertion de la proposition 1.13. (]

2. Calcul de caracteres

2.1. Caracteres de représentations. Dans cette deuxieme section, on reprend les données et notations
de [Waldspurger 2018 ; 2016b]. Rappelons les principales. Le corps de base F est local non-archimédien
et de caractéristique nulle. On note p sa caractéristique résiduelle. Un entier n > 1 est fixé. On suppose

p>6n+4.

On considere deux espaces vectoriels sur F' de dimension 2n + 1, notés Vig, et Vy,, munis de formes
quadratiques non dégénérées Qiso et Qan. On note Gig, et Gy, les groupes spéciaux orthogonaux de
(Viso» Qiso) €t (Van, Qan). On suppose Gig, déployé et G,, non quasi-déployé. Pour un indice f = iso
ou an, on fixe une mesure de Haar sur G;(F) comme en [Waldspurger 2016b, 1.1]. On note Irry,ip,¢
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I’ensemble des classes d’isomorphismes de représentations admissibles irréductibles de G(F) qui sont
de réduction unipotente, cf. [Waldspurger 2018, §1.3].

Soit 7w € Irryypr. A 7 est associ€ son caractere-distribution, c¢’est-a-dire la forme linéaire ®, sur
CX(G(F)) définie par O (f) = tracew(f). Restreignons-nous aux fonctions f dont le support est
formé d’éléments compacts de G;(F), c’est-a-dire d’éléments dont les valeurs propres dans une clo-
ture algébrique de F sont de valuation nulle. La représentation 7 étant de niveau 0, on a donné dans
[Waldspurger 2016a] une formule pour ® (f), que nous allons expliciter.

Dans [Waldspurger 2016a, paragraphe 10], on a introduit un ensemble Fac},,, (G). A tout (F, v) €

Facy,,(Gy) sont associés un sous-groupe compact K; de G4(F) et un sous-ensemble K} C K}. Le

*
max

groupe G (F) agit naturellement sur Fac,

max (G1). 1l résulte facilement des définitions que I’ensemble

des orbites pour cette action est en bijection avec 1’ensemble des triplets (n’, n”, ¢), ou (n’, n”") € D(n)
(c’est-a-dire n’, n” e N et n’ +n" = n) et £ = &, soumis aux restrictions suivantes :
— danslecasou f=iso,onal =+sin"=0et=—sin"=1;

— dansle casou ff =an,onan” > 1.

*

On peut choisir un ensemble de représentants des orbites dans Fac, .

(G4) de sorte que, si un élément
(F,v) de cet ensemble correspond a un triplet (n’, n”, ¢), le groupe K; soit égal au groupe Knj?’n,, de
[Waldspurger 2018, §1.2] et I’ensemble K ;- soit égal a K,f,’n,,.

Considérons un triplet (n’, n”, £) comme ci-dessus. On dispose de la fonction projCusp (Resf;,y 2 () €
Rparglob - of ['Waldspurger 2018, §1.5]. On peut considérer que ¢’est une fonction sur K 5,”1,,, invariante

par K, .. On pose

+ _ _ .
Orcup(f)= Y mes(KE )" f f £(87"hg) projeygy (Resy, ., (1)) (h) dh dg.
s G):I(F) G):I(F)
(n',n".%)

Cette intégrale est convergente dans cet ordre. Les (n, n”, ) sont soumis aux restrictions ci-dessus. Mais
on peut en fait lever celles-ci parce la fonction proj, (Resfl,’ . (7)) est nulle si elles ne sont pas vérifi€es.

Considérons maintenant une partition m = (m; > --- > m, > 0) € P(< n) (c’est-a-dire S(m) :=
mi + --- 4+ m; < n), posons ng = n — S(m). On suppose ng > 1 si § = an. On associe a m un
sous-groupe de Levi M C Gy. Avec les notations de [Waldspurger 2018, §1.1], c’est I’ensemble des
éléments qui, pour tout j =1, ..., 1, stabilisent les deux sous-espaces de V; engendrés respectivement

Par Vng+m +-+mj_1+1s « - - > Ungtmy+-+m; et par V2n+2—ng—my——mjs - » + » V2n+2—ng—my—-—m;_;—1- On a
M >~ GL(m) x --- x GL(m;) x Gy, 4,

ou Gy, 1 est 'analogue de Gy quand n est remplacé par ng (ce groupe est trivial si §f = iso et ng = 0).
Pour tout j = 1,...,¢, fixons un sous-groupe compact maximal ij C GL(m;j; F) et notons K,’flj
son radical pro-p-unipotent. On note K,, (resp. K,,) le produit de ces groupes. On note aussi Ay le
plus grand tore déploy€ central dans M, c’est-a-dire le produit des centres des groupes GL(m;). On a
défini en [Waldspurger 2016a, paragraphe 11] un ensemble Fac’ , (M )G-comp- A tout élément (Fum,v)
de cet ensemble est associé un sous-groupe K;M de M(F). Le groupe M (F) agit naturellement sur
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Fac! (M )G.-comp- On voit que I’ensemble des orbites est en bijection avec I’ensemble des triplets
(n',n", ¢) tels que (n’, n"”) € D(ng) et { = =%, soumis aux restrictions similaires a celles ci-dessus. On

peut choisir un ensemble de représentants des orbites de sorte que, si un élément (Fs, v) de cet ensemble
+

n',n""

correspond a un triplet (n’, n”, ¢), le groupe K}M soit égal 24 Ay (F)Kpy x K
L analogue pour ce groupe M de I’espace RP£1° et ’espace

,glob __ ~GL(m) GL(m,) ,glob
R}::rgo = COLm) & ... g COLm ®R23rgo ,

cf. [Waldspurger 2018, §1.5]. On introduit I’application linéaire ResM : ClIrrypip, M1 — RbE r.glob analogue
a Res. Soit P un sous-groupe parabolique de G de composante de Levi M. Le semi-simplifié du module
de Jacquet 7 p s’identifie a un élément de C[Irrypip, p7]. D’apres [Waldspurger 2018, §1.5(1)] (qui résulte
directement de [Moy et Prasad 1996, Proposition 6.7]) le terme Res(;rp) ne dépend pas du choix de P et
on a |’égalité

ResM(JTp) =res,, o Res(m).

¢

Notons ce terme Resy, (77) et notons ses diverses composantes Res, .,

¢

m,n’,n

(7r). On dispose de la projection
cuspidale proj,g, (Res »(7)). On peut considérer que c’est une fonction sur K, x K 5, > Invariante

par K, x K,’f,’n,,. Pour une fonction ¢ € C°(M(F)), posons

G%cusp(gb) = Z mes((Ay (F)Kp x K:l‘in,,)/AM(F))fl
(n/’n//’g-)

X / / ¢(m71ym) projcusp(Resfn,n’,n” (7‘[))(_)7) dy dm.
M(F)/Au(F) JM(F)

Cette intégrale converge dans cet ordre. Fixons un groupe P comme ci-dessus, notons U son radical
unipotent. Fixons une mesure de Haar sur U (F). De la mesure sur M (F) (fixée comme en [Waldspurger
2016b, 1.1]) et de celle sur U (F) se déduit une mesure invariante a gauche sur P (F), puis une pseudo-
mesure sur P(F)\G4(F) (pseudo parce qu’elle s’applique a des fonctions qui ne sont pas invariantes a
gauche par P(F) mais qui se transforment selon le module usuel §p). Définissons une fonction fi; sur
M(F) par
fom)=38pm)' | f(mu)du.
U(F)

En vertu de notre hypothese sur le support de f, on peut aussi bien supprimer le facteur & p(m)%, il
vaut 1 si 'intégrale est non nulle. D’autre part, pour g € G;(F), on définit la fonction ¢f sur Gy (F) par

8f(h) = f(g"'hg). On pose

®n,m,cusp(f) = / ®7TM,Cusp((gf)U) dg-

P(FI\G(F)

Ce terme ne dépend pas du choix de P. Remarquons que le terme O cysp(f) introduit plus haut est égal
a O g cusp(f), ol on a noté & I'unique partition de 0.
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Rappelons que I’on suppose que le support de f est formé d’éléments compacts de G;(F). Le
théoréme 12 de [Waldspurger 2016a] affirme 1’égalité

Ox(f) = 27" mult!,,' O s cusp(f), ()

ol on a posé
multly, = [ [ multy, i)!
i>1
et noté /(m) le nombres de termes non nuls de m (qui est noté ¢ plus haut). La somme porte sur les
partitions indiquées plus haut, c’est-a-dire m € P(<n) sif =isoetm € P(<n—1) si f =an.

Remarque. Le théoréme 12 de [Waldspurger 2016a] n’est pas tout-a-fait énoncé comme ci-dessus mais
on voit facilement que les deux énoncés sont équivalents.

2.2. Un lemme élémentaire. Soit § = iso ou an. Pour g € G;(F), on dit que g est topologiquement
unipotent si et seulement si lim,,_, o, g#" = 1. Pour X € gr(F), on dit que X est topologiquement nilpotent
si et seulement si lim,,;,_, oo X™ = 0. Sous certaines hypotheses sur p (du type p > A+ B valp(p), ol valg
est la valuation usuelle de F'), I’exponentielle est définie sur I’ensemble des éléments topologiquement
nilpotents de gy (F') et est une bijection de cet ensemble sur celui des éléments topologiquement unipotents
de G:(F). Pour simplifier les hypotheses sur p, on remplace I’exponentielle par I’application E définie par
EX)=(14X/2)/(1—X/2).Pour p > 2, c’est une bijection de I’ensemble des éléments topologiquement
nilpotents de gy (F) sur celui des éléments topologiquement unipotents de G (f'). Rappelons que 1’on a
supposé p > 6n + 4, a fortiori p > 2.

Soit (n’,n”) € D(n). On suppose n” > 1 si § = an. On a défini en [Waldspurger 2018, §1.2] le
+

réseau L, ,» C V3, le sous-groupe compact K, ., de G:(F) et son radical pro-p-unipotent K/, ,. On

n/,,,///'
définit deux réseaux €, ,~ et £, , de gz(F) : ce sont les sous-ensembles des €léments X € gz (F)
tels que X (L, 7)) C Ly nr (ce qui entraine aussi X(L}, ) C Ly, ) (resp. X(L, ) C wlL}, . et

n

X(Ly ) C Ly yv). On vérifie que, pour X € gz(F) topologiquement nilpotent, on a

X e En’,n” < E(X) € K+ X e EZ’,H” <~ E(X) S K::’,n”'

n',n">

Posons G = SO(2n" + 1) x SO(2n"),, avec les notations de [Waldspurger 2018, §1.1]. On sait que
K;,n,,/K,‘l‘,’n,, >~ G(Fy). Notons g I'algebre de Lie de G. On vérifie que &, /¢, » =~ g(Fy). On note
encore E ’application définie par E(X) = (1 + X/2)/(1 — X/2) sur ’ensemble des éléments nilpotents
de g(F,). C’est une bijection de cet ensemble sur celui des €léments unipotents de G(F).

Soit f € C°(G4(F)). Supposons que le support de f est formé d’éléments topologiquement unipotents.
On déduit de f une fonction fi;. € C°(gz(F)). Son support est formé d’éléments topologiquement
nilpotents. Pour un tel élément X, on a f1i.(X) = f(E(X)). On déduit aussi de f une fonction fiq sur
an’n,, telle que, pour tout g € K, 7,

Fra@) = [ Fighyan

ol
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Cette fonction est invariante par K,/ . on peut considérer que c’est une fonction sur G ([;). Elle est
alors a support unipotent. On en déduit une fonction feq,Lie sSur g([F,) : celle-ci est a support nilpotent et,
pour un €lément nilpotent X € g([,), on a I’égalit€ freq Lie(X) = frea(E(X)). Enfin, on déduit de fi;e
une fonction fije red Sur &, ,» : pour X dans cet ensemble,

17

Sriered(X) = / fLe(X +Y)dY.
E‘/ n//

Cette fonction est invariante par translations par £}, . On peut la considérer comme une fonction sur g([F,).

Elle est alors a support nilpotent.

Lemme. fred,Lie = fLie,red'
Preuve. En détaillant les définitions, on voit qu’il s’agit de démontrer 1’assertion suivante :

(46) Soit X € £, ,» un élément topologiquement nilpotent ; alors I’application ¥ — E(X)~'E(X +7Y)
envoie bijectivement €/, , sur K, , et préserve les mesures.

La démonstration est élémentaire ; on la laisse au lecteur. O

On a effectué les constructions ci-dessus pour le groupe G afin de ne pas introduire de notations
supplémentaires. Mais il est clair que les mémes constructions et le méme lemme valent pour les groupes
de Levi de G4 et nous les utiliserons pour ceux-ci.

2.3. Calcul du caractere sur les éléments topologiquement unipotents. Pour § = iso ou an, soit 7 €
Irrypip,¢. On a défini I’élément Res(rr) € Rpar.glob o I’isomorphisme & : Relob _, par.glob o) [Waldspurger
2018, §1.5 et §1.9]. On note «, I’élément de REP tel que Res() = k(kz). Soit f € C°(G4(F)). On
suppose que tout élément du support de f est topologiquement unipotent. Un tel élément est compact,
donc ® (f) est donné par la formule () de 2.1. Nous allons expliciter cette formule a 1’aide de 1’élément
Ky € REOD,

Considérons un entier ng € {0, ...,n}, une décomposition nyp = n’ + n” et une partition m =
(my,...,m; >0) € P(n —ng). Ces données sont soumises aux mémes restrictions qu’ en 2.1 : si § = an,
onang>1etn”>1. On aassocié a ces données un groupe de Levi M de G;. Soit ¢ € C>°(M(F)),
supposons que le support de ¢ est formé d’éléments topologiquement unipotents. On va d’abord calculer

I = / ¢(y) projcus (Resfn n n//(ﬂ))()’) dy
M(F) 2{: P T

La somme porte sur les signes { = =4, soumis aux conditions : si f =iso,onal =+sin" =0et ¢ = —
si n” = 1. La deuxiéme fonction dans I’intégrale est a support dans le groupe compact K, x K ;5 4 etest
invariante par K, x K7, ,. On peut I'identifier a une fonction sur le groupe M jE([Fq), oll

M* = GL(m)) x - - - x GL(m,) x SOQ2n" +1) x 0(2n"),.
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Définissons une fonction ¢yes sur K, x K fﬁ v par

Gres(y) = / 6 (yh) dh.
KixK",

n’.n

On peut la considérer elle-aussi comme une fonction sur M jE([Fq). On a I’égalité

I= > ¢ D Projoysp(Resh, i (T)().

yeM=*(F,) ¢

On dispose de 1’application

resy, : REP — C[@ml] X e X C[@m,] ® REld

no

obtenue en itérant la construction de [Waldspurger 2018, §1.8]. Notons I',/ ,» ’ensemble des y =
(', r",N',N")y € Ty, tels que > +r'+ N' =n', r">+ N” = n". Pour un tel y, notons resy (kz)y la
composante dans

ClSm, ] x - X C[Ep, ] OR,
de res,, (k). Excluons d’abord le cas ol ff = iso et n”/ = 1. On voit que

> projeuspResy, v (M) = Y Projoy, o kM (resu (icx), ).
¢ }/GF !l

n,n

Fixons y = (r',r”, N', N") € T}y . Dans [Mceglin et Waldspurger 2003, 2.12 et 2.13] on a introduit des
fonctions k(r’, w’) sur SO(2n’ +1)(F,) pour w’ € Wy et k(r”, w) sur O(2n")(F,) pour w” € Wy». Une
construction analogue vaut pour les groupes GL(m;) : pour w € &,,;, on définit une fonction k(w) sur
GL(m;; [F;). Posons

W(m,N',N") =G, x - xS, x Wyr x Wy,

La fonction res,, (kr ), est définie sur ce groupe. Pour w = (wy, ..., w;, w’, w”) € W(m, N, N”), on
pose k(r', r"; w) =k(w)) @ - - - @ k(w;) @k (r', w) k(r”, w”). Il résulte des définitions que

kM(reSm(Kﬂ)y): |W(m,N/,N//)|_1 Z resm(’(n)y(w)k(r/’r”; w).
weW@m,N',N")

Dans chacun des groupes &,,;, Wy’ et Wy, on définit usuellement la notion d’élément elliptique.
Lapplication k entrelace la projection proj,, et la projection sur les €léments elliptiques. Donc
Projeysp 0 kM (resm (kx)y) = [W(m, N' . N") ™" 3" resu(ir)y (wk (', r"s w),
wEW(m,N/,N//)eu

ou W(m, N, N")e est le sous-ensemble des éléments elliptiques de W(m, N’, N”). On obtient

I= > (Wem, N NDIT Y resmlka)y ) Y s (MK, w)().

y:(r’,r//,N/,N//)EFn/_n// wEW(m,N/,N”)eU yEMi([F,])
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Les hypothéses sur le support de ¢ entrainent que ¢res est a support unipotent. D’apres la proposition 2.16
de [Mceglin et Waldspurger 2003], k(+/, r”’; w) est nulle sur les unipotents sauf si r’ =r” = 0. Il ne reste
qu’un seul y qui contribue, a savoir ’élément y,, ,» = (0, 0, n’, n”"). Dol

I=Wam,n' 0™ Y resmlin)y,, (W) Y s (kw)(y),
weW (m,n',n")en yeM=(F,)
ou on a posé simplement k(w) = k(0, 0; w). A ce point, on peut supprimer I’hypothese restrictive faite

plus haut. Sif =isoetn” =1,onal=0caronselimitea=—et K,

. s 414
1 iso 1€ contient pas d’élément

topologiquement unipotent. Mais la formule ci-dessus donne le méme résultat, car pour 1’unique élément
elliptique w” € Wj ¢, on a k(0, w”)iso = 0, cf. [Mceglin et Waldspurger 2003, 2.13]. Notons M la
composante neutre de M~ et m son algébre de Lie. On dispose de ’application E de 2.2, qui est une
bijection de I’ensemble m,; (F,) des €léments nilpotents de wi([F,) sur I’ensemble My,;p([F,) des éléments
unipotents de M (F,). Notons ¢eq,Lie 1a fonction sur m([F,) qui est nulle hors des éléments nilpotents
et qui Vérifie Pred.Lie(X) = Prea(E (X)) pour tout X nilpotent. Pour w € W(m, n’, n”)e), définissons de
méme une fonction k(w)yje. On obtient

I = |W(m’ n/’ n//)|_1 Z resm (Kﬂ)yn"n” (w)luh (47)
weW (m,n’,n")en
ol
L= reaLic)k)Lie(X).
Xem(Fy)
Fixons w = (wy, ..., w, w', w”) € W(m,n',n")ey. On peut supposer sgn-p(w”) =1 si § = iso,
sgnep(w”) = —1 si #f = an, sinon la fonction k(0, w”) est nulle sur SO (F,), cf. [Mceglin et Waldspurger

2003, 2.13]. A tout w; est associée une classe de conjugaison de sous-tore maximal elliptique dans
GL(m;) (qui est d’ailleurs I'unique telle classe). A w’ (resp. w”) est associée une classe de conjugaison
de sous-tore maximal elliptique dans SO(2n’ + 1) (resp. SO(2n”);). On fixe des tores dans ces classes de
conjugaison et on note T, leur produit qui est donc un sous-tore maximal elliptique dans M. On dispose
de I’induction de Deligne-Lusztig de T;, a M. Ce foncteur vaut aussi pour les algebres de Lie. Notons
t,, 'algebre de Lie de T, et considérons la fonction caractéristique de {0} dans t,,(F;). On note Q,,
son image par induction de Deligne-Lusztig, qui est une fonction sur m([F,), a support nilpotent. On a
I’égalité

k(w)Lie =27 0w, ot B=0sin"=0, B=1sin">0. (48)

En effet, d’apres nos définitions de [Moeglin et Waldspurger 2003, 2.12 et 2.13], k(w) est égal a
(—1)"2# fois la trace d’un Frobenius sur un faisceau-caractére. D’apres [Lusztig 1990, Theorem 1.14],
cette trace est égale, sur les unipotents, (—1)" fois I’'image par induction de Deligne—Lusztig de la fonction
caractéristique de 1 dans T, (). En descendant par I’application E a I’algebre de Lie, on obtient (48).

En [Waldspurger 2016b, 1.1], on a fixé un caractere ¥ de F de conducteur wwo. Il lui est associé
un caractere de [, grace auquel on définit, comme en [Waldspurger 2016b, 1.1], une transformation de
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Fourier ¢ — ¢ dans C2°(m([F,)). On la normalise de sorte que é(X) = @(—X). D’apres la proposition 7.2
et I’égalité 6.15(a) de [Lusztig 1992], on a I’égalité

Qw(X) = sgn(w)q_”/zQu,(X) pour tout élément nilpotent X € w,;(F,). 49)

Fixons un point X, € t,,(F;) en position générale. Notons ¢[X ] la fonction caractéristique de la
classe de conjugaison par M ([,) de X,,. D’aprés [Waldspurger 2001, proposition I1.8], on a I’égalité

PIXp](X) = Qw(X ) pour tout €lément nilpotent X € wiy; (F,). (50)

En rassemblant (48), (49) et (50), on obtient 1’égalité k(w)ric(X) = sgn(w)q”/22ﬁ¢[Xw](X), pour
Xe mnﬂ(l]:q). D’ou

Ly =sgn(w)q"*2" Y~ ¢reaLie(X)PIXu](X),
Xem(F,)

puis, par la formule de Parseval,

Ly =sgn(w)q"?2® Y~ Prea Lie(X)@[ X1, 1 (X).
Xem(F,)

Ou encore, en explicitant la fonction ¢[X,,],

Ly =sgn(w)g" 2P| T, FNI™" Y freaielx ™ Xop).
xeM(F,)
La conjugaison se fait ici par le groupe M (F,) et on rappelle que M est la composante neutre de M £,
Mais, dans la formule ci-dessus, on peut remplacer X,, par un conjugué quelconque par un élément
de M i(I]:q). Un tel conjugué vérifie les mémes propriétés que X,,. On peut donc remplacer la conjugaison
par M ([F,) par la conjugaison par M jE([l:q) tout entier, a condition de diviser par [M i([l:q) : M(Fy)], qui
vaut précisément 2. D’ou

Ly =sgn(w)q" | TyF)I™" D rearie(x™ Xpx). (51)

xeM=(F,)
Notons m I’algebre de Lie de M. Comme en 2.2, on définit une fonction ¢ sur m(F) : elle est & support
topologiquement nilpotent ; pour X € m(F') topologiquement nilpotent, on a ¢ri.(X) = ¢ (E(X)). On en
déduit une fonction @pic req sur &, @ £, 7 (avec une définition évidente de &, et, ci-dessous, de £ ) par

PLiered(X) = f dLe(X +Y)dY
Et;neagu/ ”

pour tout X € £, ® &y ,». On peut considérer que ¢’est une fonction sur m(F,). Le lemme 2.2 dit que
@Pred Lie = PLic.red- On dispose de la fonction qASLie (la transformée de Fourier de ¢y ;o) dont on déduit comme
ci-dessus une fonction (qSLie)red sur €, ® £, 7, que I’on peut considérer comme une fonction sur m([F,).
On vérifie I’égalité

(¢Lie)red = ¢Lie,red .
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Dans la formule (51), remplagons @red,ue par (qASLie)red. Les termes de la formule vivent dans m([F,) mais
on peut les relever dans ¢, @ €,/ ,». On releve ainsi X, en un élément de ce réseau que 1’on note X,,. La

somme en x € M jE([Fq) devient une intégrale sur K, x K + On

. "
> divisée par la mesure de K, x K

n',n"*

obtient

Ly = sgn(w)q"*| T,y (Fy)| ™" mes(Ky, x K} )™ f | Guora ' Xypx)da. (52)
KmXKn/Yn//

Notons T, le centralisateur de X,, et t,, son algebre de Lie. Le tore T, est non ramifié sur F et possede
une structure naturelle sur 0. On a t,,(0) = t, (F) N (€ @y nr) et wty, (0) =, (F)N (€, D), ). Posons
Xy = Xy + @ty (0). Montrons que

pour tout x € K,,, X K;?

"y
N

(PLie)rea(x 1 X, x) = mes(X,) ! f

u
Ko <K

/ ey Yuyx) d¥udy. (53)
Xy

On se ramene immédiatement au cas x = 1 en conjuguant par x la fonction PLic. Supposons donc x = 1.
Posons Ty, (F)* =T, (F) N (K}, x K:l‘,,n,,). C’est 'image par E de @t (0), on a donc mes(7,,(F)") =
mes(Xy). Les éléments Y,, appartiennent a t,(F) donc T,,(F) commute a ces éléments. On peut
remplacer I'intégrale en y € Ky, x K, , du membre de droite ci-dessus par une intégrale en y €
Ty(F)"\(K,, x K},
membre de droite. Considérons 1’application

’ ,)» multipliée par mes(&y,). Ce facteur fait disparaitre son inverse qui figure dans ce

T (F)“\(Ki x Kl ) X @ty (0) > m(F), (3, Z) >y~ ' (Xu+2)y — Xu.

Il est clair que son image est contenue dans ¢, ¢, .. Montrons qu’elle est injective. Si (y, Z) et o', Z)
ont méme image, on a y~ (X, + Z)y =y (X, + Z')y’. Le point X,, est en position générale et ses
valeurs propres (dans une cloture algébrique E, de [,) sont distinctes. Les valeurs propres de X, + Z et
Xy + Z' sont entiéres (dans une cloture algébrique de F) et leurs réductions dans Fq sont les mémes que
celles de X,,. On en déduit aisément que les points X, + Z et X, + Z’ ne peuvent étre conjugués que

-1

s’ils sont égaux. Donc Z = Z’. Alors y'y~" commute a X,, + Z’ et appartient donc a T, (F'). Cela prouve

I’injectivité de ¢. L’application ¢ est différentiable. Sa dérivée en un point (y, Z) est I’application
ty (F)\m(F) x t,(F) > m(F), (,3) >y '(Xu+Z,D1+3)y.

Celle-ci est bijective et, parce que les valeurs propres de X, + Z sont entieres et de réductions toutes
distinctes, on vérifie qu’elle préserve les mesures. Donc ¢ est un isomorphisme local, de jacobien constant
de valeur 1. On en déduit que I'image de ¢ est ouverte dans ¢, @ ¢, , et que cette image a méme
mesure que 1’espace de départ. D’autre part, ’image de ¢ est clairement compacte et 1’espace de départ
u

a méme mesure que ¢, @ ¢, ,. Cela entraine que ¢ est un isomorphisme préservant les mesures de
Ty(F)\(K,, x K}, ) x wty,(0) sur £, @ ¢, ,. Le membre de droite de (53) (en x = 1) s’écrit

f / PLic(L(y, Z) + Xy) dZ dy.
Tu(FY\(Kjyx K ) ot (0)

n',n
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D’apres les propriétés de ¢, c’est aussi

/ brie(Xo+ V) dY.
ot ,

Mais ceci est la définition de (qASLie)red(X w). Cela démontre (53).

Utilisons (53) pour transformer (52). L’intégrale en K, x K;‘,’n,, est absorbée par celle en K,;, X Ky 7
mais introduit un facteur mes(K,, x K ,’f/’n,,) qui compense I’inverse de cette mesure intervenant dans (52).
On obtient

1y = sgn(w)g"?| T, (F,)| " mes(X,)~! / / e Yx) Y,y dox.
Kux K5 0 J Xy

Rappelons que I’on a supposé sgnqp(w”) = 1 si f = iso et sgnop(w”) = —1 si § = an. Notons
W(m,n',n")en s le sous-ensemble des éléments de W (m, n’, n” ) dont la composante w” vérifie cette
condition. En revenant a (47), on obtient

I=|W(m.n' 2™ Y resulkn)y, . (w) sgn(w)g™ | T, ()|~

weW(m,n',n")en,z

xmes()(w)_lf / qASLie(x_lex)dedx. 54
KuxKy; ,J X,

Notons plus précisément I, ,~(¢) cette expression. En 2.1, on a défini un terme @7’;’{ Cusp(qﬁ). On a
I’égalité

O @ =Y mes(Au(F\(Au(F) K x K2 )7 / Ly ("¢) dm,
Am(F)\M(F)

n/,n”
ot (n’, n”") parcourt D(n) avec la restriction n” > 1 si f = an et ol on a noté "¢ la fonction x > ¢ (m ' xm).
On peut oublier la restriction sur n” : si § = an et n”/ = 0, la formule (54) vaut O car I’ensemble
W(m,n',n")en s est vide. On voit que I'image par transformation de Fourier de ("¢)iie est ’"(q@ue).
Les intégrales sur K,, x Kin,, de la formule (54) sont absorbées par 'intégrale sur Ay (F)\M (F),
mais introduisent des facteurs mes(K,, x Kf’n,,). Notons Ay (F)€ le plus grand sous-groupe compact
de Ay (F). C’est aussi I’intersection de Ay, (F) et de K,,. Donc

mes(Ay (F)\(Ay (F)Kw x K, ) = mes(Kp x K7 ) mes(Ay (F)9) ™"
D’ou
@M _ c 1oy —1
M@= D mes(Ay(F))|W(m,n',n")
(n’,n"yeD(n)
x> resu(kn)y, . (w) sgn(w)g" | Ty (Fy)| !

weW@m,n',n" ez

xmes(Xw)_I/ /éLie(m_lem)dedm. (55
Au(F)\M(F) J X,

On peut encore remplacer I’intégrale en Ay (F)\M (F) par une intégrale sur Ty, (F)\M (F), a condition
de multiplier par mes(A (F)\Ty(F)). Notons Ty, (F)¢ le plus grand sous-groupe compact de T, (F).
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Parce que T}, est non ramifié, on a T, (F) = Ay (F)T,,(F)¢, d’ ol

mes(Ay (F)\T,,(F)) = mes(Ay (F)) ™" mes(T,,(F)°).
Le premier facteur compense son inverse qui figure dans la formule ci-dessus. On a introduit plus haut le
sous-groupe Ty, (F)" de T, (F) etona T,,(F)/ T, (F)" ~ T, (F,). De plus, mes(T,,(F)") = mes(w t,,(0)).

On a fixé sur t,(F) la mesure autoduale. Puisque t,(0) et wt,(0) sont duaux pour le bicaractere
(X,Y) > yp(trace(XY)), on calcule

mes(@ t,(0)) = [t,(0) : wtw(o)]_% = q_”/z.

D’ou
mes (T, (F)) = ¢~ T, (F,)|.

Ces termes compensent leurs inverses figurant dans la formule (55). Finalement

@ = > IWam.n' """ Y resulka)y, . (w) sgn(w) mes(X,) !

(n’,n")eD(no) weW@m,n',n" )z

X / / brLic(m™"Yym)dY,dm. (56)
Ty (F)\M(F) J Xy

Soit maintenant f € C2°(G4(F)). On suppose que le support de f est formé d’éléments topologiquement
unipotents. En 2.1, on a défini le terme

®ﬂ,m,cusp(f) = / ®71¥I,cusp((gf)U) dg~
P(F)\G:(F)
On définit la fonction fije, cf. 2.2. Posons ¢ = f;. On voit que
¢Lie(X): fLie(X+Y)dY,
u(F)

ou dY est la mesure de Haar sur u(F) telle que I’exponentielle de u(F) sur U (F') préserve les mesures.
D’ou aussi

Prie(X) = fLe(X+Y)ay.
u(F)
Ou encore

PLie(X) = |det(ad(X)|u(F))|F/ frie@™ Xu) du,
U(F)
ou | - | est la valeur absolue usuelle de F. On peut remplacer f par 8f. En posant ¢ = (8f)y, on obtient
PLie(X) = |det(ad(X) u(r)| 7 / Jrie(¢™ u™" Xug) du.
U(F)

Les éléments Y,, intervenant dans (56) vérifient |det(ad(Yy,)u(r))|F = 1 car les valeurs propres des
réductions X, sont toutes distinctes. On en déduit 1’égalité

/ / &Lie(m_lywm) dm ng/ fLie(g_Ing) dg.
P(F)\G4(F) J Ty (F)\M(F) Ty (F)\Gy(F)
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On obtient

Ormep()= D, Wmn' 2™ Y resmlin)y,,, () sgn(w) mes(,) "

(n',n")eD(no) weW(m,n',n")en s

X / fLie(g_lng) dY, dg.
Ty (FO\G(F) J Xy
Dans [Waldspurger 2001, p. 53], on a introduit la distribution

Q> o(g 'Y,8) dg
T, (F)\G.(F)

sur C2°(gz(F)) (elle y est notée ¢y (X7, ¢)). On a montré en [Waldspurger 2001, corollaire III.5] que
sa restriction a un certain sous-espace H C C2°(g:(F)) ne dépendait pas de I’élément Y,, € X, (elle ne
dépend d’ailleurs pas non plus du choix de X,, mais cela résulte déja de nos calculs ci-dessus). L’espace
H est défini ainsi. Soit B un sous-groupe d’Iwahori de Gy (F). Il lui correspond un sous-o-réseau b
de g4 (F). Notons C2°(g:(F)/b) le sous-espace des fonctions invariantes par b. Alors # est la somme de
ces espaces C2°(gg¢(F)/b) quand b décrit tous les sous-groupes d’Iwahori de G4. On voit facilement que
H est exactement le sous-espace des fonctions ¢ telles que ¢ soit a support topologiquement nilpotent.

En particulier, fLie appartient a 7. Donc I’intégrale

/ fLie(g_Ing) dg
Ty (FO\G(F)

ne dépend pas du point Yy, € X,. Intégrer cette formule en Y, revient a la multiplier par mes(X,,) et ce
facteur compense son inverse figurant dans la formule plus haut. On obtient simplement

®7r,m,cusp(f) = Z |W(m, I’l/, n//)l_l Z IeSn (K”)Vn/,n’/(w) sgn(w)

(n’,n"yeD(ng) weW (m,n',n")en ¢
x / frie(g 7' Xwg)dg. (57)
Ty (FO\G(F)

Pour expliciter davantage la formule obtenue, introduisons 1’élément yy = (0, 0, n) de T (cf. [Waldspur-
ger 2018, §1.8]) et la composante ko de k, dans la composante R(yp) de R. Soit (o, B, B”) € P3(n).
On a défini en [Waldspurger 2018, §1.8] la valeur k. o(wq, g, 7). Associons a notre triplet de partitions la
partition m = « et les entiers n’ = S(B'), n” = S(B”), no =n’ +n". Soit w = (w1, ..., w,, w, w”) un
élément de W (m, n’, n”)ey tel que w’ et w” soient paramétrés par les partitions (&, B') et (&, B”). Les
définitions entrainent que

ICSm (K”)Vn’,n“ (w) == K;T,()(wa’ﬁ/’ﬁ//),
Posons sgn(wy, g g7) = sgn(w) et définissons une distribution @, g g7 sur C°(gz(F)) par :
— siff =iso et (B”) est impair ou si ff = an et [(B”) est pair, ¢y g g7 =0;
— siff=isoet/(B") est pair ou si § = an et [(B”) est impair,

bo s (@) = / (¢ Xug) dg
Ty (F)\G(F)
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pour tout ¢ € C°(gy(F)).

La distinction entre les deux cas provient de ce que X, n’existe que si w € W(m, n’, n"" )¢y 1, ¢’est-a-dire
si sgn(w”) vaut 1 si ff =1iso, —1 si #f = an, ce qui se traduit par les conditions indiquées. Cette définition
dépend des choix de w dans sa classe de conjugaison et de I’élément X,,. Mais nous n’appliquerons cette
distribution qu’a des éléments de I’espace H. Comme on 1’a dit ci-dessus, cette restriction ne dépend pas
de ces choix. Dans la formule (57), I’intégrale devient ¢y, g g ( fLie). Cette formule devient une somme,
indexée par les triplets («, 8’, B”) tels que @ = m, de termes ne dépendant que de ces triplets. Chaque
triplet (., B/, B”) intervient avec une certaine multiplicité. Celle-ci est le produit de |W (m, n’, n”)| ™" et
du nombre d’éléments w = (w1, ..., w;, w’, w”’) € W(m, n’, n")¢y tels que w’ et w” soient paramétrés
par (&, B) et (&, B”). Pour toute partition A, posons

z(,\)z( ] ZAj)l_[mult;L(i)!,

j=1,...,100) i>1
et posons

2(a, B, B") = z(a)z(Bz(B").
On voit que la multiplicité précédente est égale a

2/ multlyz (e, B, B7) .
Alors (57) se récrit

Ormap(H = > 2Omultlyz(@, B, B sen(Wap 5k 0(Wa p 5005157 (fLic)-
(@.p',B")eP3(n); a=m
Le résultat de 2.1 est que ®,(f) est la somme sur m des expressions ci-dessus, multipliées par
271m mule! 1. Dol

O«()= Yz p B sen(wupp)iro(Wa . p)bap pr(fLic). (58)
(a,8,B")€P3(n)

3. Fronts d’onde

3.1. Rappel sur les orbites unipotentes. Soit ff = iso ou an. On appelle orbite nilpotente une classe de
conjugaison par G (F) d’éléments nilpotents dans gz (F). On note Nil; I’ensemble des orbites nilpotentes.
Les orbites nilpotentes sont classifiées par des données (i, (q,-),-ejordbp(m), ou u e PoM2n +1); pour
tout i € Jordpp(it), g; est une classe d’équivalence d’une forme quadratique non dégénérée sur un espace
vectoriel sur F' de dimension mult, (i) ; le noyau anisotrope de la forme quadratique @ie]ordbp () 9i est
équivalent a celui de Q.

Pour une orbite nilpotente O, on note u(QO) la partition associée a O.

Une classification analogue vaut pour les groupes SO(2n + 1) et SO(2n); définis sur F,. Il y a une
petite perturbation dans le cas du groupe SO(2n)iso. La classification ci-dessus vaut pour les classes de
conjugaison par O(2n);s(F,) et non pas par SO(2n);s ([, ). Il peut y avoir des classes de conjugaison par
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O(2n)iso(Fy) qui se coupent en deux classes de conjugaison par SO(2n);s0 (). A ces deux classes sont
associées les mémes données (i, (q,-),-ejordbpw)).

La définition suivante va nous €tre utile. Considérons deux espaces vectoriels /; et I sur [, de
dimensions d; et d», respectivement. Soient q; et g», des formes quadratiques non dégénérées sur ces
espaces. A isomorphisme prés, il existe un unique triplet (V, Q, L) vérifiant les conditions suivantes :

— V est un espace vectoriel sur F de dimension d; +dy ;

— Q est une forme quadratique non dégénérée sur V ;

— L C V est un réseau presque autodual, c’est-a-dire w L* C L C L*;

— (1, q1) est isomorphe a (I’, Q') et (I, g») est isomorphe a (I”, Q") (rappelons que I’ = L /w L*,
I"=L*/L et que Q" et Q" sont les formes sur ces espaces qui se déduisent naturellement de Q, cf.
[Waldspurger 2018, §1.1]).

On note Qy, 4, cette forme quadratique Q dont la classe d’équivalence est bien déterminée.

Considérons I’ensemble Nil; des paires (01, O,) telles que

il existe ny,np € N, avec n; +ny = n et np > 1 si § = an, de sorte que O; soit une orbite
nilpotente dans so(2n; + 1)([F,) et O est une orbite nilpotente dans so(2n2):(F,).

A un telle paire, on va associer une orbite nilpotente Op, 0,. Notons

(11, (q1,1)ielordnp(un)) €6 (2, (§2,i)ieTordyy (112))

les parametres de Oy et Oy. On pose = w1 Uy et, pour tout i € Jordpy(1), ¢i = Qg ;.40 (@Vec qu;
ougqy; =0sii ¢Jordpy(re1) oui ¢ Jordyp(iz)). On vérifie que (u, (q,-)iejordbp(m) classifie une orbite
nilpotente dans g4 (F). Alors Op, o, est cette orbite unipotente. L’application

Nil; — Nil;, (01, 02) - Op, 0,

est surjective.
Pour O € Nily, on note /p I’intégrale orbitale associée a O. Pour la définir, il faut bien siir fixer une
mesure sur O invariante par conjugaison. La définition de cette mesure n’aura pas d’importance pour nous.
Soit (O1, O3) € Nily. En [Waldspurger 2001, IX.2], on a défini une fonction hp, o, € C2°(g:(F)) (dans
cette référence, les éléments de Nil; étaient notés N). Elle vérifie les propriétés suivantes :

— ho,,0, € H; I’espace H a €té€ défini en 2.3; c’est celui des fonctions ¢ dont la transformée de
Fourier est a support topologiquement nilpotent ;

(59) pour O € Nil; dont I’adhérence O ne contient pas Op, 0,, lo(ho,.0,) =0;
(60) pour 0= 0(91,(927 Io(hol,oz) 75 0.

On définit une fonction fo, 0, € C°(G4(F)) comme suit (cf. [Waldspurger 2001, lemme IX.4]) : c’est
la fonction a support topologiquement unipotent telle que ( fo,,0,)Lic = flol,oz-

3.2. Développement des caracteres a I’origine. Soit 7 une représentation lisse et irréductible de G4 (F).
D’apres Harish-Chandra, on sait qu’il existe une unique famille de nombres complexes (co (7)) oenil,



1152 Jean-Loup Waldspurger

et un voisinage V() de 1 dans G(F') de sorte que les propriétés suivantes soit vérifiées. Le voisinage
V (7r) est invariant par conjugaison par G;(F) et est formé d’éléments topologiquement unipotents. Soit
feC(Gy(F)). On suppose que le support de f est contenu dans V (7). En particulier, on peut associer
a f une fonction fie sur gz(F'), a support topologiquement nilpotent. Alors on a I’égalité

Ox(f)= Y colmlo(fiie). (61)
OeNilg

Remarquons que les coefficients ¢ (;r) ne sont pas tous nuls. En effet, si f est la fonction caractéristique
d’un sous-groupe ouvert compact H contenu dans V (1), ©, (f) est égal au produit de la mesure de H et
de la dimension du sous-espace des invariants par H dans I’espace de . Ce terme est non nul si H est
assez petit. On dit que m admet un front d’onde s’il existe u () € POt (25 + 1) de sorte que

— pour tout O € Nily tel que co(r) #0, ona u(0) < u(mw);

— il existe O € Nil; tel que co () # 0 et u(O) = u(w).

Evidemment, 1 (77) est unique si elle existe. On conjecture que toute représentation lisse irréductible
admet un front d’onde. Supposons que 7 admette un front d’onde. On montre que

— () est une partition spéciale, cf. [Mceglin 1996a, théoreme 1.4];

— pour tout O € Nil; tel que n(O) = wu(w), on a co(w) > 0, cf. [Mceglin et Waldspurger 1987,

corollaire 1.17].

Remarque. La construction d’Harish-Chandra utilise 1’exponentielle et non pas notre exponentielle
tronquée E. Mais le résultat est le méme, avec les mémes coefficients, que I’on utilise I’'une ou I’autre de
ces applications.

Dans le cas ol 7w € Irryyp, 1, on peut prendre pour voisinage V (;r) I’ensemble tout entier des €léments
topologiquement unipotents de G (F). En effet, pour f a support topologiquement unipotent, ®, (f) est
calculé par la formule (58). Or il résulte de [DeBacker 2002, Theorem 2.1.5] que le membre de droite de
cette formule est de la méme forme que celui de (61) ci-dessus. Ces deux expressions doivent coincider
si le support de f est dans un voisinage assez petit de ’origine. Les distributions f +— I ( fLie) sont
linéairement indépendantes, méme si on les restreint aux fonctions vérifiant cette condition de support.
Cela implique que les coefficients sont les mémes dans les deux expressions. Donc (61) est valable pour
toute f a support topologiquement unipotent.

3.3. Le théoréme. Pour f =iso ou an, notons Irryyp,» le sous-ensemble des représentations admissibles
irréductibles de G (F) qui sont tempérées et de réduction unipotente. Notons Irryyip la réunion disjointe de
Irteunip,iso €t Irtunip,an- Dans [Waldspurger 2018, §1.3], on a adapté 1’habituelle classification de Langlands :
I’ensemble Irryy;p est paramétré par un ensemble Jrryp, de triplets (A, s, €). En particulier, le terme
A est un élément de PY™P(2n). Pour un tel triplet, on a noté w (A, s, €) la représentation qui lui est
associée par Lusztig (elle est tempérée). On a introduit I’involution D de Zelevinsky—Aubert—Schneider—
Stuhler en [Waldspurger 2018, §1.7] et une dualité d entre partitions en 1.6 et 1.7 ci-dessus. On pose
8(A,s,€)=D(m(A,s,€)).
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Théoreme. Soit (A, s, €) € Jttwnip. Alors §(A, s, €) admet un front d’onde et on a I’égalité

w(@(A,s,€)) =d(Ar).
La fin de ’article est consacrée a la démonstration du théoréme.

3.4. Une premiéere réduction. En [Waldspurger 2018, §1.3], on a introduit le sous-ensemble Jttypip-quad
des triplets (A, s, €) € Jrrynip tels que s? = 1. Supposons que le théoréme soit prouvé pour les triplets
(A, s, €) € Trtynip-quad tels que A n’ait que des termes pairs. Montrons que le théoreme résulte de ce cas
particulier.

Soit f =iso0 ou an et soit P un sous-groupe parabolique de G, de composante de Levi M. Soit 7* une
représentation lisse irréductible de M (F'), notons 7w = Ind(lzﬁ (w™) son induite et supposons 7 irréductible.
On a défini en 3.2 la notion de front d’onde pour le groupe G; mais on sait bien que la définition est
générale et s’applique en particulier au Levi M. Supposons que 7" admette un front d’onde. Si

M =GL(m) x --- x GL(m;) x Gy p,,

(™) est alors une famille (1, . . ., f4;, o) ol, pouri =1, ..., ¢, u; € P(m;) et uo e P""(2ny+1). On
a défini en 1.8 une opération d’induction qui envoie w(@™) sur une partition ind(u (™)) e PO 2n +1).
Sous ces hypotheses, on a

m admet un front d’onde etona u(w) = ind(u(nM ). (62)

Preuve. Pour f € C°(Gy(F)), on al’égalité ©,(f) = O, m(fp), ot fp est’habituel “terme constant”
de f. On définit facilement un voisinage V (7r) de 1 dans G;(F) invariant par conjugaison et formé
d’éléments topologiquement unipotents, de sorte que, si f est a support dans V (), fp soit a support
dans V(™). Pour une telle fonction f, on a alors

O()= Y, com@)Ion(fp),
OMeNil!
ot Nil” est 1’analogue de Nily pour le groupe M. Notons u le radical nilpotent de I’algebre de Lie p.
Pour OM e Nil¥ et O € Nil;, on dit que O est induite de O™ si © coupe O™ +u(F) selon un ouvert
non vide. On note cette relation @ C ind(OM). Si on se plagait sur la cldture algébrique F, il y aurait
une et une seule orbite induite mais, parce que 1’on travaille sur F, il y en a plusieurs en général. Cette
opération d’induction d’orbites est reliée a I’induction des partitions par la relation suivante :

si O Cind(OM), alors  w(O) = ind(u(OM)).
On a une égalité

Iow(fe)=")_ comolo(f),

OCind(OM)
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avec des coefficients com » > 0. D’ou

O ()= Y colmio(f).
OeNilg
ou, pour tout O € Nilg, on a

com= > coum)com o. (63)

OMeNilM
Ocind(OM)

Si co(m) # 0, il existe OM tel que O C ind(OM) et com (mM) # 0. On a alors (O) = ind(u(OV)) et
OM < u(@™). D’ott u(©) < ind(u(mM)) car I’opération d’induction est croissante. Inversement, soit
O} e Nil” tel que cop (@M) £ 0 et w(O)) = u(@™). Soit O C ind(O}). On a u(0) = ind(u(x™)).
Montrons que co () # 0. Soit O intervenant de facon non nulle dans la formule (63). On a com (M) #£0
donc uw(OM) < (™). Si cette relation n’est pas une égalité, on a ind(u(OM)) < ind(u(x™)) car
I’opération d’induction est strictement croissante. Cela contredit la relation ind(u(OM)) = n(O) =
ind(u(7™)). Donc w(OM) = (™). Alors le coefficient com (mM)com o est strictement positif. Par
construction, il y a au moins une telle orbite OM 3 savoir 03’1 . Le coefficient ¢ (7r) est une somme non
vide de termes strictement positifs, donc co () > 0, ce qui achéve la démonstration de (62) ]

Soit (A, 5, €) € Jrtynip,z. En reprenant les considérations de [Waldspurger 2018, §1.3], on voit qu’il
existe
— un sous-groupe parabolique P de G: de composante de Levi

M = GL(ml) X -+ X GL(m,) X G]:I,no;

. N . , 2 . L
— pour tout j =1, ..., ¢, un caractere non ramifié x; de F'* tel que X; # 1 sim; est pair;
— un €élément (A, S0, €0) € ItTunip-quad,ne,z t€l que Ao n’ait que des termes pairs ;
de sorte que les propriétés suivantes soient vérifiées :

7O, 5, €) =Tndy? (st (1 0 det) ® - - - ® sty (1, 0 det) ® 7 (ho, 50, €0)), (64)
ou st,,; est la représentation de Steinberg de GL(m;; F) :
)":(ml’ml)u"‘u(mhmt)U)"O' (65)

Remarque. Le couple (Ao, so) se déduit de (A, s) en éliminant les termes impairs de A ainsi que les
termes pairs pour lesquels la valeur propre correspondante de s est différente de 1. On voit que
Z(\,s) = Z()\y, o) (avec les notations de I’introduction) et € s’identifie a un caractere €, de Z (X, so).
L’égalité (64) exprime la compatibilité du paramétrage de Langlands avec I’induction. Cette compatibilité
est bien vérifiée par les représentations construites par Lusztig, cf., par exemple, [Waldspurger 2004,

lemme 3.8].

En appliquant I’'involution D, on déduit de (64) 1’égalité

S(1. s, €) =Ind % (8M),
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ou

M = (x10det) ® - - - ® (x; o det) ® 8 (Lo, 50, €0)-

Puisqu’on suppose connu le théoréeme pour 8 (Lo, So, €g) (et que les fronts d’onde des représentations des
groupes GL(m;) sont bien connus), il résulte de (62) que §(A, s, €) admet un front d’onde et que

w8, s, €)) =ind(u(8M)).

Le front d’onde d’un caractere de GL(m;; F) est (m;), ¢’est-a-dire la partition composée de m; fois le
nombre 1. On a donc

n(@My = (my), ..., (m,), d(%)).

Posons A = ((my), ..., (m;), o). Avec les définitions de 1.8, cette derniére relation s’écrit i (8M) =d(X)
tandis que 1’égalité (65) s’écrit A = cup()). En appliquant le lemme 1.8, on obtient ind(11(8)) = d(1).
D’ou u(8(A, s, €)) =d(A), ce qui démontre le théoreme.

3.5. Traduction de ce que I’on veut démontrer. On fixe désormais un élément (A, s, €) € Jrtyyip et on
pose 6 =&8(A, s, €). On note § I’indice tel que § soit une représentation de G (F’). On veut prouver que §
admet un front d’onde et que 1 (6) = d(A). Montrons qu’il suffit de prouver :

(66) Pour tout (01, O3) € Nil, la relation O;( fo, 0,) # 0 entraine u(O1) U n(O2) < d(A).
(67) 1l existe (01, O2) € Nil tel que Os(fo,.0,) #0et u(O1)Upn(Or) =d).

Comme on I’a dit en 3.2, on peut prendre pour voisinage V (§) I’ensemble tout entier des éléments
topologiquement unipotents. En particulier, le développement de 3.2 vaut pour toute fonction fo, 0,.
D’apres la définition de cette fonction, on a

Os5(f0,,0,) = Z co®Io(ho,,0,)- (68)
OeNily

Soit Op un élément maximal dans I’ensemble des O € Nily pour lesquels co(8) # 0. Appliquons 1’égalité
(68) a une paire (O, O,) telle que Op, 0, = Op. En vertu de (59), il ne reste dans la somme que des O
pour lesquels O contient . Par maximalité de Oy, il ne reste donc que Og. Le coefficient cp,(§) est non
nul par hypothese et I’intégrale orbitale /o, (ho, 0,) ne I'est pas par (60). Donc Os(fo, 0,) # 0. D’ou
w(Op) <d(r) d’apres (66). Ceci étant vrai pour tout élément maximal Oy, c’est vrai pour tout élément :
pour tout O tel que co(8) # 0, on a w(O) < d(Xr). En appliquant maintenant (68) pour une paire (O, O,)
vérifiant (67), le méme calcul montre que cp(8) # 0 pour 'orbite O = Op, 0,. Pour cette orbite, on
a u(0) =d(A). Cela vérifie les propriétés requises pour que 6 admette un front d’onde et que 1’on ait
p(8) =d(x).

3.6. Début du calcul. Fixons un couple (01, O;) € Nilg, posons

ur=wn(O01), p2=p(02), S(u)=2n+1, S(u2)=2ns.
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Sif=iso, on pose Wy, iso = an. Sif=an, auquel cas np >0, on note W, an ={w € W,,,; sgn-p(w) =—1}.
On fixe des éléments nilpotents Y1 € O; et Y, € O5.

La formule (58) calcule O;( fo,,0,) en fonction de termes ¢y g, g, (ho,,0,) pour (¢, B1, B2) € P3(n). On
a calculé ce terme en [Waldspurger 2001, proposition 3.5]. On va rappeler ce résultat en modifiant quelque
peu ses notations. Pour w; € W,,,, on définit une certaine fonction qul sur 1I’ensemble des éléments
nilpotents de SO(2n; + 1)(F,), cf. [Waldspurger 2001, VIII.13]. Elle est invariante par conjugaison
par SO(2n; + 1)(F,) et ne dépend que de la classe de conjugaison de wi. Pour wy € W,,, , on définit
de méme une fonction QEUz sur I’ensemble des €léments nilpotents de SO(2n;):(F,), cf. [Waldspurger
2001, VIIL.13]. Elle est invariante par conjugaison par SO(2n;):([F,) et ne dépend que de la classe de
conjugaison par W,2 de w;.

Remarque. Dans le cas ol § = an, la construction de [Waldspurger 2001] était un peu différente. On y
avait fixé une certaine symétrie élémentaire wy € Wy, an et défini une fonction QEUZ indexée non pas par
un élément wy € W, 4n, mais par un élément w; € Wrg. Cette fonction ne dépendait que de la classe de
wg-conjugaison de wy. Notre présente fonction Q?Uz est la fonction Q,HU »uw, de [Waldspurger 2001].

Notons W («, B1, B2) I’ensemble des paires (wy, w) € W,,, x W, » vérifiant la condition suivante.
Notons (o1, A1) la paire de partitions paramétrant la classe de conjugaison de w; et (a2, B5) celle qui
parametre la classe de conjugaison par W,,, de w,. Alors

a=aUay, Bir=p1, By=ph.
Pour une telle paire (wy, w»), posons

zZ(a)
[wy, wo] = —F——,
z(a1)z(a2)
cf. 2.3 pour la définition de ces termes;
— n(wy, w2) =2 si np > 1 et la classe de conjugaison de wy par W,, coincide avec sa classe de
conjugaison par W,2 ;
— n(wy, wy) =1siny =0o0usiny > 1 etlaclasse de conjugaison de w; par W,, se coupe en deux
classes de conjugaison par Wnlz .
Fixons un ensemble de représentants W(a, B1, B2) des classes de conjugaison par W,, x WnLZ dans
W(a, B1, B2).

La proposition IX.5 de [Waldspurger 2001] affirme alors I’existence d’un demi-entier dp, 0, (ne
dépendant que de (01, O,)) de sorte que

Paprpr(ho0) =g > p(wr, w)lwr, walQY, (Y1) 0%, (Ya).
(wy,w2)eW(a,B1,B2)
Cette formule peut se simplifier. Pour w; € W,,,, notons Z(w) son centralisateur dans W,,,. Pour wy € W,,,,
notons Z2 (w») son centralisateur dans Wnlz . Le terme Qi), (Y1)Qi,2(Y2) ne dépendant que de la classe de

conjugaison de (w1, wy) par W,, x WP

1,» O peut remplacer la somme sur le systeme de représentants
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W(e, B1, B2) par une somme sur W (e, B1, B2), a condition de multiplier chaque terme indexé par (wy, wy)
par 'inverse du nombre d’éléments de sa classe de conjugaison par W, x W,g . Cet inverse est égal a

| Z(w)[1ZP (wo) | [ Wa, | W27
D’autre part, soit (w1, wy) € W(a, B1, B2). On vérifie I’égalité
z2(et, B1, B2) " 'n(wi, wo)wi, wal = |Z(w)| 1 ZP (wy)| ™"
La formule ci-dessus se récrit
2(e Br. B2) " bupr o (hor.0) = qOr02 | Wy WL Y (Y1) Q5 (V).

(wy,w2)eW(a,B1,B2)

Reportons cette égalité dans la formule (58). On obtient

O5(fo,,0,)
= gloro | W, |7 w2 Z sgn(Wa, gy, 8,)K5.0(Wa. p1.5,) Z 05, (V) Q5 (Ya).
(a,B1,B2)€P3(n) (wy,w2)eW(a,B1,B2)

Sommer en (a, B1, B2) puis en (w1, w2) € W(a, B1, B2) revient a sommer sur tout (wy, wp) € Wy, x Wy, 4.
D’ou

Os(fo,.0,) = g™ W, [THWRITH 3T sgn(wy) sgn(wa)ks o(wy x w)) Q% (Y1) Q% (Va).
(w1, w2) €Wy X Wy, ¢

Pour toute paire (p1, p2) € Wnl X an, posons

ms(o1, p2) = W, | IWio | ™' D k0w, wa)pr (wi)pa(wy).

(w17w2)€Wn| Xan

Posons aussi
— il —
G =Wl D2 pwn 0l et xp  =IWRIT D0 pa(w) QG
w1 €Wy, W2 EWn, 4
Pour (wy, wp) € Wy, x W,,,, on a I’égalité
sgn(wy) sgn(w2)ks,o(wi X wa) = > ms(p1 @ sgn, p2 @ sgn)p1(wi) p2(w2).

(;01 sPZ)eWnl X an
On obtient alors

Os(fo.0) =q Y ms(pr ®@sgn, pr @sgn)xl (YD) xS L (Ya). (69)
(P1.02) €Wy X Wy

Soit (i1, n1) € PO Q2n; +1). Supposons k,, ,, = 1. On a défini en [Waldspurger 2001, VIII.13] une
fonction X;uu,m sur I’ensemble des €léments nilpotents de so(2n; + 1)([F,). 1l existe un demi-entier dy,, ,,
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tel que Xﬂl,m =g%ham X;lﬂ]ﬂl .Onnote P°""(2n,+1; k=1) le sous-ensemble des (1, n1) € PN (2n1+1)
tels que k,, ,, = 1. Rappelons que I’application

PN+ 1k =1) = Way, (1 11) = Puyns

est bijective.

Soit (2, m2) € POt (2n,), cf. 1.5. Supposons k., ,, = 0. On a défini en [Waldspurger 2001, VIII.13]
une fonction x iu n.z SUT I’ensemble des €éléments nilpotents de so(2n):([F,) (on a ajouté un indice f
A la notation de [Waldspurger 2001]). Soit (2, 72) € POoth(2p,) tel que k;, n, = 0. Si uy n’est pas
exceptionnel, (2, 172) est aussi un élément de E‘mh (2n7) ; la représentation p,, ¢, est définie ainsi que
ses prolongements ,0:[2, & €L Py, o0 cf. 1.12. La fonction x /iz,nz,tt est aussi définie. Si u, est exceptionnel,
auquel cas np =1, u, se releve en les deux éléments (o, +) et (up, —) de Poth(2n,). Les représentations
Pus,+.m €t Puy,— y, sont définies. Les représentations ,0;:2&’,72, Pis 412 p/jz’_’nz et P, -, Sont toutes

égales. On note p;_fz,n . ce prolongement. On pose

= Pus,m

b _ i f
Koot = Ko, 4m.t + Ko, — .t

En tout cas, il existe un demi-entier d,,, ,, tel que les égalités suivantes soient vérifiées :

: : i d, f d, i
= .= 2:M2 = K212
si ff = iso, Xpz.miso = 4 Xp;rz.nz,iso q Xp,fz,,,z,iso’
it—= g — gm0 — _ 4 b
S1 0 =an = 212 = —g%my” .
g > Xpzman = 4 X92—2~Uz’an q Xpuz,,,z,an

Remarquons que, quand w, est exceptionnel, on a Xﬂz,nz,an =0.
On note ’Porth(2n2; k = 0) I’ensemble des (3, n2) € ”Porth(2n2) tels que k,, ,, = 0. Rappelons que

o~

W,, est réunion disjointe des ensembles {,0;;,,72, Ppy.np} POUT (2, 12) € P20y k = 0) avec us

non exceptionnel et des ensembles {,0:[2’%,]2} ={Pytm} = {,0;2’,’,]2} = {Pp,—n,} POUT (2, 12) €
P (2n,y; k = 0) avec uy exceptionnel.
On pose

PP (n1, ny) =P (2n; + 1k = 1) x PO (2np; k = 0)

pour abréger la notation. Pour (i1, n1; 2, 12) € PP ™(ny, ns), posons
— si ff =1is0, ny # 0 et wo n’est pas exceptionnel,

ms iso(K1, M5 12, 12) = Ms(Ppy oy @ SEN, Py, ) @ 8gN) +1m5(ppy oy @SN, Py, . @ 5gN);
— siff =an, ny # 0 et puy n’est pas exceptionnel,

M, an (11, M5 K2, 12) = Ms (g @SEN, 0,7, @ 5gN) — M (P py ® SN, Py, ) @ SEN);
— si ff =1iso et si np = 0 ou uy est exceptionnel

M iso(1 15 W22 12) = 5 (ms(Ppy.ny @ 5g0, O, - @ sg0) + ms(pp, .y, @sg, pr, . @sgn)):
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— si ff = an et uy est exceptionnel

ms an(pt1, 115 m2, n2) =0.

On voit alors que la formule (69) se récrit

Os(fo,,0,)

= "1 > g~ m = my o (y, s 2. )X YDA s (Y2). (70)
(1,013 12,m2) EPPO N (ny ,mp)

3.7. Traduction des conditions en termes de représentations de groupes de Weyl. Montrons qu’il nous
suffit de prouver les deux assertions suivantes :

(71) Soientny,n, e Navecny+ny=netny >1siff=an;soient (1, n1; U2, N2) € PP 5y, ny);
supposons ms (i1, M1; K2, 72) 7# 05 alors wy U <d(R).

(72) Tlexiste ny, no € Navec ny+nr=netn, > 1sifi =an et il existe (i1, n1; w2, 12) € PPN (ny, ny)
tels que ms (1, N1 12, 12) 0 et uy Upp =d(A).

Soit (01, O) € Nil;. On en déduit des entiers n1, n, comme en 3.6. Supposons Os(fo, 0,) #0. La
formule (70) implique qu’il existe (i1, 71; 2, 12) € PPN (ny, ny) tel que

msiso(ier, M5 2, m) #0 et xpp, 0 (YD X,y 5 (Y2) # 0.

Or la fonction an .7 N"est non nulle que sur les orbites nilpotentes O vérifiant 1 (O}) < 1, cf. [Waldspur-
ger 2001, VIII.13]. Puisque Y| € Oy, cela entraine u(O;) < u;. La fonction X;ttz,nz.ﬁ vérifie une propriété
analogue. Donc u(0;) < uo. Grace a (71), on a aussi ;1 Uy < d(X). Donc w(O1) U u(Oy) <d(X), ce
qui vérifie la propriété (66).

Fixons des données vérifiant (72). Considérons la somme

= —dyy g Ay, . ! s
V=) ¢ Mg (s 115 1425 1) Xy Ky a0

VIR
ol | parcourt les éléments de {Z1}P° 1) /(£ 1} tels que k(11, 1}) = 1 et n), parcourt les éléments de
{1} ordop(12) 7141} tels que k(u2, 15) = 1. C’est une fonction invariante par conjugaison sur le produit
des ensembles d’éléments nilpotents de so(2n + 1)([F,) et de s0(2n;):(F,). Notons ¢/(j1) la réunion
des orbites nilpotentes O; dans so(2n + 1)(F,) telles que £(O;) = 1. Notons U (u2) la réunion des
orbites nilpotentes O, dans s0(2n):([F,) telles que u(O2) = 2. Quand ’7/1 décrit les éléments ci-dessus,
les restrictions a U/(it1) des fonctions x El,ni sont linéairement indépendantes, cf. [Waldspurger 2001,
VIIL.13]. Quand 7}, décrit les éléments ci-dessus, les restrictions a U/ (12) des fonctions x Ez,n’z,ﬁ sont elles
aussi linéairement indépendantes (on doit remarquer que, si = an, I’hypothese m; (111, 915 (2, 72) #0
implique que wp n’est pas exceptionnel). L’hypothese m;s » (1, n1; (2, n2) 7 0 implique donc que la
restriction de W a U (1) X U(uz) est non nulle. Fixons donc des orbites O C U et O, C U, telles que
W soit non nulle sur 01 x O;. On a w(O1) U u(O3) = u1 U up = d(A). Appliquons la formule (70) au
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couple (Oy, O»). Notons plutdt (i), n}; 15, n5) les termes indexant la somme de cette formule. Je dis
que, si (1}, uy) # (i1, (2), le terme

Mo (s i s ) X (YD Xy e o (V2)

est nul. En effet, la non-nullité des deux derniers termes entraine comme plus haut les inégalités 1 (O1) < i
et £(0y) < uj, c’est-a-dire g < u et o < p. La non-nullité du premier terme entraine ) U, < d(X)
d’apres (71). Puisque p01 Uy =d (1), les inégalités précédentes sont forcément des égalités. Donc | = 1
et ) = 12, contrairement a I’hypothése. Dans la somme de (70) ne restent donc que les (], 175 (05, 1)
pour lesquels p} =y et w), = p. C’est-a-dire que 1’on obtient

Os(fo,.0,) = q*r2 W (Y1, Ya),
ou (Yy, Y2) € O1 x O2. D’ot O5(fo,.0,) # 0. Alors (O, Oy) vérifie (67).

3.8. Une description de Res(5). On a fixé€ (A, s, €) € Jrrynp en 3.5. Nous supposons désormais que
c’est un €lément de Jrtypip-quad, C€ qui nous suffit d’apres 3.4. On a montré en [Waldspurger 2018, §2.2]
que cet ensemble s’identifiait a ’P;ymp (2n). On note (A+, e, A7, €7) I’élément de cet ensemble auquel
s’identifie (A, s, €). Ona A = AT UL~ et cette décomposition est déterminée par 1’élément s.

Notons n(A™, A7) I’ensemble des couples de partitions symplectiques (vt, v™) vérifiant les conditions
suivantes :

(73) (a) vT UV~ =A;
(b) pour tout entier i € N impair, mult,- (i) =0;
(¢) pour tout i € Jordyp(AT) NJordpy (A7), mult,- (i) <2;
(d) pour tout i € Jordp,(A) tel que multy+ (i) = 0 ou multy- (i) =0, mult,- (i) < 1.

Notons 9(A1, A2) I’ensemble des quadruplets (vF, €%, V7, £7) € Tttynip-quad tels que (v, v7) €
n(A™, A7). Fixons un tel quadruplet (vt, &, v=, 7). Soiti € Jordyp(A). On définit un nombre complexe
e(i) par les formules suivantes, oll on pose par convention (i) =1sii ¢ Jordbp(v+) etE(i)=1si
i ¢ Jordpp(v7) :

(74) (a) simult,- () =0, e(@) = &+ (G)™IH-O;
(b) si mult,-(i) =1, multy+ (i) > 1 et mult;- (i) > 1,
e(i) =€~ (DEOET O™ O+ eT (gt ™
(c) simult,- (i) =1 etmult;+ (i) =0, e(i) = e~ (I)E~(G)EH ()™ -1,
(d) simult,-(i) =1etmult;-() =0, e(i) =€"();
(e) simult,- (i) =2, e(i) = €T (i)e ()&~ ()ET(H)™IL- D1,
On pose

e(A+, €+, A, e V+, S+» VLET) = 2—|J0rdbp()ﬁ)|—|Jordbp()\’)| 1—[ e(i).
i€Jordy, ()



Représentations de réduction unipotente pour SO(2n+1), Il 1161

D’autre part, en [Waldspurger 2018, §1.11], on a associé a (v, T, v™, £7) un élément de R que
I’on a noté j(p,+ ¢+ ® p,- ¢-). Le terme j était un isomorphisme entre R et un autre espace. Distinguer
ces deux espaces nous était alors utile. Ce ne 1’est plus, on identifie I’espace en question a R grice a
I’isomorphisme j et on fait disparaitre ce j de la notation.

Lemme. On a l’égalité

ks = > et et AT, e v EY VT E ) oyt g+ © oo o).
W+, E v, ET)EN(T, A7)

Preuve. Rappelons quelques notations de [Waldspurger 2018, §1.3]. On fixe un homomorphisme p; :
SL(2; C) — Sp(2n; C) paramétré par A et on note Z(X) le commutant dans Sp(2n; C) de son image. Le
terme s appartient a Z(X) et vérifie s> =1.On note Z(%, s) le commutant de s dans Z (1), Z(x, s) son
groupe des composantes connexes et Z(A, s)" le groupe des caracteres de Z(A,s). Onae € Z(A,s)".
Considérons un sous-ensemble H C Z (X, s) qui s’envoie bijectivement sur Z(A, s) et est formé d’éléments
h vérifiant h2 = 1. Pour h € H, le triplet (A, s, i) appartient a I’ensemble Endoypip-quad de [Waldspurger
2018, §2.2]. Il lui est associé une représentation virtuelle

NO.s.h)y= Y w(h s €)' h). (75)

eeZ(r,s)V

Par inversion de Fourier dans le groupe Z(A, s), on a

T s, €)=|Z(h, s)| " Z TI(A, s, h)e(h).
heH
On applique Res oD a cette égalité :

Res(8) =|Z(1, )| ' Y ResoDoTI(%, s, h)e(h).
heH
Utilisons I’involution FP*" de [Waldspurger 2018, §1.9]. Puisque, justement, c’est une involution, on peut
composer a gauche le membre de droite ci-dessus par FP* o 7P, Le théoreme 2.7 de [Waldspurger 2018]
n’est plus conditionnel puisqu’on a démontré en [Waldspurger 2016b] le théoreme 2.1 de [Waldspurger
2018]. Il nous dit que FP* oResoD o I1(A, s, h) =ResoD o IT(X, h, s). D’ou

Res(8) =|Z(x,$)|' Y FP oResoD o TI(%, h, s)e(h).
heH

On peut encore développer le membre de droite en utilisant (75) o I’on échange s et /i :

Res(®) =Z(h.9)| 'Y > FPoResoD(m(x, h,£))E(s)e(h). (76)

heH &€Z(A,h)Y

L’ensemble Endoupip-quad S identifie a szmp (2n). Plus précisément, les €léments de Endougip-quad de la
forme (X, s, h) (c’est-a-dire dont les deux premiers termes sont nos éléments fixés X et s) s’identifient
aux quadruplets (AT, A7F, A7, 077) € PP (2n) tels que ATTUATT = AT et ATTUATT =47, Si
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(A, s, h) correspond ainsi 2 (AT, A=, AT~, A7 7), I'image de & dans

Z(h,s)~ (Z/zz)Jordbp(AJr) x (Z/ZZ)Jordbp(A*)
est

(multy+— (1)) eJordy, () X (MUl —(@))ietordyy (1) » (717)

ou il s’agit en fait des images des multiplicités dans Z/27Z. On voit que I’on peut choisir H de sorte que
I’ensemble des (A, s, h) pour h € H s’identifie a I’ensemble des quadruplets satisfaisant les conditions
ci-dessus et de plus : mult;+ (i) < 1 et mult,—(7) < 1 pour tout i. On peut évidemment renforcer des
inégalités en mult,+- (i) <inf(1, mult,+ (7)) et multy— (i) <inf(1, mult,- (7)) (par exemple, mult;+- (i) <
multy+ (i) puisque AT = AT UAT™). On choisit ainsi I’ensemble H. Pour tout 2 € H, continuons 2 noter
(AT, A7, AT, A7) le quadruplet associé a (A, s, h) et posons v = ATT UL, v =ATT UL,

Le couple (v, v™) appartient a notre ensemble n(A™, A7). Le groupe Z (A, h) s’identifie a
(Z/ZZ)Jordbp(v+) % (Z/zz)Jordbp(V’)

et un élément & € Z(A, h)Y s’identifie a un couple (1, £7). Le quadruplet (v, €T, v™, £€7) appartient
aM(AT, A7). Mais I’application & — (vt, v™) n’est pas injective (h est une classe de conjugaison par
Z(x,s) et (v, v™) parametre sa classe de conjugaison par Z(1)). L’égalité (76) se récrit

Res(8) = > fO ET VT ED)FPT oResoD(m(vT, ET, v, 7)),
(v+.EF v ET)ENGRT A7)
ol :
— pour (A, h, &) correspondant a (v, T, v, E7),onanot€ w(v,ET, v, ET) =7 (A, h, E);
— ft, T, v, E7) est la somme des |Z(X, s)| " 'e(h)&(s) sur les h € H d’image (vF, v™).
Pour (W, €T, v 7)) eMN(AT, A7), ona

ResoD(m(vT, €T, v, £7)) = Repopt(py+ g+ @ py- £-)

d’apres la proposition 1.11 de [Waldspurger 2018]. On a aussi FP* o Rep = k, cf. [Waldspurger 2018,
§1.9]. Donc

Res(8) = > SOTET VT EDko pulpyr g+ @ po-g-).
(H.E+ v ET)ENOH A7)
Puisque «; est I’élément de R tel que Res(8) = k(«s), on obtient la formule de 1’énoncé, a condition de

prouver 1’égalité
SO E VT E ) =e( et a7, e v 6T, 0T 67) pourtout (v ET, VT, ET) e M, A0).

Fixons donc (vt, &+, v, £7) € 9M(AT, A7). On compare tout de suite le facteur |Z (%, s)|~! figurant
dans la définition de f(vt, &1, v, &™) avec le facteur 2~ 1ordwGDI=Hordny O foyrant dans celle de
e(AT,eT, A7, e ;v ET, v, E7) 1 ils sont égaux. On note f le terme f (v, T, v™, &€7) privé de ce
facteur et on doit prouver que f = [];¢ Jordyp () €(i), avec les notations précédant I’énoncé. Soit h € H
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d’image (v*, v™). Notons encore (AT, A=, AT=, A7 7) le quadruplet associé a (A, s, h). D’apres (77),

e(h) = ( [T @™ <">) ( [1 e—(i)m““M")).
i€Jordyp (AT) i €Jordyp (A7)
On simplifie cette égalité en

E(h) — 1_[ 6+(l~)multﬁ7(i)€—(i)mult)ff(i)’

i€Jordy, (1)

on a

avec la convention €7 (i) =1sii ¢ Jordbp()ﬁ) ete (i) =1 pouri ¢ Jordp, (A 7). Le quadruplet associé a
(A, h,s) est (ATT, AT, 47T, A77). Le couple (§T, £7) s’identifie & un élément de Z(A, h)" et on a la
formule similaire (avec une convention analogue) :
S(S) — 1_[ €+(i)mult)i+(i)gf(l‘)mult)if(l')‘
i€Jordpp(X)
Posons simplement m™ (i) = multy+- (i) et m™~ (i) = mult;— (i). On a mult; -+ (i) = mult,- (i) —m~ (i) et
on obtient
emis)= [ e Ve @ Petmi OO i@,
i€Jordpp (1)

Pour i € Jordpp(2), notons E(i) I’ensemble des couples (m*,m™) €{0, 1}* tels que
mt <inf(1, mult,+ (7)) et m~ <inf(l, mult,- (i)); m* +m~ =mult,- (i).

L application

b= (m™ (i), m™(i))ielordyy ()

identifie I’ensemble des h € H d’image (v, v™) avec ]_[iejordbme(i). On voit alors que f= HieJordbp(k)fi’
ol, pour i € Jordpp(2), on a posé
fi= > €O ey ETH™ N O
(mtm™)€E®)
Il reste a démontrer I’égalité f; = e; pour tout i € Jordy,(1). C’est un calcul élémentaire que I’on effectue
en distinguant chacun des cas (74)(a) a (74)(e). On le laisse au lecteur. [l

3.9. Preuve de (71). On fixe n1,n, e Navec n; +ny =netny > 1sit=an. On fixe (i1, n1; K2, M2) €
PP (n1, ny) et on suppose ms g(11, 13 12, n2) # 0. D’apres la définition de ms 5 (11, n1; 2, m2) #0,
on peut fixer ¢’ = = tel que ms(py,,» @ sgn, ,o,i;,nz ®sgn) # 0.

On a défini en les paragraphes 1.4 et 1.5 les partitions spéciales sp(it1, 1) et sp(u2, n72). D’apres les
résultats de ces paragraphes, on a

wi <sp(ier, 1), p2 < sp(i2, n2). (78)

Le symbole associé a p,, ,, appartient a la famille de sp(u1, n1). Posons A1 = d(sp(u1, n1)) et p; =
Pur,m ®sgn. D apres 1.6, le symbole associ€ a p; appartient a la famille de 1. Posons A, = d (sp(u2, 12))



1164 Jean-Loup Waldspurger

et p2 = Pu,.n, @ SN Si pp n'est pas exceptionnel. Si py est exceptionnel, on releve wy en un élément o
de P°"™(2n5) et on pose pp = Puz,n, @sgn. On a de méme : le symbole associé a p, appartient a la famille
de A,. La représentation pﬁ;’n , ®sgn est I'un des prolongements de p, a Wy, donc est de la forme ,o§ pour
un ¢ = =+ (on n’a pas en général ¢ = ¢’ mais peu importe). On a donc ms(p;, ,0§ ) # 0. Rappelons que ce
terme est la “multiplicité” de p; ® p§ dans ks o. La fonction «; est calculée par le lemme 3.8 (rappelons
que I’on suppose (A, s, €) € Tttynip-quad)- La fonction ks o est calculée par une formule analogue, ou I’on
se restreint aux (v, &1, v7,67) € M(AT, A7) tels que ky+ g+ = k- ¢~ = 0. Notons ce sous-ensemble
MNo(At, A7). D’apres ce lemme, on peut fixer un élément (v, ET, v, E7) € MNy(AT, A7) tel que la
multiplicité de p; ® ,05 dans pt(p,+ g+ ® py- g-) est non nulle. On sait que la représentation p,+ ¢+ est
de la forme
P+ g+ = Z C(V+s §+§ ‘)+’ é+)/0,>+,g'+a
pt EF

ot (0, £T) parcourt les éléments de PY™P(S(vT)) tels que ky+ z+ = 0. On note PY™(S(v*); k =0)
I’ensemble de ces éléments. Le coefficient c(vt, £€T; v, £1) n’est non nul que si vt < V. De mémes
propriétés valent pour p,- ¢-. On peut donc fixer (ﬁ+,é+) € PY™(S(wT); k = 0) et (f)_,é_) €
PYMP(S(v7); k =0) tels que

bt v < (79)

et la multiplicité de p; ® pg dans pu(py+ g+ @ py- ¢-) soit non nulle. Cette multiplicité est exactement le
terme m(p1, ,05 S Pp+ g+» Py- i) défini en 1.12. Dapres la proposition de ce paragraphe, la non-nullité de
cette multiplicité entraine

pTUDT <ind(Aq, A2). (80)

Par définition de DI(A*, A7), on a vT Uv~ = A. Les inégalités (79) et (80) entrainent A <ind(A{, A7)
d’ou aussi d(ind(A1, Ap)) < d(A) puisque la dualité est décroissante. On applique la proposition 1.9 :
d(x) Ud(y) < d(@nd(ry, X2)), d’ou aussi d(A1) Ud(r) < d(X). Or d(Ay) = sp(u1, n1) et d(hy) =
sp(ua, n2) par définition. En utilisant les inégalités (78), on en déduit U uy <d(A), ce qui démontre (71).

3.10. Preuvede (72). Onasupposé (A, s, €) € Jttypip-quad- Maintenant, on suppose de plus que les termes
de A sont tous pairs. C’est loisible d’apres 3.4.
On fixe une fonction 7 : Jordp, (1) — Z /27 vérifiant les conditions suivantes :

(81) (a) Pour i € Jordy,(A) tel que multy (i) =1, 7(i) =0.
(b) Pour i € Jordyy(A ™) NJordp, (2 7), (=17 = et (i)e(i).

Remarquons que les deux cas sont exclusifs : dans le cas (b), on a mult, (i) > 2.

Appliquant la proposition 1.11, on introduit des entiers n, np € N tels que n; +n, = n et des partitions
A1 € PYMPSP(2p1), Ay € POSP(2n5) telles que A; et A, induisent régulierement A, d (A1) Ud(Xy) =d())
et Ty,.1, = T. On fixe des couples (71, §1) et (12, §2) paramétrant des symboles (X, Y1) dans la famille de
A1 et (X2, , Y>) dans la famille de A;, avec §; =0 et § =0. On pose w1 =d (A1), ua =d(Az). Ce sont des
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partitions spéciales. Le symbole d(X, Y1) appartient a la famille de w; et est paramétré par un couple
(71, 8}) tel que 8] = 0. D’apres le lemme 1.4, c’est le symbole de la représentation p,,, ,, pour un couple
(w1, m) € PO opn +1;k=1). Le symbole d(X>, Y») appartient a la famille de u, et est paramétré par
un couple (7, 8)) tel que 8, = 0. Supposons /1, non exceptionnel. D’apres le lemme 1.5, d(X3, Y>) est le
symbole de la représentation p,, », pour un couple (u2, 72) € Poth(2p,: k = 0). Dans le cas ou o est
exceptionnel, on a de méme un couple (2, 12) mais la représentation p,,, ,, doit Etre remplacée par p,, ,,
ou Ly est I’'un des relévements de w, dans 7_3°“h(2n2). On va montrer que le quadruplet (w1, 71; ,uzt 12)
véri_ﬁe la condition (72).

Tout d’abord, on a w1 Uy =d(A) Ud(Ar) =d(A).

On veut prouver que ms : (i1, n1; K2, 12) 7 0. Posons sgn, = 1 si ff = iso, sgn; = —1 siff =an. Le
terme ms (W1, N1; 12, 72) est égal a

M5Oy @ SEN, p,F . @ sgn) + sgn, ms (., @sgN, p,), . @ sgn), (82)

éventuellement divisé par % La représentation p,, ,, ® sgn n’est autre que la représentation p; de Wy,
dont le symbole est (X1, Y1). Les représentations ,0:[2’,]2 ®sgnet p,, . ®sgn sont les prolongements
(éventuellement égaux) a W,,, d’une représentation p, € W,g dont le symbole est (X», ¥>). Le terme (82)
est égal, au signe pres, a

ms(p1, p3) +sgnyms(p1, p3). (83)

Soit ¢ = £. En reprenant la preuve du paragraphe précédent, on calcule

ms(p1, p3)
_ > et et et ET VT E)
(WHETVT,ET)EM(A T, A7)

x cvt gt T, ET)
> >

(b ENEPYMP(S(vH);k=0) (V—,E7)ePY™P(S(v);k=0)
xc(w L, ET; Vv, E )m(py, ,0§§ Pit i+ Py =)

Comme dans le paragraphe précédent, la non-nullité du terme que 1’on somme entraine les inégalités (79)
et (80) de ce paragraphe. On a v Uv™ = A et, ici, on sait par hypothése que ind(A1, ;) = A. Ces inégalités
(79) et (80) sont donc des égalités. Maintenant que v+ = v, on sait que la relation c(v*, £+; 0, 1) £0
équivaut 2 T = £ et que, si elle est vérifiée, on a c(vT, £T; b1, ET) = 1. De méme bien sir pour
les objets associés a v~. Cela nous débarrasse des sommes en (v, S et (v, é‘) et des coefficients
ct et vt ENyete(v—,£7; 07, £7). On a simplement

ms (o1, 03) = > e, et AT e v EY VT EDIm(p1, 35 put oty o)
(W &+ 0™ E) MO A0)

Les éléments (v, ET, v, &E7) € Mo(AT, A7) pour lesquels m(p;, pg; Put g+, pr-g-) 7 0 sont exac-
tement les éléments de (AT, A7) qui vérifient I’hypothese (B)¢ de 1.13. D’apres la proposition de
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ce paragraphe, ce sont aussi les éléments de D1(A™T, A7) qui vérifient (A)¢ et, pour ces €léments, on a

m(p1, pg; P+ g+, pv-g-) = 1. La condition (A)¢ se décompose en deux :
pour i € Jordpp(A), mult,-(i) = ¢ (i), (84)
olton aposé c*(i)=8"%3G)—8°@GT);
pour i € Jordp,(v), EF()=(=DTD;  pouri €Jordp,(v7), £ () =(=DT D (85)
Notons né (A1, A2) ’ensemble des (v, v™) € n(A1, A2) vérifiant la condition (84). Dans la suite du calcul,
pour (v, v™) €né (A, A2), notons (¢, £7) le couple déterminé par la condition (85). On obtient
ms(prp3) = Y. et et AT vt ET v e, (86)
(wtvH)ent(At,A7)

Soit i € Jordpp (). Définissons un ensemble M §(i) par les égalités suivantes :
— sicf(i) =1, MS(i) ={1};
— sic(i) =0 et multy+ (i) mult,- (i) =0, M%) ={0};
— si ¢4 (i) =0 et mult,+ (i) multy- (i) £ 0, M*(@Q) = {0, 2}.
On vérifie a I’aide de la définition de 3.8 et de la relation (84) ci-dessus que I’application (v, v™)
(mult,- (1)) ejordy(2) €St une bijection de n (A, A7) sur Hie]ordbp(x) ME ().
Soit i € Jordyp(X) et m € M*(i). Définissons un nombre € (i, m) par les égalités suivantes :
(87) (a) €f (i, 0) = (D)7 Dmull-
(b) si mult,+ (i) mult,- (i) # O,

e{ (l, 1) — E—I—(i)(_l)ri(z’)multr(i) + 6—(i)(_l)r_i(i)-i-rf(i)(mult)ﬁ(i)—l);

(©) si multy+ (i) =0, €5(i, 1) = € (i)(=1)7 DOl (-1,
(d) simult;-(i) =0, e4(i, 1) =€T();
(e) et (,2) = €+(l’)€—(i)(_l)t’[(i)-‘rrz(i)(mult)h_(i)—l)‘
Pour (v, v™) ené (A", A7), on vérifie a I’aide de la définition de 3.8 et de la relation (85) ci-dessus
que I'on a I’égalité
e et T e vt g v ET) = 27 Poe DI GO Tt i, mult,- (1)),
i€Jordpp(A)

La relation (86) se transforme en

— )| — - .
my(p1, py) =27 GOl T 52, (88)
i€Jordy, (1)

ol on a posé

S¢@i) = Z e (i, m).

meM¢ (i)
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Fixons i € Jordy,(A) et calculons § £(i). Remarquons qu’en vertu de la condition (81)(b) ci-dessus, de
I’égalité v = 1;, 1, et de la remarque (1) de 1.13, on a I’égalité

(=D)T OO — et ()e () si mult+ (i) mult;— (i) # 0. (89)
La définition des termes e® (i, m) se simplifie alors dans les deux cas suivants :
si mult+ () mult— () #0, e5(i, 1) = 2eT(i)(=1)T Omuilt-0 LG 2) = (— )T Omult-0),
On calcule alors :
(90) (a) sicf(i)=1etmult,-(i)) =0, S°@)=€t(i);
(b) si ¢t (i) =1 et multy+ (i) =0, S¢(i) =€ (i)(—1)7 O+ Omuly-H-D
(c) sicf(i) =1 et multy+ (i) multy- (i) # 0, SE(@i) =2t (i)(—1)mult- O .
(d) si ¢4 (i) = 0 et multy+ (i) multy- (i) = 0, $¢(i) = (—1)mlu-OFO)
(e) si ¢4 (i) =0 et multy+ (i) multy— (i) # 0, S¢(i) = 2(—1)mult- DT,

On voit que S° (i) est non nul pour tout i. On déduit de (88) que m;(p, ,05) # 0. Mais cela ne suffit
pas a prouver que I’expression (83) est non nulle. Pour cela, montrons que, pour tout i € Jordy,(2), on a
I’égalité

S~ (l) — €+(i)multx+ (i)é_ (l-)multr (i)S+ (i), (91)
o, pour simplifier les notations, on a posé € (i) =1 sii ¢ Jordy,(AT) et €~ (i) = 1 sii & Jordp, (A 7). La
vérification de cette assertion se fait cas par cas. Traitons seulement le cas ot mult;+ (i) mult, - (i) # O.

D’apres la définition de ¢ (i) et la remarque (2) de 1.13, on a la relation ¢ (i) +¢~ (i) = multy (i) mod 27Z.
Supposons d’abord multy (i) pair. Alors ¢t (i) = ¢~ (i). Si ces deux nombres valent 1, on a d’apres (90)(c)

S+ (l) — 2€+(l)(— 1)mult)\7 @) , S~ (l) — 2E+(l)(— l)mult)r (i)‘t_(i).
D’ob §7(i) = (=) O+t O)ymult— ) g+ ;) En vertu de (89), cela équivaut
S~ (l) — 6+(i)mult)ﬁ (i)E_ (i)mult)f (i) S+(l)
Mais, puisque mult, (i) est pair, mult; + (i) et mult, - (i) sont de méme parité et I’égalité précédente coincide
avec (91). Si ¢t (i) = ¢~ (i) =0, on a d’apres (90)(e)
st (i) =2(— l)mult;f @Tr@) . ST()=2(— 1)mult)\7 )T~ @) i

d’ol encore S™(i) = et (i)™ D= ()™ML= §+(j) et la méme conclusion. Supposons maintenant
mult; (i) impair. Alors ¢t (i) # ¢~ (i). Soit ¢ = =% tel que ¢®(i) = 1 et ¢7¢(i) = 0. D’apres (90)(c) et
(90)(e), on a
SE@i) = 26T (i) (= )™= OFD g (1 = 9(—1ymul- DT D),
D’ou
SE(@i) = et (i) (= l)multx— HE* O+~ () g—¢ (i),
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ou encore, d’apres (89) :
S{ (l) — é-i-(i)(é-i-(i)é—(i))mult)r (i)S—{ (l) — 6+(i)1+mult)\7 (i)E—(l-)mult;; (i)S—§ (l)

Mais mult, (i) est impair donc 1 + mult, - (i) est de la méme parité que mult,+(i). L’égalité précédente
coincide avec (91). Cela démontre (91) dans le cas ou mult,+ (i) mult,- (i) # 0. On laisse les autres cas
au lecteur.

En vertu de (88) et (91), on a I’égalité

ms(p1, pi) = cms(p1, py), (92)

c=( I] e+(i)m““ﬁ<”)( [1 e(i)mulw')).

ieJordp, (A1) i€Jordyp (A7)

Mais on a vu en [Waldspurger 2018, §1.3(1)] que ce produit déterminait I’indice f : celui-ci estisosic=1,
an si ¢ = —1. Autrement dit, ¢ = sgn,. L'égalité (92) et la non nullité€ de ses deux membres entrainent la
non-nullité de I’expression (83). Cela acheve de prouver que m;s (1, n1; (2, n2) # 0.

Il reste une derniere condition a prouver, a savoir que n, > 0 si § = an. Mais, si n, =0, les représentations
,o; et p, sont les mémes : ce sont I’'unique représentation du groupe Wy = {1}. Donc m;(p1, p; )=
ms(p1, p, ) et le calcul ci-dessus entraine que ff = is0. Cela acheve la vérification de la condition (72) et
en méme temps la preuve du théoreme 3.3.

Remarque. On peut vérifier directement que, si ff = an, le couple (n1, ny) fourni par la proposition 1.11,
pour notre fonction t, vérifie n, # 0. En effet, supposons par I’absurde que n, = 0. A fortiori, I’ensemble
d’intervalles de X, est vide donc j et j + 1 ne sont 2-liés pour aucun j > 1. Pour j impair, la condition
(21) entraine A ; = A ;1. Donc les multiplicités mult; (i) sont toutes paires. Puisque ff = an, on a

( I1 e+(i)”‘“““(”)( [1 e—(i)”‘““”")>=—1-

i €Jordyp (A1) i€Jordyp (A7)

Un i € Jordy,(A) tel que multy+ (i) mult,- (i) = O n’intervient pas dans ce produit. Par exemple, si
mult, - (i) = 0, il n’intervient évidemment pas dans le second produit. Il intervient dans le premier par
et )™+ @) Mais mult,+ (i) = multy (i) est pair et cette contribution vaut 1. En supprimant ces termes
et en utilisant que mult,+ (i) et mult,- (i) sont de méme parité, on obtient

[T ©ocaomn-o=—1
i €Jordyp (AT)NJordyy (A7)
On peut donc fixer i € Jordy,(AT)NJordp, (A7) tel que T (i)e™ (i) = —1. D’apres (89), ona v (i) £t~ (i).
Par construction de ces fonctions, cela entraine qu’il existe un intervalle A; € Int(A;) tel que J({i}) CJ(A»).
A fortiori, Int(A;) est non vide, ce qui contredit notre hypothese n, = 0.
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Index des notations de [Waldspurger 2018] (reprise)
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