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Sous-groupe de Brauer invariant
et obstruction de descente itérée

Yang Cao

Pour une variété quasi-projective, lisse, géométriquement inteégre sur un corps de nombres k, on montre
que I’obstruction de descente itérée est équivalente a I’obstruction de descente. Ceci généralise un résultat
de Skorobogatov, et ceci répond a une question ouverte de Poonen. Les outils principaux sont la notion de
sous-groupe de Brauer invariant et la notion d’obstruction de Brauer—Manin étale invariante pour une
k-variété munie d’une action d’un groupe linéaire connexe.

For a quasi-projective smooth geometrically integral variety over a number field k, we prove that the
iterated descent obstruction is equivalent to the descent obstruction. This generalizes a result of Sko-
robogatov, and this answers an open question of Poonen. Our main tools are the notion of invariant Brauer
subgroup and the notion of invariant étale Brauer—Manin obstruction for a k-variety equipped with an
action of a connected linear algebraic group.
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1. Introduction

Soit k un corps de nombres. Soit A; 1’anneau des adeles de k. Pour une k-variété lisse X, on note
X (Ay) ’ensemble des points adéliques de X. On a le plongement diagonal

X (k) C X(Ap).

C’est une question importante de caractériser I’adhérence des points rationnels dans les points adéliques
(principe de Hasse, approximation faible, approximation forte). Manin [1971] a montré que cette adhérence
est contenue dans un fermé déterminé par le groupe de Brauer de la variété X. Depuis lors, divers auteurs
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(Manin, Colliot-Thélene, Sansuc, Skorobogatov, Harari, Demarche) ont décrit d’autres fermés de X (Ay)
contenant les points rationnels, et se sont attachés a comprendre les inclusions entre ces divers fermés.
On a utilisé pour cela les torseurs sous des groupes linéaires (finis ou non) sur X, et on a utilisé des
combinaisons de ces deux approches pour déterminer des fermés minimaux de X (Ay) contenant X (k).
Harari et Skorobogatov [2002, Definition 4.2] ont décrit une inclusion (cf. (1-2) pour la définition)

X(k) C X(Ak)descent'
Ensuite Poonen [2017, §8.5.2] a itéré cette inclusion en (cf. (1-3) pour la définition)
X(k) C X(Ak)descent, descent C X(Ak)descent

et demandé [Poonen 2017, §8.5.4] si la deuxieme inclusion raffine la premiére. Le théoréme principal
du présent article (théoréme 1.1) permet de répondre a cette question de Poonen : X (A )descent, descent
X (Ag)deseent (théoréme 1.2 ci-dessous). Ce théoréme 1.2 apporte un point final 2 1’ utilisation combinée
du groupe de Brauer et de la descente sous des groupes linéaires dans la détermination de 1I’adhérence de
X (k) dans X (Ag).

Donnons maintenant des énoncés précis.

On note €2; I’ensemble des places du corps de nombres k. Pour chaque v € €2, on note &, le complété
de k en v et O, C k, ’anneau des entiers (O, = k, pour v archimédienne).

Pour B un sous-groupe de Br(X), on définit

X(Ap? = {(xv)vegk EX(A: Y invy(E(x,) =0€Q/Z, V& ¢ B}.

vEQy

Comme I’a remarqué Manin [1971], la théorie du corps de classes donne X (k) € X (Ax)®.

Soient F un k-groupe algébrique et f : ¥ — X un F-torseur. Pour tout 1-cocycle o € Z!(k, F),
on note F, respectivement f, : Y, — X le tordu du k-groupe F, respectivement du torseur f, par le
1-cocycle o. Alors f, est un F,-torseur. La classe d’isomorphisme du k-groupe F,, respectivement du
torseur f,, ne dépend que de la classe de o dans H'(k, F). Par abus de notation, étant donnée une classe
[0] € H'(k, F), on note F, = Fio1 et fo = fio1-

Pour une k-variété lisse X, Skorobogatov [1999] et Poonen [2010, §3.3] définissent I’ensemble suivant :

X(A*P = (N U fo(an®), (1-1)
f-Y—F>X oeH(k,F)
F fini

ou F parcourt les k-groupes finis. Ils obtiennent une inclusion X (k) C X (Ap)-Br. Ceci définit une
obstruction au principe de Hasse pour X, appelée obstruction de Brauer—Manin étale, étudiée dans le cas
projectif par Skorobogatov, Harari et Demarche, puis dans le cas quasi-projectif [Cao et al. 2019a].

Le résultat principal de cet article est :
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Théoreme 1.1. Soient G un k-groupe linéaire quelconque, Z une k-variété lisse et p : X — Z un
G-torseur. Alors :
ZA* T = () pe(Xo (A" P).
oecH!(k,G)

Pour G fini et Z projective, ce théoreme avait déja été établi par Skorobogatov [2009, Theorem 1.1].
Pour G fini et Z quasi-projective, il avait été ensuite établi par Demarche, Xu et 1’auteur [Cao et al.
2019a, Proposition 6.6]. Si Z est projective, 1 (Z}) est fini et G est une extension d’un k-groupe fini par
un tore, Balestrieri [2018, Theorem 1.9] a établi une variante simple, ol elle considere I’obstruction de
Brauer—Manin algébrique étale.

Par ailleurs, dans [Poonen 2010, §3.2; 2017, §8], on définit deux ensembles

x@apeert= N U A0, (1-2)
rrx oceH (k,F)
F linéaire
X(Ak)descent, descent . _ ﬂ U £ (Yy (Ak)descent). (1-3)
f:Y—F>X oeH (k,F)
F linéaire

On a X (k) C X (Ap)descent et X (k) C X (Aj)descent descent  Ceci définit deux nouvelles obstructions au
principe de Hasse pour X, appelées obstruction de descente et obstruction de descente itérée. D’ apres la
série de travaux [Demarche 2009b ; Skorobogatov 2009 ; Cao et al. 2019a], on a X (Ak)é" Br— X (A )descent
lorsque X est quasi-projective [Cao et al. 2019a, Theorem 1.5]. Du théore¢me 1.1 on déduit facilement le :

Théoreme 1.2. Pour toute variété quasi-projective lisse géométriquement integre X, on a
X (A)descent, descent _ y( 4 jdescent
L’idée clé de la démonstration du théoréme 1.1 est la notion de sous-groupe de Brauer invariant [Cao
2018, définition 3.1], que nous rappelons ici :
Définition 1.3. Soit G un groupe algébrique connexe.

(1) Soit (X, p) une G-variété lisse connexe. Le sous-groupe de Brauer G-invariant de X est le sous-
groupe
Brg(X) :={b € Br(X) : (p*(b) — p5(b)) € piBr(G)}

de Br(X),ou G x X 2L G, G x X B X sont les projections et G x X L X est 'action de G.

(2) Soit X une G-variété lisse quelconque. Le sous-groupe de Brauer G-invariant de X est le sous-
groupe Brg (X) C Br(X) des éléments o vérifiant a|y € Brg(X’) pour toute composante connexe
X' de X.

(3) Soient F un k-groupe fini et X une G-variété lisse quelconque. Un F-torseur Y I X est G-
compatible s’il existe une action de G sur Y telle que f soit un G-morphisme.
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D’apres la proposition 3.3, I’action de G sur Y vérifiant les conditions ci-dessus est unique et le
Fs-torseur f, est aussi G-compatible pour tout o € H L(k, F). On définit la variante de X (Ak)ét’ Br
suivante :

X (AP = N U £ 0P, (1-4)

F 1
f:Y—> X G-compatible otk F)

F fini

Alors X (k) C X (Ak)ét’ Brox (Ak)G'ét’ BrG | Ceci définit une obstruction au principe de Hasse pour X,
appelée obstruction de Brauer—Manin étale invariante.
Le théoreme suivant joue un role clé dans la démonstration du théoréme 1.1.

Théoreme 1.4. Soient G un groupe linéaire connexe et X une G-variété lisse. Alors
X(Ak)G-ét, Brg — X(Ak)ét, Br.

Dans le cas ou X est un G-espace homogene a stabilisateur géométrique connexe, tout torseur G-
compatible sous un k-groupe fini est constant, d’apres le corollaire 3.5(4). Donc on peut obtenir facilement

le résultat suivant.

Corollaire 1.5. Soient G un groupe linéaire connexe et X un G-espace homogene a stabilisateur géomé-

trique connexe. Alors
X(Ak)ét, Br — X(Ak)G—ét, Brg — X(Ak)BrG(X).

Ce résultat particulier peut s’établir aussi via I’approximation forte sur X par rapport a Brg (X) (voir
[Borovoi et Demarche 2013, Theorem 1.4]).

Donnons maintenant la structure de 1’ article.

Au paragraphe 2, sur un corps k quelconque, s’inspirant de la notion de torseur universel de Colliot-
Théleéne et Sansuc, on introduit la notion de torseur universel de n-torsion (définition 2.1). Ensuite, on
utilise cette notion a établir une formule de Kiinneth spéciale pour la cohomologie étale de degré 2.

Au paragraphe 3, sur un corps k de caractéristique zéro, on considere la donnée d’un k-groupe
algébrique G, d’une G-variété X lisse, d’un k-groupe fini F, d’un torseur ¥ — X sous F, on donne des
conditions équivalentes pour le relévement, de facon compatible, de ’action de G sur X en une action
sur Y. Ce relevement n’est pas toujours possible. On étudie les homomorphismes surjectifs de groupes
algébriques connexes H — G avec une action compatible de H sur Y, et on montre qu’il existe un objet
minimal Hy. Etant donné un élément « € Br(X), en utilisant la formule de Kiinneth ci-dessus, on montre
ensuite qu’il existe un torseur ¥ — X sous un k-groupe fini commutatif F tel que I’image réciproque de
o dans Br(Y) soit invariante sous Hy.

Au paragraphe 4, on rappelle des notions et des résultats établis dans [Cao 2018, §3], en particulier,
la notion de sous-groupe de Brauer invariant et aussi ses propriétés élémentaires. Ces résultats seront
utilisés dans les paragraphes 5 et 6.

Au paragraphe 5, le corps de base k est un corps de nombres. Dans [Cao 2018], étant donné un torseur
Y — X sous un groupe linéaire connexe G, j’ai développé la méthode de descente des points adéliques
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orthogonaux aux sous-groupes de Brauer invariants. Au paragraphe 5, on donne deux nouvelles variantes
de cette descente. La premiere (proposition 5.1) traite du cas ou G est un k-groupe fini commutatif. La
seconde (proposition 5.5) implique 1’obstruction de Brauer—Manin étale invariante.
Les paragraphes 3, 4 et 5 sont utilisés de fagon essentielle au paragraphe 6 ol I’on établit le théoreme 1.4.
Au paragraphe 7, en combinant le théoreme 1.4 et la proposition 5.5, on établit les théoremes 1.1 et 1.2.

Conventions et notations. Soit k un corps quelconque de caractéristique char(k). On note k une cldture
algébrique, ks une cloture séparable et I'y := Gal(k;/ k). Si char(k) =0, on a k; = ketTy:= Gal(lz/k).
Tous les groupes de cohomologie sont des groupes de cohomologie étale.
Une k-variété X est un k-schéma séparé de type fini. Pour X une telle variété, on note k[ X] son anneau
des fonctions globales, k[ X]* son groupe des fonctions inversibles, Pic(X) := H élt(X , Gpy) son groupe de
Picard et Br(X) := H ézt(X , G,) son groupe de Brauer. Notons

Bri(X) := Ker[Br(X) — Br(X;)] et Bry(X) :=Br;(X)/ImBr(k).

Le groupe Br;(X) est le sous-groupe “algébrique” du groupe de Brauer de X. Si X est intégre, on note
k(X) son corps des fonctions rationnelles et 71 (X, x) (ou 71 (X)) son groupe fondamental étale, ol x est
un point géométrique de X. Soit 7y (X ks)ab le quotient maximal abélien de 7y (Xx,). Alors 71 (X ks)ab est
un I'y-module.

Un k-groupe algébrique G est une k-variété€ qui est un k-schéma en groupes. On note e, I’unité de
G et G* := Homy _groupe (G, , Gin) le groupe des caracteres de Gy, . C’est un module galoisien de type
fini. De plus, si G est connexe sur C, le groupe 71(G) est commutatif (cf. [Brion et Szamuely 2013,
Proposition 1.1(2)]).

Un k-groupe fini F est un k-groupe algébrique qui est fini sur k. Dans ce cas, F est déterminé par le
['x-groupe F (k). Pour toute k-variété lisse connexe X, on a un isomorphisme canonique [SGA 1 1971,
§XL.5] :

H'(m1(X), F(ky)) = H' (X, F) etdonc H'(Xy, F) = Homeon (1 (Xy,), F(ky))/ ~  (1-5)

ou I’action de 71 (X) sur F'(k,) est induite par celle de 'y et ~ est induite par la conjugaison.

Soit G un k-groupe algébrique. Une G-variété (X, p) (ou X) est une k-variété X munie d’une action a
gauche G x; X % X. Un k-morphisme de G-variétés est appelé G-morphisme s’il est compatible avec
I’action de G.

Comme déja indiqué ci-dessus, pour tout k-groupe algébrique F, tout F-torseur f : ¥ — X et tout
o € H'(k, F), on note F, (resp. f5 : Yo — X) le tordu de F (resp. de f). Ainsi f, est un F,-torseur.

2. Torseur universel de n-torsion et formule de Kiinneth de degré 2

Dans toute cette section, k est un corps quelconque. Sauf mention explicite du contraire, une variété
est une k-variété. Fixons un entier n > 2 avec char(k){n et notons — ® — := — ®z /n —-
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Cette section contient deux parties. On introduit d’abord la version de n-torsion de la notion de torseur
universel (Colliot-Théléne et Sansuc) dans la définition 2.1, et aussi la notion de type prolongé d’un
torseur (Harari et Skorobogatov) dans la proposition 2.2. En utilisant ces notions, on considere ensuite
le cup-produit de la cohomologie étale de degré 2 sur un produit de deux variétés quelconques et on
établit une formule de Kiinneth pour ce produit (proposition 2.6). Cette formule généralise un résultat de
Skorobogatov et Zarhin, qui traite du cas ou les deux variétés sont propres.

Soient Sh(k) la catégorie des faisceaux étales sur le petit site de Spec k et D' (k) la catégorie dérivée
bornée a gauche de Sh(k) et Db (k) la catégorie dérivée bornée de Sh(k) (une sous-catégorie pleine
de DT (k)). Pour tout i € Z, on a les sous-catégories canoniques DZ (k) et D=/ (k) de D* (k) et deux
foncteurs canoniques t<;, T>; [Kashiwara et Schapira 2006, Definition 12.3.1, Proposition 13.1.5]. Donc
Sh(k) = D=%(k) N D=0(k) est une sous-catégorie pleine canonique de D (k). Par abus de notation, pour
un objet M de Sh(k), on note M I’objet de D™ (k) représenté par le complexe qui consiste en M en
degré 0.

Soient X une variété géométriquement integre et p : X — Spec k le morphisme de structure. Soit Sx un
groupe de type multiplicatif tel que Sy = H '(X4,, itn) comme T';-modules. On rappelle que H' (X, it,)
est fini.

Dans D™ (k), il existe deux morphismes canoniques G,, — Rp.G,, et 1, — Rpsii,. Soient A le cone
de G,,[1] = Rp.G,[1] et A, le cone de u,[1] — Rp.u,[1]. La suite exacte de Kummer donne un
diagramme commutatif de triangles distingués :

+1
An[_z] — Uy — Rp*lfbn —
v
+1
A[=2] G Rp.G,, ——
n- n- n-
+1
A[-2] Gm Rp Gy ——
+1 +1 +1

Les faisceaux de cohomologie des complexes A, et A se calculent comme suit :

An € Dzo(k)a HO(AH) = Hl(st’ M’n) = S;’
AeD='k), HTNA) =hIXT /RS et HO(A) =Pic(Xy,).

Le morphisme ¥ : A, — A induit un morphisme V<o := 1<V : Sy — T<0A.
Harari et Skorobogatov montrent que, pour tout groupe de type multiplicatif S, on a une suite exacte
naturelle [2013, Proposition 1.1, ol t<oA est noté KD'(X)] :

H'(k, S) — H'(X, S) & Homp: ) (S*, T<0A) — H*(k, S). (2-1)



Sous-groupe de Brauer invariant et obstruction de descente itérée 2157
Définition 2.1. Un rorseur universel de n-torsion pour X est un Sx-torseur Tx sur X tel que x ([Tx]) =
WSO . S;} — TfOA'

D’apres [Harari et Skorobogatov 2013, Proposition 1.3], si X (k) # &, pour chaque x € X (k), il existe
alors un unique torseur universel de n-torsion 7y pour X tel que x*[7Tx]=0€ H Lk, Sx).

Dans le cas ol k est un corps de nombres, il existe un torseur universel de n-torsion pour X lorsque
X (Ap)B1X) £ & [Harari et Skorobogatov 2013, Corollary 3.6].

Proposition 2.2. Soit Tx un torseur universel de n-torsion pour X. Soit S un groupe de type multiplicatif
tel que n - S = 0. Alors, pour tout S-torseur Y sur X, il existe un unique homomorphisme ¢ : Sx — S
tel que

¢+ (ITxD) — [Y] € Im(H' (k, S) — H'(X, S)).

Démonstration. Le triangle A, — A 5 A L induit une suite exacte
Homp+ ) (S*, A[—1]) = Homp+)(S*, A,) — Homp+ ) (S*, A) N Homp+x)(S*, A).
Puisque $* € D=%(k) etn-S*=0,0na
Homp+ ) (S*, A[—1]) = Hom (S*, H™'(A)) = Hom (S*, k[X]* /k*) =0
et donc Homy (§*, S%) est isomorphe a
Homp+ ) (S*, S%) —> Homp+ ) (S*, A,) = Homp+)(S*, A) <— Homp+ ) (S, 7<0A).

Alors x ([Y]) € Homp+)(S*, T<oA) donne un homomorphisme ¢* € Homy (S*, S%), et donc x ([Y]) =
Y<oo ™. Soit ¢ : Sx — § ’homomorphisme correspondant. La suite exacte (2-1) implique I’énoncé. [

L’homomorphisme ¢ dans la proposition 2.2 est appelé le n-type de [Y].
Soit Tx le torseur universel de n-torsion pour Xy , on obtient un isomorphisme de I'y-modules :

7x.s : Homy, (Sx, S) = Homy, (S*, S%) — H' (X, S) : ¢ > ¢.([Tx]). (2-2)
En particulier, on a deux I'g-isomorphismes naturels
Tx = T, 0 % > H' (Xig i) 29 > 6u(To) (2-3)

et
x(—1) :=tx.z/n : Homy (Sx, Z/n) => H'(Xi,, Z/n) : ¢ > ¢u(Tx). (2-4)

En fait, par définition, Ty est exactement ’homomorphisme Sy — H°(A,) induit par V<.
Rappelons que, pour tous Fy, F» € D?(k), le produit tensoriel F; ®* F; est bien défini et le cup-produit
est le homomorphisme canonique

Ui i @B, H (F1) @ H (F2) — H (F1 @ F2)

induit par la suite spectrale de Godement (cf. [Milne 1980, Lemma VI1.8.6] ou [Fu 2011, Proposi-
tion 6.4.12]). De plus, Rp.u, € DP(k) [Fu 2011, Corollary 7.5.6].
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Corollaire 2.3. Supposons que k est séparablement clos. Soit p : X — Spec k une variété intégre. Alors
(1) le cup-produit U: H' (X, i) @ Hom(uw,, S) = HY(X, S) : (a, ¢) — @y () est un isomorphisme ;
(2) pour tout complexe de 7 /n-modules (vus comme k-faisceaux) de type fini F avec F € DZ(k)nD"(k),

on a Rpyj, @ F € D=°(k) et le cup-produit

Uj (F): ®r+s=j R'pypin @ HY (F) = @r+s=j H (Rpspin) @ H (F) — Hj(RP*an ®F F)

est un isomorphisme pour j =0et j=1;
(3) dans (2), si HO(F) est plat, alors U,(F) est un isomorphisme.
Démonstration. Puisque X (k) # &, il existe un torseur universel de n-torsion 7y — X. D’apres (2-2), on
a le diagramme
Hom(Sx, pt,) ® Hom(u,,, §) —— Hom(Sx, S)

;lt}(@id ;lfx,s

H'(X, pp) ® Hom(u,, S) —— H'(X, S)

ou —o —: (¥, ¢) — ¢ oy. Ce diagramme est commutatif car

Tx.5(@0d) = (9 o) [Tx] = 02 (¢ [Tx]) B x[¢] U

pour tout ¢ € Hom(Sy, 1,) et tout ¢ € Hom(w,, S). Donc on a (1).
Pour tout complexe F dans (2), puisque la dimension cohomologique de Rp, est finie [SGA 43 1973,
XIV] (cf. [Fu 2011, Corollary 7.5.6]), on a :

(i) D’apres [SGA 43 1973, XVIL. Theorem 5.2.11], pour tout j < 0, on a H/ (Rp.pu, @ F) =0 et
donc Rp,pn, ® F € DZ0(k). Ceci implique le premier énoncé de (2).

(i) Si F = H(F) avec HO(F) plat, on a H/ (Rp.pn @ F) = H/ (Rpsit,) ® F et donc U;(F) est un
isomorphisme pour tout j.

(iii) Si F =HO(F), ona Rpypi, @ F = Rpy (i, @ p* F) [SGA 43 1973, XVIL. (5.2.11.1)] (cf. [Fu 2011,
Corollary 6.5.6]). Puisque X est intégre, Ug(F) : i, ® F — Rp,. (1, ® p* F) est un isomorphisme,
et d’apres I’énoncé (1) et [Milne 1980, Proposition V.1.20], le cup-produit

~ U ~
Ui (F): R pup, @ F= H' (X, ) @ Hom(py, iy @ F) = H' (X, 1y @ F) = H (Rp (10, ® p*F))

est un isomorphisme. Ceci vaut seulement pour le cup-produit de degré 1.

Pour tout complexe F dans (2), notons F, := (t>; F)[1] un objet dans DZ=(k) N D’ (k). Alors Fy
vérifie toutes les hypotheses dans (2).
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Le triangle HO(F) — F — F,[—1] L, donne un diagramme commutatif de suites exactes :

0 —— RIHYF) — P RT(H (F) = @, —j | R (H (F1)) ———0

r+s=j
luj(HO(F)) luj(F) luj—l(FJr) l (2-5)

. 6 . . . . .
H)*(Fy) 5 H], (HO(F)) —— Hj, (F) H) 7 (Fy) —— HIT (HO(F))

ol H,{n(—) =M (Rpsptn @ =), R" (=) := R" pyjin ® — et la premiere ligne est exacte car elle est
scindée.

Montrons 1’énoncé (2). D apres (i), on a : HM_nZ(FJr) = Hu_nl(FJr) = 0. D’apres (iii), Up(H°(F)) est un
isomorphisme. Le lemme des cinq implique : Uy(F') est un isomorphisme. Ceci donne 1’énoncé(2) pour
j = 0. Donc Ug(F) est un isomorphisme. D’apres (iii), Ui (HO(F)) est un isomorphisme. Le lemme des
cinq implique : Uj(F) est un isomorphisme.

Montrons 1’énoncé (3). Par hypothese, HO(F) est plat, et d’apres (i), Uy (H°(F)) est un isomorphisme.
D’apres (2), Uy (Fy) et Ug(F4) sont des isomorphismes. Donc 61 = 0 et le lemme des cinq implique :
Uz (F) est un isomorphisme. g

Si X est lisse, d’apres (1-5), I'isomorphisme (2-4) donne un I'y-isomorphisme naturel
tx(—1) : Hom(Sx, Z/n) => H'(Xy,, Z/n) = Homeon (71(Xx,)™, Z/n) : ¥ > (k) 0 T, (2-6)

ol 7, 1w (X kx)ab — Sx(ky) est 'homomorphisme induit par Tx. Ainsi 7, induit un isomorphisme de
['y-modules 71 (X ks)ab /n = Sx(ks) et Tx est géométriquement integre.

Corollaire 2.4. Soit X une variété lisse géométriquement integre. Soient M un 7 /n-module et
ab O
(X)) > M

un homomorphisme surjectif de noyau I'y-invariant. Supposons qu’il existe un torseur universel de n-
torsion pour X. Alors il existe un k-groupe fini commutatif S et un S-torseur T — X tels que T soit lisse
géométriquement integre, S(ks) = M et que, dans H'(Xy,, S) = Homcon (711 (Xi,)™, M), on ait [T,] = 6.

Démonstration. Soit Tx un torseur universel de n-torsion pour X (un torseur sous le k-groupe Sx ). Puisque
Ker(0) est ['y-invariant, il existe une unique I'g-structure sur M telle que 6 soit un ['x-morphisme. Ceci
induit un k-groupe commutatif S et un homomorphisme surjectif 6’ : Sx — S tels que S(k;) = M et que
0'(ks) oty = 0. Alors T :=0,Tx :=Tx x3% S donne 1’énoncé. O

Soient U, V deux variétés géométriquement integres sur k. On considere le diagramme commutatif

Ux,V—Lsy

lpl lqz 2-7)

v—= Spec k
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Soient M, N deux Z/n-faisceaux finis plats sur le grand site de k. Le cup-produit donne un quasi-
isomorphisme [SGA 41, 1977, Th. finitude, corolaire 1.11] (cf. [Fu 2011, Corollary 9.3.5]) :

U: Rq1.«M ®F Rgs N = R(q1 o p1)+(M QF N). (2-8)
Ceci induit le cup-produit [Fu 2011, Proposition 6.4.12] :
Uj @,y R'q1.4M Qz/0 R 24N — H/ (Rq1 «M ®" Rqz «N) => R/ (q1 0 p1)«(M ®" N).
Lemme 2.5. Le cup-produit U; est un isomorphisme pour j =0, 1, 2.

Démonstration. On peut supposer que k est séparablement clos. Les Z/n-modules finis M, N sont plats
et donc ils sont des facteurs directs de (Z/n)® pour i assez grand. Puisque tous les foncteurs ci-dessus
commutent avec les sommes directs finies, on peut supposer que M = N = u,. L’énoncé découle du
corollaire 2.3(3) et de (2-8). Il

Le résultat ci-dessous généralise [Skorobogatov et Zarhin 2014, Theorem 2.6].

Proposition 2.6. Supposons que k est séparablement clos. Soient U, V deux variétés géométriquement
integres et F un Z/n-module fini plat. On considére le diagramme (2-7). Alors on a des isomorphismes
naturels
(pr.p3): H'(U, FY®@H (V,F) = H'(U x V, F)
et
(P}, U, p3) H* (U, F)®[H'(U,Z/n)®z H'(V, F)I® H*(V, F) = H*(U x V, F),

onU:H'\(U,Z/n)®z H (V, F) — H2>(U x V, F) estle cup-produit.

C’est clair que si U, V sont définis sur un sous-corps kg C k avec k/ ko galoisienne et F un Gal(k/ko)-
module, alors les deux isomorphismes ci-dessus sont des isomorphismes de Gal(k/kg)-modules.

Si char(k) = 0, cette proposition découle de [Skorobogatov et Zarhin 2014, Proposition 2.2] et de
[Milne 1980, Theorem II1.3.12] (on peut vérifier que I’homomorphisme dans [Skorobogatov et Zarhin
2014, Proposition 2.2] est compatible avec le cup-produit).

Démonstration. On applique le lemme 2.5 au cas U x k et au cas k x V, et on obtient deux diagrammes

commutatifs :
H(U,7/n)® HO(k, F) ——— H'(U, F) HOK, Z/n) @ H'(V, F) ——— H(V, F)
idxq;‘lg lpf q?‘xidlé ll’i‘
H(U,Z/n) & HYV, F) —— HI(U x V, F) HOWU,Z/n)® H(V, F) —— HI(U x V, F)

pour i =1 et 2, ou Uy (resp. Uy) est le cup-produit sur U (resp. V). Donc
PHH' (U, F)=V;(H'(U,Z/n)® H'(V, F)) et pi3(H'(V,F))=U;(H (U, Z/n)® H' (V, F)).

L’énoncé découle du lemme 2.5. Il
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Soient 7y (resp. 7y ) un torseur universel de n-torsion pour U (resp. pour V) et Sy (resp. Sy ) le groupe
correspondant (cf. définition 2.1). Skorobogatov et Zarhin [2014, §5] introduisent un homomorphisme :

e : Homy (Sy, Sy) — H*(U x V, n) : ¢ > ¢.[Tu1U[Tv], (2-9)

olt U est le cup-produit H'(U, S3) x H'(V, Sy) — H?(U x V, w,). Les isomorphismes 7y dans (2-3)
et ty(—1) dans (2-4) donnent un diagramme :

&

(Homy, (Sy, Z/n) ® Sy)™ +> Homy (Sy, Sy) H>(U XV, )

Z 2-10
m l 10)

(H'(Ur,, Z/n) @ H (Vi )" —— HA((U x V)i, ftn),

qui est commutatif parce que, pour tous ¢ € Homy (Sy,Z/n) et ¢ € S}, = Homy, (Sy, u,), on note
¢* :=Homy, (¢, u,) : Z/n — S}, le dual de ¢, et on a :

8@ (9 ® ) = (6" 09) = (@)l TUD UITV] 2 e Tu1U o[ Tv] = 70 (= 1)(9) Uy (9),
ou (1) découle du diagramme commutatif
H'(UxV,Sy) x H'(UxV,Homy,(Sy, ) —— HXU X V, i)

J% (¢*)*:H0m/{5 (¢vﬂn)*/[ l:

H'(UX V. ) x H'(U XV, Homy (. (1)) —— H*U X V., ).
Si U (k) # @, alors il existe un torseur universel de n-torsion pour U. Pour un point u € U (k), notons
Hi(U, ) :=Ker(H' (U, i) = H' (k, 1)).

Corollaire 2.7. Sous les notations et hypothéses ci-dessus, supposons que U (k) # @ avec u € U (k) et
qu’il existe des torseurs universels de n-torsion Ty pour U (sous le groupe Sy) et Ty pour V (sous le

groupe Sy ). Alors on a un isomorphisme :

(p}.p3,8)
—_—

Hy (U, pn) ® H*(V, 11,) ® Hom (Sy . S3) H*(U x V., ).

Démonstration. Notons EZZJ (U):=H'(k, H/ (Uy,, jtn)) = H'T/ (U, w,) la suite spectrale de Hochschild—
Serre de U et Eé’j(V) (resp. E;’j(U x V)) celle de V (resp.de U x V).

Notons H;(ka, Un) = Ker(H"(Uk_v, ) AN Hi(k, ,un)). Alors H,?(Uks, ) =0et H;(ka, Un) =
H!(Uy,, it,) pour i # 0. La suite spectrale de Hochschild-Serre donne canoniquement une suite spectrale :

EY (U, u) = H' (k, H] (Uy,, wn)) = HIT (U, ).

Soit ¢;’j : E;’j(U, u) ® E;’j(V) — E;’j(U x V) le morphisme de suites spectrales induit par (p}, p3).
D’apres la proposition 2.6, ¢y est un isomorphisme pour j =0, 1 et ¢3* est injectif. Ainsi ¢} induit
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une suite exacte par le lemme des cinq :

0— HA(U. 1) ® HA(V, ju) = HA(U x V. 1) — coker(¢)”).
D’apres la proposition 2.6 et le diagramme (2-10), on a coker(qbg’ 2) = (HI(U,;, Z/n)® H! (Vg /JLn))Fk
et la composition

Homy (Sy, S) S HXU XV, wy) — Hz((U x V)i, Mn)rk — coker(qbg‘z)

est un isomorphisme, d’ou le résultat. O

3. Préliminaires sur les torseurs sous un groupe fini

Dans toute cette section, k est un corps quelconque de caractéristique 0. Sauf mention explicite du
contraire, une variété est une k-variété.

Soit G un groupe algébrique connexe et X une G-variété lisse géométriquement integre. Cette section
traite trois problemes : pour un torseur H — G sous un k-groupe fini, on montre I’existence et I’unicité
de la structure de groupe sur H dans paragraphe 3A ; pour un torseur ¥ — X sous un k-groupe fini, on
donne dans paragraphe 3B une condition nécessaire et suffisante pour le relevement, de facon compatible,
de I’action de G sur X en une action sur Y ; si ce relevement n’existe pas, on montre dans paragraphe 3C
I’existence d’une isogénie minimale Hy — G telle que 1’action de Hy puisse étre relevée en une action
sur Y.

3A. Torseur sur un groupe algébrique. Pour un groupe algébrique connexe G, tout recouvrement étale
fini de G est une extension centrale de Gj [Brion et Szamuely 2013, Proposition 1.1(1)]. Le résultat
suivant généralise ce résultat au corps de base et il est aussi un analogue d’un résultat de Colliot-Thélene
[2008, Theorem 5.6].

Proposition 3.1. Soit G un groupe algébrique connexe, S un k-groupe fini commutatif et v : H — G un
S-torseur avec H géométriquement integre sur k. S’il existe un point ey € H (k) avec Y (en) = e, alors
il existe une unique structure de k-groupe algébrique sur H telle que \ soit un homomorphisme et que
ey soit l'unité.

De plus, dans ce cas, Ker(yr) = S et action de S sur H est compatible avec la multiplication de H.

Démonstration. L’ existence d’une structure de groupe sur H est équivalente a 1’existence d’un couple
de morphismes (m g, i) satisfaisant certaines relations ot my : H x H — H est la multiplication et
ig : H— H est’inverse.

Pour I"unicité, s’il existe deux structures de groupe sur H, soient (mg,ig), (m/H, i }{) les couples de
morphismes correspondants. Soient m la multiplication de G et ig ’inverse de G. Alors

Vompy=mgo(Y xy¥)=yomy, muyley xey)=ey=mpyley xen),

l/loiHZiGOl//:woi;[, iH(eH)zeyzi},(eH).
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Puisque i est fini étale et H x H est intégre, on ampy = m}, etig= i}l [Milne 1980, Corollary 1.3.13].
Ceci donne 'unicité de (my, ig).

Pour I’existence de la structure de groupe (i.e., I’existence de (mpy, iy)), par la descente galoisienne
et 'unicité de (mpy, ig), il suffit d’établir 1’existence de (mpy, ig) sur k. On peut supposer que k = k.
Dans ce cas, i est fini étale galoisien avec Aut(H/G) = S(k). D’aprés [Brion et Szamuely 2013,
Proposition 1.1(1)], il existe une structure de groupe sur H telle que v : H — G soit une isogénie centrale.
Notons — - — la multiplication et (—)~! I’inverse de cette structure de groupe. Soit ¢ := ey - ey et
d:=ep-c~'. Les points ey, c et d sont dans Ker(y/) et donc dans le centre de H. Alors les morphismes
my:HxH—H:(hj,hy)—d-hi-hyetiyy:H—> H:hw~ ¢ -h~! définissent sur H une nouvelle
structure de groupe et cette structure vérifie les hypotheses ci-dessus.

Pour le dernier énoncé, puisque S C Ker(y), I’action de § induit une inclusion de I'y-module S k) C
Aut(Hy/Gyp) et la multiplication de H induit une inclusion Ker(w)(l;) C Aut(Hg/Gp) de I'r-module.
Puisque #Aut(H;/Gj) = deg(y), les deux inclusions ci-dessus sont isomorphes, d’ou le résultat. O

Corollaire 3.2. Soit G un groupe algébrique connexe. Pour tout Z/n-module fini M et tout homomor-
phisme surjectif w1(Gp) % M de noyau T'y-invariant, il existe un unique groupe algébrique connexe H
isogéne a G, i.e., muni d’un homomorphisme fini surjectif  : H — G, tel que (Ker(y))(k) = M et que
la composition 71 (Hp) ﬂ m1(Gp) 95 M soit nulle.

De plus, pour tout groupe algébrique connexe Hy, tout homomorphisme fini surjectif 1 : H — G
vérifiant 0 o Y1 r, = 0 se factorise par .

Démonstration. Puisque G (k) # &, il existe un unique torseur universel de n-torsion 7g (un Sg-torseur
sur G) tel que TgleG = S6.

D’apres le corollaire 2.4, il existe un k-groupe fini commutatif S et un S-torseur H Y, G tels que
S(k) =M et que I’homomorphisme 71 (Gg) — S (k) induit par [Hj] soit 6. Donc la composition 6 o Y,
est nulle. Apres avoir tordu par un élément de H L(k, S), on peut supposer que [H]|, .= 0e H'(k,S).
D’apres la proposition 3.1, il existe une structure de groupe sur H telle que ¥ soit un homomorphisme et
que Ker(yr) = S.

Pour tout groupe algébrique connexe H; et tout homomorphisme fini surjectif i : Hy — G, le noyau
Y1 est commutatif et on a une suite exacte de ['y-modules :

mi(H, ;) = m(Gg) — Ker(y1) (k) — 0.

Ceci donne un homomorphisme surjectif de I'y-modules 9, : Ker(y) (k) — M = S(k) et, puisque
[Hl]leG =0= [H]|€c’ on a6 ([H]) =[H] e H'(X, S). En utilisant I’action de S, on a un Ker(yr1)-
morphisme ¢ : Hi — H au-dessus de G tel que ¢(ep,) = ey. Soient xi, x2 : Hy x H] — H deux
morphismes avec xi(hy, hy) = ¢ (hy - hy) et xa(hy, hy) = ¢ (hy) - ¢ (hy) pour tous hy, hy, € Hy. Alors
x1(em, . en,) = x2(en,, em,) et Y o x1 =¥ o x2. Ceci induit :

Yo H xi Hi 25 Hxg H=H %, S5 5.
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Puisque H; est connexe, on a Im(x) = es, x1 = x2 et ¢ est un homomorphisme. U

3B. Relévement d’une action par un torseur. Soient G un groupe algébrique connexe et (X, p) une
G-variété lisse géométriquement integre. Soient F un k-groupe fini et f : ¥ — X un F-torseur. Notons
p1:GxX — G, py:Gx X — X les deux projections.

D’apreés [SGA 1 1971, X.2.2], on a deux suites exactes de groupes fondamentaux

l->mXp) »>mX)=>Tr—=>1 et 1->m{(GxX)p) > m(GxX)—>Ty— 1

D’apres [SGA 1 1971, XI1.5.2], on a w1 ((G x X)) = m1(G) x m1(Xf), car ceci vaut pour les espaces
topologiques. Alors on a une suite exacte de groupes fondamentaux :

1 = 711(Gp) = 71 (G x X) =25 m1(X) — 1

qui admet une section induite par i, : X — G x X : x > (e, x) et I'action de 71 (X) sur 71(Gy) se
factorise par ['x. D’apres (1-5), cette suite exacte induit une suite exacte d’ensembles pointés (voir [Serre
1964, §5.8])

1> H'(X, F) B HY(G x X, F) > H'(G, F)™ (3-1)
et p; admet une section induite par i .

Proposition 3.3. Soient G un groupe algébrique connexe et (X, p) une G-variété lisse géométriquement
integre. Soient F un k-groupe fini et f : Y — X un F-torseur. Alors les hypothéses ci-dessous sont

équivalentes :
(@) ona p*([Y]) = p3(Y]) € H'(G x X, F);
(b) pour i dans (3-1),onat(p*([Y])) =0¢€ Hl(G,;, F);
(¢c) le F-torseur Y est G-compatible, i.e., I’action de G sur X se releve en une action surY ;
(d) il existe un morphisme py : G X Y — Y tel que ,0y|eG><Y = idy et que py soit compatible avec p,
i.e., po(idg x f)= fopy.
De plus, sous les hypotheses ci-dessus, on a
(1) laction de G sur Y pour laquelle f est un G-morphisme est unique ;

(2) l’action de G et celle de F commutent

(3) pour tout o € H'(k, F), le Fy-torseur Y, est G-compatible.

Démonstration. Puisque i (p;([Y]) =i (p*([Y])) dans H L(X, F), I’équivalence (a)<>(b) découle de la
suite exacte (3-1).

Lemme 3.4. Pour tout k-schéma de type fini Z et tous morphismes 01,0, : G X Z — Y,si fo0; = fob,
et 0 |eG><Z = 92|eG><Zy alors 6, = 0,.
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Démonstration. En fait, 61, 6, induisent un morphisme

01,0,
0:GxZ02 y v 2y« FE5 F

tel que 0 (e; x Z) = ep. Puisque G est integre, (G x Z) = e, et donc 0 = 6;. U

Pour (a)=>(d), soient p*Y le pullback de Y par p et p;Y := G x Y. Notons Morg(p3Y, F) I’ensemble
des morphismes x : p5Y — F tels que x(a-y) =a- x(y) .a” ' pourtousae Fetye p;Y . Définissons
de méme Morp (Y, F). Alors Y = e, x Y C p3Y induit un morphisme surjectif Morg(p3Y, F) Mor(Ge),
Morp (Y, F), car il existe une section induite par p;. Par hypothese, on a un isomorphisme de F-torseur
pyY 9, p*Y . Pour tout isomorphisme ¢, I’argument classique montre qu’il existe un x; € Morp(p3Y, F)
tel que ¢; = x; - ¢. Puisque Mor(i,) est surjectif, on peut supposer que ¢|.,xx est I'identité de Y. Le
morphisme py : G X Y LN p*Y — Y donne (d).

Pour (d)= (c), I’hypothese (d) donne un diagramme commutatif :

. ie,Y Py
idy : eg XY ——GxY ——Y

lf lidcxf lf (3-2)
idy : oo x X —=5GxX "X

tel que py oi, y =idy. Soient 61,6, : G x G x Y — Y les deux morphismes définis par

01(g1,82,y)=81-(g2-y) et 0x(g1,82,y)=(81-8)y

pour tous g1, g2 € G ety € Y. Alors 0y (e, g2, y) = 02(e;, g2, ¥) et le lemme 3.4 montre que 6 = 6,.
Donc py est une action et f est un G-morphisme. Ceci donne (c).

Supposons (c) et montrons (1), (2), (3) et (a).

L’hypothese (c) donne aussi le diagramme commutatif (3-2) avec py ’action relevée de G sur Y.

Soient 0, 6, deux actions de G sur Y telles que f soit un G-morphisme. Puisque fo6; = po(idg X f) =
f 06>, On applique le lemme 3.4 261,60, : G x Y — Y et on obtient (1).

Soient 61,6, : G x F x Y — Y les deux morphismes définis par

01(g,a,y)=g-(a-y) et 6(g,a,y)=a-(g-y)

pourtous g € G,a € FetyeY. Alors

Oi1(eg.a,y)=a-y=0bh(eg,a,y) et (fob)(g.a,y)=g-f(y)=(fob)(g a,y).

On applique le lemme 3.4 4 61,6,: G x F x Y — Y et on obtient (2).

Pour le F-torseur p3([Y]) = (G x Y — G x X), I’énoncé (2) montre que 'action G x ¥ — Y est un
F-morphisme compatible avec p. Ceci induit un isomorphisme de F-torseurs p;([Y]) = p*([Y]) et on
a (a).

Puisque 1’énoncé (b) est un énoncé sur k, on obtient (3). O
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Corollaire 3.5. Soient G un groupe algébrique connexe et (X, p) une G-variété lisse géométriquement
integre. Alors p induit un homomorphisme py, : 7w1(G) — m1(X) et, pour tout k-groupe fini I, il induit
pi tHY(X,F)—> HY(G, F)etona:

(1) le sous-groupe Im(py,) C m1(X) est normal et il est contenu dans le centre de 71(Xy) ;
(2) pour toutow € H' (X, F), ona Py, (@) = t(p™(@)), ot t est dans (3-1);

(3) pour tout 1-cocycle a de wi(X) a valeurs dans F(k), I’homomorphisme a o pr, : 11(Gf) — F (k)
est de noyau U'y-invariant, et il est nul si et seulement si ,0;1 ([a]) =0;

(4) si X est un G-espace homogene a stabilisateur géométrique connexe, alors tout F-torseur G-
compatible est constant, i.e., ce torseur est isomorphe a M x X avec M un F-torseur sur k.

Démonstration. 1’ énoncé (1) vaut car
m1(Gp) = Ker(m1(G x X) 25 711(X)) et 71((G x X)p) = m1(Gy) x m1(Xp).

Les énoncés (2) et (3) découlent par définition.

Pour (4), dans ce cas, Im(p5,) =1 (X}) [Szamuely 2009, Proposition 5.5.4]. D’apres la proposition 3.3
et (2), (3) ci-dessus, tout F-torseur G-compatible est trivial sur Xz, et donc il provient d’un F-torseur
sur k. Il

Corollaire 3.6. Sous les notations et les hypothéses ci-dessus, supposons que [ est G-compatible. Alors,
pour tout k-schéma fini étale E, la restriction de Weil V := Rxxg/x(Y x E) estun Rg i (F Xy E)-torseur
G-compatible sur X.

Démonstration. Notons fy : V — X. Par hypothése, fy est un torseur sous le groupe
RXXE/X(F x X X E) = RE/k(F Xk E)

idg x fv o

——> GxX—>XetGxY

comme un X-schéma par p o (idg x f). Dans ce cas, tout morphisme py € Morx (G x V, V) satisfait

On considere G x V comme un X-schéma par le morphisme G x V

fvopy =po(idg x fy). D apres la proposition 3.3(d), il suffit de trouver un py € Morx (G x V, V) tel
que /OVIerv =idy. Puisque

Moryx (V,V) = Morxxg(VXE,YxE) etque Morx(GxV,V)= Morxxg(GxV XE,YxXE),

I’identité idy induit un morphisme V x E 9 YxE.Le XxE -morphisme

GxVxESX GuyxE2Y vy« E

induit un morphisme py € Mory (G x V, V) qui satisfait /0V|erV =1idy. O

Corollaire 3.7. Soient G un groupe algébrique connexe, Z une variété lisse géométriquement intégre et
p: X — Z un G-torseur. Pour tout k-groupe fini F et tout F-torseur G-compatible Y — X, il existe un
F-torseur Yz sur Z tel que [Y] = p*([Yz]) € HY(X, F).



Sous-groupe de Brauer invariant et obstruction de descente itérée 2167

Démonstration. D’apres la proposition 3.3(2), Y est un G x F-torseur sur Z tel que Y/F = X. Alors
Yz :=Y/G estun F-torseur sur Z et Y — Y7 est un F-morphisme. Donc [Y] = p*([Yz]). O

3C. Le groupe minimal compatible avec un torseur. Soit G un groupe algébrique connexe. Soit Cg
la catégorie des groupes algébriques connexes H isogeénes a G, i.e., munis d’un homomorphisme fini
surjectif ¢ : H — G. C’est clair que si G est linéaire, tout objet dans Cg est aussi linéaire.

Soit (X, p) une G-variété lisse géométriquement integre. Soient F' un k-groupe finiet f : Y — X un
F-torseur. Soit Cg(Y) la sous-catégorie pleine de Ci dont les objets sont les groupes H isogenes a G tels
que f soit H-compatible. D’apres la proposition 3.3(1), tout objet H € Cs(Y) admet une unique action
sur Y telle que f soit un H-morphisme. Alors tout morphisme de C;(Y) est compatible avec les actions
ci-dessus.

Proposition 3.8. La catégorie C;(Y) admet un objet final (Hy LN G), et un objet (H v G) eCq(Y)

est final si et seulement si I’action de ker(y) sur Y est libre.

Démonstration. Dans la suite exacte (3-1), notons & := t(p*([Y])) € H' (G, F)™®). Soit
6 € Homeon (711 (Gp), F (k)

un élément correspondant a « selon (1-5). D’apres le corollaire 3.5(3), le noyau Ker(6) est ['-invariant.

La fonctorialité de (3-1) et la proposition 3.3 montrent qu'un objet (H LA G) € Cg est contenu
dans Cg(Y) si et seulement si ¥, () =0 € HI(H,;, F), ie., 6 o Y7, = 0 (corollaire 3.5(3)), ot ¥, :
m1(Hg) — m1(Gp). Puisque 71(Gp) est abélien [Miyanishi 1972, Theorem 1], le corollaire 3.2 implique
I’existence de 1’objet final de Cg (Y).

L’argument ci-dessus montre que la catégorie C; (Y) est stable par changement de base, i.e., pour toute
G-variété X’ et tout G-morphisme X’ — X, onaun F-torseur Y :=Y xx X' — X' et Cc(Y') =Cs(Y)
comme sous-catégories de Cg.

Soit (Hy 43 G) I'objet final de C(Y). 1l est I’objet final de C; (Y’) aussi pour tout ¥’ — X' ci-dessus.

Pour montrer que I’action de Ker(1/y) est libre, on peut supposer que k = k et que X est un espace
homogene de G. Dans ce cas, Y est un espace homogene de F x Hy (proposition 3.3(2)). Puisque Ker(y/y)
est dans le centre de F' x Hy, les stabilisateurs de Ker(yy) en tous les points x € X sont les mémes. La
propriété de I’objet final implique que 1’action de Ker(yy) soit libre.

Soit (H LA G) € Cg(Y) un objet tel que I’action de ker(y) sur Y est libre. Soit ¢ : H — Hy
I’homomorphisme canonique. Puisque ¥y, ¥ sont finis surjectifs et que Hy est connexe, ’homomorphisme
¢ est fini surjectif. La proposition 3.3(1) implique que ¢ est compatible avec 1’action de H et de Hy.
Puisque I’action de Ker(y) sur Y est libre, ¢p est un isomorphisme. O

Définition 3.9. L’objet final (Hy (49 G) de Cg(Y) est appelé le groupe minimal compatible avec le
F-torseurY .

Remarque 3.10. Soit p,, : 71(G;) — 71(X) 'homomorphisme dans le corollaire 3.5 et soit o un 1-
cocycle de m1(X) en F (k) qui correspond a [Y] € HY(X, F). Alors |7, (x;) est un homomorphisme.
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Par la démonstration de la proposition 3.8, le groupe minimal compatible au F-torseur Y est déterminé
par Ker(o o pr,), o0 o 0 pr, : 11 (Gg) = F (k) est un homomorphisme. Donc ceci est déterminé par
Ker(ozllm(pnl)).

D’apres la proposition 3.3(3), Hy est aussi le groupe minimal compatible au F,-torseur Y, pour tout
o€ H'(k, F).

Corollaire 3.11. Sous les notations et les hypotheses ci-dessus, si Y est géométriquement intégre sur k,
alors il existe un homomorphisme injectif ¢ : Ker(vry) — F d’image centrale compatible avec I’action de
Ker(yry) et de F surY.

Démonstration. L’ action de Ker(yy) induit un morphisme :
CDZKCI'(K//‘y)XYMYXxYL) kaYgF,
ou py, est 'action de Hy. Pour tous & € Ker(Yy),yeY,onah-y=o(h,y)-y.

Puisque Y est géométriquement integre, il existe un morphisme ¢ : Ker(iry) — F tel que ® = ¢ o py,
ou p; : Ker(yy) x ¥ — Ker(¢¥y) est la projection. Puisque I’action de F sur Y est libre, ¢ est un
homomorphisme. La proposition 3.3(2) implique que I’'image de ¢ est centrale. D’apres la proposition 3.8,
I’action de Ker(yy) est libre et donc ¢ est injectif. Il

Rappelons la définition de Brg (X) dans la définition 1.3.

Proposition 3.12. Soient G un groupe algébrique connexe et X une G-variété lisse géométriquement
integre. Supposons qu’il existe un torseur universel de n-torsion Tx 15 X sous le groupe Sx. Soit H %G
le groupe minimal compatible au Sx-torseur Tx. Alors, pour tout élément de n-torsion a € Br(X) et tout
o€ H'(k, Sx), on a fX(a) € Bry(Tx,0), o f) : Br(X) — Br(Tx,s) est [’homomorphisme induit par
fo i Txe — X.
Démonstration. On peut supposer que o =0 € H'(k, Sy).

Notons py : H x Ty — Tx l'actionde H et p1 g : HxTx — H, po. g : H X Tx — Tx les deux
projections. Soit 7 un torseur universel de n-torsion pour G sous le groupe Sg.

Appliquant le corollaire 2.7 & (G, X), on obtient : pour tout a; € H?(X, j1,), il existe un ¢ €
Hom(Sg, S%) etun B € H*(G, ) tels que (0* — p3) (1) = £(@) + pi(B).

Puisque f*([Tx])=0¢€ H'(7x, Sx), ona

W x ) (e@) =0 x N @(TcD UITxD = ¢ (" (T U f*([Tx]) = 0.

Alors (o5 — p3 ) (f* (@) = W x f)*((p* — p3)(a1) = x [)*(pT(B)) = pi (U (B)).
D’apres la suite exacte de Kummer, (o}, — p;H)(f*(a)) - pT’HBr(H), d’ou le résultat. O

4. Rappel sur le sous-groupe de Brauer invariant

Dans toute cette section, k est un corps quelconque de caractéristique 0. Sauf mention explicite du
contraire, une variété est une k-variété.



Sous-groupe de Brauer invariant et obstruction de descente itérée 2169

Dans cette section, on rappelle des notions et des résultats dans [Cao 2018, §3] sur le sous-groupe de
Brauer invariant.

Pour la définition du sous-groupe de Brauer invariant on renvoie le lecteur a la définition 1.3.

Soit AB la catégorie des groupes abéliens. Soit GX la catégorie des couples (G, X) avec G un groupe
algébrique connexe et X une G-variété lisse, et un morphisme (H, Y) — (G, X) dans GX est un couple
(¢, f) avec ¥ : H — G un homomorphisme et f : ¥ — X un H-morphisme, ot I’action de H sur X est
induite par . Par définition,

Br_(—):GX — AB: (G, X) — Brg(X)
est un foncteur contravariant.
Exemple 4.1. (1) [Cao 2018, lemme 3.6] Soit G un groupe linéaire connexe. Alors Brg(G) = Br(G).
(2) [Cao 2018, proposition 3.9(3)] Soient G un groupe linéaire connexe, Gy C G un sous-groupe fermé
connexe et X := G/Gy. Alors
Brg(X) = Bri (X, G) :=ker(Br(X) — Br(Gy)).

Le groupe Br; (X, G) est défini par Borovoi et Demarche [2013] pour étudier 1’approximation forte de X.
(3) Soit A une variété abélienne. L’ auteur ne sait pas identifier le groupe Bry (A). Par exemple, 1’auteur

ne sait pas si Bry(A) C Bri(A) ou si Bry(A) D Br(A).

Au vu de I’exemple 4.1(3), dans la suite du présent article, on suppose que G est un groupe linéaire.
Soient G un groupe linéaire connexe et X une G-variété lisse géométriquement integre. Notons
p:GxX— XTactionet p;: G x X - G, pr: G x X — X les deux projections.

(1) Puisque Br;(G x X) = Br.(G) @ Br;(X) [Sansuc 1981, lemme 6.6], on peut obtenir facilement [Cao
2018, proposition 3.2(4)] :
Bri(X) C Brg(X). (4-1)

(2) Puisque pjlBr,(G) : Bre(G) — Br(G x X) est injectif, par la définition de Brg (X), il existe un unique
homomorphisme Brg (X) LN Br.(G) tel que [Cao 2018, (3.4)]

pioi=p*—p;:Brg(X) — Br(G x X).

Le A : Brg(X) — Br.(G) est appelé I’homomorphisme de Sansuc [Cao 2018, définition 3.8].

(3) Pour toute extension de corps K/k, et tous x € X(K), g € G(K), o € Brg(X), on a [Cao 2018,
proposition 3.9(1)] :
(g-x)" (@) = g"(Ma)) +x" () € Br(K).

Alors, dans le cas ol k est un corps de nombres, on a :
G(A)P @ X (AP X) = X (AP (4-2)

La formule (4-1) et [Harari et Skorobogatov 2013, Corollary 3.6] impliquent directement :
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Corollaire 4.2. Soit (G, X) € GX un objet. Si X (A)B¢X) £ & alors, pour tout entier n > 2, il existe

un torseur universel de n-torsion pour X.

Pour un torseur sous un groupe linéaire connexe, Sansuc a construit une suite exacte dans [Sansuc
1981, proposition 6.10], qui est appelée la suite exacte de Sansuc. La proposition suivante dit que les
sous-groupes de Brauer invariant sont compatibles avec la suite exacte de Sansuc.

Proposition 4.3 [Cao 2018, corollaire 3.11(2)]. Soit 1 - N — H Yy G = 1 une suite exacte de
groupes linéaires connexes. Soit (Y, ) : (H,Y) — (G, X) un morphisme dans GX tel que X soit
géométriquement integre sur k et Y — X soit un N-torseur, oit ’action de N sur Y est induite par celle
de H. Alors f*:Br(X) — Br(Y) satisfait (f*)"'Brg(Y) = Brg(X) et on a une suite exacte, fonctorielle
en (X,Y, f,N):

Pic(Y) — Pic(N) — Brg(X) 1—) Bry (Y) A Br.(N),
ou ) :Bry(Y) C Bry(Y) — Br.(N) est [’homomorphisme de Sansuc.

Pour une fibration f : X — T et toutt € T (k), on note i, : X; C X la fibre et on a la spécialisation du
groupe de Brauer i : Br(X) — Br(X,). La proposition suivante dit que, si la fibration f est compatible
avec des actions des groupes linéaires, alors les sous-groupes de Brauer invariants sont compatibles avec
la spécialisation du groupe de Brauer.

Proposition 4.4 [Cao 2018, proposition 3.13]. Soit 1 — Gy 2 6% T = 1 une suite exacte de groupes
linéaires connexes avec T un tore. Soient X une G-variété lisse géométriquement integre et X Lo T un
G-morphisme. Notons Bri(G) BN Bri(Gg) I’homomorphisme induit par ¢. Alors, pour tout t € T (k),

ona
(1) la fibre i, : X; C X est Go-invariante ;

(2) on a une suite exacte naturelle
Br.(T) — Brg(X) - Brg, (X;) — coker(¢,):

(3) [Cao 2018, lemme 5.5] si k est un corps de nombres et H>(k, T*) =0, on a coker(¢y) = 0 et i est
surjectif.

5. La descente par rapport au sous-groupe de Brauer invariant

Dans toute cette section, k est un corps de nombres. Sauf mention explicite du contraire, une variété
est une k-variété.

La méthode de descente des points adéliques est établie par Colliot-Thélene et Sansuc [1987a].
Dans [Cao 2018], I’auteur étudie la méthode de descente des points adéliques orthogonaux aux sous-
groupes de Brauer invariants et établit le résultat : pour un groupe linéaire connexe G, une variété lisse
géométriquement integre Z et un G-torseur p : X — Z,
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(1) on a[Cao 2018, théoreme 5.9] :
ZAP P = | po(Xs(Ap)Pree X0):; (5-1)
occH!(k,G)

(2) si G est un tore quasi-trivial, on a [Cao 2018, proposition 5.2]
20" = p(x (A0®), (5-2)

pour tout sous-groupe B C Brg(X), ot p* : Br(Z) — Br(X);

(3) pour tout homomorphisme surjectif ¥ : H — G de groupes linéaires connexes, on a [Cao et al.
2019b, Theorem 5.1] :

G(ANP" D =y (H(A)P" ). G (k). (5-3)

La proposition 5.1 et la proposition 5.5 suivantes sont quelques variantes de ce résultat. Plus précisément,
la proposition 5.1 est une variante de (2) pour G un groupe fini commutatif et sa démonstration utilise
(2) et (3) mais pas (1). La proposition 5.5 est une variante de (1) en remplagant “Br” par “ét, Br” et en
remplagant “Brg” par “G-ét, Brg”, donc elle est une version limite de (1) pour tout k-torseur Z' — Z

sous un k-groupe fini, et sa démonstration utilise (1) mais pas (2) et (3).

Proposition 5.1. Soient G, H deux groupes linéaires connexes et : H — G un homomorphisme surjectif
de noyau S fini. Soient X (resp. Y) une G-variété (resp. H-variété) lisse géométriquement intégre et
f Y — X un H-morphisme tels que Y soit un S-torseur sur X, oui l’action de S est induite par I’action
de H. Alors, pour tout o € H! (k, S), le tordu Y, est une H-variété eton a:

X(ApPe = ) fo (Yo (AnPO).
oeH!(k,S)

Démonstration. On construira les diagrammes ci-dessous

0 S To—T 0
[ I
H— s Hy— T et Y — v, 2T
Xl% le
G X

ou le diagramme a gauche est un diagramme de groupes algébriques, le diagramme a droite est un
diagramme de variétés lisses, chaque groupe dans le diagramme a gauche agit sur la variété dans le
diagramme a droite avec le méme position et ces actions sont compatibles avec tous les morphismes.

Puisque H est connexe, S est contenu dans le centre de H. Donc § est commutatif. Une résolution
coflasque [Colliot-Thélene et Sansuc 1987b, Proposition 1.3] induit une suite exacte

05S—>Ty ST =0 (5-4)
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ou Ty est un tore quasi-trivial et T est un tore coflasque, i.e., H Yk',T*) =0 pour toute extension
k'/k. Puisque H3(k, T*) = [] H3(k,, T*) =] H'(k,, T*) [Cao 2018, lemme 5.4], on a
H3(k, T*) = 0.

Soit Hy := H x5 Ty. Alors Hy est un groupe linéaire connexe et H v, G induit une suite exacte

VEXQL VEXQL

15 Ty— H %G > 1.

Soit Yy := Y x5 Ty. Notons i : Y — ¥, I’immersion fermée canonique. Alors Y, est une Hy-variété et f

induit un Hy-morphisme Yy o, X tels que fo est un Tp-torseur. D’apres (5-2) et la proposition 4.3, on a

X(APe) = fo(Yo(Ap) ).

L’isomorphisme Yy x0T =Y x5 Ty xT T = X x T induit un Ty-morphisme ¢ : Yy — T tel que
¢_1 (er) =i(Y). D’apres des arguments classiques (voir la démonstration de [Cao 2018, théoreme 5.9]),
pour tout t € T(k), on a ¢~ '(¢) = Y5 et le morphisme o 1t) = Y, Jo, X est exactement fr)»
ou d: T(k) — H' (k,S) est I’homomorphisme induit par (5-4). Puisque H3(k,T*) =0, d’apres la
proposition 4.4, ¢~ (1) est une H-variété et I’homomorphisme canonique Bry,(Yy) — Bry (1)) est
surjectif pour tout t € T (k).

D’apres (4-2), YO(Ak)Br”O(YO) est To(Ax)B" 70 jnvariant. On applique (5-3) ag etona

T (AP = o(To(A)P" V) . T (k).

Puisque ¢ (Yo(Ar)B 30y « 7(A)B" ™) ona:

Yo(A)P 0 = Ty(A,)Pr o). ( |_| qbl(t)(Ak)BrH(ab‘(t)))’
teT (k)

et donc

X(Ak)BrG(X) = f0|: |_| ¢_1(t)(Ak)BrH(¢l([))] — U fa(t)[Ya(l‘)(Ak)BrH(Ya(t))]- 0

teT (k) teT (k)

Rappelons la définition de X (Az) ¢ B¢ dans (1-4).
Pour toute variété lisse X, définissons X (A}°) I’espace des points adéliques de X hors des places
complexes, i.e., on a X (Ay) = (I] X (ky)) x X (A}). De plus, on a :

v complexe

X (A = ( I1 X(kv)) X X (AP (5-5)

v complexe

pour I’obstruction ob = Br(X) ou ob = Br;(X) ou ob = ét, Br ou, si X est une G-variété pour un groupe
linéaire connexe G, pour ob = Brg(X) ou ob = G-ét, Brg.
Le lemme suivant est bien connu (voir [Demarche 2009a, lemme 2.2.8] pour une variante).
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Lemme 5.2. Soient X une variété lisse et {X;}ics les composantes connexes de X telles que X; soit

géométriquement integre pour touti € 1. Alorson a:

X(AEC)B“ X) — ]—[ Xi(AEC)Br] (Xi)’ X(AEC)ét, Br _ ]—[ Xi(AEC)ét, Br
iel iel

et, si X est une G-variété pour un groupe linéaire connexe G,on a:

X(AZC)Br(;(X) — ]_[ Xi(Azc)Br(;(X,-) et X(AZC)G—ét, Brg _ ]_[ X, (AEC)G—ét, Brg
iel iel
Démonstration. Puisque le groupe de Brauer (resp. le sous-groupe de Brauer G-invariant, resp. I’ensemble
des F-torseurs, resp. I’ensemble des F-torseurs G-compatibles pour un k-groupe fini F) de X est la
somme directe de celui des composantes connexes de X, on obtient I’inclusion D dans les quatre cas
ci-dessus.

Par ailleurs, soit 7o(X) le schéma des composantes connexes géométriques de X, i.e., mo(X) est un
k-schéma fini étale et il existe un k-morphisme surjectif ¢ : X — my(X) de fibres géométriquement
integres. Pour tout k-schéma V fini étale connexe, V (A}°) # & implique V = Spec k. D’apres [Liu et Xu
2015, Proposition 3.3] (un résultat inspiré par Stoll), on a 779 (X) (A€)BrTX) = 7(X) (k). Par définition,
¢*(Br(mo(X))) C Bri(X), ¢*(Br(mp(X))) C Brg(X) et donc on obtient I’inclusion C. O

Les deux lemmes suivants sont bien connus.

Lemme 5.3. Soient X une variété lisse, L un groupe linéaire quelconque et h : V. — X un L-torseur.
Alors, pour tout x € X (Ay), Uensemble {oc € H' (k, L) : x € hy(V5(Ay))} est fini.

Démonstration. Le résultat découle du fait que, pour tout o € H L(k, L), I’ensemble 111! (k, L) est fini
[Serre 1964, §111.4.6]. O

Voir [Skorobogatov 2001, Proposition 5.3.2 ; Cao et al. 2019a, Lemma 6.3] pour des résultats similaires.

Lemme 5.4 (M. Stoll [2007], cf. [Cao et al. 2019a, Lemma 7.1]). Soit X une variété lisse géométriquement
intégre, F un k-groupe fini et f : Y — X un F-torseur. Supposons qu’il existe un x € X (Ay)"B". Alors
il existe un o € H'(k, F), un sous-groupe fermé F' C F,, une composante connexe Y' C Y, tels
que Y' soit géométriquement intégre et F’-invariant, f' := f,|y' : Y' — X soit un F'-torseur et que
x € /(Y (AP T).

La proposition suivante est une étape intermédiaire importante dans la démonstration du théoreme 1.1.

Proposition 5.5. Soient G un groupe linéaire connexe, Z une variété lisse géométriquement intégre et

p: X — Z un G-torseur. Alors :
2P = | pe(Xe (ATt Bror).
ocH! (k,G)

Démonstration. L’inclusion D découle du fait que, pour tout torseur V — Z sous un k-groupe fini, I’image
réciproque X xz V — X est G-compatible.
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Pour I’inclusion C, on peut supposer que Z(A;) B £ @,

On fixe un point z € Z(A;) Br,

Soit A I’ensemble des o € H!(k, G) tels que p;'(z) N X, (A)Bér Xo) £ & Alors A # @ par (5-1).
Pour tout o € A, on fixe un point x, € p;l (z) N X (Ag)Br6o Xo)  Ceci induit un isomorphisme :

Wyt G(Ap) = py (A 1 g > g X
Notons :
Eoo =" (p; ()N Xo (AP X)) et Eg:=| | Eo,.
o€eA

Pour tout o € A, soit G, (Ay) %% Hom(Bra(Ga), Q/ Z) I’homomorphisme induit par 1’accouplement
de Brauer—Manin. Donc Ker(a,) = G, (Ax)B%“(C). Notons

Kon:=[]Ker(as) et Ga(A0):=]| | Gs(Ap).

oeEA o€eA
Définissons I’action de Ker(a, ) sur G, (Ay) par la multiplication a gauche. Ceci induit une unique action
de K, A sur Ga(Ayg) telle que 'action de Ker(op) sur G, (Ag) soit I’identité pour tous o1 # o2. D apres
(4-2), Ey est K, a-invariant.

Soit S ’ensemble des couples (F, V EN Z) avec F un k-groupe fini et V J, 7 un F-torseur tel
que V soit géométriquement integre. On définit un ordre partiel : pour tous (Fi, Vi), (F2, V2) € S,
on a (Fi, Vi) < (F», V») si et seulement s’il existe un o € H'(k, F}) et un homomorphisme surjectif
¢: F, — Fi 5 tels que ¢ ([V2]) =[Vio].

Pour tout (8, 0) € H'(k, F) x H'(k, G), soit Y55 := Xs Xz V5. On a un diagramme commutatif de
Fs x G,-variétés et de F5 x G -morphismes :

IS

YU,B Xo
lpg D lpn
Vs i Z,

tel que toute verticale soit un G,-torseur et que toute horizontale soit un Fj-torseur.
Pour tout (F, V EN Z) € Settout o € A, notons

Epye:=W;! (pal(z) N [ U 7 (Yos(an)Pre (YM))D C G (Ap) (5-6)
SeH!(k,F)
et Er,v:=|l,en EF.v.ec C Ga(Ap).
Lemme 5.6. Pour tout (F,V EN ZyeS,ona:
(1) I’ensemble Er y est un sous-ensemble non vide fermé K, a-invariant de Ey ;
(2) pour tout (F1, V1) € S vérifiant (F, V) < (F1, V1),ona Ep, vy CEFy;

(3) I’ensemble S est un ensemble ordonné filtrant.
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Démonstration. Pour tout § € H' (k, F) et tout 0 € H'(k, G), le morphisme f est fini. D’apres (4-2),
Yg,,;(Ak)BrGa (Ys.5) est Ker(ay )-invariant et

5 (Yo 5(Ag)Poa To0)y € X, (Ag)Proe )
est fermé [Conrad 2012, Proposition 4.4] et Ker(a, )-invariant. Ainsi

U g @) N fY (Yos(ARPe Y)Y € Eg 6

est fermé et Ker(a, )-invariant.
S
Appliquant (5-1) et le lemme 5.3 4 Y, 5 22> Vj, il existe au moins un et au plus un nombre fini de
(8,0) € H'(k, F) x H'(k, G) tels que

(f50 P2) " (2) N Yy 5(Ag)Pron Vo) £ &,

Alors p;1(z) N Xy (Ag)B6e Xo) £ &5 et donc un tel o est dans A. Alors Ery # & et (1) découle du
premier paragraphe.

L’énoncé (2) découle de la fonctorialité de 1’accouplement de Brauer—Manin.

Pour tous (Fy, V1), (F2, V2) € S, on aun F| x Fp-torseur V| x z Vo — Z. Par hypothese, il existe un
(01, 02) € H' (k, F1) x H' (k, F>) tel que (Vi.5, X 7 Va.0,) (Af) B V11 X2V200) £ o5 D’apres le lemme 5.2 et
(5-5), il existe un k-sous-groupe fermé F3 C F 4, X F2 4, €t une composante connexe V3 C Vi 4, Xz V2.5,
tels que V3 soit géométriquement integre et que V3 — Z soit un F3-torseur compatible avec 1’action de
Fi 5, X Faq, sur Vi o, Xz V2,4,. Alors le morphisme 41 : V3 C V| 5, Xz V2.5, = V1,4, €st compatible avec
¢1: 3 C Fl6, X F2.6, > F1,0,. Puisque Vi 4, est géométriquement integre, le morphisme £ est surjectif
et donc ¢ est surjectif. Alors [V 5,1 = ¢1..([V3]) et (F1, V1) < (F3, V3). Par ailleurs, (F>, V2) < (F3, V3),
d’ou I’énoncé (3). Il

Soient B :=|_| Hom(Bra(G(,), @/Z) et

ogeA

an:Ga=| | Go(an) F22 | | Hom(Br,(Gy), @/7) =B.

oeA ogeA

En tant qu’ensembles, on a Im(aa) = K, A\G a. L'espace Hom(Br, (G, ), Q/Z) est compact, car Br,(G,)
est discret. D’apres le lemme 5.3, A est fini et donc B est compact. Puisque a, est continu et ouvert [Cao
2018, lemme 4.1], I’application aa est ouverte. Donc I'image d’un sous-ensemble fermé K, a-invariant
est fermée. Alors aa(EF,y) C B est fermé non vide pour tout (F, V) € S. Puisque B est compact et que
S est un ensemble ordonné filtrant, d’apres le lemme 5.6 (2), I’intersection

ﬂ ar(Epy) #@ etdonc Eq := ﬂ Erpv #9.
(F.V)esS (F,V)eS

Ilexisteun o € Atel que Eoo N E, # 9.
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Soient g € Eoo N E, et x := W, (g) = g - x,. Alors p, (x) = z et, d’apres (5-6), on a
e m |: U fSU (Y(T,(S(Ak)BrGa (Ya,é))].
(F,V)eS“scH\(k,F)

D’apres le corollaire 3.7, tout torseur G-compatible sous un k-groupe fini sur X provient d’un torseur
sur Z. D’apres le lemme de Stoll (lemme 5.4), il suffit de considérer les torseurs géométriquement integres.
Donc x € X, (Ag)C ¢ Br6s  d’o le résultat. O

La proposition suivante est une généralisation de [Cao et al. 2019a, Remark 7.5].

Proposition 5.7. Soit X une variété lisse géométriquement integre. Soit
l1-N—L £> F—1

une suite exacte de groupes linéaires avec F fini. Soient V. — X un L-torseuretY :=V/N — X le
F-torseur induit par ¥, i.e., [Y] = ¥« ([V]). Faisons I'une ou I’autre des hypothéses :

(1) Le groupe N est connexe.

(2) Le groupe L est fini et N est contenu dans le centre de L.
Alors, pour tout o € H' (k, F) avec Y, (Ay)B"Y) £ &, il existe un o« € H' (k, L) tel que ¥..(a) = 0.

Démonstration. Le cas ou N est connexe est exactement [Cao et al. 2019a, Remark 7.5].

On considere le cas (2). Dans ce cas, N est un k-groupe fini commutatif. La résolution flasque [Colliot-
Thélene et Sansuc 1987b, Proposition 1.3] donne une suite exacte 0 > N — T — Tp — 0 avec T un
tore et Ty un tore quasi-trivial. Soit L’ := L x T. Alors L’ est un groupe linéaire, car N est contenu
dans le centre de L. Ceci induit un diagramme commutatif de suites exactes et de colonnes exactes :

1 1
1 N L F 1
2} l=
1 T - F 1
T();T()
0 0

Appliquons le cas (1) au L'-torseur ¥, .([V']). On obtient un g € H'(k, L) tel que ¥ «(B) = o. Puisque
H'(k, Ty) =0, il existe un @ € H'(k, L) tel que v .(ex) = B et donc ¥, (o) = 0. O

La proposition 5.7(2) et la formule (4-1) impliquent directement :
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Corollaire 5.8. Sous les hypotheses de la proposition 5.7(2), soit G un groupe linéaire. Pour tout o €
H'(k, F), s’il existe une action de G sur Y, telle que Y, (Ay)Breo) # &, alors il existe un o € H'(k, L)
tel que V(o) = 0.

6. Démonstration du théoreme 1.4

Dans toute cette section, k est un corps de nombres. Sauf mention explicite du contraire, une variété
est une k-variété.

Dans toute cette section, G est un k-groupe linéaire connexe et (X, p) une G-variété lisse géomé-
triquement integre.

Pour tout k-groupe fini F et tout F-torseur f :Y — X, soit (Hy Yy, G) le groupe minimal compatible
au F-torseur Y (cf. définition 3.9). Pour tout o € H'(k, F), le F,-torseur fo : Yo = X est Hy-compatible,
i.e., il existe une unique action de Hy sur Y, telle que f, soit un Hy-morphisme.

Dans paragraphe 1, on a défini X (A;)¢Br (cf. (1-1)) et X (Ax)Ct B (cf. (1-4)). On définit

X(@Ap®Pe = (1 U fH@@pPm),

f:yi)x O'EHl(k,F)
F fini
X(Ak)c.c.,ét, Brg ._ ﬂ U fr (Y (Ak)BrHy(Ya))’
f:Yi)X (TGHl(k,F)

F fini commutatif
Y géo. connexe

ou géo. connexe signifie géométriquement connexe et c.c. est une abréviation de commutatif connexe.

On a directement :
X(Ak)ét, Brg C X (Ak)C.C., ét, Brg et X (Ak)ét, Br C X(Ak)ét, Brg C X(Ak)G—ét, Brg .

Proposition 6.1. X (Ag)Sc b Br6 X (A)Br0,

Démonstration. 11 suffit de montrer que, pour tout & € Br(X) et tout x € X (Ay)*" ¢.B16 ona a(x) = 0.
On fixe un tel x et un tel «.

Il existe un entier n tel que n - @ = 0. D’apres le corollaire 4.2, il existe un torseur universel de n-
torsion Ty Ix (un Sx-torseur). Soit H le groupe minimal compatible au Sx-torseur 7x. Par hypothese,
il existe un o € H'(k, Sx) et un point adélique ¢ € E,U(Ak)BrH(TXv“) tels que f,(r) = x. D’apres la
proposition 3.12, f¥(«) € Bry(Tx,s). Alors a(x) = f(a)(t) =0. O

Le lemme suivant généralise un résultat de Skorobogatov [2009, Theorem 1.1] et il généralise aussi
[Cao et al. 2019a, Proposition 6.6]. Sa démonstration suit I’'idée de [Skorobogatov 2009, p. 506] et de
[Stoll 2007, Proposition 5.17].

Lemme 6.2. Soient F' un k-groupe fini, f : Y — X un F torseur et (Hy Iy, G) le groupe minimal
compatible au F-torseur Y. Supposons que Y est géométriquement intégre. Alors

(1) ona X (AP0 = Uepigr) Jol Yo (A% P11



2178 Yang Cao

(2) ona X(A)* B =, e py fo Yo (A BT

3) si Yy : Hy = G est un isomorphisme, on a

X(ATePe = ) fol¥o (40T P,
oeH(k,F)

Démonstration. L'inclusion D dans les trois cas est définie par le pullback des torseurs et la fonctorialité
de I’accouplement de Brauer—-Manin. On considere 1’inclusion C.

Dans le cas (1), il suffit de montrer que, pour tout x € X(Ak)é" Bré il existe un o € H'(k, F) et un
y € Yy (Ap) By tels que £, (y) = x. On fixe un tel x.

Pour tout o € H'(k, F), soient

Api=f'0)NY,(A), Bi={oeH'(F): A, #2} et A= | A,
o€EX
D’apres le lemme 5.3, A et X sont finis.

Soit S 'ensemble des X -torseurs sur Y sous k-groupes finis i.e., I'’ensemble des quintuples
o.EELF v x vy,

avec o € H'(k, F), E un k-groupe fini, ¥ un homomorphisme surjectif, V v, X un E-torseur et h
un E-morphisme sur X. Alors ¥, ([V]) =[Y,] € H'(k,F)eth:V — Y, estun Ker(y)-torseur. Donc
ha @ Vo = Yo 4y, () €st un Ker(y,)-torseur pour tout o € H'(k, E). Soit

Ay :={yeA: Ja e H'(k, E) tel que y € ho(Vy(Ap)P v V).

Par I’hypothese sur x, I’ensemble Ay est non vide.

On définit un ordre partiel de S : pour tous (o1, Ey, V1, Vi, hy), (02, E2, Yo, Vo, hy) € S, on a
(o1, Eq, ¥1, Vi, hy) < (02, Ea, Y2, Va, hy) si et seulement si 0] = o5 et s’il existe un o € H'(k, E}), un
homomorphisme surjectif ¢ : E; — Ej 4 et un E>-morphisme hgy : Vo — Vi o sur Y. Dans ce cas, on a
Ay, C Ay,.

Puisque A est fini, il existe un quintuple (o, Eo, Yo, Vo, ho) dans S tel que Ay, soit minimal. On fixe
un y € Ay,. Aprés avoir remplacé o par o + 1 () pour certain @ € H' (k, E), on peut supposer que
y € Yo (Ap).

Pour tout torseur Z > Y, sous un k-groupe fini F;, d’apres [Skorobogatov 2009, Proposition 2.3
et (4)], il existe un (o, E, ¥, hy : V — X, h) € S, un homomorphisme surjectif Ker(y) — Fj et un
Ker(yr)-morphisme V — Z sur Y, avec

~ h
V= Ry, xF, /v, (Z Xk Fo) = Ry, x(Z) xx Yo = X. (6-1)
Ceci induit

Avc | haVu(AP Yy | fla(Zae(APm2 7).
acH (k,Ker(yr)) acH! (k,F))
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Par ailleurs, on a :
(69 E07 WO, V()’ hO)» (0, E7 wa Va h) = (Ga EO XF{, Ev WO o (idE() XFO 1/f)v VO XY(y V7 hO o (idV() XYU h))

dans S, et donc Ay, D Ay x, v C Ay. Puisque Ay, est minimal, on a Ay, = Ayyx, v C Ay. Donc
yeY, (A% By d’ob I’on déduit (1).

L’énoncé (2) découle du méme argument que I’énoncé (1).

Pour (3), d’apres le corollaire 3.6, le torseur V — X dans (6-1) est G-compatible. L’énoncé (3) découle
du méme argument que 1’énoncé (1). O

La proposition suivante généralise un lemme de Stoll [2007] (cf. lemme 5.4).

Proposition 6.3. Soient G un k-groupe linéaire connexe et (X, p) une G-variété lisse géométriquement
integre. Supposons que X (Ay)C <86 = & Alors, pour tout k-groupe fini F et tout F-torseur Y — X, il
existe un o € H'(k, F) tel qu’il existe une composante connexe Y' C Yy qui est géométriquement intégre.

De plus, dans ce cas, il existe un sous k-groupe fermé F' C F, tel que Y' soit un F'-torseur sur X, ot

Paction de F' sur Y' est induite par I’action de F, sur Y.

Démonstration. Le morphisme G x X %, X induit un homomorphisme pr, : m1(Gj) — 71(X). D’apres
le corollaire 3.5, I'image Im(p,,) est un sous-groupe normal de 1 (X) et elle est contenue dans le centre
de 1 (X%). Pour tout k-groupe fini Fi, d’apres (1-5), tout Fi-torseur Y1 — X induit un homomorphisme
01 :m(Xp) = F (k) a conjugaison pres et, d’apres la proposition 3.3 et le corollaire 3.5, Y| est G-
compatible si et seulement si 6 o p, =0.

D’apres (1-5), soit « € H'(m(X), F(k)) un 1-cocycle qui correspond a [Y] € H'(X, F). 1l existe un
sous-groupe ouvert distingué A C 71 (X) tel que a[a = 0. Soient Ap := AN (Xp) et o := |z, (xp)-
Alors aj est un homomorphisme 71 (Xj) — F (k).

Lemme 6.4. Pour trouver Y' dans la proposition 6.3, on peut supposer que Ag - Im(pz,) = 71 (Xg) et
donc Im(a;) = Im(a 0 pr)).

Démonstration. Le sous-groupe Im(py,) - A est ouvert normal dans 7y (X). Soit Y» — X le revétement
galoisien correspondant. Par construction, ¥, — X est un torseur G-compatible sous un k-groupe constant
F, = 71(X)/(Im(py,) - A). Par hypothese, il existe un o € H!(k, F>) tel que Yz, (Ay)B¢020) £ &,
D’apres le lemme 5.2 et (5-9), il existe une composante connexe Y3 C Y5 telle que Y3 est géométriquement
integre. Ainsi Y3 — X est un torseur sous un sous-groupe fermé F3 C F» , eton a

Im(7r1 (Y3 ) = m1(Xp) = m(Xp) NIm(m (Y2) — 71(X)) = Im(pr,) - Ag.

Alors Y3 — X est G-compatible. Par le lemme 6.2(3), apres avoir remplacé Y3 par son tordu, on peut
supposer que Y3(Ay)C¢tBre £ o,

S’il existe un o € H'(k, F) et une composante connexe Yé du F,-torseur Y, xx Y3 — Y3 tels que Y3/
soit géométriquement intégre, alors I'image de Y3 par le morphisme fini étale Y, x x Y3 — Y, est une
composante connexe Y’ de Y, telle que Y’ soit géométriquement intégre. Donc on peut remplacer X par
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Y3 et, apres avoir remplacé X par Y3, on peut supposer que Aj - Im(py,) = 1 (Xj). Puisque aj(Az) =0,
on a Im(ag) = Im(aj o o, ). O

Dans ce cas, puisque 71(G) est commutatif, Im(a) est commutatif. D’apres le corollaire 3.5, af
induit un homomorphisme 7y (X ,;)ab — F(k) de noyau I'y-invariant, car o est défini sur k. D’apres le
corollaire 2.4, il existe un k-groupe fini commutatif S et un S-torseur 7 — X tels que 7 soit géomé-
triquement integre, S(k) = Im(cr) et que, dans

H'(Xz, §) = Homeon (771 (X)), Im(atg)),

on ait [T;] = .

Soit (Hy Yr, G) le groupe minimal compatible au F'-torseur Y. D’apres la remarque 3.10, (Hy RN G)
est aussi le groupe minimal compatible au S-torseur 7. D’apres le corollaire 3.11, Ker(yy) = S. Donc Y4 :=
T xxY estune Hy-variété et Y4 — X estun (S x F)-torseur Hy-compatible. Donc Y5 :=Y4/Ker(yry) > X
est un F-torseur G-compatible et on a un F-morphisme fini étale ¢s : Y5 — Y /Ker(¢y). Par hypothese,
il existe un o € H'(k, F) tel que Ys, 5 (Az)B¢50) £ &, D apres le lemme 5.2, il existe une composante
connexe Y: de Y5 , telle que Y soit géométriquement intégre. Ainsi ¢5(Y5) est une composante connexe
de (Y/Ker(¥y))s, qui est géométriquement inteégre. Puisque Hy est connexe, les composantes connexes
géométriques de (Y /Ker(¥y)), et de Y, sont les mémes, d’ou le résultat. Il

Lemme 6.5. X(Ak)ét’ Brg _ X(Ak)G-ét, Brg

Démonstration. 11 suffit de montrer que, pour tout x € X (A;) %" Br6 tout k-groupe fini F et tout F-torseur
y L X,ilexisteun o € H'(k, F),un y € Y, (Ag)Bray (¥o) tels que f»(y) = x, ou (Hy LN G) est le
groupe minimal compatible au F-torseur Y.

On fixede tels x, F, Y, f.

D’apres la proposition 6.3, on peut supposer que Y est géométriquement integre.

D’apres le corollaire 3.11, il existe un plongement ¢ : Ker(iyy) — F d’image centrale compatible avec
les actions de Ker(yy) et de F sur Y. Ceci induit une suite exacte de k-groupes finis

1—>Ker(lﬁy)i>Fﬂ>F1—>l

qui définit F;. Alors Yy := Y /Ker(¢y) Sy Xestun F 1-torseur G-compatible sur X. De plus, Y| est lisse
et géométriquement integre.

Par hypothese, il existe un o € H'(k, F)) etun V1 €Yl0 (Ak)BrG(Y”l) tels que fi 4, (y1) =x. D’apres
le corollaire 5.8, il existe un oy € H'(k, F) tel que ¢1 «(0p) = o1. Comme I’'image de ¢ est centrale
dans F, on a Ker(¥y)s, = Ker(yry).

L’argument ci-dessus donne un Ker(yy)-torseur Y5, — Y 4, compatible avec ’action de Hy. D’apres
la proposition 5.1, il existe un o, € H'(k, Ker(yry))etunyeY, (Ap) By Yo) avec 0 :=0p+02 € H' (k, F)
tels que f,(y) = x. O

Lemme 6.6. X (AP = X (A,)% Bro,
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Démonstration. On peut supposer que X (A)Be £ & 11 suffit de montrer que, pour tout k-groupe fini
F et tout F-torseur f:Y — X,ona

X(Ap*Pec | foYa (AP0,
oeH! (k,F)
D’apres la proposition 6.3, on peut supposer que Y est géométriquement integre. L’énoncé découle de la
proposition 6.1 et du lemme 6.2 (1). g

Démonstration du théoreme 1.4. D’apres le lemme 5.2 et (5-5), on peut supposer que X est géomé-
triquement integre. On obtient le théoréme par combinaison du lemme 6.6 et du lemme 6.5. U

Remarque 6.7. Rappelons les catégories AB et GX dans paragraphe 4. On fixe un objet (G, X) € GX.
Soit GXx I’ensemble des objets (H, Y) € GX tels qu’il existe un morphisme (Y, f):(H, Y) — (G, X)
dans GX avec v, f finis.
Dans toute cette section (paragraphe 6), pour établir le théoréme 1.4 de (G, X), ’hypothese que
G est linéaire et la notion de sous-groupe de Brauer invariant sont utilisés seulement pour appliquer
la proposition 3.12, la proposition 5.1, le corollaire 4.2, le lemme 5.2 et le corollaire 5.8 a 1’élément
dans GXy. Donc, cette section a essentiellement montré :

pour tout foncteur contravariant B(—, —) : GX — AB qui associe au couple (H,Y) un
sous-groupe B(H,Y) C Br(Y), si I’on peut établir la proposition 3.12, la proposition 5.1,
le corollaire 4.2, le lemme 5.2 et le corollaire 5.8 pour tout élément dans GXx (en remplacant
tout groupe de Brauer invariant par le B(—, —) correspondant), alors on a X (Ak)é" Br —
X (Ap)GEBG2) ot X (Ap) ¢ B(G.—) est défini de la méme facon que X (Ay)C<tBro,

7. Démonstration des théoremes 1.1 et 1.2

Dans toute cette section, k est un corps de nombres. Sauf mention explicite du contraire, une variété
est une k-variété.

Démonstration du théoreme 1.1. D’apres le lemme 5.2 et (5-5), on peut supposer que Z est géomé-
triquement intégre. Si G est connexe, I’énoncé découle du théoréme 1.4 et de la proposition 5.5. Si G
est fini, d’apres la proposition 6.3, on peut supposer que X est géométriquement integre, et le résultat
découle du lemme 6.2(2).
Pour établir le cas général, on reprend certains arguments de [Demarche 2009b; Cao et al. 2019a]. 1l
existe une suite exacte
1-N—->G K) F—1

de k-groupes linéaires avec N un k-groupe linéaire connexe et F' un k-groupe fini. Alors
h:U:=X/N—>Z

estun F-torseur. Notons g : X — U.Pourun z € Z(Ak)ét’ Br jlexisteuno € H!(k, F)etunu e U, (Ak)ét’ Br
tels que A, (1) = z. D apres la proposition 5.7(1), il existe un o € H'(k, G) tel que V¥, (p) = 0. Ceci
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induit une suite exacte
Ve

1—>N/£>Ga0—>Fa—>1
de k-groupes linéaires. Alors N /% = Nj et N’ est un k-groupe linéaire connexe. Ainsi g, : Xo, = Uy est
un N'-torseur. Donc il existe un g € H'(k, N') etun x € (Xao)ﬁ(Ak)ét’ Br tels que (qay)p(x) = u. Soit
o = ag+ ¢.(B). Alors (Xyy)p = X €t po = hy 0 (quy)p- Donc x € Xo(Ap)H BT et py(x) =z, d’ol le
résultat. O

Démonstration du théoréme 1.2. Ceci découle du théoreme 1.1 et de [Cao et al. 2019a, Theorem 1.5]. [J

Démonstration du corollaire 1.5. Pour tout k-groupe fini F et tout F-torseur G-compatible f : Y — X,
d’apres le corollaire 3.5(4), il existe un F-torseur M sur k tel que ¥ = M x; X comme F-torseurs. Alors
il existe un oy € H'(k, F) tel que Y5, = F x X. Donc

X(Ak)BrG(X) C fUO(YGO(Ak)BrG(YUO)) C U £ (Ysy (Ak)Brg(Yg))'
oeH! (k,F)

Ainsi X (A;)0¢tBre = X (A;)Be(X) et le résultat découle du théoreme 1.4. O
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