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Le paragraphe 2 de I’article dans I’en-téte utilise un énoncé sur la formule de Kiinneth de degré 2 publié
par Skorobogatov et Zarhin en 2014. 11 a été remarqué que cet énoncé n’est pas correct. Nous corrigeons
notre paragraphe 2, le seul affecté par cette erreur.

Section 2 of the article in the header uses a statement on Kiinneth’s formula in degree 2 published by
Skorobogatov and Zarhin in 2014. It has been pointed out that this statement is incorrect. We correct our
Section 2, the only one affected by the error.

Tous les résultats de [Cao 2020] sont corrects sauf certains résultats du paragraphe 2. La proposition 2.2
ainsi que les corollaires 2.4 et 2.7 sont corrects, et ce sont les seuls résultats que nous utilisons dans le reste
de I’article. Mais la formule de Kiinneth de degré 2 (proposition 2.6) n’est pas valide. Sa démonstration
repose sur [Skorobogatov et Zarhin 2014, Proposition 2.2], qui n’est pas vraie : voir la remarque 1.2 du
correctif de cet article pour un contre-exemple. Plus précisément, le morphisme noté par — o — dans le
premier diagramme commutatif de la preuve de [Cao 2020, corollaire 2.3] n’est pas un isomorphisme.
De ce fait, il y a des erreurs dans le corollaire 2.3 et donc dans le lemme 2.5 et la proposition 2.6. Dans
ce corrigendum, nous corrigeons les énoncés [Cao 2020, proposition 2.6] (remplacé par le théoreme 2.1
ci-dessous) et aussi la démonstration de [Cao 2020, corollaire 2.7] (remplacé par le corollaire 2.2 ci-
dessous). De plus, dans le livre récent de Colliot-Thélene et Skorobogatov [2021], les auteurs corrigent
aussi la formule de Kiinneth de [Skorobogatov et Zarhin 2014] en utilisant la méthode de I’auteur tirée de
ce corrigendum (voir [Colliot-Thélene et Skorobogatov 2021, §5.7.3]).

Dans toute cette note, k est un corps quelconque, k; une cloture séparable de k et I'y := Gal(k,/ k).
Sauf mention explicite du contraire, une variété est une k-variété. Fixons un entier n > 2 avec char(k) t n.
Soient U, V deux k-variétés géométriquement integres. On considere le diagramme commutatif

Ux, V_—-oy

lpl qu (0-1)
q1

U Speck
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1. Rappels

Nous rappelons la notion de torseur universel de n-torsion, la formule de Kiinneth générale et "’homo-
morphisme & dans [Skorobogatov et Zarhin 2014, § 5] et dans [Cao 2020, (2-9)].

Soit X une k-variété géométriquement integre. Soit Sy un k-groupe fini commutatif tel que n- Sy =0
et que S := Homy (Sx, uy) = Hl(XkS, iy) comme ['p-modules. Pour la notion de torseur universel de
n-torsion pour X, nous renvoyons a [Cao 2020, définition 2.1]. La propriété fondamentale d’un torseur

universel de n-torsion est la proposition 1.1 ci-dessous.

Proposition 1.1 [Cao 2020, proposition 2.2]. Soit Tx un torseur universel de n-torsion pour X. Soit S
un k-groupe fini commutatif tel que n - S = 0. Alors, pour tout S-torseur Y sur X, il existe un unique

homomorphisme ¢ : Sx — S tel que
¢ ([Tx]) — [Y] € Im(H ' (k, S) —> H'(X, S)).

L’homomorphisme ¢ dans la proposition 1.1 est appelé le n-type de [Y]. 1l induit un isomorphisme de
I'x-modules
Tx.s : Homy, (Sx. §) = H'(Xy,. 5), &> ¢ ([TxD. (1-1)

Par exemple, tx ,, : Homy (Sx, un,) — Hl(XkS, Wn) est un isomorphisme.

Rappelons que H'!(Xy,, S) est fini.

De plus, si X (k) # &, alors pour chaque x € X (k) il existe alors un unique torseur universel de
n-torsion Tx pour X tel que x*[Tx] =0 € H'(k, Sx) (voir [Cao 2020, p. 2157]).

Considérons le diagramme commutatif (0-1).

Rappelons la formule de Kiinneth dans [SGA 41 1977]. Soit m un entier avec m | n. Soient D~ (k)
et DY (k) les catégories dérivées bornées respectivement a droite et 2 gauche de la catégorie des Z/m-
faisceaux étales sur le petit site de Spec k. Par abus de notation, pour un objet M de Sh(k), on note M
I’objet de D (k) représenté par le complexe qui consiste en M en degré 0.

Soient M, N deux k-groupes finis commutatifs tels que M (k;), N (k) soient des Z/m-modules plats.
Alors M ®§ Jm N=M®z,n N etle cup-produit donne un quasi-isomorphisme ([SGA 41, 1977, Théorémes
de finitude, corollaire 1.11, p. 236] ou [Fu 2011, Corollary 9.3.5]), c’est-a-dire que

U: Rq1«M &5, Rq2.N = R(q1 0 p1)«(M ®z/m N)
dans D~ (k). Ceci induit le cup-produit [Fu 2011, Proposition 6.4.12]

Uit @ R'q1..M ®zjm R q2.sN — H/ (Rq1 oM ®%,, Rg2.N) ~ RY (q1 0 p1) (M @z N).
r+s=j

Dans le cas o m = p est un nombre premier, puisque Z/p est un corps, tout Z/p-module est plat et
— ®§ p— =—®z/p —.Le cup-produit ci-dessus induit pour tout j un isomorphisme

Uj: @D R'q1.+M ®z/p R°q2 N => R (q1 0 p1)+(M ®z/p N). (1-2)
r+s=j
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Soit S un k-groupe fini commutatif avec n - S = 0.
Pour le diagramme (0-1), la formation des Rg3 .(S) sur Spec k commute avec tout changement de
base [SGA 41 1977, Théorémes de finitude, théoréeme 1.9 (ii), p. 236], et donc on obtient

Rp1,+P5(S) = g1 Rq,+(9). (1-3)

En fait, pour appliquer ce théoréme, on choisit X =V, ¥ = 8§ = Speck, S'=U pourles X, Y, S, S’
dans [SGA 41 1977, Théoremes de finitude, théoréme 1.9, p. 236].

Rappelons maintenant I’homomorphisme ¢ de Skorobogatov et Zarhin.

Supposons qu’il existe des torseurs universels de n-torsion 7y pour U (sous le groupe Sy) et Ty pour V
(sous le groupe Sy ). Skorobogatov et Zarhin [2014, § 5] introduisent un homomorphisme

&' : Homy(Sy ®27/n Sy, §) = H*(U x V., S), ¢+ ¢.(Tu1U[Ty]), (1-4)

ol U est le cup-produit H'(U, Sy) x H'(V, Sy) — H*(U x V, Sy ®z/u Sv).
Dans le cas ou S :=M ®z/, N =M ®z/m N (puisque m | n), on a le diagramme commutatif

3 =
Hom(Sy, M) Qz/n Hom(Sy, N) —— Hom(Sy Qz/n Sy, M Qz/n N) —— Hom(Sy Qz/n Sy, S)
ElTU,M@)Tv,N ls’ (1-5)

~

U

H2*(U x V, S)

H'(U, M) ®z/, H'(V, N) H'(U, M) ®z/m H'(V, N)

ou Ty, » ® Ty, est induit par (1-1) qui est donc un isomorphisme, U, est induit par (1-2) et §(¢1, ¢2) =

&1 ®z/n G2
Ce diagramme est commutatif, car pour tout ¢; € Hom(Sy, M), ¢» € Hom(Sy, N), on a

U20(t0 @ty m) (@1, $2) = 1. [Tu U2 [ Tv] 2 (1 © 62): (TUIUITV D =€ ($1®62) = (€06) (1. $).

ou (1) découle du diagramme commutatif

H'(U, Sy) x H\(V, Sy) —= H2(U x V, Sy ®z/u Sv)

l‘bl,* l¢2* l(¢l®¢2)*

HY (U, M) x H'(V, N) H*(U x V, S)

Remarque 1.2. Dans le cas ot S = u,,, le ¢’ dans (1-4) est essentiellement le ¢ dans [Skorobogatov et
Zarhin 2014, §5] et dans [Cao 2020, (2-9)]. Plus précisément, Sy, := Homy (Sy, u,) et

e :Homy (Sy, Sy) — H*(U x V. j1n), ¢+ nu(@u[Tu1U[TV D),
ol n: 8y ®z/n Sy — 1, est le morphisme d’évaluation. Dans ce cas, on a

cop=2¢,
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ol ¢ : Homy (Sy ®z/x Sv, ) —> Homy (Sy, Homy (Sv, 1,)) = Homy(Sy, S},) est I'isomorphisme
canonique induit par les foncteurs adjoints — ®z,, Sy et Homy (Sy, —).
Ceci est valide, car pour tout ¢ € Hom(Sy, S},), on a o @) =no(@® idg, ) et donc

e(®) = e (@[ TUIUITV]) = n:((¢ ®idy) 5 [TU1UITVD) = 0 (@)« (Tu1UITV]) = (' 0 0" ) ().

2. Théoreme principal

Voici la version correcte de la formule de Kiinneth de degré 2, qui remplace [Cao 2020, proposition 2.6].

Théoreme 2.1. Supposons que k est séparablement clos. Soient U, V deux k-variétés géométriquement
integres et S un Z /n-module fini (vu comme un k-groupe commutatif ). Considérons le diagramme (0-1) et
["homomorphisme &' dans (1-4) ci-dessus. Alors on a des isomorphismes

yls) YW, Sy H'(v, ) L gl x v, ),
WA(S) : HX(U, $) @ HA(V, S) & Hom(Sy ®2z/4 Sv. §) 224 B2 x v, ),
et un homomorphisme injectij‘1ﬁ3(S) CH3 U, )@ H3(V,S) M H3 U x V, S).

Démonstration. Puisque k est séparablement clos, U (k) # & et V (k) # @. Fixons deux points u € U (k),
v € V (k). L’existence des sections

LLbUxv—>UxV, [,;uxV—->UxYV

de p1, p» impliquent que ’homomorphisme (p¥, p3): H' (U, SY®H'(V, S)— H (U x V, S) est injectif
et scindé pour tout i > 1. Soit

H2in(8) :=Ker(HA(U x V, $) 0 H(U, §) @ HA(V, 5)).
Puisque [Ty, =0, [Tv]ly =0,0onalloe’ =0etlfoe’ =0, et donc Im(¢') C H;rim(S).
Considérons la suite spectrale E5” = R'qy R/ p1.(S) = H™/ (U x V,S).Ona:

(1) Par définition, I’homomorphisme
H'(U,S)=R'q1 () =E" - H'(Ux V,5)
est exactement pj : H (U,S)— H (U x V,S), qui est injectif et scindé.
(i) Puisque

(1-3)
Rp1,+(S) = Rp1,xp3(S) = q{Rq2+(S) =¢{RT(V, ), (2-1)

tout R/ P1.+(S) est le faisceau constant H (v, S). La composition
H/(V,S)— HI(UxV,S)— Ey) =q.(H/(V,$) = H/(V, )

est I’identité, puisqu’elle est I’identité sur u x V. Donc H/ (U x V, S) — Eg’j est surjectif et
scindé.
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(iii) D’apres (1-1), Ey' = H'(U, H'(V, §)) = Hom(Sy, Hom(Sy, S)) = Hom(Sy ®z/, Sy, S), qui
est un groupe fini. Ainsi |E;"'| = [Hom(Sy ®z/4 Sv, S)|.

D’apres (i) et (ii),
HWUxV,H=ZEOE)  H*UxV,)=ZE 0 Ey° 0 E,) ",

et, dans ces sommes directes, (pj, p;) induit les isomorphismes H/(U,S)®H/(V,S) = Eé’o @ E(z)’j
pour j = 1,2. Alors H2. _(S) = E,"' et, d’aprés (iii), [Hom(Sy ®z/n Sv, S)| = |H2_(S)|. Ainsi

prim prim
¢ :Hom(Sy ®z/, Sy, S) — szrim(S) est un isomorphisme si et seulement si &’ est injectif.

On a donc montré :
@iv) ¥ (S) est un isomorphisme et W3(S) est injectif.
(v) ¥2(S) est un isomorphisme si et seulement si ¥>(S) est injectif, si et seulement si &’ est injectif.

Dans le cas ou | S| est un nombre premier p, on a S = Z/p et on considere le diagramme (1-5) avec
M = N =7/ p. Dans ce diagramme, & est un isomorphisme et, d’apres (1-2), U, est injectif. Alors &’ est
injectif et, d’apres (v), ¥2(S) est un isomorphisme.

Dans le cas général, par récurrence sur |S|, on peut supposer que ¥2(S’) est un isomorphisme pour
tout Z/n-module fini S” avec |S’| < |S]. Alors, si |S| n’est pas un nombre premier, il existe une suite
exacte 0 — S| — § — S, — 0 de Z/n-modules finis avec Sy, S» # 0. Ceci induit une suite exacte

0 — Hom(Sy ®z/x Sv, $1) = Hom(Sy ®z/, Sv, S) — Hom(Sy &z/» Sv, S2)
et donc un diagramme commutatif de suites exactes :

H'(U.S) @ H'\(V, S5) — L~ F(§) F(S) F(S))

lwl(sz) LWZ(SI) lwz(S) lwz(m
HY U x V, $,) H>*(U xV,S8) —= H*>(UxV,S)—= H*(U xV,$)

ot F(S):=H*U, S)® H?*(V, S)®Hom(Sy ®z/n Sv, S) et fi est la composition
H' (U, )@ H'(V, $) Y29 g2y, 51y @ HA(V, §1) @ Hom(Sy ®z/n Sv, S1) = F(S)).

Puisque |S1], |S2] < |S|, par récurrence, ¥2(S), ¥2(S,) sont des isomorphismes. D’apres (iv), ¥ (S)
est un isomorphisme. Par (v) et le lemme des cing, ¥2(S) est injectif et donc un isomorphisme, ce qui
établit le théoreme. 0

Soient U, V deux variétés géométriquement integres sur k. On considere le diagramme commutatif
(0-1) ci-dessus. Soit S un k-groupe fini commutatif avec n - S = 0.

Si U (k) # @, alors il existe un torseur universel de n-torsion pour U. Un point u € U (k) induit
u*: Rqy +S — S et un morphisme surjectif u* : H' (U, S) — H'!(k, S) pour tout i. Notons

Hi(U, S) :=Ker(H' (U, S) > H' (k, S)).
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Corollaire 2.2. Sous les notations et hypotheses ci-dessus, supposons que U (k) # &, et qu’il existe des
torseurs universels de n-torsion Ty, Ty comme ci-dessus. Soit u € U (k). Alors, pour tout k-groupe fini

commutatif S avec n- S =0, on a un isomorphisme

H2(U, S)® H2(V, S) ® Homy (Sy ®2/n Sv. §) L2224 12U x V., 8).
Démonstration. Considérons le morphisme dans D™ (k)

V= (p]+p5,u*+0): RG1 «SD® RG2S — (R(q10p1):S) D S.
D’apres le théoreme 2.1, le cone Cy, de ¥ est dans DZ2(k) et la composition
Homy, (Sy ®z/n Sv, S) AN H*(Uy, x Vi, §) = H*(R(q1 0 p1)«S) — H*(Cy) (2-2)

est un isomorphisme. Ceci induit une suite exacte

0— HXU, )@ H2(V, 8) Y22 52U x v, §) — HO(k, HA(Cy)).
D’apres (2-2), la composition

Homy (Sy ®z/n Sv. ) > HA(U x V., 1) — H(k, H3(Cy))

est un isomorphisme, d’ou le résultat. g
Le corollaire 2.2 et la remarque 1.2 donnent directement [Cao 2020, corollaire 2.7].

Remarque 2.3. Lv [2020] utilise [Cao 2020, proposition 2.6] pour établir son lemme 3.3. Dans sa
démonstration, cette proposition 2.6 peut étre remplacée par le théoreme 2.1 ci-dessus. Donc tous les
résultats de [Lv 2020] restent corrects (sauf le lemme 3.2).
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