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On commence par donner la version géométrique d’un résultat de Colmez et Niziot établissant un
théoreme de comparaison entre les cycles proches p-adiques arithmétiques et la cohomologie des faisceaux
syntomiques. La construction locale de cet isomorphisme utilise la théorie des (¢, I')-modules et s’obtient
en réduisant I’isomorphisme de périodes a un théoreme de comparaison entre des cohomologies d’algebres
de Lie. En appliquant ensuite la méthode des « coordonnées plus générales » utilisée par Bhatt, Morrow et
Scholze, on construit un isomorphisme global. On peut notamment déduire de ce théoréeme la conjecture
semi-stable de Fontaine et Jannsen. Ce résultat a également été prouvé par (entre autres) Tsuji, via
I’application de Fontaine et Messing, et par Cesnavicius et Koshikawa, qui généralisent la preuve de la
conjecture cristalline de Bhatt, Morrow et Scholze. On utilise I’ application construite précédemment pour
montrer que le morphisme de périodes de Tsuji est égal a celui de Cesnavi&ius et Koshikawa.

We start by giving the geometric version of a result of Colmez and Niziot establishing a comparison
theorem between p-adic arithmetic nearby cycles and syntomic sheaf cohomology. The local construction
of this isomorphism uses (¢, I')-modules and is obtained by reducing the period isomorphism to a
comparison theorem between cohomologies of Lie algebras. Then, applying Bhatt, Morrow and Scholze’s
“more general coordinates” method, we construct a global isomorphism. We can deduce from this theorem
the semistable conjecture of Fontaine and Jannsen. This result was also proved, among others, by Tsuji,
using Fontaine and Messing’s map, and by Cesnavi&ius and Koshikawa, who generalize the proof of Bhatt,
Morrow and Scholze’s crystalline conjecture. We use the previously constructed mapping to show that
Tsuji’s period morphism is equal to the one of Cesnavigius and Koshikawa.
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1. Introduction

Les morphismes de périodes permettent de décrire la cohomologie étale p-adique de variétés algébriques
a ’aide de formes différentielles et rendent ainsi possible son calcul. Plusieurs constructions de tels
morphismes existent. Tsuji [1999], par exemple, établit que I’application de Fontaine et Messing [1987]
(aussi décrite dans [Kato 1994]) définit un quasi-isomorphisme, en degrés bornés, entre les cycles proches
p-adiques et la cohomologie étale p-adique de la variété rigide associée a un schéma a réduction semi-
stable. Tsuji déduit de ce résultat une preuve de la conjecture semi-stable de Fontaine et Jannsen qui
relie la cohomologie p-adique de la variété a sa cohomologie de Hyodo—Kato (telle qu’elle est définie
dans [Beilinson 2013]). Une autre preuve de la conjecture semi-stable, généralisant la preuve de la
conjecture cristalline de Bhatt, Morrow et Scholze (voir [Bhatt et al. 2018]), a été donnée par Cesnavicius
et Koshikawa [2019]. Ce travail comporte deux parties : dans un premier temps, on donne une preuve
différente du résultat de Tsuji en construisant un nouveau morphisme de périodes (qui est la version
géométrique de celui de Colmez et Niziot [2017]). On utilise ensuite cette construction pour montrer que
I’application de Fontaine et Messing et le morphisme de Bhatt, Morrow et Scholze sont égaux.

1A. Enoncé des principaux théorémes. Décrivons plus précisément les résultats obtenus. On fixe
p un nombre premier. Soit Og un anneau de valuation discrete complet, de corps de fraction K de
caractéristique O et de corps résiduel parfait k de caractéristique p. On note @ une uniformisante de K,
OF = W(k) I’anneau des vecteurs de Witt associé a k et F = Frac(OF) (avec e := [K : F]). Soit K la
cloture algébrique de K et O la cloture intégrale de Ok dans K. Enfin, on note C le corps complet
algébriquement clos K et O¢ son anneau de valuation.

On note Oy le schéma formel Spf(Og) muni de la log-structure donnée par son point fermé et (’)% le
schéma formel Spf(W(k)) muni de la log-structure (N — OF, 1 — 0). On considére X un log-schéma
formel a réduction semi-stable, log-lisse sur Og. On note ¥ := Xj sa fibre spéciale, X = Xoc et
Y = Xj. Soit Sp(r)x dans D(Ye, Z/ p"7) LetSy (r)z dans D((Y)e. Z/ p™Z) les faisceaux syntomiques
arithmétique et géométrique. On note Xk i (respectivement X¢ ) le lieu de Xk (respectivement de X¢)
ot la structure logarithmique est triviale, et i et j (respectivement 7 et j) les morphismes? ¥ < X
et Xk, -—> X (respectivement Y < X et Xcuw ——> %). Enfin, soit Z,(r) := Wlpa(r)zp(”)’ r =
a(r)(p—1)+b(r)avec0<b(r) < p—2.

Théoreme 1.1. Pour tout 0 < k <r, il existe un pN -isomorphisme 3

af, HE(Sn(r)z) > T*RE L2/ p" ().,
ot N est un entier qui dépend de p et de r, mais pas de X ni de n.
Notons af}),’[ :Sn(r)x > i*RjZ/ p" (r)/xx,u (respectivement Sy, (r)x —1* R jxZ/ p" (r)gec’“) I’applica-
tion de Fontaine—-Messing arithmétique (respectivement géométrique). Tsuji [1999, Theorem 0.4] montre
1. Ou D(Yg, A) est la catégorie dérivée des faisceaux de A-modules sur le site étale de Y, pour un anneau A.

2. Les morphismes j et j n’existent pas au niveau des espaces, mais on dispose bien de morphismes de topoi Rjx et R jx.
3. On appelle pN -isomorphisme, un morphisme dont le noyau et le conoyau sont tués par pN .
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le théoreme 1.1 dans le cas ou X est un schéma a réduction semi-stable sur Spec(Og) en prouvant que
I’application de Fontaine-Messing fournit le p? -isomorphisme voulu. Pour cela, il commence par se
ramener au cas n = 1 par dévissage. En multipliant le faisceau syntomique (respectivement le faisceau de
cycle proche) par ¢ avec t =log([e]), ou ¢ € Obc est un systeme de racine p-ieme de I’unité (respectivement
par {p), il se ramene au cas k = r. Il utilise ensuite une description des faisceaux H" (S, (r)z) via des
applications symboles qu’il compare avec celle de 7* Rkj*Z /p" (r)/%c,u donnée par Bloch et Kato [1986]
dans le cas de la bonne réduction, puis étendue a la réduction semi-stable par Hyodo [1988].
Colmez et Niziot [2017] prouvent la version arithmétique du théoreéme ci-dessus, c’est-a-dire :

Théoreme 1.2 [Colmez et Niziot 2017, Theorem 1.1]. Pour tout 0 <k <r, l’application
oy s HE(Su(r)x) = I REJuZ/ p" (M),
est un pN -isomorphisme pour une constante N qui dépend de e, p et de r, mais pas de % ni de n.

Pour cela, ils construisent un p® -quasi-isomorphisme local qu’ils comparent ensuite 2 la définition
locale de I’application de Fontaine—Messing. Le théoréeme 1.1 peut ensuite se déduire du théoréeme 1.2 en
passant a la limite sur les extensions finies L de K. Une nouvelle preuve du résultat de Colmez et Niziot
a récemment été donnée dans [Antieau et al. 2022] dans le cas ou X est propre et lisse sur Og.

On prouve ici le théoreme 1.1 directement. On commence par montrer un résultat local semblable a

celui de Colmez et Niziot. On considere R la complétion p-adique d’une algebre étale sur

1 w
R|:|2=Oc%X1,...,Xd, y }
X1 Xa Xat1--Xayp

(pour a, b, ¢ et d des entiers tels que a + b + ¢ = d). Onnote D = {X,4p41---Xg = 0} le
diviseur a I’infini et R[1/p] I’extension maximale de R[l/p] non ramifiée en dehors de D. Soit
Gr = Gal(R[1/p]/R[1/p]).* On releve ensuite R en une algébre Ri'gf sur

1 [@?] }
’Xl“‘Xa,Xa+1"‘Xa+b

+ A
Rinf,El := Alin {X

= Ri—rtf®Amf Agsis. Ici Spf(R)
est muni de la log-structure donnée par la fibre spéciale et le diviseur a I’infini et Spf(As) ainsi que

(ol w" € O% est un systeme de racines p-iemes de @), on définit® R}

Spf(Ainf) sont munis des log-structures usuelles décrites dans [Cesnavicius et Koshikawa 2019, §1.6]
(voir la section 2B2 ci-dessous). On s’intéresse au complexe syntomique donné par la fibre homotopique
Syn(R. r) = [F7 Q8. P Q]

cris’ - -
Cris Cris

ou ¢ est le Frobenius sur R;:is qui étend celui de R;: ;g donné par le Frobenius usuel sur Ayt et par

e(Xi)=X l.p . Le complexe Syn(R™. . r) calcule alors la cohomologie syntomique de Spf(R). On note

cris’
Syn(Rjr'is, r)n sa réduction modulo p”. On a le résultat local suivant :
4. On utilise ici la notation Gal pour désigner le groupe des automorphismes de R[1/ p] qui fixent R[1/ p].
5. Ici le produit tensoriel est complété pour la topologie p-adique.
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Théoreme 1.3. 1 existe des p™ -quasi-isomorphismes

oz? DT<y Syn(RJr r) = 1<, RT'(GR,Zy(r)),

cris’

Ot,(.)’n D T<r Syn(R:;is, Pn = 1< RT(GR,Z/p"(r)),
ou N est une constante qui ne dépend que de r.

Les applications ci-dessus sont notamment utilisées par Colmez et Niziot [2021a] pour donner une
interprétation « géométrique » des morphismes de périodes, i.e., voir les théorémes de comparaison entre
les cohomologies étale et syntomique comme des théorémes de comparaison entre les C -points d’espaces
de Banach—Colmez. Cela leur permet ensuite d’étendre le théoréme de comparaison semi-stable a des
variétés rigides analytiques plus générales dans [Colmez et Niziot 2021b].

Si X est propre sur Ok, on déduit du théoreme 1.1 que a? induit un quasi-isomorphisme Frobenius et
G g -€équivariant, qui préserve la filtration apres tensorisation par Bgg :

& H(Xc.Qp) ®q, By = Hiy (X) ®F By,
H(Xc.Qp) ®q, Bir = Hix(Xk) ®k Bar,

oll RT'HK(X) = RTeis(Xx/ W(k)?)g. Par les résultats de Tsuji et de Colmez—Niziot, le morphisme o™
induit, lui aussi, un isomorphisme &@™ entre les mémes objets. Enfin, Cesnavicius et Koshikawa [2019],
donnent une troisieme construction d’un tel isomorphisme &@“¥ (qui étend la construction de Bhatt et al.

[2018]). Dans la seconde partie de cet article, on montre :

Théoréeme 1.4. Les morphismes @™ et @° d’une part et @K et @° d’autre part sont égaux. En particulier,
oM — CK

Ce dernier théoreme étend les résultats de Niziot [2009; 2020], dans lesquels elle prouve I’égalité entre
les morphismes de périodes de [Faltings 2002; Beilinson 2013; Niziot 2008]. La preuve de Niziot fait
intervenir la /-topologie et sa méthode ne s’ applique pas au morphisme &@“X, puisque dans leur définition,
Cesnavitius et Koshikawa n’autorisent pas de diviseur horizontal. L unicité est ici obtenue en comparant
« 2 la main » les constructions locales des morphismes de périodes. Cela est possible car, localement, &K
est construit en utilisant des complexes de Koszul similaires a ceux qui interviennent dans la construction
de @°. La principale différence est que la définition de [Cesnavicius et Koshikawa 2019] utilise le foncteur
de décalage Ln,, (i.e., les termes des complexes sont multipliés par des puissances de . = [¢] — 1) alors
que dans le cas de @° les complexes sont multipliés par des puissances de ¢ = log([¢]).

La définition de Fontaine et Messing et celle de Bhatt et al. ont chacune leurs propres avantages. Le
morphisme de périodes construit par Bhatt et al. et par Cesnavicius et Koshikawa est, par exemple, plus
adapté pour travailler au niveau intégral. Ce résultat d’unicité permet ainsi d’obtenir pour 1’application
de Bhatt et al. les propriétés déja connues pour 1’application de Fontaine et Messing (notamment, la
compatibilité aux applications symboles).
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1B. Preuve du théoréme 1.3. Nous expliquons dans un premier temps comment construire le p?v -quasi-

isomorphisme local. On part du complexe Syn(RY. , 7). On commence par « changer la convergence » des

cris’

éléments de R:;ls Pour 0 < u < v, on définit I"anneau Al (respectivement Al*1) comme la complétion
p-adique de Ajn¢[[B]/p] (respectivement de Aiye[p/[e], [B]/p]) pour B un élément de Obc de valuation
1/u (respectivement « et 8 des éléments de Obc de valuation 1/v et 1/u). Pour des valeurs de u et de v

convenables, on déduit de la suite exacte
0= Zpt'™ = F7 Ay 225 A — 0 (1)

on ¥} = des suites p°”-exactes

0= Zp(r) — FTAM 28 Al _ o,
0= Zp(r) — FrAI 2228 pluvl ¢

On définit® RM .= Rnf®An Al e RIV = Rnf®A Al et pour § e {RM RV on pose

C(S,r):=[F" Q..S' P=¢ Q%] Les suites exactes (2) ci-dessus permettent alors de montrer les pNr-
7

)

inf

quasi-isomorphismes

Syn(RE . r) = C(RM, r) = C(RM] 1)

cris’

En plongeant R et RI#¥] dans des anneaux de périodes A[—] et A[u vl (construits de maniere similaire
a Al et AlY] en utilisant R au lieu de Oc), on les munit d’une actlon du groupe de Galois Gg. On
note A%] et AE’; % leurs i images respectives par ce plongement. On se place ensuite dans une base de Q}e
pour écrire le complexe C(RM:*1 ) sous la forme d’un complexe de Koszul Kos(g, 3, F” AE’{’U]). La
multiplication par ¢t = log([¢]) € Agis (ol € € (’)bc est un systéme de racines p-ieémes de ’unité) permet
de se débarrasser de Ia filtration en transformant 1’action des différentielles en une action de 1’algebre de
Lie du groupe I'r = Gal(Rso[1/p]/R[1/p]) = ZZ avec Roo := (lim  Rpm)"” et

Ry = OC{X , s m})@)o R.
m (X1 X)VP" " (Xgi1 -+ Xgpp)V/P ¢

C’est a cette étape qu’il est nécessaire de tronquer les complexes en degré r pour garder des isomorphismes.
Nor 8

Finalement, on a la suite de p*'2" -quasi-isomorphismes

7<r Kos(g, 0, FrA[u’v]) —> 1<, Kos(¢, Lie 'R, A%’v](r)) <= 1< Kos(¢, 'R, A%’v](r)). 3)

Soit Rj,¢ 1a complétion p-adique de Rmf[l /[@"]] et Ag son image dans Ajr(R”). On montre ensuite qu’on

a un quasi-isomorphisme Kos(¢, I'g, A Ee’v]) =~ Kos(¢, I'r, AR). Pour cela, on passe par I’intermédiaire

v]+

0, N .
d’un anneau A% , construit a partir de I’anneau

O, v]+ . _ _ n ) b n n
A =qx= Z[xn]p € Ainf | Xn € O, vobc(xn)—}- 5 >0et Vo, (xn)+ ~ = 400 quand n — oo,
neN
6. Les produits tensoriels sont complétés pour la topologie p-adique.

7. Pourun N1 € N.
8. Pourun N, € N.
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et on utilise ¥, un inverse a gauche du Frobenius ¢. Enfin, des arguments de descente presque étale et de
décomplétion permettent d’obtenir un quasi-isomorphisme

Kos(¢, 'r.AR) = Kos(¢,I'r,Agr,) = Kos(¢,Ggr,Ag)

et la suite exacte 0 - Z, — Ag 170, a g — 0 montre que le complexe Kos(¢, Gg,Ag) calcule la
cohomologie galoisienne RI'(Gg, Zp). En résumé, le morphisme construit est

RTyn(R, r)=> Syn(RY. r)=> C(RM™Y], r) =5 Kos(p, 8, F" A1) = Kos(¢, T, Al ()
—> Kos(¢,I'r,Ar(r)) <= RT'(GRr.Zy(r)). )

Remarque 1.5. La construction du morphisme local dans le cas arithmétique traité dans [Colmez et Niziot
2017] est similaire a celle décrite ci-dessus. Il existe cependant quelques différences que nous soulignons
ici. Dans le cas ol Spf(R) est défini sur Ok, on ne dispose plus du quasi-isomorphisme R is(R/OF) =
RTis(R/ Auis) qui nous permet de travailler avec I’anneau R:‘r'is. Au lieu de cela, Colmez et Niziot
écrivent R comme le quotient d’une O -algebre log-lisse R;E. Cela nécessite I'introduction d’une variable
supplémentaire X : on définit R, comme le relevé étale de R sur

1 Xo

OF X07X17~-~7de ) .
X1 Xa Xat1 Xags

Le réle de I’anneau Aj,s (respectivement Al e A[“’”]) est joué par I’anneau r;g := OF[Xo] (respective-

ment par I’anneau rz[g] des fonctions analytiques sur F' qui convergent sur le disque v,(Xg) > u/e, et par

I’anneau r,[;,"”] des fonctions analytiques sur F' qui convergent sur la couronne v/p > v,(Xo) > u/e).
On perd, dans le cas géométrique, cette interprétation des anneaux en termes de séries de Laurent.

Travailler directement sur C permet aussi de simplifier la preuve lors du passage au complexe de
Koszul. Dans le cas arithmétique, il existe deux manieres différentes de plonger R%], RE;’”] dans A%‘],
A%’v] : le plongement « de Kummer », qui envoie X¢ sur [w"], et le plongement « cyclotomique » par
lequel Xo s’envoie sur un élément g € Ape(KP) tel que 7x = (wk,,)m, ou (wk,,)m est une suite
compatible d’uniformisantes des extensions cyclotomiques K, de K. Les quasi-isomorphismes (3) sont
obtenus en utilisant le plongement cyclotomique, mais le Frobenius qui intervient alors differe de celui
apparaissant dans la définition du complexe syntomique (qui correspond, lui, au plongement de Kummer).

Une autre différence entre la preuve arithmétique et la preuve géométrique se trouve dans les propriétés
de I’inverse a gauche ¥ du Frobenius. Dans [Colmez et Niziot 2017], par construction, il est topologique-
ment nilpotent sur le quotient R%’v] / RE;]. Colmez et Niziot utilisent notamment cette propriété pour
montrer le quasi-isomorphisme C (RL-",], r)=C (RE?"], r). Ce n’est plus le cas lorsqu’on travaille avec
I’anneau R[**?] mais en montrant que ¥ —1 est surjective sur A1 /Al on obtient le quasi-isomorphisme
voulu.

Enfin, dans [Colmez et Niziot 2017], du fait de cette variable supplémentaire Xy, I’algeébre de Lie de

I'r n’est pas commutative. Cette difficulté n’apparait pas dans le cas géométrique.
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1C. Quasi-isomorphisme global. Si X est un schéma formel a réduction semi-stable et propre sur Ok,
on montre que le morphisme local du théoréme 1.3 se globalise en un p” -quasi-isomorphisme

Ol? : TSrRFsyn(:{OC’ r) — 1<, Rl (Xc, Zp(r))-

Pour faire cela, on applique la méthode utilisée par Bhatt et al. [2018] (et Cesnavi¢ius et Koshikawa
[2019, §5]). L’idée est de construire, pour X = Spf(R) assez petit, une version fonctorielle des complexes
intervenant en (4).

Pour X un schéma formel a réduction semi-stable, il existe une base (Spf(R)) de Xo. «. telle que
pour chaque R on ait des ensembles finis non vides X et A tels qu’il existe une immersion fermée

Spf(R) — Spf(RS) := Spf(Oc{ X" | o € T})

et pour chaque A, une application étale

1 w
Spf(R) — Spf(RY) := Spf(OC{X,U, e Xoas , })
A XoaXaa, Xaa+1Xad

On note Spf(Rg A= Spf(Rg) X [Tiea Spf(RE'). On construit alors une application
rz.A  T<r Kos(g, 0, F"RED) — 1<, RT(GR. Zp(r))

de la méme fagon qu’en (4) en remplagant R;;S par RQDA défini sur AcriS(Rg’ A)- On déduit ensuite du
théoreme 1.3 que o 5 A estun p™ -quasi-isomorphisme. On obtient des complexes fonctoriels en prenant

la limite sur I’ensemble des données (X, A) comme ci-dessus. Un argument de descente cohomologique

0

permet finalement d’obtenir le p?V -quasi-isomorphisme o

Remarque 1.6. Colmez et Niziot [2017] construisent le p?¥ -quasi-isomorphisme localement, puis com-
parent ce morphisme a 1’application de Fontaine—Messing, ce qui permet de montrer que 1’application
de Fontaine—Messing globale est un p® -quasi-isomorphisme. Le méme argument que celui que nous
utilisons permettrait de montrer que le morphisme arithmétique admet, lui aussi, une définition globale. Il
suffit de définir des anneaux R;E’ A REZIQE’ A - - - de la méme fagon que nous le faisons ici.

1D. Preuve du théoréeme 1.4. On commence par comparer les morphismes
@ &™: H\(Xc,Qp) ®q, By = Hix(X) ®F By
Pour cela, il suffit de montrer I’égalité des morphismes
al, o™ 1o, RTyn(Xoe . ) = t<r RTa(X e, Zp(r)).

Définissons [E%D et E ’v], les anneaux log-PD-enveloppe complétés de R:;S & Aric Aris(R) = Acris(R)
et de RV Q@ plu.v] A%"v] — A%"v], respectivement. On note C(Gg, M) le complexe des cochaines
continues de Gg a valeurs dans M. Localement, af™ est la composée des applications

Kos(d, ¢, F" RY;) — C(GRr,Kos(d, ¢, F'ER)) <= C(GR, Kos(¢, F Acis(R))) <= C(GRr, Z(r)),

cris
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ou la deuxieme fleche est un quasi-isomorphisme via le lemme de Poincaré

F"Auis(R) => F' Q"

PD
FrEg

et la troisieme fleche se déduit de la suite exacte (1). L’application a? est donnée par la composée (4). On
montre qu’il existe un diagramme commutatif

Ky a(F'RY) — CG (K, o(FTER)) — Cg (Ko (F Adis(R))) —— CG(Zp(r))

cris

NS

Co (K a(FTER) «— € (K (FTARY)) «— Co (Ko (1) — Ca(Kp(FTAR)  (5)

Ky a(Fr Al —— K, (A5 (1) —— KrpAQ (1) —— K, r (A ()

o, pour alléger, Cg (-) désigne les complexes de cochaines et K, 5(-) la fibre homotopique de I’ap-
plication 1 — ¢ sur les complexes de Koszul. On en déduit 1’égalité locale. On prouve ensuite que le
diagramme (5) est toujours valable pour les anneaux construits a partir des coordonnées (X, A) et en
passant a la limite, on obtient I’égalité globale.

Il reste & comparer &° et @“X. Pour les mémes raisons, il suffit de montrer 1’égalité des morphismes

locaux. Celle-ci découle de leurs constructions. Le morphisme &@° s’obtient par la composée °

1

s L ~ 1 s L ~ s L
rrRTa(R ] 2) 85, Bae v=r RTa(R| £ ].2,() 86, Butr} < t=r RTgn(R.r)a&ig, Buir)

~ ~L ~ ~L
— T<r chris(R/Acris)@®Ams[1/p] Bst fgf T<r RFHK(R)®F Bst, (6)

can

~ L o ~L
toris. o * RTeris(R/ p)/ W(K))® oy By => RTerig(R/ )/ Acris) R, B

cris

est le quasi-isomorphisme (qui dépend du @ choisi) de [Beilinson 2013, (1.18.5)]. Rappelons maintenant
comment @K est défini. La preuve de [Cesnavi¢ius et Koshikawa 2019] passe par la construction d’un
complexe AQR € DT ((Spf(R))et, Ainf) (voir le théoreme 2.3 de leur article) qui vérifie

1 ~L 1 ~ ~L 1
RTa(R[ ] 2p) 8%, (M| 1 ]) = Ra(R. 4282, (A 1 ]) 0
ol it = [¢] — 1 € Ajyr. On obtient ensuite &K

en construisant un quasi-isomorphisme
. ~ S L
YCK - Ru*(O(R/p)/Acris) - AQR@Ainf Acris

9. Si M est un module muni d’une action d’un Frobenius ¢, on note M {r} le module M muni de I’action du Frobenius p” ¢.
Voir la section Notations et conventions pour la définition de — @ — utilisée ici.
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ot OR/p)/Awis € (R/P)/ Actis)og-cris désigne le faisceau structural sur le site cristallin et u est la
projection ((R/p)/ Acris)og-cris — (Spf(R))e. Pour cela, Cesnaviius et Koshikawa commencent par
montrer qu’on peut calculer AQ g comme L1, RT'(I'gr, Ainf(Roo)) ol 1, est le foncteur de décalage de
Berthelot—Ogus [Bhatt et al. 2018]. Pour définir yck, il reste a construire un quasi-isomorphisme entre
Kos(0, R;;f) et 1, Kos(I'g, Aimc(Roo))QAZngf As. Ce passage entre la cohomologie d’une algebre de Lie
et la cohomologie de groupe est similaire a celui apparaissant dans la construction de «?, avec y jouant
le role de ¢, et c’est ce qui permet d’obtenir un diagramme commutatif

A~ L ~ ~L
T<r RUa(R, AQR)Q®n, [1/p] Bst <yT T<r Rlcris(R/ Acris) 0@ [1/p)Bst

T T ®

TSrRFét(R[%], Zp(r))@®@p By ir} <a—0 TsrRFsyn(Ra }’)@®@p Bsi{r}

Finalement, @“X est donnée par la composée

1 ~L @) ~L yCK ~L
RTa(R [;] Z5) 83, Bu- 2> RTa(R. AQR)a® 1/ p) Bu i Rlanis( R/ Aci)a®i, 1B

B

Lcris,w ~L
< RIpx(R)®F By, (9)
et le diagramme (8) permet d’obtenir I’égalité entre (9) et (6).

Notations et conventions. Pour N un entier, on dit qu’une application f : A — B est pY-injective
(respectivement p? -surjective) si son noyau (respectivement son conoyau) est tué par p . Le morphisme
f estun pN-isomorphisme s’il est 2 la fois p™ -injectif et p™ -surjectif. La suite

0>AL5BLc 0

est pVV-exacte sii est pN -injective, Im(g) = p® ker(f) et g est pN -surjective. On définit de méme un
pN -quasi-isomorphisme comme étant une application f : A* — B*® dans la catégorie dérivée qui induit
un p¥ -isomorphisme sur la cohomologie.

Dans tout I’article, on utilise les résultats de [Diao et al. 2019] sur les log-espaces adiques. On utilise
en particulier que le foncteur usuel des schémas formels localement noethériens dans les espaces adiques
s’étend en un foncteur pleinement fidele des log-schémas formels localement noethériens dans la catégorie
des log-espaces adiques localement noethériens [Diao et al. 2019, Proposition 2.2.22].

Si T est un topos et A un anneau, on note DT (T, A) (respectivement DV (A)) I’ co-catégorie dérivée
des faisceaux de A-modules sur 7" inférieurement bornés (respectivement 1’co-catégorie dérivée des
A-modules). Les catégories homotopiques associées sont les catégories dérivées DV (T, A) et DT (A). Le
foncteur dérivé RT'(=) : DT (T, A) — D1 (A) se releve en un foncteur RT'(—) : DT (T, A) — DT (A).
On note aussi Fse(T, D1 (A)) la catégorie des faisceaux de D+ (A) sur T et on identifie les co-catégories
DY(T, A) et Fse(T, DT (A)).
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Si f : K* — L* est un morphisme de D+ (T, A), on note [K* g, L*]:=holim(K*® — L* < 0) la fibre
d’homotopie de 1’application f.
Pour A — B un morphisme d’anneaux et K* et L*® des objets de D(A), on note

K®5Le =holim((K*®F L)®5Z/p"2) et (K*)o®5 B := (holim((K*®% B)®%7/p"2)) @Q.

Plus généralement, si J = (f1, ..., fr) est un idéal finiment engendré de A, on définit le produit tensoriel
dérivé complété pour la topologie J-adique :

K*&,L* :=holim((K* ®F L)Y®F Z[fi. ... f1/(f'.-.. ;).
(K*)a®y B = (nolim((K* ®F B) ®F Z[fi..... f1/(f... /) € Qp.

Si G est un groupe qui agit sur un module M, on notera RI"(G, M) la cohomologie de groupe continue
associée.

Si Ok est un anneau de valuation discréte en caractéristique mixte (0, p) et @ une uniformisante
de Ok, on dira respectivement qu’un schéma ou schéma formel est a réduction semi-stable sur Ok s’il
s’écrit localement pour la topologie étale Spec(R) ou Spf(R) avec R une algebre étale sur

1 w
Xl"'Xa’ Xa+1"'Xa+b ’

1 w
X1 Xa Xat1 Xatop

OK[Xl,...,Xd, ] ou OK{XI,...,Xd,

avec a, b et d des entiers tels que a +b < d. Enfin, si A est un anneau de valuation discréte, on notera A>
le log-schéma formel Spf(A) muni de la log-structure induite par son point fermé (appelée log-structure
standard de A) : c’est la log-structure donnée par I’inclusion A \ {0} < A. On notera A° le log-schéma
formel Spf(A) muni de la log-structure induite par (N — A4, 1 — 0).

2. Cohomologie syntomique et résultat local

Dans cette section, on commence par donner les définitions des faisceaux syntomiques arithmétique
Sn(r)x et géométrique Sy (r)z. On décrit ensuite la forme locale de ces complexes.

2A. Définition de la cohomologie syntomique. On considére X un schéma formel a réduction semi-stable
sur Ok, i.e., localement X s’écrit Spf(R) avec R la complétion d’une algebre étale sur

1 w
Xl"'Xa’XcH-l"'Xa-{-b

Ogi X1,...,X4,

avec a,b,c et d des entiers tels que a + b + ¢ = d. On munit X de la log-structure donnée par
M :={g € Ox | g inversible en dehors de D U X} o D est le diviseur horizontal et on a alors que
X est log-lisse sur (9;. On note Xk i le lieu de Xk ou la log-structure est triviale : si X = Spf(R)
alors Xk i+ = Sp(Rk) \ Dk. On appelle i (respectivement j) I’'immersion X; — X (respectivement
le morphisme de topoi €tales Xk et — Xat) €t 1 : X <> Xo (respectivement j : Xc,x — Xoc) le
changement de base associé. Enfin, pour n dans N, on note X, la réduction de X modulo p”.
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On note RI¢is(Xy) := RT¢is(X,/ Wy (k)) la cohomologie cristalline absolue de X, et R ¢i5(X) :=
holimy, RT¢i5(X,). On note Oy, /w, k) le faisceau structurel du site cristallin (X / Wy (k))cris, Tn =
ker(Ox,/w, k) —> Ox,) et J,Er] sa r-ieme puissance divisée. On définit ensuite

RTeis (X, T 1= RT (Xet. RunxJy") et Rais(X, 7)) := holim Rl eio(X. T),
ol u, est la projection (X, / W, (k))cris = X¢. On a alors les complexes syntomiques

RTyn(X, 1) := [RTeis (X, 70N, =% RTeio(Xn)] et RTyn(X,7) = holim Ry (X, 1)y,

ol ¢ désigne le morphisme de Frobenius. Enfin, on note S, (r)x le faisceau de DV ((Xy)«., Z/ p"Z)
associé au préfaisceau U + Ry, (U, r)p.
On définit de méme la version géométrique S, ()5 de ce faisceau (i.e., sur Oc).

Remarque 2.1. Dans la suite, on trouvera utile la description suivante, plus explicite, de la cohomologie
syntomique. Considérons un log-schéma formel X a réduction semi-stable sur Spf(O¢) et notons Y sa
fibre spéciale. On choisit {* un hyper-recouvrement de X pour la topologie étale. Soit {Z} un systéme
inductif de log-schémas log-lisses simpliciaux sur A tels qu’on ait des immersions fermées 45 — Z2 et
des relevements ¢ ze du Frobenius. On note D, la log-PD-enveloppe de 413 dans Z;;, Jps I’idéal associé et

J g’% sa r-ieme puissance divisée. Pour chaque s, on définit le faisceau S, (r)ys, zs s de D(Yg, Z/ p" Z) par

e lr—el P’ =9
Sn(Mys,zs,p5 = [Jps ™ ®0,,4 wys > Opy ®0,,5 W3],

ou w,, est le complexe des log-différentielles de Z;. On note RIsyn((44°, Z°, ¢*), 1), I'hypercohomo-
logie associée, utilisant ici la définition 6.10 de [Conrad 2003]. En particulier (voir le théoreme 6.11 de
ce dernier article), on a une suite spectrale

EPT:= HI (WP, ZP.@P).r)n = HEFU((U°. Z°,9%). T)n. (10)

syn

On note HRF(X) la catégorie dont les objets sont donnés par les triplets (4°, {Z}, {¢;}) ou U* — X
est un hyper-recouvrement et les {Z;} et {¢,} sont définis comme ci-dessus. On abrégera par {°
un tel triplet. Un morphisme (1°, {Z;l’n}, {‘pﬁ,n}) — (7°, {Zij’n}, {(pij’n }) de HRF(X) est une paire
(u:t* —>B% 0y, 2§, - Zg; ) telle que, pour tout s, le diagramme

o
Zin — Zyn
o s — 2 s

commute, et telle que les i, commutent avec les ¢;. Il est alors possible de considérer la limite
hocolimprpx) Rl syn (U°, Z*, ¢°®), 7)n ; les morphismes de transition sont des quasi-isomorphismes.
Comme le morphisme [* — X est de descente cohomologique (voir [Conrad 2003, Example 6.9]), on
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a un quasi-isomorphisme [Conrad 2003, Corollary 7.11]

RTyn (X, 7)n = hocolim Ry, ((41°, Z°, ¢°). 7)n, (11
HRF(X)

et cette colimite est filtrée.

2B. Résultat local. On va supposer Xo. = Spf(R).

2B1. Résultat préliminaire. La proposition suivante est donnée dans [Colmez et Niziot 2017, §2.1]. On
I’utilise pour définir un morphisme de Frobenius sur les anneaux utilisés. On considere A : A; — A un
morphisme d’anneaux topologiques et A la complétion d’une A ;-algebre étale

All = A1{Z1,...,Zs}/(Q1,..., Qs)
avec J := (00, /0Z;)1<i,j<s inversible.
Notation. Pour F ="y cns ax Z¥ une série dans un anneau A1{Z}, on note F* la série 3" s A(ar) Z*.

Proposition 2.2 [Colmez et Niziot 2017, Proposition 2.1 et Remark 2.2]. On suppose qu’il existe Z,
dans A3 et I un idéal de A tels que A est séparé et complet pour la topologie I-adique et tels que
les coordonnées de Q*(Z,) sont dans I. Alors I’équation Q*(Y') = 0 admet une unique solution dans

Z) + I et on peut étendre A de maniére unique a A

2B2. Modéles locaux. On munit Spf(Oc) de la log-structure standard Oc \ {0} < Oc et on note O
ce log-schéma formel. On note

1 w

Rg :=0¢ X, ,
X1+ Xg Xa+l"'Xa+b

ot X = (Xy,...,Xy) et on considére R la complétion p-adique d’une algebre étale sur Ry. On
munit Spf(R) et Spf(R) de la structure logarithmique induite par la fibre spéciale et le diviseur D :=

{Xa+p+1---Xqg =0}

Remarque 2.3. Les log-structures décrites ci-dessus ne sont pas fines, mais de la mé&me facon que
dans [CesnaviGius et Koshikawa 2019], on peut, via un changement de base, se ramener 2 des log-
structures fines, et de cette facon, travailler avec les log-structures précédentes comme si elles étaient fines.
Plus précisément, munissons Spf(Oc¢) et Spf(R) des log-structures fines suivantes (voir [Cesnavi&ius et
Koshikawa 2019, §1.6]) :

e Sur Spf(R), on considere la log-structure donnée par la carte
NP2 — T (SpE(R). Ospics)
donnée par (n;) > [, 41<i<q X sur Ne—e,
* Sur Spf(Oc¢), on considere la log-structure donnée par la carte

N—Oc, n—wo".
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Les changements de base le long des applications
N9 Ospt(r) N -/_*(O;p(R[l/p])\Dc)’ (ni) — Xini et N—Oc\{0},n—w"

permettent de retrouver les log-structures précédentes. La plupart des propriétés des morphismes de log-
schémas (formels) étant stables par changement de base, on se ramene de cette facon a des log-structures
fines.

Si, pour tout n > 0, on munit Oc / p" et R/ p" des log-structures induites, alors R/ p™ est log-lisse sur
n LFEA : i n £
Oc/p", de sorte que le complexe des log-différentielles Q( R/p)/(Oc/ pn) ESt le O/ p"-module engendré
parles dX;/X; pour 1 <i <d.
On considere les anneaux de Fontaine Aj,r et A5 et on rappelle qu’on a les éléments

e=(10p.0pn....) €OF,

ol {,» désigne une racine primitive p”-ieme de 1’unité, ainsi que
4

n = [8] —1 € Ay, i-' € Ajps, = log(l + pL) € Agsis-

_ M
¢~
On a une application surjective 6 : A — Oc¢ de noyau engendré par £. On note F” A la filtration sur
Ais donnée par les puissances divisées de £.
On munit A5 de la log-structure associée a la pré-log-structure

O\ {0} = A, x > [x],

et les Aqris / p™ de la log-structure tirée en arriere. En fait, cette log-structure est 1’'unique log-structure sur
Acris / p™ qui étend celle de O¢ / p™ ; voir [Beilinson 2013, § 1.17]. Enfin, on munit A;,¢ de la log-structure
venant de celle de As.

On définit
1 [a]

Rt Al X, , )
X1 Xa Xat1- Xaxp

inf,] =

L’anneau Ri"r; ¢ g €st complet pour la topologie (p, §)-adique. On varelever R — R en un morphisme étale
RiJgf’D — RiJgf. Pgur cela, on écrit R := Ro{Z1,...,Zs}/(Q1,..., Qs) avec det(dQ; /0Z;) inversible
dans R. Soient Q; des relevés des Q; dans R;: ¢ - On note R;;f la complétion (p, £)-adique de

R o[Z1..... Z/(Or..... Os)

et det(0d Q j/0Z;) est inversible dans R;: ¢ (car ilAl’est modulo & ei Ri‘r'l' £ est &-adiquement complet).
On note R:;iS’D et R:;is les anneaux R;: f,|:|®Aiancris et R;&@Ainf&ms, ol les produits tensoriels
sont complétés pour la topologie p-adique. L’ anneau R:;is admet une filtration donnée par F" Rt :=

cris *
+a
Rinf®Aianr Acris.
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On a le diagramme commutatif

Spf(R)——— Spf(Rt.)

Ccris

|

Spf(Ro) —— Spf(RY; )

|

Spf((’)c ) — Spf(Acris)

On définit une log-structure sur Spf(Rmf 0) et Spf(RCrls 0) en ajoutant a la log-structure venant
respectivement de Spf(Ainr) et Spf(Acis) le diviseur a I'infini { X, 4441 -+ Xg = 0}. On munit R1 ¢ et

RT. de la log-structure venant respectivement de RJr ro et RT

cris cris,[0°

Comme ci-dessus, on a alors que les complexes des log-différentielles de RJr et de R:;lg sur Ajpr et
As sont, respectivement, le Ajpe-module et le A i-module engendrés par les d X;/X; pour 1 <i <d.

On note Riyf et Reris les complétions p-adiques de R1 [1/[w"]] et de RT. [1/[w"]].

Cris

2B3. Complexe syntomique local. On va commencer par prouver une version locale du théoréeme 1.1.
On suppose donc que X s’écrit Spf(Rg) avec Rg la complétion p-adique d’une algebre étale sur

1 w }
Xl"'Xa’ Xa+1"'Xa+b

(’)K{Xl,...,Xd,

et on écrit Xp := Spf(R). Dans la suite, on note

1 w }
Xl"'Xa’Xa-‘rl"'Xa—f—b ‘

RD i=0c{X1,...,Xd,

On utilise les log-structures définies dans la partie précédente.
Via les quasi-isomorphismes montrés par Beilinson [2013, (1.18.1)],

RT((Xn/ Wa(k))eriss F) == RT((Xn/Acris n)criss F)»

S _ (12)
RF((%/ W(k))cris, -F) - RF((X/Acris)criSa -F)a

on obtient que la cohomologie cristalline absolue de X, et sa filtration en degré r sont calculées par les com-
plexes RI'((X,/Acris,n)cris» O) et RI'((Xn/Acris,n)criss J Jl. Comme X:= Spf(R
log-lisse de X sur Ags et que X < X est exacte, on obtient des quasi-isomorphismes naturels

Crls) est un relévement

Rr((in/Acris,n)cris’ O) = Q;e-i- et RF((%n/Acns I’l)Cl‘lS? j[r]) = F Q. ,

cris,n (.rl\ n

+ £ ; n +
ou R , est la réduction modulo p” de R et

i =FRE - FITIQL . S FTTPQY

cris,.n cris,n cris,n

Fr
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En particulier, Rl qis(X, 7' = FrQ° R+ et Rl qs(X) = Q;{ + > et on en déduit que Ry, (X0, 1) et

RTsyn (X0, 7)n sont calculés par les complexes

Syn(lecm,r):=[F'sz;z+ Mg;ﬁ ] et Syn(R;iS,r)n:=[F’Q;€+ ”—>sz;z+ ].

cris,n cris,n cris,n cris,n

Soit R I’extension maximale de R telle que R[1/p]/R[1/p] est non ramifiée en dehors de D. On note
Gr := Gal(R[1/p]/R[1/p]) le groupe des automorphismes de R[1/p] qui fixent R[1/p]. Le but des
sections suivantes est de montrer la version géométrique du théoreme 4.14 de [Colmez et Niziot 2017] :

Théoréeme 2.4. Il existe des p™ -quasi-isomorphismes

(x DT<r Syn(chs, r) == 1<, RTU(GR, Zp(r)),
a'(‘),n ‘T<r Syn(RcriS’ V)n - TS’"RF(GR’ Z/pn (}’)),

ou N est une constante qui ne dépend que de r.

Remarque 2.5. On verra plus loin que ce résultat implique le théoréme global 1.1. Dans le cas ou
Xo. 1= Spf(R) n’a pas de diviseur horizontal, la cohomologie de Galois RI'(Gg,Z/p"Z(r)) calcule
la cohomologie étale RT«(Sp(R[1/p]l),Z/p"7Z), car I’affinoide Spa(R[1/p], R) est un espace K(m, 1)
pour les coefficients de torsion (voir [Scholze 2013, Theorem 4.9]). Quand le diviseur horizontal n’est pas
trivial, le résultat a été prouvé par Colmez et Niziot [2017, §5.1.4] dans le cas arithmétique. La preuve
est identique pour le cas géométrique et on obtient

RT(GR.Z/p"(r)) = Rrét(Sp(R[%]) \ Dc.Z/p"2(r).

3. Anneaux de périodes

Dans cette partie, R est un anneau comme a la section 2B2 et on suppose de plus que Spf(R) est
connexe. Pour la preuve du théoréme 2.4, on a besoin de définir une notion d’anneaux de périodes (Ajyf,
Agis, .. .) sur R et R. Les suites exactes prouvées dans les sections suivantes joueront notamment un role
important dans la suite.

3A. Définitions des anneaux. On reprend ici la construction des anneaux de périodes donnée dans
[Colmez et Niziot 2017, §2.4].

3Al. Les anneaux by, Ag et Agis(R). La complétion p-adique R de R est une algeébre perfectoide et
on peut définir les anneaux

o 1 3 . + T N O __ _
Ef:= lim (R/p). AL:=W(ED). [ER_[EE[ ] Ag = W(Ep).

b
x—=>(x) [P ]
On rappelle qu’on a les éléments
o
s=(1,;,,,§p2,...)erEg, M:[g]—leAlg, £= eAT
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On définit vg : Ez — QU {oo} par ve(xo, X1,Xx2,...) = vp(xp). On a (voir [Andreatta et Iovita 2008,
§2.4]):

(1) ve(x) = +oo0 si et seulement si x = 0.

(2) ve(xy) = vE(x) + ve(y).

(3) ve(x + y) = min(ve(x), ve(y)) avec égalité si ve(x) # ve(y).

4) ve(p(x)) = pve(x).
On définit un morphisme surjectif

0: AE — I% Z AT Z pkx,(co),
keN keN

ot [.]: Eg — A est le morphisme de relevement et x; = (x(o) .. x,(c"), ...). On a de plus que le

noyau de 9 est principal et engendré par £ (ou par & := p—| p"]).

On peut aussi munir A de la topologie faible dont un systeme fondamental de voisinages de O est
donné par les Uy,  := p"Ag + uhA—

On définit A.s(R) comme la complétion p-adique de AJF[EI‘ /k!, k € N] et on le munit de la filtration
F* Amg(R) ol F™ A Crlg(R) est I’idéal de Acm(R) engendre par les Sk /k! pour k > r. Posons

= log(l + I’L) € Acris(ﬁ)-

On définit [B:;IS(R) Acris(R)[1/ p] et Beis(R) = Crls(R)[l /t] et on les munit de la filtration induite
de celle de A.s. Soient B (R) = lim, BT (R)/F’B:;q(R) et Bir(R) = [B(E(R)[l/t] On munit ces
(R)[u] ot u

Cris
anneaux de la filtration donnée par les puissances de £. On note ensuite [EB F(R) = B

est une variable. On étend 1’action du Frobenius ¢ en posant ¢(u) = pu. On définit une application
de monodromie N : B} (R) — B} (R) par N = —d/du. On a un plongement BJ (R) — B (R)
donné par u > U = log([w"] /@) et qui permet d’induire I’action de G 2 B;f(R). Enfin, on note

cris

B (R) = Beyis(R)[uw], ’anneau de périodes semi-stable.
3A2. Les anneaux A%),v]’ A%’] et A%’v]. Pour 0 < u < v, on définit les anneaux suivants :
. A%‘], la complétion p-adique de A;[[,B] / p] pour § un élément de E; avec vp(B) = 1/u.

. A[};’v], la complétion p-adique de A;g [p/la]. [B]/p] pour « et 5 des éléments de [EE avec vp(a) =
1/vetve(B) =1/u.

A(O ol ={x =), enlxnlp" € Ag | xn € Eg, ve(xn) +n/v — 400 quand n — oo}.
On définit une application w,, : Ag’v] — R U {oo} par
00 six =0,
Wy (x) =

infyen(VVE(Xy,) + 1) sinon.
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vl Ag—?’v] est

On note ensuite Ag_;),vH- I’ensemble des éléments x de Ag—g’ tels que wy(x) > 0. L’anneau

séparé et complet pour la topologie induite par w,, ; la preuve est identique a celle d’[Andreatta et Brinon
2008, proposition 4.2].
Siv > 1> u, on a des injections

— , — O, D
A%{] < BE(R), A% T B (R), A¢ T BL(R).

ce qui nous permet de définir des filtrations sur ces trois anneaux.
On note Al Al] et A(O-¥] Jeg anneaux précédents obtenus pour R = Oc.

Proposition 3.1. Supposons u < 1 < v. L’idéal p” F"A) est inclus dans g7 AV = SSA["’”] oil
o:=p—1[p]
Démonstration. On rappelle d’abord (voir [Tsuji 1999, Lemma A2.13]) qu’on a

At N (E" B) = & Aing = £§ Aint. (13)
Soit maintenant x dans F”AM-Y] = (g7 B(}LR) N A-Y] par définition de Al?] on peut écrire

v= Y an o+ b

n>0 n>0

avec vg(o) = % et vg(B) = % et (apn) et (by) des suites de Ajyr qui tendent vers 0. Pour simplifier, on note

[ﬁ”
A: —Zan[an] et B —Zb

n>0 n>0
On montre d’abord que p” A est dans Ajps + £"AMY] On a [5#] = L&)[a’] avec vp(a’) =1 —% > 0.
D’ou, dans [BdR, T
§o £o
=p (Z( D" 0 ). [o] DD ) 1+ 8- D (- 1)”*’ 0 ). [o],
n>0 0o<n<r n>0

c’est-a-dire
r P

c
[ P )

7

A

a+5o o]

—gll=a+- D"

p avec a € Ajpf.

On en déduit le résultat.
Montrons ensuite que p” B est dans £” A¥]. Comme pour le point précédent, on a [7] = (1 + %0)[,8/ ]

avec vg(B’) = - — 1> 0. On peut alors écrire

B =Y b,l(8)" 5,1 avec b)) € Ay,

n>0

et on peut supposer que &g ne divise pas bj, dans Ajpy.
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Mais B;% est un anneau de valuation discrete dont I’idéal maximal est donné par & : on note vg sa
valuation. Par hypothese, on a vg¢(B) > r. De plus, en utilisant (13), on voit que

5
Vg (b; [(,3,)"]?) =n,
et donc b;, = 0 pour tout n < r. On a alors

rp _ .. / /ni _ T, / /n+r§ r p[u,v]
pa=p (TS ) =g (X b lgr 1S ) cera

nx=r n>0

On obtient que p"x = p" A+ p” B est dans Ajs + érA[“’v], écrivons-le x¢ + £"X avec xg € Ayyr et
7 e Al Ona xo = p"x —§&"X est dans ér[B%("ﬁ{ et comme xg est aussi dans Ay, via (13), on obtient
que xg est dans £" Ay

Finalement, on obtient que p”x est dans £”Al#-?] et donc p” FTAl-v] C g7 alu-v], |

On utilisera plus loin le résultat suivant :

Proposition 3.2 [Colmez et Niziot 2017, §2.4.2]. On a les inclusions suivantes :

(1) Acris(E) - A%t] siu=> ﬁ

(2) Acris(E) 2 A%t] siu =< %

3B. Suites exactes fondamentales. On rappelle ici les différentes suites exactes fondamentales vérifiées
par les anneaux de périodes définis précédemment.

3B1. Suites exactes pour les anneaux A et A%)’UH.

Théoreme 3.3 [Andreatta et Iovita 2008, Proposition B.1]. On a les suites exactes

07, —>Ag % Az —0, (14)
07, > A%””H 1o, A%””/”H 0. (15)

R . 1—
Remarque 3.4. De la méme fagon on a une suite exacte 0 — Z, — AR}L — A;g — 0.

3B2. Suite exacte pour I’anneau Ais. Pour r dans N, on écritr =a(r)(p—1)+b(r) avec 0 <b(r) < p—2
et on note 1 :=¢" /(a(r)! p?"). Alors, comme on a

o zb(r)(fp_l)[“(’)]
a(r)1p® p

et que 71/ p est dans As(R), on obtient que 17} est dans Agris(R).
Théoreme 3.5 [Tsuji 1999, Theorem A3.26]. Pour tout r > 0, on a la suite exacte

0= Zpt™ — F7 Agig(R) 222225 A (R) — 0. (16)
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3B3. Suites exactes pour les anneaux A[i”v] et A[ll ]. Colmez et Niziot [2017] ont montré que des résultats
similaires sont vérifiés par les anneaux A[};’”] et A%‘].

Théoreme 3.6 [Colmez et Niziot 2017, Lemma 2.23]. Soit u tel que pTTI <u<l.
(1) On a une suite p>"-exacte si p > 2 (ou p3"-exacte si p = 2)
0 Zp(r) > (A%‘])‘Fpr —)A%‘]/Fr 0. (17)
(2) On a une suite pzr-exacte

0— (Aldye=r" —>A[”]P %Al 0. (18)

(3) On a une suite p*"-exacte si p > 2 (ou p>"-exacte si p = 2)
0 Zy(r) — Fral =8 ald ¢ (19)

Théoreme 3.7 [Colmez et Niziot 2017, Lemma 2.23]. Soient u et v tels que pl <u<l<vo.

(1) On a une suite p>" -exacte si p > 2 (ou p*"-exacte si p = 2)
0—Zp(r) —> (A%"“])Fl” - A%"”] JF" = 0. (20)
(2) On a une suite pzr-exacte
0— (ALPhe=r" _ Al 226 plev/el 1)
(3) On a une suite p>"-exacte si p > 2 (ou p -exacte si p = 2)
0 Zy(r) - Fralol 228 pluv/rl g (22)
3C. Anneaux de convergence et morphisme de Frobenius. On considére les anneaux

R(O,v]+ A(O v]+® R

Ajnt inf

R .— AW]@A 1R-i‘

inf?

R[u’v] = A[uyv] ®AmfR+

inf?

ou les produits tensoriels sont complétés pour la topologie (p, £)-adique. On définit les filtrations

R . FrA[u]@)An RIP Rvl . FrA[u,v]@)Amle-lr;f’ RO+ . prao, v]+® mmef
On rappelle qu’on avait
1 [@"] .
+ . + . +
Rcris,|:| 1= Acris ) X, X;--- X, ’ Xag1- Xa+b et Rcrls i= Aeris ®AinfRinf

et que Ry et Reris sont les complétions p-adiques de Rmf[l /[@"]] et RE. [1/[@"]].

Cris

Si ¢ est le Frobenius sur Ajyr, on étend ¢ a R D en posant ¢(X ,) =X; ? pour i dans {1,...,d}. On
A=A, =R} Z(p=zp

utilise ensuite la proposition 2.2 pour I’étendre a R ¢ (prendre Ay = inf>

et I = (p)).

mt (m
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On définit ¢ sur AP, Alev] er A1+ par

w(é) = p%]’ w([:%]) = @, w(Z[xn]p”) = "

neN neN

et on étend ¢ a R, RVl ROVI+ o R .. Onaalors

cris”

(p(R[u]) — R[M/P]’ (p(R[u’v]) — R[M/P,U/P]’ (p(R(O’v]+) — RO.v/pl+

On note { I'inverse de ¢ sur Ajyr. On va étendre 1 aux anneaux Riys, Ri”;f, Resis, RCrl , RO Rluv]
et ROVt
Pour @ = (a1, ...,a4) avec «; dans {0, ..., p— 1}, on note

— 241 Qq
TIED CLERD ¢

et pour j dans {1,...,d},

d
di=X;—.
J J aXJ
La méme preuve que [Colmez et Niziot 2017, §2.2.7] donne le lemme et le corollaire suivants :

Lemme 3.8 [Colmez et Niziot 2017, Lemma 2.7]. Tout élément x de Riys/ p s’ écrit de maniere unique
sous la forme ), cq(x) avec cq(x) = xZuy pour un xq dans Rint/ p.
De plus, si x est dans R1 p alors cq(x) et xo sont dans Rmt/p.

Corollaire 3.9 [Colmez et Niziot 2017, Corollary 2.8]. Tout élément x de Rins s’écrit de maniére unique
sous la forme ), cq(X) avec cq(x) = @(Xg)Uq pour un xq dans Rips.

De plus, si x est dans R 1 alors xq est dans R et djcg(x) —ajcq(x) € pRmf

On définit alors vy sur Rmf par ¥ (x) = ¢~ !(co(x)). L’application ¥ n’est pas un morphisme d’anneaux,
mais on a ¥ o ¢(x) = x et plus généralement, ¥ (¢(x)y) = x () pour x et y dans R:"

inf*

5 ; 5 R. . + [u] [u,v] 0,v]+ ; f et
mni»s ) )
On étend ensuite ¥ & Rinf, Reris, R R R et R et on obtient des applications surjectives

e R R[Pu]’ Rl R[PM,PU]’ RO+ _ p(0,pv]+

Remarque 3.10. Comme dans [Colmez et Niziot 2017], on peut voir que les applications x — cq(x)
donnent des décompositions
S=®aSe et SV =dy1050

pour S {Rinfv R chg, R

inf?

R RI+v1 ROV 'On a de plus 8; = a; sur Sg/pSe.

cris’?

4. Passagede R a RI%v]

Cris

Soit R comme dans la section précédente. La premiere étape dans la preuve du théoréme 2.4 est de

construire un quasi-isomorphisme entre le complexe Syn(RY. . r) et un complexe C(R™:¥1, r) défini a

cris’

partir de I’anneau R[],
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Dans cette partie, on suppose u > 1/(p — 1) de telle sorte que Aeqs € A € Al g § = Rl
(respectivement R[]y, on écrit ' = RM (respectivement R-V/Py et §7 = RIPU] (respectivement
R[P®:V]) et on note Q% le complexe des log-différentielles de S sur Al (respectivement AlY]). Pour i
dans {1,...,d},onnote J; ={(j1,...,.ji))|1<j1 <---<ji<d}etw; =dX;/X;.Sij estdans J;, on

J J J J J
écrit wj = wj; A--+ A wj,;. La filtration FerS. est le sous-S-module de Q‘S engendré par F’S.Qfg, soit
FrQls =P F'S.w;.
JeJi

<p( > fjwj) = > o(fiwj.

JjeJ; jeJd;

On étend ¢ a Qfg par

On définit ensuite le complexe C(S,r) := [F" Q% p’=p%e, Q2%/]. Enfin, on étend ¥ a Qfs. en posant

V(X e, fio) =X jes ¥ (fi)wj etonnote C¥ (S, r) = [FTQy Z¥Y25 qy .

Le p'97-quasi-isomorphisme rSrC(R:;iS, r) — rsrC(R[”’”], r) (voir (23) ci-dessous) s’obtient de
maniere similaire a son analogue arithmétique [Colmez et Niziot 2017, Section 3.2]. Les principales
différences viennent du fait qu’on ne dispose pas de la variable arithmétique X qui permet de donner une
interprétation des anneaux considérés en termes de séries de Laurent (sur I’anneau W(k)) ou de définir

Y de telle sorte a ce qu’il soit « suffisamment » topologiquement nilpotent. La démonstration se fait en
J’_

trois parties. On montre dans un premier temps qu’on a un p3”-quasi-isomorphisme Syn(R oris®

r) =
C (R[“], r). Contrairement au cas arithmétique, si f est un élément de RM onn’a pas, a priori, une
décomposition f = f; + f avec fi dans F” Rl et £, tel que p” f est dans R;:f (voir [Colmez et Niziot
2017, Remark 2.6]) : au lieu de cela, on utilise ici la p?”-exactitude de la suite (17) (voir lemme 4.2).
L étape suivante consiste 2 passer du complexe C(R™!, ) au complexe C¥ (R, r). Enfin, on montre que
Iinclusion R < R[*V] induit un p?”-quasi-isomorphisme sur les complexes tronqués t<,C¥ (S, r).
La preuve differe ici de celle de [Colmez et Niziot 2017] dans la mesure ou la série ), ; ¥" (x) pour
x dans R[] / R pe converge pas nécessairement pour notre définition de . Il reste V;ai, cependant,

¥ — 1 est surjective sur A®?1+ | ce qui permet de conclure (voir lemme 4.7).

10r

4A. Disque de convergence. On commence par montrer qu’il existe un p "' -quasi-isomorphisme

Syn(R:;iS, r) => C(RM r). La preuve du lemme suivant est identique 2 celle du cas arithmétique.

Lemme 4.1 [Colmez et Niziot 2017, Lemma 3.1]. Soit f dans R tel que f = > nsn XnlBI"/ p" pour
un N dans N et soit s dans 7. Si N > s/(p — 1), alors il existe g dans R™ tel que f = (1 —p~S¢)(g).

Comme dans [Colmez et Niziot 2017, Lemma 3.2], on utilise le lemme ci-dessus pour montrer les
isomorphismes suivants :

Lemme 4.2. Soient r dans N et u et u’ des réels tels que 1/(p—1) <u < 1letu’ <u < pu’. Alors :

(1) L’application p™ — p' ¢ induit un p°" -isomorphisme FrQiR[u]/FrQin = QiR[ul/QiRﬁrf

(2) L’application p" — p' ¢ induit un p>" -isomorphisme F’Q%[u]/FrQ"R[u,] = QiR[u]/QiR[“’]’
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Démonstration. Comme on a ¢(w;) = w; pour j dans J;, il suffit de montrer que p” — p' ¢ induit un
p*" -isomorphisme F’R[“]/F’R;';iS = R[“]/R:;is (respectivement Fr R pr RIWT ~5 Rlul/RITy,
On note 4 = R oy R:r'is et B = RM.

On montre d’abord la p”-injectivité. Soit f dans F” B tel que (p” — p'@)(f) est dans A. I suffit de
voir que p” f est dans A : c’est bien le cas, car p” f = (p" — p'@)(f) + plo(f) et 9(B) C A.

Il reste a voir que ’application est p>”-surjective. Soit f dans B. On peut écrire f = f1 + f> avec

f1= an[ﬁ]n et f2= an[ﬂ]nn

n
n<N p n>N p

ou N =|(r—=i)/(p—1)]etx, e R;:f tend vers 0 a I’infini. On a alors que p” f1 est dans A. Par le

lemme précédent, il existe g dans B tel que f> = (1 — p'~"¢)(g). En utilisant la suite p3"-exacte (17),
c’est-a-dire

0 — Z,p(r) — (Ah#=r" _ Al pr s o,

on remarque que pour tout élément y de Al on a p3 y = y; + y, avec y; dans (AM)?=P" ¢t y, dans
FTAlM . Mais on a un p”-isomorphisme

(Agis)?=P" = (Aldy#=r"

et donc p”y; est dans A5 (respectivement dans Al
Comme RM = A["]@AmfRi'gf, on peut donc écrire p3" g = g1 + g» avec p” g1 dans A et g, dans F” B.
On obtient

PTf=p" L+ - PP e+ ),
et donc, modulo A4, on a p*” f = (p” — p'¢)(p" g2), ce qui termine la démonstration. O

Corollaire 4.3. Pour u et u' comme précédemment, on a :

+

cris

< RM jnduit un p° -quasi-isomorphisme C(RY. ,r) => C(RM™, r).

cris’

(1) L’injection R

(2) L’injection RIY < RUMY induit un 'O -quasi-isomorphisme C(R[“/], r) = C(RM, r).

4B. Passage de ¢ a . On rappelle qu'ona C¥ (RM, r) = [F’Q;e[u] pY=pt SZ;Q[W]].

Lemme 4.4 [Colmez et Niziot 2017, Lemma 3.4). On a un quasi-isomorphisme C(RM™! 1) = C¥(RM 1)

donné par le diagramme commutatif
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Remarque 4.5. La preuve du lemme est identique a celle donnée dans [Colmez et Niziot 2017]. On
montre de la méme fagon que le diagramme commutatif

p'—p¢
r [ °
F QR[u.v] QR[u,v/p]

lld ll/f
r,‘/f_p.

p
r L] ]
F QR[u,v] QR[pu,v]

induit un quasi-isomorphisme C(R?1 r) = C¥ (R f).

4C. Anneaux de convergence. On passe maintenant de I’anneau R 3 Rlw-v],

Lemme 4.6. Soient u et v tels que 1/(p—1) <u <1 <v. Alors on a un p"-isomorphisme
Fr RV prglul ~, gluvl/ plel,
Démonstration. Comme on a, pour tout n > 1,
tx e abeel/alid | i = 0} = fx € ACYIF /Agyr | px = 0} =0,
on obtient une suite exacte
0— Al pr s alwl ) pn s (alev] pluly s g,
Pour tout m > 1, on a de plus que R;gf/ p™ est plat sur Aje/ p™ et donc la suite
0— AL/ " @y pm R/ " — AV 7 @y R/ p™ — (A A /7 @y Rif/p™ — 0
est exacte (on peut supposer m > n). On obtient finalement que, pour tout n et m, la suite

0— A[“]/p" Rn Rjn—f/pm N A[u’”]/p” R RT /p™ — (A[“’U]/A[“])/p” ®n. Rjn-f/pm =0

inf inf

est exacte. En prenant la limite sur (2, m) et en utilisant que les systémes projectifs vérifient la condition
de Mittag-Leffler, on obtient une suite exacte

+
g — 0.

0 — RM — Rl aluvl pllg, R

Comme F'R? = F"A’®p Ri'I’l'f pour ? € {[u], [u, v]}, le méme raisonnement donne une suite exacte

inf

RT. —0.

inf * M inf

0— F"RM — pr gl pralevl)pralulg
On obtient

FrR pr gl o praluvl/prallg, gt

inf

et RUOVI/RU = plwvlplilg, R+

inf

et il suffit de montrer le résultat pour R = O¢.
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Comme A1 est 1a complétion de Aine[p/[e], [B]/p] et A est celle de Aine[[B]/p], il suffit de

montrer que p” (p/[e]) est dans ’image : c’est le cas (voir la preuve de la proposition 3.1) puisqu’on a

by o\—
ﬁ:(l—l—[p]Tp) 1[o/] avecvp(o/)zl—%. a

On peut maintenant montrer la version géométrique du lemme 3.6 de [Colmez et Niziot 2017].
Lemme 4.7. L’inclusion R < RV induit un p?" -quasi-isomorphisme

1<, CY(RM r)y = . CY (R ).

Démonstration. L’ application est induite par

p'v—p*
r ° .
F SZR[u] QR[pu]
l prl/f—p. l
r [ [
F QR[u,v] QR[pu,v]

Pour montrer qu’on a un p2”-quasi-isomorphisme 7<,CY (RM r) = 1. C¥ (RM?] r), il suffit de

voir qu’on a un p2”"-quasi-isomorphisme
FrQo FrQo p'y—p° Q° Q°
7751‘( R[u,v]/ R[u]) ’ TSF( R[pu,v]/ R[pu])'
On va prouver :

. . Folp nl . . . .
(1) Pour tout i <7, F"Qpp, 1/ F Qg PY-p, Q o1/ Qi €St UN p?"-isomorphisme.

(2) Pouri = r + 1, le morphisme p" v — p" 1 : F’Q;;{ul'v] F’Q;;[Lul] — Q;Tpluqv]/Q;J{plu] est p?'-
injectif.

Prouvons le point (1). Soit i < r. Comme on a W(Zje],- fja)j) = Zje]i V¥ (fj)wj, on se ramene
a prouver que p"y — p' : F* RVl pr Rlul s Rlpu-vl/RIPu] o5t un p”-isomorphisme. Par le lemme
précédent, il suffit de montrer que p”y — p' : Rl /R 5 RIpwv] ) RIPUl o5t un p”-isomorphisme.

Pouri <r, p*—1 avec s =r—i estinversible d’inverse —(1+ p*y+ p2Syy2+---) etdonc p"—p' est
un p”-isomorphisme. Il reste 2 voir le cas i =r : on va montrer que (y —1) : Rl /R . glpu.vl/ glpu]
est un isomorphisme.

Comme dans la preuve du lemme 4.6, on peut écrire

R[“’”]/R[“] — A[u,v]/A[u]@)AmfRiv;f ~ A(O’U]_F/Ainf@AinfRi—gf-
Si x est un mondme aXf‘1 ---Xg" de Ri‘gf avec a € Apret o = (ag,...,aq) # 0 alors, par construction

de ¥, (W% (x))x tend vers 0 et la série x + ¥ (x) + ¥2(x) + - - converge. Il suffit donc de vérifier que
¥ — 1 est un isomorphisme de A©.v]+ /Ajns dans lui-méme.
L’injectivité se déduit des suites exactes

0> Zp = At 25 Apr >0 et 00— Z, — AQV/PIHYZS A 001+ _, ¢
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obtenues a partir des suites exactes (14) et (15).

Montrons la surjectivité. Soit x dans AO-YI+ Comme (1 —1) est surjective de A dans A, il existe y
dans A tel que x = (1 —)(y). On va montrer que ¥ (y) est dans A©-Y1F (et on aura en particulier que
y = x + ¥(y) est dans A©QV]+),

Ecrivons x = Y, cy[xn]p™ ety = 3, cn[n] p". On a I’égalité

> lalp” =) Iyl —ya/ P ™.

neN neN

On veut monter que v(ve(y,)/p) + n tend vers I'infini et que ve(y,) > —pn/v. Il suffit de vérifier
que vg(yn) = —n/v pour tout n € N : on aura alors

— —1
v[E(yn)>—> P et vm+nz P n——> 00
v v p p n—o00

Pourn =0,0na xg = yo— yé/p. Si vE(yg) < 0 alors vg(yo) < v[E(yé/p) et ve(yo) = ve(xg) >0, ce
qui est une contradiction. Donc vg(yg) > 0.
Soit n dans N. Supposons que pour tout i <n, vg(y,) > —n/v. Dans A, on a

~(n 1] = [na] + DaAD P!

=(Z<lm1—[yf1+[y3/”1>p")+p"+2( > (il =Dl + Iy "Dp' <"+2>)
i=n i=n+2

n+1 /P

En divisant par p et en projetant dans C°, b on obtient que Xp+1 — Yn+1+ y,.; est 'image de

W > (il =il + 7D e
i<n
dans C”. Mais par hypothése de récurrence, [ ](Y; -, ([xi1—[yi]+[y; /p])p JeATNprtIA=prtiat,
donc o” (xp4+1 — Yn+1 + yn ) est dans ©O°. On obtient

1 —n
VE(Xn+1 = Yn+1 +yn{|_p1) = o

Si vE(Yn+1) = VE(Xn+1) Ou VE(Yp+1) = 0, on a fini. Si vg(yn+1) < VE(Xp+1) et vE(Yn+1) <O, alors

1 n+1
VE(Yn+1) = VE(Xn+1 — Yn+1 + ynip]) > Z(it]) > ),

On obtient finalement que ¥ — 1 est un isomorphisme.

Montrons maintenant le point (2). Par le lemme précédent, il suffit de montrer que p”y — p"+1 :

RVl RIM] 5 RIPuvl/ RIPUT et p”-injectif. On va montrer que v — p : R/ RIM s Rlpuvl/ Rlpul
est injectif et par le méme argument que ci-dessus, cela revient a montrer que

+ +
Y —p AT A — ACTT g

est aussi injectif.
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Comme ¢ o (Y — p) = 1 — pg et que 1 — py est bijectif sur Ajyr (d’inverse 1+ pp + pZe? +---), il
suffit de vérifier que

1— pp : AQIT _ A ©O0/p]T

est injectif.
Soit x dans AQVTT te] que (1 — pe)(x) = 0. Alors, pour tout entier k,

( > p"so”)(l — pp)(x) =0

n<k

et on obtient
k+1
¥ = pk+1(pk+1(x) c (pk-l-lA(O,v/p ]+) - pkHA,
Donc

X € m(pkA)zo. O
k>0

Ceci termine la démonstration.
Le résultat suivant se déduit des quasi-isomorphismes des lemmes 4.4, 4.7 et de la remarque 4.5.
Corollaire 4.8. Si pu < v, on a un p*"-quasi-isomorphisme
1<, C(RM ) =5 1, C(RMY ).
En combinant les résultats de ces deux sections, on obtient un p!2”-quasi-isomorphisme

1<, C(RE. . r) > 1<, C(R™Y] r). (23)

cris’

5. Utilisation des (¢, I')-modules

On suppose toujours R comme a la section 2B2, avec Spf(R) connexe. Dans cette section, on définit un
isomorphisme R-V] AE’;’U], ou A%’v] est un anneau muni d’une action du groupe de Galois Gg. Cela
va permettre de construire un quasi-isomorphisme entre le complexe C (R[“’”], r) de la section précédente
et un complexe de (¢, I')-modules Kos(¢, I'g, A%’v]) qui intervient dans le calcul de la cohomologie de
Galois.

Comme dans [Colmez et Niziot 2017, §4], la preuve se fait en deux étapes. Premieérement, en divisant
par des puissances de ¢, on transforme I’action des différentielles d; en une action d’une algebre de Lie,
Lie I'g : cela permet de se débarrasser de la filtration (c’est possible par le lemme 5.3 ci-dessous). On
utilise ensuite que les opérateurs t; qui sont définis dans le paragraphe suivant et qui traduisent 1’action
du groupe I'g sur ’anneau A%’v] sont topologiquement nilpotents (pour la topologie p-adique) pour

passer de Lie'g a T'g.
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Remarque 5.1. (1) Colmez et Niziot [2017] ne travaillent pas ici avec leur complexe original, soit
Kum(Rg’v], r), mais avec un complexe quasi-isomorphe Cycl(RL-'ﬁ’v], r). Ce changement de com-
plexe correspond a un changement de la variable arithmétique X¢ par une variable cyclotomique T

sur laquelle on peut définir une action de I'g. Dans notre cas, les deux complexes sont confondus.

(2) Dans [Colmez et Niziot 2017], du fait de la variable supplémentaire T, ’algebre de Lie obtenue
n’est pas commutative. Ce n’est pas le cas ici.

5A. Plongement dans les anneaux de périodes. Pour chaque i de {1,...,d}, on choisit un élément
Xl'? = (X;, Xl.l/p, ...) dans Ex et on définit un plongement de R;;f’lj dans A% en envoyant X; sur [Xl!’].

On étend le plongement a

R

inf

+ +
_)AE’ R

cris

— Acis(R), R — Al Rlul , alevl - gO2IF a0l

On note Ag (respectivement A;, Acis(R), A;z) I’image de Rj,r (respectivement R;gf, RCJ;S, R* pour
* € {[u], [u, v], (0, v]+}) par ce plongement. On peut alors définir une action du groupe G sur ces
anneaux.

On considere

1 m
RY = Oc{xl/l”", 1 ol }

(X1 ...Xa)l/p’"’ (Xa41 "'Xa+b)1/pm

et on note RS} la complétion p-adique de lim RY). Soient Ry, et Roo les complétés p-adiques R ®o,. R
et RJ &0 R.
On rappelle que G g := Gal(R[1/p]/R[1/ p]). On note

=ca(r3[;]/#7}]) =ca(re[ 5] /4[]
Tk: Gal(Roo[p /R p) Gal( Roo /R p)
le groupe des automorphismes de Rso[1/p] qui fixent R[1/p]. Ona g =~ Z;’,l .

De plus, comme G agit sur A g (resp. Acris(ﬁ) et A%), il agit sur Ag (resp. Aqis(R) et A}) via I'g.
Si on choisit des générateurs topologiques y1, ..., Yq de I'g, cette action est donnée par

ve(IX0D) = [el[X2] et y;(IXp]) =[X}] sij #k.

Remarque 5.2. On note 7; :=y; —1. Précisons I’action des 7; sur A;. Comme les y; agissent trivialement
sur Ajy¢, on obtient que T; (R;: f,I:l) C [I,R;; ¢- En utilisant la proposition 2.2 pour A = y;, [ = () et
Z, = Z, on obtient que y;(Z) est dans Z + (1) et en utilisant I’isomorphisme A} =~ R;qf, on en déduit
que 7j (AR) € pAg.

Comme on a R*v] = A[”’”]@)AinfRJr

A . [u,v]
inf> ON @ le méme résultat pour A",

5B. Passage des (¢, d)-modules aux (¢, I')-modules. On commence par montrer le lemme suivant.
Comme pour les preuves précédentes, on ne dispose pas ici de I’interprétation des anneaux R gt RIw-v]
en anneaux de séries de Laurent. La démonstration se fait en travaillant directement avec les anneaux de

périodes et en utilisant la description de la filtration F” A1 donnée 2 la proposition 3.1.
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Lemme 5.3. Soit v/p <1 <vetu > 1/(p—1). Alors, application'® f + t" f induit des p>"-
isomorphismes A%"v] — FrA%’v] et A%{’v/p] — A%{’v/p].

Démonstration. Montrons d’abord la p3” -surjectivité de ¢” Al pr A%"v]. D’apres la proposition 3.1,
1 414 r [M,U]
si y est un élément de F"A 7

, p"y s’écrit £" x avec x dans A%"v] : il suffit donc de voir que ¢ divise
p2& dans A%’v]. On écrit

a(n)!p&(n)t{n_l} ol a(n) =a(n) sib(n) #0,

= lot Ug =
W =1ot avec 1o Z l a(ny=a(m)—1 sibn)=0

n>1
et on en déduit que u et ¢ engendrent les mémes idéaux dans As (voir [Fontaine 1994, §5.2.4]). 11 suffit
alors de vérifier que p divise p2&. Mais, par définition, £ = /1 avec ju1 = ¢~ ' (1) : on va montrer
que p2/u; est dans A,
Pour cela, on montre d’abord que i = ug[jit] avec ug unité de Ag’v/ PI* On suit la preuve d’ Andreatta
et Brinon [2008, proposition 4.2 (d)]. En utilisant que ¢(u) = (1 + 1)? — 1, on vérifie qu’on a

1

= 1le] =1 =[]+ plor] + p*[oa] + -+ avec ve(on) > ve(e"/?" —1) = —————.
Pl (p—1)

Si on écrit o, = La, avec a, dans E, on a

1-p" = k—n+1
U[E(an)ZT=—ZP .
I V) B

Donc, pour tout n > 1, (v/p)ve(ay) +n > 0. En notant ug = 1 + pla;] + p?[az] + ..., on obtient
Wy/p(ug —1) > 0, donc wy/,(1g) = 0 et ug est une unité de AS—?’U/”H.
On montre de méme que ©; = u1[1] avec 1 unité de A%)’UH (et donc aussi de A(R?O,v/p]+). On en

déduit
2 2 2
_v —
r_7r ull avecwv(p_ )= —|—2>—p—|—220,
PR 1

[1] (p—1) p—
et on obtient le résultat voulu.

La p3"-surjectivité de A[u v/pl A[" v/P] ¢ obtient de la méme facon.

On vérifie ensuite la p3 1nJect1V1te Smt f dans A[ V1 e que t” f = 0, on veut montrer p3” f = 0.
Par ce qu’on a vu plus haut, u” f = 0 = [1]"ug f avec ug unité de A(O v/pl+ , donc [x]" f = 0. Enfin,
on peut écrire p? = [ji] - x avec x dans A(O v/p]+ : on a donc

P> f = (pxla)" f =0. O

Remarque 5.4. On suppose v/p <l <vetu>1/(p—1).
(1) On en déduit qu’on a un p3"-isomorphisme AE’;’"] =~ F’A%’v] (et A%’U/p] =~ A%’”/p]).

10. Bien définie, car on a t € Ais(R) C A%‘].
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(2) La méme preuve montre que le morphisme f + "1 f de A%"v] — F’A%’v] et A%"v/p] —

A%"”/p] est p20+ D injectif.

(3) On va montrer que les applications précédentes induisent des p®”-isomorphismes
[,v] , n raluvl, on [w,v/p]; n [w,v/pl; n
A /p" — F A /p" et A /p — A /p".

Pour cela, notons 4 = A%"v] (respectivement A%’v/ » ]) et B=F" A%"v] (respectivement A%”v/ » ])
et montrons que x > t"x induit un p® -isomorphisme de A/p" dans B/p". La surjectivité
découle du lemme précédent de maniere évidente. Montrons la p®”-injectivité : soit x dans A4 tel
que t"x = p"y pour y dans B. On a ensuite p3"t"x = p"(p3"y) = p"(t"z) avec z dans A (on
utilise ici la p3”-surjectivité). Ainsi t”(p3" x — p™z) est nul et on déduit que p3" (p3" x — p"z) = 0.
On obtient que p® x est nul modulo p™ A et donc que ¢” est p®-injective modulo p”.

Dans la suite, pour simplifier, on note § = A[Ig’v] etS' = A[Ig’v/ Pl On rappelle qu’on a choisi (y;)1<j<d
des générateurs topologiques de I'g = Zl‘f et, pour 1 <i < d, on définit 9; := X;(d/dX;) et J; :=
U, J) =i =< ji =d}.

Onnote y: Gg — Z;,( le caractere cyclotomique. Pour tout g de Gg,ona g-t = x(g)t. Si on note
S(r) I'anneau S muni de I’action de Gk tordue par y”, on obtient que la multiplication par #” induit une
application Galois-invariante S(r) — S.

On définit les complexes

Kos(Tr, S(r)) := S(r) Y= ()1 ... = §(r)4,
Kos(g, Tr, S(r)) := [Kos(T'r, S(r)) =% Kos(T'r, S'(r))],
Kos(d, F'S) 1= F7s YL (Fr=15)/1 ... (Fr=d §)/a,
Kos(@, 8, F™S) 1= [Kos(d, F™S) 22222 Kos(d, $')].

OnaC(S,r)=> Kos(p, 3, S), et en utilisant I'isomorphisme R*-?1 =~ A[Ig’v], on obtient C(S, r) =>
Kos(p, d, F'S).

Le but est maintenant de prouver la proposition suivante (voir [Colmez et Niziot 2017, Proposition 4.2]
pour I’analogue arithmétique) :

Proposition 5.5. (1) Il existe un p3°" -quasi-isomorphisme
7<r Kos(¢, TR, S(r)) => 1<, Kos(g, d, F"S).
(2) Il existe un p>8" -quasi-isomorphisme
t<r Kos(¢, TR, S(r))n => 1< Kos(p, d, F"S),,

out (+)p désigne la réduction modulo p".
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Pour montrer cela, on définit V; :=¢0; et on considere 1’algebre de Lie associée au groupe I'g, Lie I'r.
Alors Lie I'g est un Z,-module libre de rang d, engendré par les V; pour 1 < j < d. On note

Kos(Lie Tr, S(r)) := S(r) Y (171 > ... — S(r)74,
Kos(g, Lie Tg, S(r)) := [Kos(Lie Tg, S(r)) "% Kos(Lie T'g, S’(r))].

Lemme 5.6. (1) Il existe un p3°"-quasi-isomorphisme
7<r Kos(¢, Lie g, S(r)) = t<, Kos(p, 9, F"S).
(2) De méme, il existe un p>2" -quasi-isomorphisme
1<, Kos(¢,Lie g, S(r))n => t<r Kos(p, 0, F" S),.

Démonstration. On rappelle qu’on note S = A%"v] et S’ = AE’;’”/ Pl Comme dans [Colmez et Niziot

2017, Lemma 4.4], on déduit du lemme 5.3 et des diagrammes

V.
S(r) AN S(ryh Sr)ylr —— S@r)lr+t —— ...
| ‘| ‘|

;) J J J
F'S — 5 (Frs)N (FTS)/r — = (Fr§)/r+1 —— ...

e b P e

@) T J, J,

Fr'S — % (Fr=18)N SIr §Tr+1

et

V.
§') S s e S/ s S

A q
vV,;)

' ——= (8" (S —— (8Tt —— -
e o e

0
51— (517 e ()T —— ()T ——

14r

qu’on a des p “"-quasi-isomorphismes

7<r Kos(Lie g, S(r)) = 1<, Kos(d, F"S) et t<, Kos(LieT'g, S’ (r)) = 1<, Kos(d, ).

En effet, par le lemme, les fleches verticales du haut sont des p3”-isomorphismes et on obtient donc un
p®” -quasi-isomorphisme entre les deux premiers complexes. De la méme facon, les fleches du bas sont
des p3"-isomorphismes en degré inférieur 4 r. En degré (r + 1), d’aprés la remarque 5.4, le morphisme
S 2L pr S est p* -injectif et on en déduit le p3 -quasi-isomorphisme entre les complexes tronqués.
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Comme on a
Kos(¢,LieT'g, S(r)) := [Kos(Lie I'g, S(r)) ¢ Kos(Lie T'g, S'(r))].
Kos(¢, d, F"S) := [Kos(d, F"S) pirle, Kos(d, S")],

30r

on obtient un p~“"-quasi-isomorphisme

7<r Kos(p, Lie TR, S(r)) => 1<, Kos(p, d, F"S)

induit par le diagramme commutatif

Kos(Lie g, S(r)) LN Kos(Lie g, S’ (r))

r

p
. r"(1—9) . ,

Kos(Lie I'g, S(r)) —— Kos(Lie I'g, S’(r))

e e 24)

Kos(Lie Tg, F7S) 2 Kos(Lie Tg, S’)

T t*®

Kos(d, F"S) —2—2%  Kos(3, ')

Le résultat modulo p” s’obtient de la méme facon, en utilisant le dernier point de la remarque 5.4. [

Remarque 5.7. En degré supérieur a r + 1, les fleches du bas dans le diagramme ci-dessus ne sont plus

surjectives et, sans la troncation, on perd le quasi-isomorphisme entre la deuxieme et la troisieme ligne.
Lemme 5.8. [l existe un quasi-isomorphisme
Kos(¢, I'r, S(r)) = Kos(p,Lie 'r, S(r)).

Démonstration. La preuve est semblable a celle de [Colmez et Niziot 2017, Proposition 4.5]. On va
construire une application 8 : Kos(I'g, S(r)) — Kos(Lie I'g, S(r)) telle que le diagramme

5() LR S s 52—

Idl .BIJ/ ﬂzJ
;)

S(r) —=Sr)" —— S(r)2 —— -

soit commutatif, et qui induit le quasi-isomorphisme voulu.
On rappelle qu’on a noté t; :=y; — 1.
Soient (a,)n>1 et (bn)n>1 les coefficients des séries formelles

log(1+ X X
M:l—l—alX—i—azXz—l—---

t — = 14+b X +b X%+,
X e Tog(1 £ X) + 01X +02X7 +
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Pour tout j € {1,...,d}, on pose

sj=14art; —i—azrjz—l—--' et sj_1 =14+D11j +b2rj~2+~-- .

En utilisant la remarque 5.2, on voit que pour x dans AE’;’U], les séries s;(x) et sj_l(x) convergent
dans AB’;’U].

Considérons maintenant les applications f; : S(r)’i — S(r)’i avec B; (@j)jes;)=C(sj -8 (aj))jes;-
Par ce qu’on vient de voir, les 8; sont bien définies et sont des isomorphismes.

Il reste a voir que le diagramme commute. Mais on a

(S8 Tjg o Ti) = Sy 8y Vi Ty o Ti)) = - = (V- V)

car V; et t; commutent (comme on a tordu I’action par y).
Enfin, en remarquant que 8 o ¢ = ¢ o 8, on obtient que 1’application 8 nous donne bien le quasi-
isomorphisme cherché. O

Remarque 5.9. La convergence des séries s; et sj_1 se déduit ici directement de la définition de 1’action
des 7; sur AE’;’U]. Dans [Colmez et Niziot 2017], du fait de la variable supplémentaire 7, la preuve de cette
convergence est plus technique et s’obtient, 1a encore, par des considérations sur des séries de Laurent ;
voir [Colmez et Niziot 2017, §2.5.3].

La proposition 5.5 se déduit ensuite des deux précédents lemmes.

5C. Changement d’anneau. Pour terminer, on passe de I’anneau A%’v] a Ag.

Lemme 5.10. L’inclusion AS?’”H > AE?’U] induit un quasi-isomorphisme
Kos(p, [z, AR (r) = Kos(p, Tr, Ay ().

Démonstration. L’idée est la méme que dans [Colmez et Niziot 2017, Lemma 4.8] : on vérifie que

1—¢: A["’v]/A(O’vH — A%’U/p]/Ag’v/pH est un isomorphisme. Comme on a un isomorphisme entre

A%’U]/AQ’UH et A%’v/p]/ﬁg’v/p]Jr, on peut voir 1 — ¢ comme un endomorphisme de A\E’;’v]/Agg’vH.
On a de plus
BI"\ _ [BI”" _ (= [BIP”
AN )= 77 prm
On en déduit que go(A%’v]/Ag’vH) Cp- (A%’U]/AQ’UH) et par itération,

wk(A[R}lsv]/Ag,v]'i‘) C pk . (A%’v]/A(RO’v]—F).
On obtient que ¢ est topologiquement nilpotent et (1 — ¢) inversible. O
Pour S = Ag, A%)’UH, on note Kos(y, I'g, S) := [Kos(I'g, S)w—_l> Kos(I'r, S)].

Remarque 5.11. Dans [Colmez et Niziot 2017], I’anneau Ag?’vH n’est pas stable par ¥ et il est nécessaire

de multiplier Ag’v]"' par une constante ;- ! dans la définition de Kos(y, 'R, Ag?””).
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Lemme 5.12. L’application

1_
Kos(T'r, AE?’UH) —>(p Kos(T'g, Ag)’v/p]-’-)

! !
-1
Kos(T'r, Ag?’vH) L> Kos(T'g, Agg’vH)

induit un quasi-isomorphisme Kos(¢, I'g, §) = Kos(¥, 'g, S).

Démonstration. Le raisonnement est semblable a celui de la preuve du lemme 4.4 : comme ¥ est

0, =
Ag@ U/P]+)1/I 0

surjective, il suffit de vérifier que Kos(I'g, est acyclique. On utilise la décomposition

(0,v/pl+
AR""P

de la remarque 3.10 et on est ramené a prouver que Kos(I'g, ¢( Jugy) est acyclique pour tout

a=(og,...,ag) #0.
Soit alors & tel que «z 7 0. On peut supposer que k = d. Pour simplifier, on pose My = go(AE?’vH)ua.
Onnote J/ :={(j1,.... /i) | 1 < j1 <--- < ji <d —1} et on écrit Kos(I'gr, My) comme le complexe

( ) j #£d / /
Mo 2225 (M)t ——— (M) s ———

( ) j / /
My 2225 (o)t ——— (M)’ —— -+

On va montrer que 7 est bijective sur M. Comme M, est p-adiquement complet, il suffit de montrer la
surjectivité modulo p.

Onayg-ug = (it + 1)*@uy et donc, pour y dans (Agg’vH/p),

Ya =1 - (e(Wua) = ¢(11G(y))uq

avee i = ¢ (1) et G(y) = (1 + )% iy  (ya — Dy + A7 (1 + fi1)*@ —1)y. Mais I'action de
(yq — 1) est triviale modulo & (car, modulo i, € = 1) et comme &t = /lf , on obtient que, modulo i1,

(Ag’v/ pI+ / p) est surjective modulo &

G(y) = agy. On a alors que I’application ¢ o G : (Agg’v]"'/p) —
et comme (AS?’UH / p) est ji-complet, on en déduit que @ o G est surjective et que (yz — 1) est surjective

sur M. O

Lemme 5.13. L’inclusion Agg’vH — AR induit un quasi-isomorphisme
Kos(v/, I'g, A&?’””) —> Kos(¥, I'r, AR).

Démonstration. Comme dans [Colmez et Niziot 2017, Lemma 4.12], il suffit de voir que 1 — ¢ :
AR/ A%)’UH — AR/ Agg’vH est un isomorphisme. De la méme facon que dans la preuve du lemme 4.7,
en remarquant que 1 4 ¥ 4 2 4+ --- converge sur les mondmes, on se raméne a montrer le résultat pour
I’anneau A/ A©:v]+ Mais on a montré au lemme 4.7 que 1 — 1 était surjective de A©-1+ dang lui-méme
et on obtient donc que 1 — i est un isomorphisme sur le quotient. O

On en déduit la proposition suivante :
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Proposition 5.14. On a un quasi-isomorphisme
Kos(¢, FR,AE;)’UH) = Kos(¢, 'r,AR).

Enfin, en combinant tous les résultats de cette section, on obtient :

Proposition 5.15. I existe un quasi-isomorphisme
Kos(g, Tr, AL (1)) = Kos(p, Tr, Ar(r)).

Remarque 5.16. On peut montrer également que I’inclusion A;: — AE’;’U] induit un quasi-isomorphisme
Kos(g, I'r, A; (r)) = Kos(¢, I'g, AE’;’”] (r)). En effet, par ce qu’on vient de voir, il reste a vérifier
que I’inclusion ARJF — Agg’vH donne un quasi-isomorphisme Kos(y, I'g, A;:) = Kos(y, 'R, AE?’VH).
Pour cela, il suffit de prouver que 1 — : AQ’UH / A; — Agg’vH / AR’@L est un isomorphisme, ce qui est
montré dans la preuve du lemme 4.7.

6. Cohomologie de Galois

Soit R comme dans les sections précédentes. Pour terminer la preuve du théoréme de comparaison
locale 2.4, il reste a voir qu’on a un quasi-isomorphisme RI'(I'r,Ag) = RI'(Gg,Af). Ce résultat
s’obtient via des arguments classiques de descente presque étale et de décomplétion.

6A. Calcul de la cohomologie de Galois. Le but de cette partie est de montrer qu’on a un quasi-
isomorphisme
[RT(Tr,ARg(r)) iy RT(Tr,AR(r))] <= RT'(GR.Zpy(r)). (25)

Comme la suite exacte
=g q
0—>27Zp—>Ag—Ag—0

donne un quasi-isomorphisme
RT(GR.Z,(r)) ==> [RT (G, Ag(r)) =% RT(Gr. Ag(r)],
il suffit de vérifier qu’on a un quasi-isomorphisme
RT'(I'r,Ag(r)) = RI'(GRr,Ag(r)).

Soit Roo la clbture intégrale de R dans la sous-R[1/ p]-algebre de R[1/p] engendrée pour m > 1 par
les Xalingﬂ, el X;/m et pour n > 1 par les Xll/pn, el X;/pn. La méme preuve que dans [Colmez et

Niziot 2017, Lemma 5.8] donne :
Proposition 6.1. R est I’extension maximale de Roo telle que R[1/ p]/ Roo[1/ p] est étale.

Onnote E__letilt de la complétion de Roo, Ay =W(Eg_) et Tr:=Gal(Roo[1/p]/R[1/p)). Enfin,
soit Hg :=ker(Gr — r R). On déduit de la proposition précédente le résultat suivant, le raisonnement
étant identique a celui de [Andreatta et Brinon 2008, §2; Andreatta et lovita 2008, Appendix A; Colmez
2003] :
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Proposition 6.2 [Colmez et Niziot 2017, Proposition 4.13]. (1) Pourtouti > 1,ona H i (Hg,Ag)=0.

En particulier, on a un quasi-isomorphisme
RT (TR, Ag_(r) => RT(Gr,Ax(r)).
(2) Il existe un quasi-isomorphisme
RT (T, AR, (r)) => RT'(Tr. Ag ().

Dans la suite, on note pg le morphisme RT'(I'g, Ar (1)) = RI'(Gr,Ag(r)). On passe de I’anneau
AR., a Ag via un argument de décomplétion (voir [Andreatta et Iovita 2008, Theorem A.14; Kedlaya et
Liu 2016]) :

Proposition 6.3 [Colmez et Niziot 2017, Proposition 4.13]. On a un quasi-isomorphisme
foo : RI'(I'R,AR(r)) => RT(I'r, AR, (1)).
6B. Comparaison avec le complexe syntomique. On peut maintenant montrer le théoréme suivant :
Théoréme 6.4. Il existe une constante N indépendante de R telle qu’on a des p™" -quasi-isomorphismes
or i T<r Syn(R,r) = 1<, RT'(GR, Zp(1)),
Orpn T<r SYn(R, 1)y — 1<, RT(GR,Z/p"(1)).
Démonstration. On vient de voir qu’on avait un quasi-isomorphisme
[RT(Tg, AR(r) =% RT(Tr, AR(r))] <= RT(GR, Z,(r)).
Mais RT'(I'gr, Ag(r)) est calculé par le complexe Kos(I'g, Ag(r)) et on a un quasi-isomorphisme naturel

RT(GR.Zp(r)) = Kos(¢,I'r,Agr(r)).

D’apres la proposition 5.5, on a un p3°”

-quasi-isomorphisme
1<, Kos(g, 'R, A%’v](r)) —> 1< Kos(g, 0, FrAE’;’v]),
et en utilisant le quasi-isomorphisme de la proposition 5.15,
Kos(g, T'r, A" (1)) =5 Kos(g, Tr, Ar(r)),
on en déduit un p3°"-quasi-isomorphisme
1<y RT(GR, Z,p(r)) = t<, Kos(g, 8, FTAlL-Y),

J’_

cris’
C(R™-Y1 1) établi dans la section 4, on obtient le p?¥" -quasi-isomorphisme «, (avec N = 42). La méme

Enfin, en utilisant I’isomorphisme naturel AE’;’U] ~ RV et le p'2"-quasi-isomorphisme Syn(RY. , r) =

démonstration donne un p"-quasi-isomorphisme orn pour N =70. O
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7. Comparaison locale avec I’application de Fontaine—-Messing

Dans cette partie, on montre que le morphisme de périodes local construit dans la section précédente
est égal a I’application de Fontaine-Messing modulo une certaine puissance de p. Une fois la construction
du morphisme établie, la preuve est tres similaire a celle du cas arithmétique [Colmez et Niziot 2017,
§4.7]. On suppose toujours X = Spf(R) connexe.

7A. Anneaux [E[Ii;’v] et [EgD et lemmes de Poincaré. On rappelle ici la définition de [E%”v] et [EgD donnée
dans [Colmez et Niziot 2017, §2.6] et les lemmes de Poincaré vérifiés par ces anneaux.

+

7TA1. Définition des anneaux SA. Dans cette section, S désignera I’anneau R  (respectivement RO:v])
et A désignera Ags(R) ou Agis(R) (respectivement A%’v] ou A%’v]). On a donc un morphisme injectif
continu ¢ : § — A et, si B désigne I’anneau A, (respectivement A[“’”]), onnote f :S®RpA— Ale
morphisme tel que f(x ® y) = t(x)y.

On note SA la log-PD-enveloppe complétée de S ® p A — A par rapport a ker( f). Plus explicitement,
siVi=(X;®1)/(1®u(X;)) pour 1 < j <d,alors SA est la complétion p-adique de S ®p A a laquelle
on ajoute tous les (x ® 1 — 1 ® ¢(x))[¥] pour x dans S et les V; — 1¥]. On munit SA4 d’une filtration en

définissant F”SA comme I’adhérence de 1’idéal engendré par les éléments de la forme

X1x2 l_[ (Vi — ks,

1<j=d
ol x1 estdans F™S, xp estdans F"2A etry + 1y + Z;i:l kji<r.

Proposition 7.1 [Colmez et Niziot 2017, Lemma 2.36]. (1) Tout x de SA s’écrit de maniere unique

sous la forme

d
x= > a]Ja-wpkl (26)

k=(ky,..., kd)GNd Jj=1
avec xi dans A qui tend vers 0 quand k tend vers infini.

(2) De plus,

d
X = Z Xk 1_[(1 - Vj)[kf] € F"SA si et seulement si xx € F" "% 4 pour tout k.
keNnd  j=1

On définit les anneaux suivants :
— [EgD = SA (resp. [E%’v]) pour S = RT. (resp. RI]y et 4 = Ao (R) (resp. A%’v]).

cris

— [EgoDo = SA (resp. E[I?i]) pour S = RY._(resp. Ry et A = Auis(Roo) (resp. AE’;;:]).

cris
— [EED = SA (resp. [E%""]) pour S = RC’;S (resp. R[”’”]) et A= Acris(ﬁ) (resp. A%"v]).
On déduit de la proposition 7.1 les inclusions [EII;D C [EII;OZ - [E%)D (et de méme avec 1’exposant [u, v]).

On peut maintenant étendre les actions de G et de ¢ a ces anneaux :
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Proposition 7.2 [Colmez et Niziot 2017, Lemma 2.40]. Si SA = EEP (respectivement EL4"Y) pour
M €{R, Rso, R}, on note SA’ = [E}C[D (respectivement [Ej[:fl’v/p]). Alors :
(1) @ s’étend de maniére unique en un morphisme continu SA — SA’.

(2) L’action de G g s’étend de maniere unique a une action continue sur SA qui commute avec @, et
[E;?oo (pour x € { PD, [u, v]}) est I’ensemble des points fixes de [E’I% par le sous-groupe I'r C GR.

TA2. Lemmes de Poincaré. On consideére maintenant le complexe
FIQY, 4:=F'SA— F'T'SA®s4 Qg = F 2 SARs4 Q544 =~ -

Proposition 7.3 [Colmez et Niziot 2017, Lemma 2.37]. Le morphisme F" A — F" Q% , /4 €St un quasi-

isomorphisme.
Démonstration. La preuve est identique a celle de Colmez et Niziot. O

Pour simplifier les notations, on note Ry := ROVl et R, = A%’v]. On a des plongements ¢; : ROV R,
pouri € {1, 2}. On note ensuite R3 la log-PD-enveloppe complétée de R1 & .01 R2 pour i OLl_l :Ri—> R,
(et donc R3 = [E[I?’v]). On pose X;;j :=1;(X;j) pouri € {1,2} et j €{l,...,d}. Soient

d

dXij 1 1 1 n A 0!
j=1

et
F'Qy% =F'Ri— F' 'R @, Q] > F' R Q] >

Lemme 7.4 [Colmez et Niziot 2017, Lemma 3.11]. Les applications F’Q;el — F’Q}e3 et F’SZIR2 —

Fr Q}% sont des quasi-isomorphismes.

7B. Application de Fontaine-Messing. On note [EP D 1a réduction modulo p" de EP D et alors EllsD est
la log-PD-enveloppe de Spec(R,) — Spec(Acm(R)n ®n,., RE).

cris, n Cris
On a le diagramme commutatif suivant :

PD
spf( E}’l ) C spf('&cris (E)n ®Acns CI'IS)
Spf(Rn)( Spf(Rcrls n)

|

Spf(OC,n)( Spf(Acris,n)
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On définit le complexe syntomique Syn(R, r), 1= [F’QEPD P Q'PD]

La suite p”-exacte
0—2/p"(r) = F" Aais(R)n ©=% Acis(R) — 0
donne un p"-quasi-isomorphisme
RT(GR.Z/p" (1)) <> RT(GR, [F" Acks(R) =% Acts (R)s])
et, par la proposition 7.3, on a

RT(GR, [F" Acris(R)n ==5 Acrig(R)n]) => RT(GR, [F" Q5. ¢ szE,,D])

Rn R.n

On peut alors définir 1’application de Fontaine—Messing
agy : Syn(R,r)u — RT(GR. Z/p"(r)').

On dit que deux morphismes f et g sont p™¥-égaux (avec N une constante) si le morphisme induit par
f —g sur les groupes de cohomologie est tué par p?V. On obtient la version géométrique du théoréme 4.16
de [Colmez et Niziot 2017].

Théoréme 7.5. Il existe une constante N qui ne dépend que de p et de r telle que [ ’application de
Fontaine—Messing aFM (respectivement a ) est pN-égale a I'application Ot (respectivement oz )

donnée par le théoreme 6.4.

Démonstration. On reprend les mémes notations que dans [Colmez et Niziot 2017, Theorem 4.16],
c’est-a-dire :

e (g et Cr désignent respectivement les complexes de cochaines continues de G et de I'.

Ko(FTS) = [F"S Z=% §'] (et donc K, (S) :=[S =% 57]).

K,5(F"S) :=Kos(p, d, F'S) = [Kos(d, F'S) 2—L% PIZP™%, Kos(d, S7).

Ko.r(FTS) :=Kos(p. T, F"S) = [Kos(T, F"S) Z=% Kos(T, ")

Kyra(FTS) = [Kos(T, Fr Q%) Z=% Kos(T, Q%,)].

Ko LieT (F"S) := [Kos(Lie T, F'S) % Kos(Lie T, S")].
o Kypiera(FTS) = [Kos(Lie T, F* Q%) 2% Kos(Lie T, Q%)].

Le théoreme se déduit alors du diagramme commutatif
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Ky (FTRG) — Ca(Ky p(FTERP)) <= C (Ko (F Acis(R))) 4= C (Zp(r)

cris

(22) (14)
=r |2 - as |2

~

Kpa(F"RUM) = Ca (Ko (FTER™) £ Ca(Ko(FTAR™) < Co (Ko(AR™ () — Co (Ko (A(r))

157, 157, W proposition 6.2 |
Cr(Kpa(FTER™)) €= Cr (Ko (FTAR) 4 Cr(Kp (AR () = Cr (Ko ARy (r)
Moo Moo oo proposition 6.3 | 2
Cr(Kpa(FTER™) ¢ Cr (Ko (FTAR™) 4 Cr (Ko (AR () — Cr(Ky (AR (1))

¢ ¢ 4 ¢

lemme 7.4

Kora(FTER™) oo Ky (FPAR™) —— Kor (AR () T Kor (AR(r)

¢ 14 5.8 |2

Kptiery (FTER ™) € Ko pier (FTAR™) < Kppier (A% 1)

r 1%,1<,.5.6 |2

Koy (FTER ™) —— Ky 5 (FT AR
Les fleches horizontales de la quatrieme colonne vers la troisieme sont données par les compositions

d’applications

Kos(Tg, S(r)) ——2— Kos(T'g, S'(r)) Kos(Lie Tg, S(r)) ——— Kos(Lie T'x, S'(r))

p’ p’
p"(1-9) , . r"(1—9) . ,

Kos(Tg, S(r)) —— Kos(T'g, S’(r)) €t Kos(LieI'g, S(r)) —— Kos(Lie g, S'(r))

t" t" t" t"

Kos(Tg, F7S) —2—% Kos(T'g, S') Kos(Lie T'g, F7S) = Kos(Lie T'g, S’)

Le passage de la troisieme a la quatrieme ligne se fait en utilisant le quasi-isomorphisme entre les

complexes de Koszul et la cohomologie de groupe. O



642 Sally Gilles

8. Résultat global

A partir de maintenant, on se place dans le cas ot il n’y a plus de diviseur a I'infini. Plus précisément,
on suppose que localement X s’écrit Spf(Rg) avec RE — Ry la complétion d’un morphisme étale et

1 w

RY =0 X1,.... Xy, ,
0 X1 Xa Xag1Xg

(pour a, d € N). On suppose Spf(Rp) connexe. On rappelle que Spf(Ok ) est muni de la log-structure
donnée par son point fermé et X de celle donnée par Ox N (Ox[1/p])* — Ox.
Le but de cette section est de montrer le théoréme suivant :

Théoreme 8.1. Les applications locales du théoreme 6.4 se globalisent en des morphismes

) : t<r RTgyn(Xoc . 1) = 1< RTa(Xc. Z,(r)),
ap,  T<r Ryn(Xoc . r)n = 1< RTa(Xc. Z/ p" Z(r)').

De plus, ces morphismes sont des p™N" -isomorphismes pour une constante N universelle.
En particulier, on a le résultat suivant ([Colmez et Niziot 2017, Corollary 5.12]) :

Corollaire 8.2. Si X est un log-schéma formel propre a réduction semi-stable sur O, alors pour k <r,
le pN"-isomorphisme ci-dessus induit un isomorphisme

“?,k : H!;n(%oc,r)@ = Héli(%C, Qp(r)).

Démonstration. Par définition de la limite homotopique, si A* désigne le complexe RI'syn(Xoo,7)
(respectivement R« (X ¢, Qp(r))) et Ay, saréduction modulo p” (respectivement RTs(Xc, Z/ p"Z(r)')),
alors on a un triangle distingué

A= TT4n >4 — 411
n n

ou I’application [, A5, — [],, 4;, est donnée par (k,) — (kn — Ynt1(knt1)) (OU Yppq: A
sont les morphismes associés au systeme projectif (4})).

w1 = Ay

Par le théoréme 8.1, pour tout 7 et k < r, on a un p™V"-isomorphisme HkRI‘Syn(%@C,r)n -
HK¥RTs(Xc,Z/p"Z(r)'). En écrivant la suite exacte longue associée au triangle distingué ci-dessus, on
obtient un diagramme commutatif

coo —— [, HE (1 —— HE () — [T, HE () —— [T, HE ()0 — -+

I l | |

oo —— 1, HE Y —— HEG) —— [T, HE () —— [T, HE ) —— -
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ol pour simplifier on a noté HX (r), := HkRFSyn (Xoc:n, Hslg,n(r) = HkRFsyn(.’{@C, r) et de méme

syn
pour la cohomologie étale. On tensorise ensuite par (O, pour obtenir, pour tout kK < r, un isomorphisme

o0+ HE,(Xoe.r)a > HE(Xc. Qp(r), -

Remarque 8.3. Dans [Tsuji 1999], pour obtenir un morphisme compatible avec les applications symboles,
une normalisation par un facteur p~" est nécessaire (voir (3.1.12) et la proposition 3.2.4 (3) de cet article
pour la compatibilité avec les applications symboles). Cette normalisation n’apparait pas ici car le
morphisme au niveau entier qu’on utilise n’est pas exactement égal a celui de Tsuji, mais est obtenu en
tordant celui-ci par un facteur p”.

Revenons 2 la preuve du théoréme 8.1. On a construit le morphisme o localement, il suffit de montrer
qu’on peut le globaliser. Pour cela on utilise la méthode de Cesnaviius et Koshikawa [2019, §5] (qui
généralise celle de [Bhatt et al. 2018]).

On se place dans le cas o Xp. = Spf(R). On suppose que les intersections de deux composants
irréductibles de la fibre spéciale Spec(R ®o k) sont non vides (en particulier, Spf(R) est connexe) et
qu’il existe une immersion fermée

Xoc — SPA(RE) xoc [] SpfRY 27)
AEA
telle que :

(i) RY :=0c{XZE! |0 € =} avec T un ensemble fini.

(ii) RE =0ctiXa 1. Xa a1/ (Xp 1 X 0,) @/ (Xn a5 +1° - Xa,q)} o A € A avec A fini.
(iii) Spf(R) — Spf(RY)) est une immersion fermée.
@iv) Spf(R) — Spf(R%') est étale pour tout A dans A.

En particulier, pour tout A dans A, chaque composante irréductible de la fibre spéciale Spec(R ® k) est
donnée par un unique (¢ ;) poura; +1<i <d.

On choisit des éléments {1y joex (respectivement {uy ; }1<i<q avec A € A) tels qu’on ait une applica-
tion Xg — Uy de Rg dans R (respectivement X ; > u, ; de RE dans R).

Dans la suite on note Spf(Rg,A) le produit Spf(Rg) xoe [ Liea Spf(RE).

Comme dans la section 2B2, on munit chaque Spf(RE') de la log-structure donnée par la fibre spéciale
et on munit Spf(Rg’ A) et Spf(R) des log-structures induites.

Remarque 8.4. On peut toujours trouver une base de X¢ telle qu’on ait de telles immersions. Soit x un
point de X. Si x est dans le lieu lisse de X alors localement Xp s’écrit Spf(/f) avec A de type fini sur
Oc et donc il existe une immersion fermée Spec(A) — Spec(Oc¢[X1, ..., Xn]). On recouvre ensuite
Spec(Oc[X1, ..., Xy]) par une union de tores et on obtient que localement Xo. s’écrit Spf(R) tel qu’il
existe une immersion fermée Spf(R) — Spf(Rg) avec X un ensemble fini.
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Si maintenant x n’est plus dans le lieu lisse de X, alors X s’écrit localement Spf(R,) pour une
Oc-algebre R, telle qu’on ait une application étale RE‘ — R, avec

1 w

a
Ry =0ciXy1,---,X
A Aodse-s KA ds ,
XoaXpay Xha+1Xoa
et telle que x est donné par (X 4, +1 -+ X1,4). Si on localise en x, on obtient une immersion fermée
dans un tore formel Spf(Rg).

Remarque 8.5. (1) Pour un tel R, si Rg] A, St Rgz As vérifient les conditions ci-dessus avec X1 C X
et A1 € A,, on note f1 Rgl AL REZ’AZ I’application induite par X, — X4 et X ; = X, ; pour
o dans X1, A dans Aq eti dans {1,...,d}. Lensemble des Rg A muni des applications ainsi définies
forme alors un systeme inductif filtrant. Il est inductif, car si ¥; € ¥ € ¥3et A1 C A, C Az, ona
f13 = f23 ) f12 Vérifions qu’il est filtrant. Par définition du systéme, pour X1 € 35 et Ay C Ao, f12 est
la seule application de R2 A dans RZ A, . Considérons a présent deux anneaux RD LA, St R22 As
vérifiant (27) pour R. On note X3 := X1 U Xy et A3 = A1 U A5, Alors (X3, As) verlﬁe les conditions
(27) pour R et les deux morphismes fl3 et f23 sont bien définis.

(2) Maintenant si f : R — R’ est un morphisme étale tel qu’on ait une immersion fermée Spf(R’) —
Spf(Rg/ A7)> On note S:=XuX et A=AUA Alors (£, A) vérifie les conditions (27) pour R’ :
comme R — R’ est étale, RE — R’ est étale pour tout A de A.On ade plus une surjection Rg — R’

donnée par
Xs > f(ug) pouroc e X,
Xor = Ug pour o’ € X/,

et telle qu’on ait un diagramme commutatif

R . p

I

RY, —— RY
b

On obtient alors un morphisme de R — RY £ et de lim RZ A — lim R}:/ A (ot la

—(Z,A) —(Z',A)
premiere limite est prise sur 1’ ensemble des (=, A) qui vérifient (27) pour R, et la seconde limite sur

I’ensemble des (X', A’) qui vérifient (27) pour R).

8A. Construction du quasi-isomorphisme o, 5 A. On travaille localement. Supposons que Xpo. =

Spf(R) avec R tel qu’il existe des immersions comme en (27).

RPD

On va définir un anneau z.A S suivant la construction de [Cesnav101us et Koshikawa 2019, §5.22].

Notons Spf(Ainf(Rg A)) le produit des

SPF(Aint(RD)) := S f( {X X ! (@] })
p f =9p f A, s 0 s AN ds ’
" " Xoa - Xna, Xaa,+1Xaa
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et de Spf(Ainf(Rg)) := Spf(Ains{ X, gtl | 0 € £}). Comme précédemment, A;,¢ est muni de la log-structure
induite par x > [x] de O”\ {0} — Ayyr. Les Spf(Amf(RE)) sont munis de la log-structure associée a

N9 Ly (0°\ {0}) — Ainf(Rg,A)

qui envoie (n;) sur [, 41<i<q X l.ni et x € O sur [x] € Ay, le morphisme N — N? 42 est I"application
diagonale et N — O\ {0} est donnée par m > [@°]™. Comme dans la remarque 2.3, on peut se ramener
a des log-structures fines par changement de base [Cesnaviéius et Koshikawa 2019, §5.9] et de cette
facon Ainf(Rg’ A) est log-lisse sur Ay

On a une immersion fermée

Spec(R/ p) = Spf(Aine(RE 4))

et pour m,n > 1, on peut construire une log-PD-enveloppe [Cesnavitius et Koshikawa 2019, §5.22;
Beilinson 2013, §1.3] :

Spec(Rg?A’n,m)

T

Spec(R/ p) SPeC(Ainf(Rg,A)/(Pn, £™))

En fait, pour m suffisamment grand (tel que £ € p” Ags), R%D A.n.m S 1dentifie a la log-PD-enveloppe de

Spec(R/p) — Spec(AcriS(Rg’A)/p”) sur Spec(O¢/p) < Spec(Acis / p™).
Notons RI;;D A.n Cette log-PD-enveloppe (indépendante de m). On a R%D An/ pl = RI;;D An—q €t ON

obtient un schéma formel p-adique Spf(RYP, ) tel qu’on ait une factorisation
V4 q PIUS A q

Spf(ng;l?A)

TN

Spec(R/p) Spf(Acris(Rg,A))

ou AcriS(Rg A) = Agis ® Ain Ainf(Rg A) (le produit tensoriel est complété pour la topologie p-adique).

On a un morphisme de Frobenius sur R%D '« venant de celui de R/ p. On étend de méme les applications

différentielles 05, = d /(d log(Xy)) et 0, ; = d/(d log(X, ;)) a R%DA. On a de plus une factorisation
PD
Spec(R/ p) <= Spf(R) < Spf(Ry 5).
Le but de cette partie est de construire un p¥”-quasi-isomorphisme
o3, * T<r Kos(e, 0, Fnge\) — T<r RT'(GR, Zp(r))

avec N qui ne dépend ni de X, A, ni de R.
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On considere les anneaux

R[u] = A[u]® cnsRE LA R%’l:})\] = [u U]® cnsRE LA Rg):lv\]—‘r = A(O U]+® R

CrlS

ou les produits tensoriels sont complétés pour la topologie p-adique.

L application RP D R[u vl

induit alors un morphisme sur les complexes de Koszul
Kos(. 8, F" RED) — Kos(p. . FTRY})). (28)

Soient Rg’ oo €t REOO les complétions p-adiques des anneaux

n n n 1 wl/"n
mOcXEVP" |6 ey et limOc{Xl/p L xye _, }
) 7 ) Al A (X Xaa )P (X ay41Xa,a) VP
On note Rg A.oo l€ produit tensoriel des anneaux précédents, Ry A 0o := RZ A, oo® RD, R, et on note
Acris(RZ],A,oo), A[u vl A[u]

Rs Ao0” ""RE A0
1 1 1
Iy = Gal(R%',oo[;] /Rg[;]) ~ 7%, = Gal(REoo[;] /R?[;]) ~ 79,

FE,A = F): X l_[ F;t.
A€A

les anneaux associés. Enfin, on considere les groupes

et

Si (Yo)o et (Vi.,i)1<i<q sont des générateurs topologiques de I's, et de I'y, les actions de I's et I'
sur Rg et RE‘ sont données par

vo(Xg) =[e] Xy et Yo (Xo') = Xor  sio’ #o,
Ya,i(Xa,) =[elXa,; et yri(Xa,;)=Xy; sii#]
On en déduit une action de I's; A sur RIE)DN A[E"]A,
Enfin, pour 1 <i < |X|+d|A|, on écrit J; :={(j1,...,ji) |1 < j1 <---<Ji <|Z|+d|A|}. Les
mémes preuves que celles des lemmes 5.6 et 5.8 donnent :

[u,v]
AE,A'

Proposition 8.6. 11 existe un p3°" -quasi-isomorphisme
v, Kos(p, 3, F" R ”]) 5 1< Kos(g, Lie s o, F" REY)
< ¢ , Kos(g.Lie 'z o, R™ ”](r)) £ 1 Kos(p. Tz 4. REY (). (29)

58r

Remarque 8.7. Modulo p”, on obtient de la méme fagon un p~°"-quasi-isomorphisme.

Le morphisme RIEJDA — Acris(R3,A,00) [Cesnavicius et Koshikawa 2019, (5.38.1)] induit un morphisme

RT (s A RY(r) — RT(Tg 4. AR (). (30)

Rx A,

On considere ensuite la fleche

RT (g p. AR (1) = RTproa (R ALY () 31)



Morphismes de périodes et cohomologie syntomique 647

induite par le morphisme de bord associé au torseur
Spf(Rx,A,00) = SPI(R)

(voir [Stacks 2005—, tag 01GY; Cesnavidius et Koshikawa 2019, (3.15.1)]), et par le lemme K(, 1) de

Scholze, le terme de droite dans (31) est calculé par la cohomologie de Galois RI'(GR, A%"v](r)).

On rappelle qu’on a également un quasi-isomorphisme
RT(GR.Zp(r)) = [RTeom(Gr. FTAL) 224 RI (G, Al)). (32)
En composant les morphismes précédents, on obtient une application
or 3 A - T<r Kos(g, 0, F’Rgﬁ) — 1<, RT(GR. Zy(1)).

Proposition 8.8. 1l existe une constante N indépendante de R, T et A telle que I’application oy 3 A
ci-dessus est un p™N' -quasi-isomorphisme.

Démonstration. On fixe un A dans A. On note

1 ("]
Rt = Arisd Xa 1o+ X ds ,
cris, A, O cris ) 44,1 A.d XA,I"'X)L,aA Xk,a)L—Fl"'de
et RCrls a0 R 5,5 un relevé étale de Ry o — R On construit les anneaux R[" vl ot A[u v] associés
et on a alors (par ce qui a été fait plus haut) un p™N"-quasi-isomorphisme
oy ) T<r Kos(p, 0, F'R cris, A) —> 1<, RT(GR, Zp(1)).
On a un diagramme commutatif
Spf(R%,)
Spec(R/ p) Spf(Acis(RE 5))
Spf(Rcm /1) Spf(Rcrls A, D)
Pour tout 1, I'idéal associé au morphisme R%>, . — R/ p est localement nilpotent. Comme R et

+ < 5 + +
Rcris’ ;, est étale, on peut relever la fleche Rcris’ A0~ RE, A, €D UNE unique application R [, , — RZ An
qui fait commuter le diagramme

R/p RCI‘N A

|

PD +
RZ A,n RCI‘1§ A0
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. . . . . PD PD .
Comme ces applications sont compatibles avec les projections Rz, An Rz, An—1> OD obtient un
morphisme RCJ;S e R%D A tel que le diagramme

R/p Rc-tis,)l

.1

PD +
RZ,A Rcris,A,D

est commutatif. On a alors un diagramme commutatif

+ [u,v] [u,v]
Rcris,)L R)L AROO,A
PD [u,v] [u,v]
RZ,A RE,A ARE.Am

et le résultat se déduit du diagramme commutatif suivant :

t<r RTyyn(R. 1)+~ v, Kos(g. 8. F* RE, )~ 1< RT(GR. Z(r))

cris

| \

t< RTyn(R. 1) +~— v<, Kos(p. 8, F" RED) “5 ¢ RT (GR. Z,(r)) O

8B. Preuve du théoreme 8.1. On rappelle qu’on cherche a montrer le théoréme suivant :

Théoréme 8.9. Il existe un morphisme de périodes
ap,  t<r Rlyn (X0, r)n = 1< RTa(Xc. Z/ p"Z(r)').
De plus, ce morphisme est un p™N' -isomorphisme pour une constante N qui ne dépend que de K, p et r.

Démonstration. Soit 41* — X un hyper-recouvrement affine. On note RF I’anneau tel que Ll’é c = Spf(Rk).
Pour chaque &, on considere (X, Ag) tel qu’on ait comme en (27) une immersion fermée

U6 = Spf(RS, ) xoc [ SPF(RE)
Ak€EAk

On note ensuite Spf(Rgl?

s

Ak) la log-PD-enveloppe complétée de Spf(Rk ) —> Spf(Acris(ng’ Ak))’ et
Syn(th,. . Acis(RS A ). r)n = [F" Qo e Uago, In-

L application canonique Syn(ill(‘9 ¢ AcriS(ng Ak ). )n —> Rlgy, (iJ.I(‘9 ¢ ,I')n est alors un quasi-isomorphisme.

De plus, on a vu que I’ensemble des ng’ A, bour (2%, Ar) comme en (27) forme un systeéme inductif

filtrant. Le systeme des Syn(il](‘9 c Acris(ng’ Ak)’ )y est donc lui-méme inductif filtrant. On en déduit

un quasi-isomorphisme

(Eli_r}n\ )Syn(ﬂ’éc,Ams(ng, A )P = RTgn(W5 . 1) (33)
k> k
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Mais on a un quasi-isomorphisme Syn(ilgc , Acris(ng’Ak), r)n = Kos(gp, 9, Rgllek )n pour chaque
(Zk. Ak). On vérifie que ce morphisme est fonctoriel. En effet, pour R — R’ une application étale, soit
(=, A) associé a R et (X', A’) associé 2 R’. Alors sionnote & = XU Y et A = A UA’, le morphisme
Rg AT Rg x décrit plus haut induit un diagramme commutatif

Q;QED.A — Kos(9, Rga)

I

. ~ PD
QRQ}\ —— Kos(0, RE,K)

Comme les systémes sont filtrants, on a, pour tout 7,

Hi( lim Kostg,d, REP, )= lim  Hi(Kos(p, 9, RED , )y,
(Ek,Ak) (Zk,Ak)

et de mé€me pour les complexes Syn(il’(g o AcriS(ng Ak)’ 7)n. On en déduit un quasi-isomorphisme
fonctoriel

lim  Syn(W*, Awis(RE 4 ).r)n =>  lim  Kos(p,d, REP 5 ).
(kM%) (Zk,Ak)

. . Nr .. . k . PD
Par ailleurs, on a construit un p*'"-quasi-isomorphisme U5 A fonctoriel de <, Kos(gp, 0, REk’ Ax )n

dans 1<, RT'(G gk, Z/p"Z(r)"), qui donne

( h_r?\ )TS, Kos(¢.d, REP ) In => 1<, RT (G e, Z/ p" Z(r))).
TNk

On obtient un quasi-isomorphisme fonctoriel

lim 1<, Syn(U,. . Acris(RE, A, ). 7)n => 1<, RT(Ggic. Z/ p"Z(r)'). (34)
(Zk,Ak)

En combinant les deux quasi-isomorphismes précédents, on a

rSrRFsyn(il]éc,r)n <(3NT) lim <, Syn(ﬂéC,AcriS(ng’Ak), n (;—4)> <, RT(Ggi,Z/ p"Z(r)")
Ek,Ak)

et ce quasi-isomorphisme est fonctoriel. On en déduit un quasi-isomorphisme
T<r RTyn(Ud .. )n == 1<y RT(GRe. Z/ p" Z(r)').
On définit oz?,n :T<r RTgyn(Xoc, 7)n = 1<r RTs(Xc, Z/p" Z(r)") comme la composée

T<r RTsyn (X0, 7)n — hoggll:im T<r RUsyn (UG 7)n — holc{:%:im 1<, RT(GRe,Z/p"Z(r)")

— T<r hogg%im RT&(Ug.Z/ p"Z(r)') < 1<, RT&«(Xc.Z/p"Z(r)"). (35)
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On va montrer qu’il s’agit d’un p™V"-quasi-isomorphisme. La premiére et derniére fleches sont des
quasi-isomorphismes par descente cohomologique (voir (11) pour la cohomologie syntomique ; le
méme argument donne le résultat pour la cohomologie étale). La deuxieme fleche est un pV"-quasi-
isomorphisme par ce qu’on vient de faire. Il reste a voir que, pour tout k, on a un quasi-isomorphisme
RU(Ggi,Z/p"Z(r)) = RT«(Sp(R¥[1/p]). Z/ p"Z(r)’). Mais cela découle du fait que Sp(R¥[1/ p])
est K(m, 1) pour Z/p"Z (voir remarque 2.5). |

On peut maintenant considérer les faisceaux H¥ (S, (r) z)eti™ Rk 7.7/ p" (r)-;:c.tr associés aux préfais-
ceaux U — HK(U, S, (rz)etU — HKU,™*RjZ) p" (r)v{{c,tr)' En utilisant I’équivalence de catégorie
entre Fsc((Y)e. D(Z/ p™)) et D ((Y)e, Z/ p™), le morphisme ci-dessus peut étre vu comme un mor-
phisme dans DT ((Y)«, Z/ p™) et on en déduit le théoréme suivant :

Théoreme 8.10. Pour tout 0 < k <r, il existe un pN -isomorphisme
0 . Hk S _ =% Rk - Z n /
Upn (Sn(r)x) =1 J«Z/p (r)fc.u
ou N est un entier qui dépend de p et de r, mais pas de X ni de n.

8C. Conjecture semi-stable. On suppose toujours que X est propre a réduction semi-stable sur Og, sans
diviseur 2 I’infini. On rappelle qu’on a la cohomologie de Hyodo—Kato RT'yk (%) := RTeris(Xx/ W (k)@
et si D estun (¢, N)-module filtré, D{r} désigne le module D muni du Frobenius p” ¢ et Dk est muni de
la filtration (F*" D). Le but de cette partie est de prouver la conjecture semi-stable de Fontaine~Jannsen.

Théoreme 8.11. Soit X un schéma formel propre semi-stable sur Og. On a un isomorphisme By-linéaire,

Galois équivariant
@°: H\(Xc,Qp) ®q, By = Hjx(X) ®F By. (36)

De plus, cet isomorphisme préserve ’action du Frobenius et celle de I’opérateur de monodromie et apres

tensorisation par Br, il induit un isomorphisme filtré
Hl(Xc,Qp) ®a, Bir = Hip(Xk) ®k Bar. (37)

Pour cela, commencons par rappeler les lemmes suivants [Colmez et Niziot 2017, Propositions 5.20 et
5.22]:

Lemme 8.12. ] existe un quasi-isomorphisme naturel
RTsyn(Xoc.r)a = [RTuk (¥) @ F BI]Y=7V=0 25 (RIur(Xx) @k B)/ F']

oit tyg est induit par le quasi-isomorphisme de Hyodo—Kato 1y : RT'gg(X) ® p K => RI'4r(Xg). De
plus, pour tout i, H' [RTyx(¥) @ F [B:[]‘p:pr’Nzo ~ (H{IK(%) QF [B%;t)‘p:pr’N:O et sii <r,la suite
exacte longue associée induit une suite exacte courte

0— Hl,(Xoc. 1o — (Hi(X) ®@F BH)#P=2"N=0 — (Hip (Xk) @k BR)/F™ — 0.
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Lemme 8.13. Le (¢, N)-module filtré (HIfIK(%), H éR (XK), tuk) est faiblement admissible, et pour i <r

on a un isomorphisme (Frobenius-équivariant)

H(Xoc, r)a ®a, By = Hjx (X) ® F By{—r}.
Remarque 8.14. Le résultat de ce lemme reste vrai pour tout ensemble de triplets D! = (Dst, R L )
ou, pour tout i, les conditions suivantes sont vérifiées :

Q8 Dgt est un F-espace vectoriel de dimension finie muni d’un endomorphisme de Frobenius ¢ bijectif
semi-linéaire et d’un opérateur de monodromie N tels que N¢o = poN.

(2) D}y estun K-espace vectoriel de dimension finie muni d’une filtration décroissante, séparée et
exhaustive.

(3) ' : DI, — Dl est F-linéaire.
1 faut de plus que F' 1D éR = 0 et qu’on ait une suite exacte longue
= H'(r) = X (D) = XR(DY) — H' T (r) — -+

avec XL (D) = (t7"Bf ®p Dy)?=BV=0, X1 (D) = (17" B, ®k Dar)/F° et ot dimg, H'(r) est
finie pour i <r. La preuve utilise la théorie des espaces de Banach—Colmez ; voir [Colmez 2002; Colmez
et Niziot 2017, §5.2.2].

Démonstration du théoréeme 8.11. En vertu du corollaire 8.2, pour tout i < r, on a un isomorphisme
ol H (Xoo.7)g = H ’t(i{c Qp(r)), et en utilisant le lemme 8.12, on obtient un morphisme

syn
Héit(xc’ Qp(r)) <= syn(%Oc Mo — (HHK(%) ®F By) ™ pIN=0,
Le morphisme de périodes &@° est alors donné par
. r . 0 ,
Hi(Xc. Qp) ®a, By <— Hi\(Xc.Qp(r) ®q, Bulr} < H., (Xoc.r)e ®a, Bylr}
— Hi(X) ®F By (38)

et la fleche nyn(ffoc .o ®aq, Bylry — H]f[K(f{) ®F By est un isomorphisme par le lemme 8.13. On
obtient I’isomorphisme (36). Enfin, par construction de 2, I’application ci-dessus est Galois-équivariante,
elle est compatible avec I’action de ¢ et de N et avec la filtration apres tensorisation par Bgg. O

9. Comparaison des morphismes de périodes

On suppose que X est un schéma formel propre a réduction semi-stable sur Ok, sans diviseur a I’infini.
On a construit, dans la section précédente, un isomorphisme

a: ét(xc @P) ®®p st —> HIfIK(:{) QF By,
O‘dR t(fc Qp) ®q, Bar = HdR(%K) ®x Bar.
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D’autres démonstrations de la conjecture de Fontaine—Jannsen ont également été données par Cesnavicius
et Koshikawa [2019] et par Tsuji [1999]. Le morphisme de périodes utilisé par Tsuji est I’application de
Fontaine—Messing, @™ définie ci-dessous. Cesnavi¢ius et Koshikawa définissent, eux, un morphisme de

CK

périodes &~ en généralisant la construction de Bhatt et al. [2018] et dont on rappelle la construction

plus loin. Le but de cette section est d’utiliser @° pour montrer que ces deux morphismes de périodes
K et @™ coincident.

9A. Comparaison de @™ et @°. On commence par comparer 1’application de Fontaine—-Messing avec

le morphisme construit dans le chapitre précédent.

Théoreme 9.1. Soit X un schéma formel propre semi-stable sur Og. Les isomorphismes a M et OlO de
ét(%c, Qp(r)) dans Hsyn (Xoc . 1) sont égaux. En particulier, les morphismes de périodes

a™,&": Hi(Xc.Qp) ®q, By — Hix(X) ®F By,

TR agr : Hy(Xc, Qp) ®a, Bar = Hiy(X) @ F Bar
sont égaux.

11 suffit de montrer que les applications entieres sont p -égales pour une certaine constante N. Le
théoréme 7.5 donne 1’égalité locale. Pour obtenir I’égalité entre les morphismes globaux, on va commencer
par construire des applications af}\é, A €t les comparer au ozg’ SA définis plus haut.

On définit les anneaux suivants :

— [EPD = SA (resp. [E[ vl )pour S=A= R (resp R[" U])

[EgQA = SA (resp. [E[u v] )pour S= R (resp R[u U]) et A=Agis(Rx, A,00) (TESP. AE’;;L ).
— EPD = 54 (resp. Ex ol 1) pour 5 = RP D (resp. R[" ”]) et A = Agis(R) (resp. AL),

On ne dlspose plus ici des lemmes de Pomcare mais on peut montrer qu’on a un quasi- 1som0rphlsme
7<, Kos(g, 0, FrEggA) <~ 1<, Kos(¢, 0, F" Acis(R))

en se ramenant au cas oll on ne travaille qu’avec une seule coordonnée A € A. En effet, si on fixe un tel A,
I’application RT. Pid RP A induit un diagramme commutatif
cris,A

T<r KOS((p, a, Fr[EPD) S T<r KOS(QD 0, F" A crls(R))
| |
t<r Kos(p, 9, F’[E%QA) —— 1<, Kos(¢, 3, F" Acis(R))

ou [EPD est I’anneau SA pour A = ACHS(R) et S = R,
1somorphlsme car les complexes Kos(¢, d, F" [EP D) et Kos(p, d, F” [ElD D ) calculent tous les deux la
E

La premiere fleche verticale est un quasi-
cris,A”

cohomologie syntomique Syn(R, 7). On en dedult que la fleche horizontale de la ligne du bas est un

quasi-isomorphisme.
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On montre de la méme facon qu’on a un quasi-isomorphisme
1<y Kos(p, 8, FTE2V ) <= 1_, Kos(gp, 3, FT ALY,
= Rs.a = R
L’ application de Fontaine—Messing agMA est donnée par la composée
< Kos(g, 8, F" RED) — 1<, C(Gr. Kos(p. 0, Frmgg ) <= 1<-C(Gr.Kos(p, F Aciis(R)))
<~ 1<;C(GR, Zp(r)').
On a le lemme suivant :

Lemme 9.2. ] existe N qui ne dépend ni de R, ni de 3 et A telle que I’application de Fontaine—Messing

af}\g’A est pN"-égale & I'application O‘?,E,A'

Démonstration. Le résultat se déduit d’un diagramme similaire a celui de la preuve du théoreme 7.5. La
différence principale est que les fleches qui vont de la troisieme vers la deuxieme ligne sont maintenant
des morphismes de bord. Il est aussi a noter que les fleches horizontales qui vont de la troisieme colonne
vers la deuxiéme ne sont (a priori) plus des quasi-isomorphismes dans ce cas, a I’exception de celles de la
premiere, deuxieme et derniere lignes. O

Démonstration du théoreme 9.1. L’ application globale

M 1o RTgyn (X0 1) = T<r RTa(XC, Zp(r))

N
s’obtient de la méme facon que dans la preuve du théoréme 8.1 : elle est donnée par la composée
T<r RTsyn(Xo )0 — hogg};im T<r RTgyn (U3, 1) — hogg};im T< RT(GRe,Zp(r))

— 1<y hog%im RT&(Ug, Zp(r)") < 1<, RTe(Xc. Zp(r)).  (39)

ol le quasi-isomorphisme (fonctoriel) T<, RTsyn(U3, .. 7) = < RI'(GRe. Zp (r)") pour un hyper-recou-
vrement affine $* = Spf(R*) — X est induit par

t<r RUgn (UG 1) 65 lim t<r Syn(UG,. . Acris(RE, 4,)27) 5 1< RT (G g, Zp(r)'). (40)
(Zx,Ax) — T Eg Ak

Le lemme 9.2 donne la p™N"-égalité entre les morphismes lim af 1\; A, €t lim 0402 A, €t donc entre
—> g, —> Ak,

les morphismes induits (40). On en déduit que osz D T<r Rlsyn(Xoe, 1) — <, RT(Xc,Zp(r)) et

ol T<r RTsyn(Xop . 1) = 1< RTa(X ., Zp(r)') sont pN7-égales. En inversant p, on obtient 1’égalité

entre les morphismes rationnels et on en déduit finalement @™ = &°. O

9B. Comparaison de @°X et &°. On considere maintenant le morphisme de périodes
K H (Xc,Qp) ®q, By = Hix(X) ®F By

défini par Bhatt et al. [2018] dans le cas ol X est 2 bonne réduction et par Cesnavilius et Koshikawa
[2019] pour X a réduction semi-stable. On rappelle rapidement sa définition locale dans la section qui
suit. On montre ensuite qu’il est égal a &°.
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9B1. Définition de I’application locale y©¥

Définition 9.3. [Bhatt et al. 2018, §6] Soit A un anneau et K un complexe de A-modules, sans f-torsion.
On note 7y (K) le sous-complexe de K[1/f] dont le i-ieme terme est donné par

(e K) :={xe f'K :dxe fIT1KH1)

L application K? — (an)i, x +— f%x induit un isomorphisme H'(K)/H' (K)[f] = Hi(r]fK) (ot
H'(K)[f] désigne la f-torsion de H'(K)) et on en déduit que si K — K’ est un quasi-isomorphisme
alors 0y K — 1y K’ Iest aussi. On définit le foncteur Ly, de D(A) dans D(A) de la fagon suivante :
pour K dans D(A) on choisit un complexe C quasi-isomorphe a K et dont les termes sont sans f -torsion
eton pose Lns K :=nsC.

Soit X un schéma formel sur Ok, a réduction semi-stable et soit X := X¢ la fibre générique de Xo .,
vue comme une vari€té analytique rigide. On note Oy le faisceau structural du site pro-€tale Xprost OX
le faisceau intégral associé et 0; sa completlon On définit le complexe de faisceaux Ajprx comme la

complétion p-adique dérivée ' de W((’)X ) On considere alors le complexe de faisceaux
AQzx, . = Lnu(Rv«(Aingx)) € D(Xoc et Aint).

ol v : Xprost = X o ¢ est la projection. Dans [Bhatt et al. 2018, Lemma 5.6], il est montré que I’application

naturelle Ajpr — Ajye, x induit un morphisme
RT (Xt Zp) ®F, Aint 2 RT (Xproat. Zp) ®% Aint = R proct(X. Aing, x)

tel que la cohomologie de son cone est tuée par W(m"c) (ou m¢ est I’idéal maximal de O¢). Comme
= [e] — 1 est dans W(m"c), on en déduit le résultat suivant :

Théoréme 9.4 [Cesnavitius et Koshikawa 2019, Theorem 2.3]. Si X est propre sur Ok, il existe un

quasi-isomorphisme

1 1
RT (Xe Zp) ®F, Aie| ] > RTa(Roc, A x00) @, A, | (1)
On suppose maintenant que Xp. = Spf(R) avec R étale sur Rg. On reprend les notations RIf, RC’;5
de la section 2B2 et A}f, Agris(R) de la section SA (on rappelle que RIf =~ A”L et R:;S >~ Agis(R)). On

définit R, comme avant. On a alors que R, est perfectoide et muni d’une action de I'g. Ainsi, la tour
notée par abus de notation Xoo := lim Spa(Ry[1/p], Rm) est un recouvrement affinoide perfectoide
de '}:OC .

Théoréme 9.5 [Cesnavitius et Koshikawa 2019, §3.3]. (1) On a des quasi-isomorphismes
L, -1)(RT (TR, Roo)) => Lie, 1) (RTproet (X, OF),
L1, (RT(TR, Aint(Roo))) == L1y (Rl proet (X, Aing, x))-

11. La complétion p-adique dérivée K d’un complexe K € D (Xprogt, Zp) est définie localement par K |y = holim, (K |y ®%
Z/p").

(42)
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(2) Plus généralement, si R, définit un recouvrement affinoide perfectoide de R muni d’une action

d’un groupe T et tel que R est un raffinement de Roo, alors on a des quasi-isomorphismes

Lngg,—1)(RT (I, RL)) = L, —1)(RTproar(X. OF)).

(43)
Lnu(RT (T, Aint(Reo))) = Lu(RT proet (X, Aint, x ))-

Le but est de construire un quasi-isomorphisme entre RIcis((R/p)/ Aciis) et RT'(Xg, Zp) ®£p Agris.
Lapplication va €tre induite par la composée

Kos(0, Acris(R)) ﬁ’ Nu Kos(T'R, Acris(R)) — 1y Kos(T'R, Agris (Roo))

ou B est construit ci-dessous. Le probleme est que I’anneau A5 vient de la complétion d’un anneau
qui n’est pas de type fini sur A;ys et en particulier, A.s /0 n’est pas p-adiquement séparé. Notamment,

N Kos(I'R, Acris(Roo)) ne calcule pas nécessairement RI'(Xg, Zp) ®§p As. Pour contourner cette
(m)

difficulté, Bhatt et al. passent par I’anneau A ./, construit a partir du méme anneau que Ajs mais tronqué

en degré m.

g s 1a complétion p-adique de (Ai)nf[gk / (k !; k <m].On a
m m m

cris cris Acris :
(m) _ Ajns et pour m > p, les topologies p-adique et (p, u)-adique sur A

cris

Plus précisément, pour m dans N, on note

toujours une surjection 6 : A*. 7 — Oc¢ et on étend le Frobenius de Aj¢ en ¢ : A Remarquons

(m)

que pour m < p, on a A cris

coincident. On peut de plus identifier A¢s a la complétion p-adique de lim Agnms). On définit de la méme
) (Y o 40D N P N (0 I
fagon A ;7 (R) et A (Reo). Enfin, soit A (R) 1= Ap ®a, A -

On a (voir [Bhatt et al. 2018, Corollary 12.7]) des isomorphismes

~L ~
RT (TR, Aint(Roo))®% AT 25 RT(Tr, A (Rso)),

cris cris

K (44)
Lnu(RT(TR, Aini(Roo)) &5 AT =5 Ly, (RT(Tr, A (Ro))).

inf’ "Cris cris

En combinant les résultats (42) et (44), on obtient :

Corollaire 9.6. Il existe un quasi-isomorphisme naturel

~

~L ~ .
RTa(Xoc, AQx0, )@, Acis = (im(n (Kos(Tr, AL (Reo)))) -
m

cris

On a alors le théoréme suivant (voir [Bhatt et al. 2018, Theorem 12.1; Cesnavitius et Koshikawa 2019,
Theorem 5.4)) :

Théoreme 9.7. I existe un quasi-isomorphisme Frobenius-équivariant
N ~L
yCK : RFcris((x(’)c /P)/ ACl'is) — Rrét(%(’)c s AQ%@C )®Ainf Acris- (45)

Démonstration. Les détails de la preuve sont donnés dans [éesnaviéius et Koshikawa 2019, §5.5-5.16].

On rappelle ici rapidement la construction de y“¥. Pour m > p2, on définit ,g(m) : Kos(0, Agﬁ)(R)) —
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N Kos(Tr, AZ(R)) par

cris

AGDR) % (AU (R s s (AL (R -

cris cris cris

lld J(Bj) l(ﬁjl'"ﬁjn)

—1
AP RS, (AT (R s o (AT (RY)

avec ,3 = anl " /n !)8;?_1. L’application ,3 (m) est bien définie puisqu’elle est induite par le morphisme
de complexes

a .
A (R) L5 ATD(R)

cris cris

bl

—1
A Ry L, A (R)

cris cris

et B;0; = y; — 1 (en utilisant Kos(d, AT (R)) = ®;1:1(A(m)(R) LN A (R))). Ce sont des isomor-

cris cris cris
phismes par le lemme 5.15 de [Cesnavitius et Koshikawa 2019]. Pour obtenir le résultat, il suffit ensuite
de montrer que 1’inclusion Ag’i?(R) > Ag?s) (Roo) induit un isomorphisme

nu Kos(T'r, A" (R)) = n,, Kos(T'r, A" (Roo)). (46)

cris cris

g?s) (Roo) comme une somme Ag?s) (R)® (Noo@A&,-nAg?s)) (voir [Cesnaviius et

Koshikawa 2019, (3.14.5)]) avec u - H! (Tgr, Noo@%ngi?) = 0 (voir [Cesnaviéius et Koshikawa 2019,
Proposition 3.32]).

Pour cela, on écrit A

Finalement, le quasi-isomorphisme y¥ est donné par la composée

RTuis(Xoc / p)/ Acis) = (lim Kos(3, A% (R)))
m
£, (1im n, Kos(Tg, A™ (R))
m

=5 (lim 7, Kos(Tr. A% (Roo)))
m

cris
9.6 ~L
< Rrét(%OC s AQ%(QC )®Ainf Acris- |
9B2. Application globale. Comme précédemment, on va écrire les complexes du théoréme 9.7 de maniere

fonctorielle. On commence par le complexe de droite. On prend (X, A) comme en (27) et on définit
I's A, R%‘ Ao €t R, A 00 comme avant. On a alors un recouvrement pro-€étale affinoide perfectoide

Spa(R);,A,oo[%], RZ,A,oo) — Spa(R[%], R). 47)
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Le raisonnement précédent (et en particulier I’isomorphisme (43)) donne un quasi-isomorphisme
~L ~ {1 .
RTa(Xoc, AQx0,. ) B, Aris = (lim 7, Kos(Tg, Ag?s)(RE,A,oo))) : (48)
m

On va maintenant écrire le complexe 2% RED, / Ay, SOUS UNE forme semblable a celle de (48). On considere
I’exactification de I’'immersion Spec(R/ p) > Spf(&cns(RE| A))

Spec(R/p) ‘]—> Yy LN Spf(Acris(Rg,A)),

avec j immersion fermée exacte et ¢ log-étale ; voir [Cesnavicius et Koshikawa 2019, §5.25-5.31]. Si on
(m)
PD ( ) J( )
I’anneau des puissances divisées de degré inférieur a m et Ry, "™ la complétion de I’image de D "

note D; la log-PD-enveloppe associée a j, on a alors un isomorphisme RZ A - l/)7 On note D;

par cet isomorphisme.
sont alors des Aém)-algébres munies d’une action continue de I's; A et d’un Frobenius. On

Les RPD (m)
PD PD (m) . L .. )
a de plus un As-isomorphisme Ry ™) = (hm R5, ) , qui est équivariant pour I’action du Frobenius
et de I's A. On obtient

REuis(Xoc/p)/ Aers) <> (im Kos(d REDM)y” (49)

Enfin, en se ramenant au cas ol on ne considére qu’une seule coordonnée A (donnée par le théoreme 9.7),
on construit un isomorphisme fonctoriel

Bs.a: (limKos(d, REZ™))” =5 (limn, Kos(Ts, 4. A (Rz,A,00))) (50)
m m

voir [Cesnaviéius et Koshikawa 2019, §5.38-5.39].
On peut maintenant prouver la version globale du théoreme 9.7 :

Théoréme 9.8 [Cesnavidius et Koshikawa 2019, Corollary 5.43]. Soit X un schéma formel propre sur

Ok a réduction semi-stable. 1l existe un quasi-isomorphisme compatible avec le morphisme de Frobenius
~ ~L
VCK : chris((:{@c /P)/ ACris) — Rrét(%oc s AQ}IOC )®Ainf Acris-

Démonstration. La preuve est similaire a celle du théoréme 8.1. Le morphisme global y©K est donné par
la composée

RFcris((%(’)c /P)/ Acris) = hoﬁg}:im chris((ubc /P)/ Actis)
= hogg}:im Rrét(ﬂbc , AQM:QC)

<= Rl'sa(Xoc, AQx0,.),
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ou, si 4* — X est un hyper-recouvrement affine de X avec Ll]é c = Spf(R¥), le quasi-isomorphisme
RUcris (UD. / P)/ Acris) = RTe(H5, .. AQ%C) est induit par

- . . PD, %
RTais((R*/p)/ Acis) 25> lim (limKos(d, RE>™))
(Zi,Ax) ™
> lim (limn, Kos(T'z A, A (R A 00)))
Ek. M) ™
_ ~L
<(4T) Rrét(%oc s AQ:{OC )®Amf Acris- U

On a un quasi-isomorphisme qui dépend du choix de @ et est compatible avec les actions du Frobenius
et de 1’opérateur de monodromie [Cesnavicius et Koshikawa 2019, Proposition 9.2],

teris R eris(Xie/ W(K)®) @34y BE = RTeris(Xoc /p)/ Aeris) ®F, BY (51)
et on en déduit I’isomorphisme de périodes X :

Théoréme 9.9 [Cesnavilius et Koshikawa 2019, Theorem 9.5]. Soit X un schéma formel propre sur Og
a réduction semi-stable. Il existe un quasi-isomorphisme

& : RTa(Xc. Zp) ®F, By => RTeris(Xk/ W(k)®) ® iy B

De plus, a°% est compatible avec les actions du morphisme de Frobenius, du groupe de Galois et de

l’opérateur de monodromie et il induit un isomorphisme filtré apres tensorisation par Bgg.

Démonstration. Le morphisme @“¥ est donné par la composée
L 9.4 L
Rrét(:{c, Zp) ®Zp By — Rrét(%oc s AQXOC) ®Ainf B
CK
y‘T RFcris((:{Oc/p)/ Acris) ®k Bst

cris
B

Lcris,w
<2 RTcris (X1/ W(K)®) @z B O
En inversant p, on obtient un quasi-isomorphisme rationnel
& : RTa(Xc, Qp) ®F, By => RTuk(¥) ®F By

9B3. Comparaison avec @°. Soit X un schéma formel propre sur Ok a réduction semi-stable. Le but de
cette section est de prouver le théoréme suivant :

Théoreme 9.10. Les morphismes de périodes

ak,a: Hét(%c, Qp) Ra, Bsy — H}lIK(x) ®F By,
GG agy - Hy (X0, Qp) ®a, Bar > Hij(X) ® F Bar

~CK ~FM

CK _ 7FM —
= €lOldR =Q4R -

sont égaux. En particulier, on a &
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Démonstration. Soit r > 0. On rappelle (voir (38)) que le morphisme &@° est donné par la composée

TgrRFét(:{C, @p) ®ép Bt <tT TSI‘RFét(:{C’ @p(r)) ®ép By {7} <oe;0 TSrRFsyn(:{OC 7)o ®ép B {r}

B
can cns w

chrls((:{oc /P)/ Actis)a ®Acns[l/p] By < T<rRFHK(%) ®F st

et @K par
L 9.4 L
Rrét(%cv @p) ®@p Bst - Rrét(x(ﬂc s AQ.%@C )@ ®Ainf[1/P] I]—:Bst

B

K beris, o
ZT RFcris ((:{Oc/p)/ Acris)@ ®kms[1/p] Bst Aonn RFHK(}:) ®%‘ IBst-

Pour prouver le théoreme, il suffit de montrer que pour r > 2d ou d = dim(X), le rectangle extérieur
du diagramme suivant commute (au moins au niveau des cohomologies) :

<rRTe(Xc, @I,) ®@ Byt <— T<r RT&(Xc.Qp(r)) ®@ By {r} <—t<rRngn(f{oC o ®@ Be{r}

T<r Rret(xoc AQ%@C)Q ® Bst <_ T<r chm((xOc /p)/Acns)@ ® Bst L T<r RFHK(:{) ®F B

L’application f, est définie de facon a ce que le triangle de gauche soit commutatif. Le triangle de droite
est commutatif par [Nekovar et Niziot 2016, §3.1], il suffit donc de montrer que le trapéze intérieur

commute. Il est suffisant de le montrer au niveau des cohomologies et c’est le résultat du lemme 9.11
ci-dessous. O

Lemme 9.11. Soiti < r. Le diagramme suivant est commutatif

Hét(%oc, AQX@ )@ ®L [ ] Bst <y— Hcrls((%OC /P)/Acm)@ ® [l] Bst
D cns

mf )

fﬁ canT

Hi(Xc, Qp(r) @G, Bulr} «———— Hyu(Xoc. 1o @G, Bulr}

r

Démonstration. (i) Réduction. Pour prouver le lemme, par B [1/u]-linéarité, il suffit de voir que le

cris
diagramme suivant est commutatif :

HyXoc. 400 )a @ 1y Biali] 5 Hon(Roc/ P Ao @y 111 B[]

Ajng ? cris D

frT canT

H(Xc.Qp(r)) HL (Xoc.T)a
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Considérons le diagramme

Héit(%(gc’ AQ%OC)‘];D ®L [ ]A[u v][ M] <_ Hérls((%OC/p)/ Acris)@ ®L [ ]A[u v][ u]

Ajng ) y[u v] Aeris P

Id®can Id®can

Hét(:{(’)c ’ AonC)@ ®{A: f[i] Acris[; ;11,] <y— Hclm((%OC /P)/ Acris)(D ®L [I]Acris[%’ ﬁ] (52)
1n! P

Acris D

f r can

H}(Xc,Qp(r))

Hsiyn(xoc 7)o

oy
La fleche verticale de gauche 1 := Id ® can est injective. En effet, par le théoréme 9.4, on a
i L L 17 ~ i L 11
Hét(:{OC s AQ%OC )@ ®A- f[1/p] Ainf|:_s _:| D ét(xC, @p(r)) ®@p Ainfl:_, _],
" P K P K
et on en déduit les isomorphismes

] 1
Hélt(xoc’ AQxOc)@ ®&inf[1/P] all [;’ ﬁ] et(:{C,@p(")) ® A[u " [; ﬁ]’

i 1 17 o i 1 1
Hét(x(’)cv AQ%OC )a ®ginf[1/P] Acris[;, ﬁ] < e’lt(:{c,@p(’”)) ®{jp Acris[;’ ﬁ]

En utilisant que I"application canonique Agis[1/ p,1/u] — A1/ p.1/u] est injective et H, éit (Xc.,Qp(r))
est de rang fini sur Q,, on obtient que B; est injective.

On en déduit que pour prouver le lemme, il suffit de montrer que le carré extérieur du diagramme (52)
commute. Mais en utilisant une nouvelle fois le théoréme 9.4 puis le théoréeme 9.8 (et que H ét (Xc.Qp(r))
est de QQ,-rang fini), on a

: L ol 17 o L ol 1
Hi(Xoc- AQx0.)a ®F, 11/, A v][? ﬁ] - Hét(RF(%Oc AR0,) O 1/, A v][E’ ﬁ])

Crl%((%OC/p)/ Acrls)@ ®Acns[1/p] A[u v][ ]
~ . . L o[l 1
=~ H' Rlcis((Xoe / P)/ Acris)a ®Acm[1/17] A »ul)
et il suffit donc de montrer que le diagramme

rS,RFét(%oC ’ AQ%oC )@ ®§» [1] A[u,v][p ll«] <— T<r RFcns((xOC/p)/ Acm)@ ®L [ A[u v][ //,]

inf | y[u v] Acris 12

frT caﬁ (53)

< RT(Xc, Qp(r)) < Rl (Xoe 1

commute.
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Pour cela, on va montrer que le diagramme suivant est p® -commutatif (pour un N € N) :

~L ~ ~L
TerFét(%Oc s AQ%@C )®Aian[u,v][%] T TﬁrRFcris((:{OC /p)/ Acris)®,&cri§'&[u’v] [%]

Yl
fr T can)[ (54)

TSrRFét(%C,Zp(V)) - TsrRFsyn(%Oc,r)

oy

(i1) Calcul local. On suppose dans un premier temps que X = Spf(R) avec R la complétion d’une algebre
étale sur R. On va voir que la principale différence entre la construction du morphisme de [Cesnavigius
et Koshikawa 2019] et celle de a? est que I’application ,3 utilisée par Bhatt et al. est égale a I’inverse de
I’application B construite plus haut, tordue par z. Plus précisément, on va montrer qu’on a un diagramme

¢ _commutatif (pour une certaine constante ¢ (r) € N) :

r VCK
K(ﬂ,a(F Acris(R)) [u.v]

Ky (s RN 5 (1, R (s RN)™™ S (1 B (s Roo D)™ e s (KA )2 1,0 (C a0y
/ ! /
L KGRl s Kl — s g, cq @l

1 I o
Ky(Frali) —2 o gy (ali) ) ——— Kr () — s ¢l ) (55)

Ir

B HH
Ko o(FT Al ") —— K, r (") ——— Ko r %)) —— Co.o (A% ()
5.10 | ¢ ¢

Y7
Ko (AR (1) —— Ko r (AR (1) —— Co.o AL ()

5.14 |2 2 \

Ko r(AR(r) —2 Ky 1 (Mg (1)) — Ci.0 (AR (1)) —— CG(Zp(r)

Tous les complexes sont tronqués par t<,. L’exposant [u, v] sur la deuxiéme ligne sert a désigner
(—)@){Aian["’”]. On pose Kr(—) := Kos(T',—), K3(—) := Kos(d, —) et Cg(—) désigne le complexe
de cochaines continues de G. Les notations K, 1 et Cg o(—) sont celles du théoréme 7.5. On écrit
M R (Aeis (R)) = 1im 1y, K (AL (R)) et 17, R (Acis (Roo)) 1= lim 17, K1 (AL (Roo)). Enfin, les mor-
phismes fiz sont ceux induits par les morphismes

Kos(Tg. Ak ) = C(Tr. A} ) — C(Gr.AY)

pour ? € {(0, v]+, [u, v]}, ol la deuxieme fleche est le morphisme de bord du recouvrement de Galois
R de R.
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L application B’ est donnée par la composée

<, Kos(9, ¢, FrAE?’U]) LA 1<, Kos(Lie T, ¢, FrAE?’v]) <« 1<y Kos(Lie T, ¢, A%’v](r))
L, Kos(T g, Al (1)

ou la seconde fleche est donnée par

Kos(Lie g, A" (1)) — =%, Kos(Lie g, ALY/ P (1)

l l»

Kos(Lie I'g, A%’v] (r) M Kos(Lie I'g, A%’U/p] (r)

lr I
: rpluly  PT¢ : [w.v/p]
Kos(Lie g, F"AR""") ————— Kos(Lie ['g, A}y )

et oll

_1\yn—1
B ALy AN (@ s By B (any) avee =Y Tt

n
n>1

En particulier, sur le premier terme, 8’ induit

B : t<r Kos(d, F’A%’v]) LN 1< Kos(Lie T, F’A%’v]) s t<r Kos(Lie T, A%’v](r))
Lo, Kos(T Al (). (56)

Les deux premicres fleches sont des petr )—quasi—isomorphismes (pour certaines constantes c(r)) et
I’application B est un isomorphisme.
L’application ﬁ(m) : (A(m)(R))Ji — (A(m)(R))J" est donnée par les Bk = anl(t”/n!)a’,:_l. Soit

) Cris cris
(ail.__ij) dans (F"~/ AE’;’U])J/, on a alors

"B (aiy-i;)) = (1" B;! "'lgal(tj_raiy"ij)) = ((B;,'0) -+~ (B, 1) (@i i)

et (,Bizlt) = (ano by Ti’/l()t ou les b, sont les coefficients de la série X /log(1 + X). Comme

lgik = Z ;_!a?k_l = (Z %(taik)n_l)t

n>1 n>1

avec (20;, ) = log(y;, ), on obtient ,Bl-_klt = B,-k et on en déduit que le carré

g
Ky(Ag") —— k(AR

T trT (57)

ﬂ/
Ky(Fralvhy 2L, gralkvly)
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commute, ol ,8/1 est ’application donnée par (56). On obtient finalement que le diagramme (55) est
) _commutatif (pour un certain ¢ (r) € N).
Montrons que le trapeze dans le coin supérieur droit

i
nuKrAg ) =2y, Co (AT ]

J? \ l 2 (58)
i
MK AR — n, Co (AR
est constitué de quasi-isomorphismes.
La fleche verticale de gauche est un isomorphisme de complexes. La fleche horizontale du haut est un

quasi-isomorphisme par (42). Montrons que la fleche verticale de droite est un quasi-isomorphisme. Par
définition, le complexe Cg (Ag)[“’”] est égal a

holim((RT'(G.A}) ®f, A ®F A /(€. p)")-

Mais RI'(G, A;) est calculé par le complexe borné Kos(I'g, A\;w) dont les termes sont plats sur Ajys.
On a donc

RT(G AL) @f AtV = R (G, AT) @, ALY,

inf
Pour n suffisamment grand (tel que £” € pAl?]) ona
Torj, (AU, Aung /(€. p)") < Tory, (AFY) Agye /p) = 0
et donc
(RT(G, AT) &k A @F A /(5 p)" = RT(G,AL) ®a,, A/ (€, p)".
Les termes du complexes ci-dessus sont donnés par
Mapeo, (G™, AT) @, ALY/ (p, 8",

qui est isomorphe a
Mapeon (G™, AT @a,, AU/ (p, 6)"),

car G est profini. En prenant la limite sur z, on obtient finalement le quasi-isomorphisme
Co(AH)M = cg (Al

On en déduit que les autres fleches de (58) sont elles aussi des quasi-isomorphismes. Finalement, une
chasse au diagramme (dans (55)) montre que (54) et donc (53) commute dans le cas ot X := Spf(R). 1l
reste a voir que le résultat reste vrai pour X global.

(iii) Cas global. Dans un premier temps, on suppose toujours X = Spf(R). Si (X, A) sont tels qu’on
ait une immersion (27), en définissant RIE)DN Roo, 3, A, etc. comme précédemment, on peut réécrire le
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diagramme (55) en utilisant les versions (X, A) des anneaux. On prend ensuite la limite sur I’ensemble
des (X, A) et on obtient un diagramme commutatif fonctoriel

~L ~L
hmE A T<r (Kos(a, Rgﬁ)@(gﬂmg[%]A[u’v][%’ i]) -~ hmE A T<r (n“CG(AEZVA)@(@%"{%]A[M’U][%’ ﬁ])

T I

limy, 5 T<r Kos(d, ¢, F"RED Jo = 7, Cg (Kos(g, Ag(r))) g ¢ t=rC6(Zp(r)a

Soit X global. En considérant des hyper-recouvrements affines {{* — X comme précédemment et en
remarquant que les deux complexes de la ligne du haut du diagramme ci-dessus calculent respectivement

TerFcris((u /p)/ Acrls)@®Acm[1/p]A[u v]|:p I/L:I

et

1< RTa (U5, AonC)@&\,mu/p]A[u v][p M]

on en déduit que le diagramme suivant commute :

T<r RTeris ()2 5 7, hocolim RTeris ()" =5 72, hocolim RT(AQe) 2! & 1oy RTq(AQ )1

T [ d

<y RUyn(X0c . 1) — T<r hocolim RTqyn (83, ., r)q — < hocolim RTe (g, @p (r)) < 1<, RTa(Xc, Qp(r))

On a ici noté RI'¢is(—) 1= chris(((_)Oc/p)/ Acris) et Rrét(AQ(—)oC) = RFét((_)OC7 AQ(—)OC)-
On obtient le résultat du lemme. O
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