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Nous étudions des conditions nécessaires et suffisantes de convergence pour des séries aléatoires de
fonctions propres dans L?, avec p fini. De facon précise, nous montrons des résultats optimaux pour les
harmoniques sphériques sur S¢ et 1’ oscillateur harmonique sur R (cela améliore des résultats de Ayache—
Tzvetkov, Grivaux et Imekraz—Robert—Thomann). Dans le cas multidimensionnel, nous utiliserons des
séries aléatoires faisant intervenir des matrices aléatoires. Cela nous permettra de donner un éclairage
sur la construction d’une famille de mesures construites par Burq—Lebeau sur I’espace de Hilbert d’une
variété riemannienne compacte. En fait, nous montrons que c’est précisément parce que L? est de cotype
fini que cette construction est possible (il s’agit d’une version multidimensionnelle du théoréme de
Maurey-Pisier).

We study necessary and sufficient conditions of convergence for random series of eigenfunctions in L?,
for finite p. More precisely, we get optimal results for the spherical harmonics on S¢ and for the
harmonic oscillator on R? (this improves results by Ayache—Tzvetkov, Grivaux and Imekraz—Robert—
Thomann). In the multidimensional framework, our random series involve random matrices. This
illuminates a construction, made by Burq—Lebeau, of a family of specific measures on the Hilbert space
of a Riemannian boundaryless compact manifold. Actually, we show that the latter construction is
possible because L? has finite cotype (this is nothing but a multidimensional version of the Maurey—Pisier

theorem).
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1. Introduction
1A. Littérature existante. Cet article étudie de maniere unifiée les questions suivantes :
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(i) Fixons p € [1, 4+o00[. Peut-on trouver des conditions déterministes (nécessaires et suffisantes)
qui assurent la convergence dans L? (§d) des séries aléatoires constituées par des harmoniques
sphériques ?

(i) Qu’en est-il pour I’oscillateur harmonique —A + |x|? sur la variété non compacte X = R4 9
(>iii) Quelles séries aléatoires permettent de résoudre les questions précédentes ?

Dans le cas ou les fonctions propres considérées ont des propriétés de concentration, nous nous proposons
de démontrer des résultats optimaux qui completent ceux obtenus séparément par Ayache et Tzvetkov
[2008] et Grivaux [2010], ainsi qu’un résultat obtenu conjointement par Robert, Thomann et 1’auteur
dans [Imekraz et al. 2016]. En ce qui concerne la randomisation multidimensionnelle, nous obtenons une
extension de deux résultats de Maurey et Maurey—Pisier. Cela donnera un éclairage sur la construction
d’une famille de mesures sur LZ(X) (ol X est une variété riemannienne compacte sans bord) construites
par Burq et Lebeau [2013].

Avant d’écrire des énoncés précis, il convient de citer les principaux travaux existants concernant
cette problématique. La source de toute cette étude réside dans le théoréme de Paley et Zygmund
[1930; 1932] : si I’on considere une suite (a,,),c7 appartenant a £2(Z) et une suite (g,),ec7 de variables
aléatoires indépendantes suivant une loi %—Bernoulli a valeurs dans {—1, +1} alors la série de Fourier
aléatoire ), ., enane'™ définit presque sirement un élément de LZ(T) pour tout réel p € [2, +o0[. La
randomisation permet ainsi un gain d’intégrabilité alors qu’il n’y a évidemment aucun gain de régularité
dans 1’échelle des espaces de Sobolev H*(T). Le théoréme de Paley—Zygmund peut étre considéré
comme une amélioration probabiliste de I’injection de Sobolev H 3= (T) C LP(T) valide pour tout
réel p € [2, +o0[. Les démonstrations du théoreme de Paley—Zygmund utilisent généralement 1’ inégalité
de Khintchine. L’ ouvrage de Kahane [1985] contient de nombreux résultats importants dans ce théme
et introduit notamment des versions banachiques de 1’inégalité de Khintchine, a savoir les inégalités
de Kahane—Khintchine (voir plus loin (39)). Citons maintenant trois résultats connus concernant la
randomisation dans les espaces de Lebesgue.

Le premier résultat est le théoréme de Maurey et énonce ceci : pour toute suite (U4, )nen de LP(X) ol
X est un espace mesuré o-fini, on a I’équivalence

Z enUy converge presque sirement dans L?(X) < ./ Z lun)? € LP(X). (1)
neN
En fait, le théoreme de Maurey permet de remplacer L?(X) par n’importe quel treillis de Banach

qui dispose de la propriété de cotype fini [Maurey 1974, pages 21-22; Lindenstrauss et Tzafriri 1973,
Theorem 1.d.6, Corollary 1.f.9].

Le deuxieme résultat est le théoreme de Maurey et Pisier [1976, corollaire 1.3] (voir le théoreme 1.6
ci-dessous). Ce dernier assure, avec les mémes notations, que les convergences des séries aléatoires
> enuy et Y gpu, dans LP(X) sont équivalentes ol (g,)nen désigne une suite i.i.d. de gaussiennes
suivant une loi NVg(0, 1). En fait, le théoréme de Maurey—Pisier permet de remplacer L?(X) par un
espace de Banach complexe de cotype fini et les gaussiennes g, par des variables aléatoires centrées plus
générales.
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Le troisieme résultat a été obtenu par Figa-Talamanca et Rider [1966, Theorem 4 ; 1967, Corollary 4].
qui ont pu remplacer le tore T par un groupe compact quelconque G dans le théoreme de Paley—Zygmund.
On pourra aussi consulter [Figa-Talamanca 1971]. Marcus et Pisier [1981] ont résolu le probleme de
la convergence presque siire des séries de Fourier dans L°°(G) et leur analyse permet de retrouver les
résultats dans 1’échelle des espaces L?(G) avec p € [1, +oo[ a ’aide d’une version multidimensionnelle
des inégalités de Kahane—Khintchine. Ces dernieres inégalités, que nous choisissons de nommer les
inégalités de Kahane—Khintchine-Marcus—Pisier (voir plus loin (40)), vont jouer un réle important dans
notre article.

Récemment, ces problémes ont ressurgi en considérant les fonctions trigonométriques x > '~
non pas comme les caracteres du groupe abélien compact T mais plutét comme les modes propres de
I’opérateur de Laplace—Beltrami j—;. Deux types de résultat ont notamment motivé cette résurgence :

(i) Les bases hilbertiennes aléatoires de modes propres ont des propriétés non triviales comme I’er-
godicité quantique [Zelditch 1992; Robert et Thomann 2015] ou des estimations de normes L?
bien meilleures que celles des bases hilbertiennes “canoniques” [Poiret et al. 2015; Burq et Lebeau
2013].

(i) L’étude des équations non-linéaires de type Schrodinger ou ondes sur une variété riemannienne
compacte X avec des conditions initiales a faible régularité dans les espaces de Sobolev H*(X) (on
parle de régime sur-critique) est un probleme difficile en toute dimension et tout spécialement en
dimension dim(X') > 3. La randomisation donne un gain d’intégrabilité qui permet de construire des
solutions qui sont hors d’atteinte avec les méthodes déterministes actuelles. Ces travaux concernent
les constructions de mesures de Gibbs (voir les articles [Bourgain 1994 ; 1996 ; Bourgain et Bulut
2014a; 2014b; 2014c; Burq et al. 2013 ; Deng 2012 ; Tzvetkov 2008] et leurs références) ou des
conditions initiales aléatoires plus générales [Burq et al. 2015 ; Burq et Tzvetkov 2008a; 2008b ;
2014 ; Poiret et al. 2014]. Concernant ces derniers articles, on pourra consulter le séminaire Bourbaki
[de Bouard 2015].

Les deux points précédents ont méme été combinés par de Suzzoni [2014] qui a étudié I’équation
cubique des ondes sur la sphere S3 2 I’aide d’une base hilbertienne aléatoire de L2(S3).

Il est donc 1égitime d’étudier la randomisation non plus sur un groupe compact mais sur une variété
riemannienne compacte X (que 1’on supposera toujours lisse, sans bord et de dimension d > 2). Etant
données une suite (a,) € £2(N), une famille orthonormée (¢n)n>0 de L?(X) constituée de fonctions
propres de I’opérateur de Laplace—Beltrami A sur X et la fonction

> angn € L*(X),

n>0

on s’intéresse a la convergence presque stire dans L? (X)) de la série aléatoire Y e,a,¢,. Bien entendu,
le critere (1) répond a la question de fagon théorique mais il ne parait pas évident de le traduire en un
comportement asymptotique sur la suite des coefficients (a,),en. Sans surprise, cette étude est intimement



266 RAFIK IMEKRAZ

liée a la suite des normes ||¢y || »(x) en vertu de I'inégalité triangulaire :

Vp €2, +o0l, H D lan?|enl?

nenN

1

> lanlPWnlrcry ) - @

(
L7 (X) nenN

En fait, nous verrons que c’est I’éventuelle concentration des fonctions ¢, qui rentre en jeu. Rappelons les
résultats connus. Tzvetkov montre ce que I’on appellera par la suite une injection de Sobolev probabiliste
(selon la terminologie introduite par Burq et Lebeau [2013]) : pour tout réel p €]2, +o0[ il existe un réel
explicite §(d, p) < d(% — %) tel que

Z anty € H5-p) X)) = Z Endndn converge p.s. dans L?(X). 3)
n=0 n>0
Avant de donner 1’expression de §(d, p), signalons que (3) améliore I’injection de Sobolev déterministe
D antn e HUCTDX) = Y ann € LP(X).
n>0 n>0

Par construction (voir [Tzvetkov 2010, Theorem 4]), le nombre §(d, p) vient des inégalités de Sogge

[1988] que nous rappelons : si 'on a A¢, = _)L’Zl(pn, avec A, > 0 alors on a
ﬂ(l_l) si2<p<2(d+1),
InllLecxy < CX, pASEP . §(d.py:=14 2 2, 7 e @

. 2(d+1)
2 Ty STgor SP=t0o

ou C(X, p) > 1 ne dépend que de X et p. Le cas p = oo est dli 2 Avakumovic, Levitan et Hormander
[Hormander 1968] et les inégalités (4) sont optimales pour X = S¢. Notons au passage que le critére de
Maurey (1) et I’inégalité triangulaire (2) permettent de retrouver immédiatement 1’implication (3).

De fagon indépendante, des travaux font intervenir la notion de randomisation multidimensionnelle
sur une variété riemannienne compacte X en tenant compte de la décomposition spectrale de 1’opérateur
de Laplace—Beltrami sur L?(X). Cette notion apparait sous des formes en apparence différente, dans
les travaux de Shiffman et Zelditch [2003 ; Zelditch 1992], dans celui de Burq et Lebeau [2013] ainsi
que dans celui de Poiret, Robert et Thomann [Poiret et al. 2015] (pour I’ oscillateur harmonique sur RY)
avec des arguments de “concentration de la mesure” et de “grandes déviations”. C’est dans I’article [Burq
et Lebeau 2013] que le terme “injection de Sobolev probabiliste” apparait pour la premiere fois pour
exprimer rigoureusement le gain d’intégrabilité obtenu par la randomisation. Méme si cela n’est pas
explicitement écrit, il nous semble qu’un des intéréts du papier [Burq et Lebeau 2013] est précisément
de s’émanciper de 1’astuce de considérer des modes propres invariants par symétrie (ce qui permet
usuellement de réduire un probléme multidimensionnel a un probleme unidimensionnel). C’est ainsi que
Burq et Lebeau obtiennent un résultat d’existence locale pour 1’équation semi-linéaire des ondes sur
une variété riemannienne compacte en régime sur-critique et leurs solutions ne sont pas spectralement
supportées par des sous-suites particulieres de fonctions propres.

Dans notre article, nous étudions les propriétés de dualité et interpolation de nouveaux espaces de
Banach associés a une suite de sous-espaces propres (Ey),>1, dénommés plus loin espaces de Lebesgue



CONCENTRATION ET RANDOMISATION UNIVERSELLE DE SOUS-ESPACES PROPRES 267

probabilistes et notés PL? (X , EBE,,) Afin de motiver cette étude dans le cadre de la randomisation des
fonctions propres, nous écrivons dans les trois prochaines parties les applications que nous obtenons.

1B. Harmoniques sphériques de S°. Ayache et Tzvetkov [2008, Theorem 1] obtiennent un éclairage
gaussien du théoréme de Paley—Zygmund, a savoir I’équivalence pour tout p € [2, +00[ des deux assertions
suivantes :

(1) les fonctions propres ¢, sont uniformément bornées dans L? (X)),

(i) pour toute suite complexe (an)nen, la fonction gaussienne aléatoire ) ., gnan¢n appartient
presque stirement & L7 (X) si et seulement si (a,)nen appartient & £2(N).

Alors que les preuves usuelles du théoréme de Paley—Zygmund utilisent 1’égalité |e?*| = 1, I’équivalence

(i) & (ii) montre que c’est plut6t I'inégalité sup,, cp llef | L2 (—m,m) < 100 qui est déterminante. En
d’autres termes, seule I’explosion des normes ||¢;, ||z » peut contredire la conclusion du théoréme de Paley—
Zygmund. Dans ce cas, Ayache et Tzvetkov posent la question de calculer en fonction des coefficients ay,
la borne supérieure des réels p € [2, +oo] tels que la série aléatoire Y gna, ¢, converge presque stirement
dans L?(X). Sans aucune information sur les fonctions ¢, cette question est trop générale et Ayache et
Tzvetkov examinent les modes propres radiaux ¥, de 1I’opérateur Laplacien A avec condition de Dirichlet
au bord sur la boule fermée unité B, (0, 1) de R?. 11 s avere que les fonctions v, ne sont pas uniformément
bornées dans L? (B4 (0, 1)) pour p > 1, et ’on en déduit I’existence de suites (a,)nen € £2(N) telles que
la série aléatoire gaussienne ) _ gnan, ¥, diverge presque sirement dans L? (B4 (0, 1)). Il s’agit 1a d’une
différence majeure avec le théoreme de Paley—Zygmund sur le tore T¢. Dans le cas des fonctions Yn,
Ayache et Tzvetkov [2008, Theorem 4] obtiennent une réponse partielle. Dans [Grivaux 2010] apparaissent
deux idées qui vont jouer un réle important dans notre travail :

(i) D’une part, Grivaux remarque que le théoreme de Maurey—Pisier assure 1’équivalence des conver-
gences des séries aléatoires ) ep,anV¥y et Y gnanVn.

(i) D’autre part, Grivaux répond a la question de Ayache et Tzvetkov en utilisant la concentration des
fonctions ¥, en I’origine 0 € RZ.

Comme le remarquent Ayache et Tzvetkov [2008, Theorem 4, Remark (d)], I’analyse précédente se
transfere sans probleme aux fonctions propres zonales de 1’opérateur de Laplace—Beltrami sur la sphere

s? .= {(xl,...,de)eIRd“ |x%+~-+xs+1=1}, d=>2.

On notera (g la mesure volume de S4 et I'on rappelle que le spectre de I’opérateur de Laplace—Beltrami
A est donné par la suite (—n(n + d — 1))»en. Convenons aussi qu’une fonction sur S? est zonale si
elle ne dépend que de la premiere coordonnée x1 d’un point x € s, D’apres [Stein et Weiss 1971,
Chapter IV.2, Theorem 2.14, page 149], on sait que I’opérateur de Laplace—Beltrami A admet une suite
de fonctions propres zonales (Z,),>1 vérifiant :

1 (d52,452)
Zn(x)=n2P; > 2 (x1), AZy=-n(n+d—-1Zn, |Zulr2sa)=al, (5)
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ou Pn((d_z)/ 2.(d=2)/2) ot le n-izme polyndme de Jacobi, c’est-a-dire le n-ieme polyndme orthogonal

pour le poids w € [-1, 1] — (1 — wz)% et normalisé de sorte que
d—2 d=2 d—2 _
VneN*, P, 2 2% (1)_('“r 2 ) ~y n'7.
n

On peut montrer que I’on a les estimations (voir partie 3D) :

2d
l<p< 1 = 1ZnllLr(say ~d.p 1.
2d
P=a = N Zullpr(say =a,p ¥Vin(n+1), (6)
2d d=1_d
P,

T-1 <p<oo = |Zullpr(say=apn >

D’apres [Ayache et Tzvetkov 2008], on sait que pour toute suite (a,) € £2(N*) et tout p € [2, 7 2d_ 24 1a
série aléatoire Y g,a, Z, converge presque sirement dans L? (S%). Pour comprendre ce qu’il en est pour
p> dz‘il, on pourrait appliquer la méthode de Grivaux [2010]. Cette méthode nécessite de rappeler que
les fonctlons zonales Z, se concentrent autour de deux boules centrées aux pdles (1,0, ...,0) de rayon
d ordre = avec une amplitude d’ordre n e . Remarquons au passage que les formules (6) exphquent que
cette concentratlon polaire est significative dans L?(S?) pour p > 7 d . Notons maintenant

2d

pc:=sup{p>d_1‘ d1+1(2kd Yag |2) =C’)(%)§ (7

Alors pour tout réel p € [2, +o00[, la méthode de Grivaux donne les implications suivantes :

[S/S]

P < pc = la série aléatoire Zgnan Z, converge p.s. dans Lp(Sd),

p > pc = la série aléatoire Z gnanZy diverge p.s. dans L? (Sd).

> epanZ, converge > epanZ, diverge
p.s. dans L?(S%) p.s. dans L?(S%)
| | )
1 2 dz—_dl Pc +o00

Les arguments connus ne permettent pas de décider ce qu’il en est en p = p. (question soulevée
dans [Imekraz et al. 2016, remark pages 2776—7] qui utilise notamment la méthode de Grivaux pour les
fonctions propres radiales de 1’opérateur —A + |x|?). Le premier résultat que nous énongons élucide ce

point.
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Théoreme 1.1. On considere une suite complexe (ay)n>1 a croissance polynomiale et un réel p €

]dz—fl +oo[. La série aléatoire Y gnanZy converge presque siirement dans L? (Sd) si et seulement si

1 (S 2
an+1(2kd 1|ak|2) < +o0.

n>1 k=1

Le théoreme précédent nous permet de préciser la formule (7) par comparaison logarithmique et rend
légitime la mise en évidence de son terme (’)(%). Examinons par exemple des coefficients de la forme

1 2d
T a1y B B=0, p>—— n=2.
n"\2 »p ]np(n)

(690

d—1’ -

La suite (a)n>2 appartient a £2(N\{0, 1}) et I’on calcule facilement I’équivalent

k _1|ak|2) ~ (—) ———, n— +oo.
nd+1 (k=2 2d ) ninf ()

La borne supérieure (7) vaut donc p pour toute valeur de 8, mais le théoreme 1.1 permet d’affirmer que

la série aléatoire anz gntn Z, converge presque stirement dans L7 (§d) si et seulement si § > 1.
Donnons une idée de la preuve du théoréeme 1.1. Nous justifierons rigoureusement que 1’on peut
assimiler |Z,| & sa restriction Z, sur une boule de rayon d’ordre % et centrée en 1’'un des pdles de

symétrie. Cela nous permettra d’obtenir I’encadrement suivant pour tout p > (12—:11 :

n=1 n>1

=
L7(s9)

(®)

< C(d,mH > lanZnl?

n>1

L7(s?) Lr(sd)

ou C(d, p) > 1 ne dépend que de d et p. Comme les normes dans L%(§d) des fonctions ), |an Zn |2
sont calculables explicitement, on pourra finir en invoquant le critere (1). La majoration (8) est délicate
et utilisera de nouveaux résultats abstraits d’interpolation développés dans la partie 2B. Signalons dés
maintenant que I’interpolation (réelle ou complexe) des normes qui apparaissent dans (8) n’est pas gratuite
et découlera des propriétés de concentration des fonctions zonales Z,. Par exemple, il découlera de (6)
et de la proposition 2.4 que I’interpolation n’est pas réalisée si I’on autorise p a parcourir un intervalle
ouvert contenant dz—fl.

Nos arguments permettent de traiter un autre cas important de fonctions propres, a savoir la suite
(Yn)n>1 des fonctions propres “de plus haut poids” qui se concentrent sur une géodésique. Ces dernieres

sont définies par les formules
Vn e N*, Yn(x) = cd’n(xl + iX2)n, ||Yn||L2(§u') =1, )

oll ¢g, > 0 est une constante de normalisation. On vérifie que I'on a AY, = —n(n +d — 1)Y, et

d—1 . . . .
Cdn ~q n % . Les fonctions Y, sont connues pour avoir des estimations de normes dans LP(Sd)
maximales pour 2 < p < % et minimales pour p € [1, 2[ parmi les modes propres L2(§d)—n0rmalisés

associés a la valeur propre —n(n + d — 1) (et cela est méme optimal d’apres les inégalités de Sogge (4)
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et [Sogge et Zelditch 2011, Proposition 2]). De maniere précise, il est connu et facile a vérifier que (9)
implique les estimations suivantes

d=1(1_1
Vp e[l +oo[U{+ool, YneN*, [Yulpres ~apn'? G 7). (10)
On montrera le théoréme suivant.

Théoreme 1.2. On considére une suite complexe (an)n>1 a croissance polynomiale. Pour tout réel
p €11, +o0l, la série aléatoire Y gna, Yy converge presque siirement dans LP (S9) si et seulement si

1 (SN 2
3 M(Zk"zlmkﬁ) < +00. (11)

n>11" 2 Np=1

Comme application immédiate, on obtient le fait suivant qui contraste avec le théoréme de Paley—
Zygmund sur T : la fonction Y, -, (/7 In(n))~'Y, appartient a L2(S%) mais la série aléatoire

8n
2 ™

diverge presque slirement dans L? (S%) pour tout réel p > 2. La preuve du théoreme 1.2 consistera a

H Z |anYn|2

n>1

estimer les normes

Ll’(§d)'

Cela sera tres facile pour p € 2N en utilisant des estimées optimales vérifiées par les intégrales

/gd Yae, () Yagpym )P dpa(x). (ny. ... n(p/2)) € (N2, (12)

Pour traiter le cas général p € |1, +00[, on raisonnera par interpolation et dualité. Mais comme précédem-
ment, cela n’est pas gratuit. De facon précise, la concentration gaussienne de Y, autour de la géodésique
{x% + x% =1} C S nous permettra de valider les hypotheéses de nos nouveaux théorémes d’interpolation
et de dualité (théoréemes 2.5 et 2.6).

Remarque 1.3. La condition (11) est exactement celle que 1’on obtient avec le critere (1) en remplagant

1

. . Vi .
d’équation x% + x% = 1. Par souci de simplification, nous n’avons traité que le cas des géodésiques sur

Y, par la fonction x — n T 1y, (x)ou V, C S est une bande de largeur autour de la géodésique
S? mais notre démarche est en fait plus générale. En effet, on devrait pouvoir estimer les intégrales (12)
en utilisant seulement la concentration gaussienne de Y; autour de la géodésique {x% + x% = 1}. Or ce
type de concentration se réalise dans un autre cas important, a savoir celui d’une surface X qui admet une
géodésique I' C X fermée elliptique et non-dégénérée. Il est alors connu, mais assez délicat a rédiger, que
I’on peut construire des quasi-modes qui se concentrent autour de la géodésique I' avec des estimations
gaussiennes (ce sont les travaux de Ralston et Babich).

En résumé, les théoremes 1.1 et 1.2 affirment que la concentration sur une zone déterminée (voisinage
d’une géodésique ou d’un pdle) est la seule information pertinente pour étudier les séries aléatoires de
fonctions propres. Malgré la ressemblance de leurs énoncés, les preuves des théoremes 1.1 et 1.2 vont
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étre différentes car la concentration des fonctions Y, autour de la géodésique {x% + x% =1} C S est
bien meilleure que la concentration des fonctions zonales Z, autour des poles (1,0, ...,0) (voir la
discussion concernant les estimées multilinéaires au début de la preuve de la proposition 3.1).

Les deux exemples de fonctions propres Y, et Z, nous permettront facilement de justifier I’optimalité
de I’injection de Sobolev probabiliste (3) obtenue par Tzvetkov [2010]. Cela est parfaitement cohérent
car les preuves de [Tzvetkov 2010] sont obtenues grace aux inégalités de Sogge (4) qui sont précisément
saturées pour les fonctions Yy, et Zj,.

1C. Oscillateur harmonique —A + |x |? sur R%. Dans cette partie, nous expliquons notre principale
application a I’oscillateur harmonique —A + |x|? sur L2(R?) avec d > 2. Nous prolongeons 1’étude
entamée dans [Imekraz et al. 2016]. Pour tout entier n € N, on note H,, € R[X] le n-iéme polyndme de

Hermite ainsi que 4, la n-iéme fonction de Hermite :
d" H,(x
Hp(x) = (—l)né'x2 e et hn(x):= L)e_%xz.
dx" n2n /7

On vérifie que I'on a ||, || 12(gy = 1. On définit aussi le sous-espace suivant de L2(R9)

Egp:=Vect{hi, ® - @ hi, | (i1.....ig) €N, iy + -+ +ig =n},

ol I’on note classiquement (h;; @ --- ® h;,)(x) = hj; (x1) - hi, (xg) pour tout x € R4, Les fonctions
hi; ® --- ® h;, forment une base hilbertienne de E4 , et I’on vérifie aussi que 1’on a

n+1)---(n+d—1)  nd1
d—1)! T d-nr

dp :=dim(Eg ,) = n— +oo. (13)

II faut savoir de plus que E; , est le sous-espace propre de —A + |x|? associé a la valeur propre d + 2n
et que ’on a la somme directe orthogonale
L*R?) =D Ean-
neN

On veut associer a cette somme directe orthogonale des séries aléatoires et étudier leur convergence en
probabilité dans L? (R%). Expliquons d’abord la démarche employée dans [Imekraz et al. 2016, (1.9)].
Les séries aléatoires précédemment utilisées sont de la forme

dn

weQ> Z Z Vi (@)Cn kc®n i

neN k=1
ol €2 est un univers probabilisé de référence, (¢, x)1<k<q, €st une base hilbertienne de Eg ,,, (Vy k)n ik
est une famille de variables aléatoires, i.i.d., centrées, non nulles et dont tous les moments sont finis,
et (Cy k)n,k €st une suite de coefficients complexes. D’apres le critere de Maurey (1) et le théoreme de
Maurey-Pisier, la convergence de ces séries aléatoires dans L? (R%) revient a étudier les normes

dn
zz:§:|cmk

neN k=1

2|k (02

(14)

L% (R)
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L’expression précédente dépend a priori de chaque base hilbertienne (¢, x) de E; ,. Afin d’obtenir des
résultats indépendants de ces bases, une condition de contrdle (nommée squeezing condition) sur les
coefficients (¢, k) a été imposée dans [Imekraz et al. 2016] (et méme dans [Poiret et al. 2015 ; 2014 ; Robert
et Thomann 2015]). Cette condition technique demande que les nombres |c, x |2, d’un méme paquet,
soient du méme ordre de grandeur, c’est-a-dire comparable & leur moyenne ﬁ(k’n,l 2+ +lcna, ).
Ainsi, (14) se réduit a

dn

1
2 Gim(Eay) (Z ek

neN k=1

(15)

dy
2)(2 |¢n,k<x>|2)
k=1

ol la fonction |¢y,1|% + -+ + |¢n.a4,|* s avére indépendante de la base hilbertienne choisie. Il est naturel

L2 (®4)

de vouloir s’émanciper de la squeezing condition (cette derniere a été 1égerement relaxée dans [Imekraz
et al. 2016, Part 1.1.2] par comparaison aux travaux [Poiret et al. 2015 ; 2014 ; Robert et Thomann 2015]).
Dans notre article, nous allons employer une autre méthode de randomisation qui ne dépend que de la
suite (E g ,)n>0 €t qui ne nécessite aucune condition de contrdle des coefficients. De fagon précise, on va
randomiser une fonction propre appartenant a E; , en la faisant tourner uniformément et aléatoirement
autour de 1’origine. Nous noterons désormais (W}, ),>0 une suite de matrices aléatoires indépendantes et
supposons que chaque matrice aléatoire W, suit une loi uniforme dans le groupe unitaire Uy, (C). Notre
résultat s’énonce comme suit :

Théoréeme 1.4. Supposons d > 2 et considérons une suite (up)en d’éléments de L*(R?) vérifiant

up € Eg ,, pour tout n € N. Pour tout réel p € [1, 400, les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) la série aléatoire ‘.1”-_ Wai ilun, dn. iYon.i) converge presque siirement dans LP RY),
n l,]—l ey 5] 5 g p q
.. - py d_ a\Z
(i1) la série numérique nz2-1 ug||? k2)? est convergente.
q n>1 k>n L2(R9)
Pour tout p € [2,+00[ on a linjection de Sobolev probabiliste

—d(l—_1
S 171G g 122 gy < +00

n>1

dn

= Z( Z Wn,i,j(un,qﬁn’j)qﬁn,i) converge p.s. dans Lp(Rd). (16)

n N,j=1
Le théoreme 1.4 donne donc une caractérisation explicite des séries aléatoires qui convergent presque
sirement dans L?(R%). Au passage, on obtient un résultat de type Paley—Zygmund :

Z”“n”iz(”@d) < +00

d
n>1 n
= Vpe2,+oo, Z( Z Wn,i,j(un,¢n,j)¢n,i) converge p.s. dans L? (R?).

1
—;) et

Dans la partie 4, nous verrons que 1’implication (16) est optimale par rapport a 1’exposant —d (%

doit étre vue comme une amélioration probabiliste de 1’injection de Sobolev déterministe :

1_1
> n T hunla gy < to0 = Y oun € LR, an

n>1 n>0
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Dans [Imekraz et al. 2016, Theorem 2.2], un cas particulier de (16) a été obtenu avec une squeezing
condition. Nous écrirons aussi une implication duale a celle de (16), avec p € ]1,2], grice a un nouveau
théoreme de dualité.

Au niveau probabiliste, la preuve du théoréme 1.4 reposera sur une extension multidimensionnelle du
critere de Maurey (1) qui fera apparaitre I’expression (15). An niveau de 1’analyse, nous utiliserons une
nouvelle estimée de la fonction spectrale de 1’oscillateur harmonique tronquée au n-ieme niveau d’énergie
(voir la proposition 4.1) :

> () hiy(xa)? (18)
(i1,0siq)ENY
i1+-+ig=n
Didier Robert nous a signalé apres la rédaction de notre article que des informations complémentaires sur
la concentration de (18) ont été précédemment obtenues dans [Hanin et al. 2015].

1D. Version multidimensionnelle du théoréme de Maurey—Pisier. Le théoreme de Maurey—Pisier per-
met de remplacer les variables gaussiennes par des variables de Bernoulli dans les théoremes 1.1 et 1.2. 11
y a en réalité un phénomene d’universalité plus important : on peut remplacer les variables gaussiennes par
toute une famille de variables aléatoires ayant des moments finis de tout ordre. Pour énoncer précisément
ce résultat, rappelons la définition du cotype.

Définition 1.5. Considérons un réel ¢ € [2, +0o0[, un espace de Banach complexe B est de cotype g s’il
existe ¢ > 0 tel que pour tout N € N* et tout (u,)1<p<ny € BY ona

N 1/q N
n=1 n=1 B

S’il existe un réel g € [2, 400 tel que I’inégalité précédente se réalise, alors on dit que B est de cotype fini.

Il faut considérer la propriété de cotype fini comme une propriété géométrique d’un espace de Banach.
On vérifie que L?(X) est un espace de Banach de cotype max(2, p). La preuve du théoreme de Maurey
et Pisier [1976, corollaire 1.3] donne en fait le résultat suivant.

Théoreme 1.6 (Maurey-Pisier). Soit B un espace de Banach complexe. Alors les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :

(a) B est de cotype fini.

(b) Pour toute suite (1) de B et toute suite (X, )nen de variables aléatoires réelles, centrées, indépen-
dantes et vérifiant

ingE[|Xn|] >0 et VYqe|[2,+o0], sup E[|X,]?] < +o0,
ne

neN

les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) la série aléatoire Y X,u, converge presque siirement dans B,

(ii) la série aléatoire ) eyu, converge presque siirement dans B.
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En d’autres termes, 1’universalité de la randomisation unidimensionnelle dans L?(X) se produit
précisément parce que L?(X) dispose de la propriété de cotype fini. On veut naturellement généraliser ce
phénomene pour les séries aléatoires qui apparaissent dans I’hypothese (i) du théoreme 1.4, c’est-a-dire
trouver d’autres séries aléatoires multidimensionnelles pour lesquelles la conclusion du théoréme 1.4 est
encore valide.

Ce probleme est lié a un fait remarqué par Burq et Lebeau [2013, appendice C] : si I’on considere
X une variété riemannienne compacte sans bord alors on peut construire beaucoup de mesures v sur
L?(X) (méme étrangeres deux a deux) telles que v(L? (X)) = 1 pour tout p € [2, +oo[. Rappelons
simplement comment sont construites les mesures de Burq—Lebeau, disons dans le cas X = S? (voir [Burq
et Lebeau 2013, appendice C.1]). Notons (E,),>0 la suite des sous-espaces propres de 1’opérateur de
Laplace—Beltrami A sur L2(S?) et considérons une suite (Vi)n>1 de variables aléatoires indépendantes
a valeurs dans ]0, +oo| vérifiant les estimations de grandes déviations

Iy >0,C>0¢>0, Vp>0, supP(V,>p)<Ce . (20)
neN
On supposera que les variables aléatoires 1}, et les matrices unitaires aléatoires W,, sont indépendantes
dans leur ensemble. Considérons maintenant une suite (4, ),>1 de Lz(Sd) vérifiant u, € E, pour tout
n € N. Les mesures de Burg—Lebeau sont tout simplement les mesures images (c’est-a-dire les lois) des
fonctions aléatoires

Q — L2(S%),
& 21)
o Z( D Va(@) Wi (@) {un, ¢n,j>¢n,,~),
neN N, j=1
ol (Pn,1,--..Pn,4,) st une base orthonormée du sous-espace propre E, et £ un univers probabilisé

de référence. Par indépendance des variables aléatoires en jeu, cette construction équivaut a définir une
mesure de probabilité sur L2(S%) comme un produit tensoriel infini de certaines mesures de probabilités
respectivement supportées dans les sous-espaces E, (voir [Burq et Lebeau 2013, pages 955]). En termes
de séries aléatoires, le résultat de Burg—Lebeau se reformule donc ainsi : il existe beaucoup de séries
aléatoires de la forme (21) qui convergent presque sirement dans L” (S?). Ce résultat n’est pas purement
théorique ; il fait partie d’un programme de recherche consistant a étudier le transfert de mesures par le
flot d’équations aux dérivées partielles non linéaires (par exemple des mesures de Gibbs).

On va écrire une version multidimensionnelle du théoréme 1.6 qui va expliquer pourquoi 1’on peut bien
construire des mesures de Burg-Lebeau (et au passage en construire des nouvelles). Afin de recouvrir les
variables aléatoires X, du théoréme 1.6, nous allons considérer des matrices aléatoires plus générales.
Introduisons la notion suivante qui généralise la notion de symétrie pour les variables aléatoires scalaires
[Marcus et Pisier 1981, page 82, (2.3)].

Définition 1.7. Une matrice aléatoire M : Q2 — M ;(R) est orthogonalement invariante si pour toute
matrice orthogonale P € O;(R) les matrices aléatoires M et PM ont la méme loi. On définit de méme
I’invariance unitaire pour une matrice aléatoire M : Q — M ;(C) en remplacant le groupe orthogonal
04 (R) par le groupe unitaire Uy (C).
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Fixons maintenant quelques notations usuelles d’algebre linéaire :

Vy e Mg (©=C% Iyli= Iy 4+ lyal?

A
VA e My(0), ”A”op = sup M’
yecd\foy 1V
|A] ;= VAA € My(C), (22)
A
0(A) := inf M
y#0 |y]

La matrice | 4| est une matrice hermitienne positive issue d’une décomposition polaire de A = P |A|
avec P € U;(C) (une telle décomposition est unique des lors que det(A) £ 0). Enfin, o (A) est la plus
petite valeur singuliere de A, il s’agit aussi de la plus petite valeur propre de |A|. Notre premigre version
multidimensionnelle du théoréme de Maurey—Pisier prend la forme suivante :

Théoreéme 1.8. Fixons X un espace mesuré o-fini et un réel p € [1,+o0o[. Considérons une suite de
sous-espaces non nuls (Ep)n>0 de L>(X) N LP(X) de dimension finie. On notera d, = dim(Ey)
et (Pn,1, ..., Pn,q,) une base hilbertienne de Ey,. Considérons aussi une suite de matrices aléatoires
M, : Q — Mg, (R) indépendantes et orthogonalement invariantes telles que

inf o (E[|[My]]) >0 et sup E[[| My |22 < +o00. (23)
nen neN

Alors, pour toute suite (Up)eN, avec Uy € E, pour tout n € N, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La série aléatoire )y, (Z;j’;zl My i j(un,$n,j)n,i) converge presque sirement dans LP(R9).

(ii) La série aléatoire ), (Zfl’}=1 Wi j{Un, ¢n,j )¢n,,-) converge presque siirement dans LP (R%).
Dans ce qui précéde, on convient que Wy, : Q@ — Uy (C) suit une loi uniforme dans le groupe unitaire et
que les matrices aléatoires (Wy)nen sont indépendantes.

La méme conclusion est valide en remplagant “orthogonalement invariante” par “unitairement inva-

riante” au sens de la définition 1.7.
Faisons quelques remarques :

(a) L’assertion (20) est beaucoup plus restrictive que la condition sup,,- E[|V,|"*2.P)] < +00. Le
théoréme 1.8 permet donc de construire des mesures de Burg-Lebeau sur L2(S%) qui ne sont pas
accessibles par les arguments de grandes déviations utilisés dans [Burq et Lebeau 2013, appendice C].

(b) Le théoreme 1.8 est indépendant d’une quelconque géométrie riemannienne sur X. En un certain
sens, on peut dire que la philosophie globale est que c’est la géométrie de 1’espace de Banach L?(X) qui
est déterminante et non la géométrie de 1’espace X . Cela explique au passage pourquoi les mesures de
Burq et Lebeau [2013] peuvent étre construites sur toute variété riemannienne compacte sans bord.

(c) La série aléatoire de I’assertion (i) du théoreme 1.8 traduit 1’idée que 1’on applique un endomorphisme
aléatoire a I’élément u, € E,. Il s’agit d’une généralisation naturelle des séries aléatoires Y . X,u, ou
X5 : © — R sont des variables aléatoires réelles.
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(d) Les conditions (23) apparaissent sous une forme analogue dans 1’étude des séries de Fourier aléatoires
dans I’espace fonctionnel L°°(G) sur un groupe compact G mais || M), ||2;,ax(2’p ) est remplacé par | M, ||§p
(voir [Marcus et Pisier 1981, page 97, Theorem 3.5]). Dans le cas ol le groupe G est abélien et localement
compact, Marcus et Pisier expliquent que 1’exposant 2 est dii au fait que 1’espace des fonctions “presque
stirement continues” sur G est curieusement de cotype 2 (alors que L°°(G) n’est méme pas de cotype

fini dés que G est infini).

Notre preuve du théoréme 1.8 n’est pas un prolongement de celle du théoreme de Maurey et Pisier
[1976, corollaire 1.3]. La preuve originelle utilise le théoreme de factorisation de Pietsch tandis que notre
preuve est plus simple et repose essentiellement sur le théoreme de Fubini—Tonelli et les inégalités de
Kahane—Khintchine—Marcus—Pisier. En fait, I’auteur ignore s’il est possible de démontrer le théoreme 1.8
avec un théoreme de factorisation. L’ obstacle est le suivant : on veut démontrer un résultat de nature
multidimensionnelle alors que la définition méme d’un espace de Banach de cotype fini fait intervenir
la randomisation unidimensionnelle (voir le membre droit de (19)). Pour autant, I’exposant max(2, p),
qui apparait dans (23), est le cotype de I’espace L?(X). Il est donc normal d’interpréter la preuve
du théoreme 1.8 en termes de cotype. Il se trouve que I’on peut contourner I’obstacle mentionné en
considérant la structure de treillis de L? (X)) (c’est-a-dire I’existence d’une relation d’ordre compatible avec
la structure d’espace de Banach). Dans ce cas, il est connu que la propriété de “cotype fini” (19) peut étre
définie de manicre déterministe sans variables de Bernoulli (qui sont par nature unidimensionnelle). Voici
notre version multidimensionnelle du théoréeme 1.6 qui donne un éclairage sur les raisons géométriques
de T’universalité de la randomisation multidimensionnelle dans les espaces de Banach L?(X), avec
pE|l,4ool.

Théoreme 1.9. Soit B un treillis de Banach complexe, alors se valent
(a) L’espace de Banach B est de cotype fini.
(b) Pour toute suite d’entiers non nuls (dp)n>0, pour toute suite My, : Q@ — My (R) de matrices

aléatoires indépendantes, orthogonalement invariantes et vérifiant

inf o (E[|Mn|]) >0 et Vqe€[2, +ool, sup E[| MnlE,] < +o0. (24)
n

neN
et pour toute suite de matrices by € Mg, (B), les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) la série aléatoire »_ tr(Myb,) converge presque siirement dans B,

(ii) la série aléatoire y_ tr(Wy, by) converge presque siirement dans B.

’

La méme conclusion est valide en remplacant “orthogonalement invariante” par “unitairement invariante’
au sens de la définition 1.7.

Le théoréme 1.6 fournit évidemment le sens (b) = (a) en choisissant d,, = 1 pour tout n € N. C’est
donc le sens (a) = (b) qui est nouveau (et c’est en fait le sens pratique). On retrouve les séries aléatoires
du théoreme 1.8 avec by, = [(un, Pn,i)Pn, ;] € Mg, (LP(X)). La forme du théoreme 1.9 nous a été inspirée
par I’étude des séries aléatoires sur un groupe compact dans le livre de Marcus et Pisier [1981].
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Signalons que certains espaces de Lorentz fournissent des exemples non triviaux de treillis de Banach
de cotype fini [Creekmore 1981]. A Tinstar du théoreéme 1.8, le théoréme 2.21 donnera une version
quantitative de I’hypothese (24) afin de montrer que le bon exposant ¢ a choisir est li€ a la g-concavité
du treillis B et que 1’on peut effectivement choisir ¢ = max(2, p) dans le cas de B = L?(X).

Le résultat suivant, prouvé dans les appendices B et C, donne des exemples de matrices aléatoires
vérifiant les hypotheses (23) et (24).

Proposition 1.10. Considérons des variables aléatoires X;; : Q — R centrées, i.i.d. et ou (i, j) parcourt
N*2. Pour tout n € N*, on note la matrice aléatoire M,, = %ﬁ[X ij]. Il existe une constante universelle
C > 1 telle que si ’on a 0 < E[|X1,1|*] < 400 alors

E[|X11]]?
o (E[[Mn]]) = _ElXull T (25)
CE[|X11[*]*
En outre, si X1,1 admet un moment d’ordre p > 4 alors nous avons l’inégalité de Latata précisée
E[[|Mn]I§] = C(P)E[| X1,1]7]. (26)

Par conséquent, on a

inf o (E[[My[]) >0 et supE[[|Mp,|5] < +oo.

nx=1 n>1
Remarque 1.11. Si les variables aléatoires X;; sont a valeurs complexes et d’espérance nulle, alors on
peut aussi montrer (26) en considérant partie réelle et partie imaginaire des variables aléatoires X;;. Quant
a (25), une preuve similaire est valide mais I’on doit remplacer I’hypothese “centrée” par “symétrique au
sens complexe” : pour tout réel & € R les variables e’® X; j et X;; ont la méme loi.

Remarque 1.12. Dans le cadre des théorémes 1.8 et 1.9, nous avons besoin de matrices aléatoires
orthogonalement invariantes. Or les matrices \/LE[X ij] de la proposition 1.10 ne sont pas orthogonalement
invariantes en général (le cas gaussien est une exception notable). Il suffit alors d’examiner des matrices
aléatoires de la forme \/Lﬁé’n [Xi;] ol les matrices aléatoires &, : 2 — Oy, (R) et [X;;] sont indépendantes
et ou &, suit une loi uniforme pour chaque n € N*. On remarque évidemment que ﬁgn [Xij] et \/Lﬁ [Xi/]
ont la méme norme d’opérateur et que I’on a |E,[X;;]| = |[Xi;]| (au sens de (22)).

Nous n’avons pas trouvé les estimations de la proposition 1.10 dans des références déja publiées mais
elles doivent étre connues des spécialistes. Par exemple, nous pensons qu’il doit étre possible de prouver
(26) avec la méthode des moments (par exemple expliquée dans [Tao 2012, Part 2.3]). Cependant, cette
méthode est assez technique a mettre en place. Un cas particulier treés bien compris dans la littérature
des matrices aléatoires est le cas sous-gaussien. Parmi plusieurs définitions équivalentes, X1 ; est sous-
gaussienne si 'on a E[X1 1] =0 et

IK >0, VpeN', E[X11|”]7 < KJp.
Cela équivaut par exemple a la condition

3K’ >0, VteR, Elexp(tXi1)] <exp(K't?).
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D’apres [Rudelson et Vershynin 2009, Proposition 2.3] (voir aussi la preuve de [Litvak et al. 2005,
Fact 2.4]), on sait que I’on a

VpeN*, 3C(p.K)>0, VneN*. E[|M,]2]=<C(p.K).

L’inégalité (26) est plus générale. Dans notre article, nous montrons que (26) est en réalité une conséquence
de la preuve de I’inégalité de Latata

E[|| My |lop] < CE[|X1.1]*4. 27)

et des inégalités de Kahane—Khintchine dans I’espace de Banach (M (R), | - [lop) (voir (39)) Cela
explique pourquoi (26) implique (27) avec p = 4. La renormalisation de [X;;] par le facteur —= et le
fait que (27) nécessite au moins un moment d’ordre 4 peuvent surprendre a priori mais il s’agit de faits
bien connus dans la théorie des matrices aléatoires (voir [Bai et al. 1988 ; Yin et al. 1988, Theorem 3.1]).
Enfin, 'inégalité triviale |X1,1| < /n||Mpy|lop nous fait comprendre que I’inégalité (26) est optimale par
rapport a la condition de moment d’ordre p.

Quant a ’inégalité (25), elle découlera d’un argument d’interpolation simplifiant celui du cas gaussien
[Marcus et Pisier 1981, page 78, Proposition 1.5] et de I’inégalité de Latata (27).

1E. Organisation de I’article. La partie 2 contient les preuves des théoremes 1.8 et 1.9. Mais elle est plus
généralement dévolue a 1’étude abstraite des espaces de Lebesgue probabilistes, notés PL? (X , @En) ou
X est un espace mesuré o-fini et une suite (£, ),en de sous-espaces non nuls de dimension finie de L?(X).
Expliquons bri¢vement la définition de ces nouveaux espaces de Banach. Notons (¢n,1. ..., ¢y 4,) une
base orthonormée de E, pour tout n € N. Pour tout p € [1, +o00[, I’espace PL? (X , @En) sera défini
comme 1’espace vectoriel des suites (1), en, avec U, € E, pour tout n € N, telles que la série aléatoire

dn
Z( Z Wh.i,j (un,¢n,j>¢n,i) (28)

n i,j=1

converge presque slirement dans L?(X). Le cas dim(E,) = 1, pour tout n € N, est le plus simple a
comprendre grace au théoreme de Maurey—Pisier et au critere de Maurey (1). Pour analyser les séries
aléatoires (28) dans le cas dim(Ey) # 1, nous allons utiliser une version multidimensionnelle des inégalités
de Kahane—Khintchine, & savoir les inégalités de Kahane—Khintchine—Marcus—Pisier que nous avons
mentionnées plus haut. L’idée maitresse de notre article est que ces inégalités sont précisément celles qui
permettent d’aborder de fagon satisfaisante la randomisation multidimensionnelle avec des hypotheses
optimales de moments. Le théoréme 2.2 nous donnera notamment une extension multidimensionnelle du
critere de Maurey avec la caractérisation suivante des espaces de Lebesgue probabilistes :

en (x)
(Un)nen € PLP(X, @En) & H\/ E lunll?» < 400,
ol la fonction ey, := |@n,11% + -+ + |$y.4, | est indépendante de la base hilbertienne (¢n.1, . - .. ¢n.d,)

(voir (33)).



CONCENTRATION ET RANDOMISATION UNIVERSELLE DE SOUS-ESPACES PROPRES 279

A priori, on s’attend a ce que le dual de PL? (X, P E,) soit 3 (X. D En) et 'on espere que les
espaces PL” (X , @En) soient stables par interpolation complexe et réelle. En fait, cela s’avérera faux
pour la randomisation des fonctions zonales sur la sphere S¢ (voir la partie 3) : on n’a pas de dualité et
Iinterpolation se réalise seulement si p parcourt certains intervalles. Nous avons cependant des résultats
positifs : les théoremes 2.5 et 2.6 donnent des hypotheses pratiques sur les fonctions e, qui assurent les
propriétés attendues de dualité et d’interpolation. La stratégie consistera 2 montrer PL? (X PE n) est un
rétracte convenable de ’espace de Bochner-Lebesgue L? (X, £?(N)). Cela nous permettra de faire hériter
les propriétés de dualité/interpolation des espaces L? (X, ¢?(N)) aux espaces PL” (X , @En) Mais pour
y arriver, nous serons obligés de justifier la continuité de certains projecteurs de L? (X, £2(N)) a I’aide
d’un nouveau critére de R-bornitude sur L?(X). Les notions de rétracte et de R-bornitude, que nous
rappellerons plus loin, peuvent paraitre abstraites mais elles sont incontournables sous une forme ou une
autre (cela est formalisé par la proposition 2.31). C’est a ce moment qu’interviendra I’hypothese abstraite

sup Ve € LP>®(X), (29)
neN | venllLrx)
ott L2"°°(X) est I'usuel espace L? faible. Curieusement, il se trouve que la propriété (29) est vérifiée
dans des exemples importants issus de la physique mathématique ou les fonctions e, se concentrent sur
une méme région de X.

La partie 3 contient les preuves des théorémes 1.1 et 1.2 grice aux nouveaux arguments d’interpolation.
Expliquons la principale idée dans le cas particulier dim(E,) = 1, c’est-a-dire si £, = C¢,. Supposons
en outre que |¢,| a tendance a se concentrer, en un sens a préciser, sur une partie A, C X avec une
amplitude ¢, > 0 quand 7 tend vers +o0. Si I’on fixe une suite de coefficients (a,) € £2(N), alors il est
Iégitime d’espérer 1’équivalence suivante pour toute suite complexe (ay)nen

V2 langaP € LP(X) & [} lancala,® € L7(X).

neN neN

En partitionnant les parties A, en sous-parties disjointes, la condition du membre droit est explicite
et résoudrait le probleme de 1’étude de la série aléatoire ) ena,¢,. Si I’approximation de |¢,| par
cnly, n’est pas bonne, alors I’équivalence précédente n’est pas facile a prouver. L’hypothese (29), avec
en = |¢n|?, a vocation & mesurer le reste de cette approximation et les arguments de dualité-interpolation
permettent de simplifier les calculs.

La partie 4 est consacrée a la preuve du théoréme 1.4 concernant I’oscillateur harmonique multidimen-
sionnel.

Nous ajoutons trois appendices. Le premier est consacré a I’optimalité de I’exposant max (2, p) dans les
différents théoremes concernant L? (X)) (ce fait est sans doute bien connu). Les deux derniers appendices
contiennent la preuve des estimations matricielles de la proposition 1.10.

Conventions. Dans cet article, on fera les conventions suivantes :
— Sauf exception, la lettre d sera globalement réservée pour désigner la dimension des espaces en jeu
(R? ou S%) et sera supérieure ou égale a 2.
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— Le triplet (2, F, P) désignera un espace probabilisé de référence (par exemple 2 = [0, 1] muni
de la mesure de Lebesgue sur la tribu borélienne), on notera w les éléments de €2 et E I’opérateur
d’espérance.

— On notera C une constante universelle supérieure ou égale a 1 qui peut changer d’une ligne a 1’autre.

— On notera C(d, p) une constante supérieure ou égale a 1 qui ne dépend que des parametres d et p
et qui peut changer d’une ligne a 1’autre.

— Si A et B sont deux nombres réels, la formule A < B signifiera qu’il existe une constante universelle
C > 1 telle que A < CB. De méme, I’assertion A = B signifie B < A.

— OnécriraA>~Bsil'ona A< BetB < A.

— Si I’on fait intervenir des parametres d et p, alors on notera A <g4,, B pour signifier qu’il existe
une constante C(d, p) > 1 qui ne dépend que de d et p telle que A < C(d, p)B. On définit de
méme les symboles 24 , et A >4 ,.

Par exemple, nous avons 1’équivalence

VneN, Ay, ~4, B, << 3Cd,p)>1, VneN, B, <C(, p)A,.

" <
C(d. p)
2. Espaces de Lebesgue probabilistes

2A. Universalité de la randomisation multidimensionnelle dans LP. On énonce les résultats qui vont
impliquer le théoréme 1.8 et nous seront utiles pour la suite. On utilisera la notation suivante pour la
norme matricielle de Hilbert—Schmidt :

N N
VAEMN(©. NAlls:= D D lais. (30)

i=1j=1
Désormais X désignera un espace mesuré o-fini. Nous allons démontrer le théoréme suivant.

Théoreme 2.1. Fixons un réel p € [1, +00[, une suite d’entiers non nuls (dy,)nen, une suite de matrices
bn € Mg, (LP (X)) et une suite de matrices aléatoires My, : 2 — M, (R) indépendantes, orthogonalement
invariantes et vérifiant

inf o(E[|[Mul)) >0 et sup E[[| M, [|m*®P)] < +o0.
neN neN

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) la fonction x — \/ano 155 (x) ||%IS appartient a L? (X),
(ii) la série aléatoire Y" \/dy tr(Myby,) converge presque siirement dans LP (X),
(iii) la série aléatoire Y /dy tr(Myby,) converge dans LMx(2.P)(Q | LP (X)),

(iv) la série aléatoire Y \/dp tr(Myby) est bornée en probabilité dans LP(X) (voir définition (46)
plus loin).

La méme conclusion est valide en supposant que chaque matrice aléatoire My : Q@ — My (C) est
unitairement invariante.
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Le théoreme 2.1 implique le suivant.

Théoreme 2.2. Fixons un réel p € [1,+o0[ et une suite de sous-espaces non nuls de dimension finie
(En)nso0 de L2(X) N LP(X). On notera dp, = dim(Ey) et (¢n.1, . . . »®n.a,) une base hilbertienne de Ep,
pour tout n € N. On définit de plus

VxeX, en(x)=|pn1(X)> 4+ |pn.a, ()] 31)

Fixons de plus une suite de matrices aléatoires M, : Q@ — Mg (R) indépendantes, orthogonalement
invariantes et vérifiant

inf o (E[|[My]]) >0 et sup E[[| My |5*P)] < +o00.
neN neN

Pour toute suite (Uy)n>0, avec U, € Ey,, on définit la série aléatoire

dy
Z( Z Mn,i,j(unv¢n,j>¢n,i)- (32)

n N,j=1

Les propriétés suivantes sont alors équivalentes :

(1) la fonction x \/ano lun ”22(X)e” (x)/dy appartient a L?(X),

(i) la série aléatoire (32) converge presque sirement dans LP (X)),
(iii) la série aléatoire (32) converge dans I’espace de Bochner—Lebesgue L™*2:P)(Q LP (X)),
(iv) la série aléatoire (32) est bornée en probabilité dans L (X).

Le méme énoncé est valide si les matrices aléatoires My : Q — Mg, (C) sont supposées unitairement
invariantes.

Démonstration. 11 s’agit d’appliquer convenablement le théoreme 2.1. Pour tout entier n € N, on écrit

d, dj
DN Mo j(tn. bnj)ni = v/ dn tr(Mnby),
i=1j=1
avec
1
VxeX, bu(x):= m[(“n, Gn,i)Pn,j (V)]i,; € Mg, (LE(X)).
Cela nous donne
& 1 dn en(x)
b ()l = D -1 0em @b, 1 I = - lunlFaey D I I = ltnllF oy 5 O
i,j=1 j=1 n

La condition (i) du théoréme 2.2 doit étre vue comme une extension multidimensionnelle du critere de
Maurey (1) et éclaire la discussion sur la squeezing condition (voir (14) et (15)). Remarquons aussi que



282 RAFIK IMEKRAZ

la fonction (31) ne dépend que du sous-espace E, en vertu des formules

en(x) = sup |a1Gn1(x) + -+ ag, bp.a, ()
lai?++lag, ?=1
= SuP{|“n(x)|2 | un € En, ||un||L2(X) = 1}~ (33)

Par conséquent la condition (i) est indépendante de la suite des lois des matrices aléatoires M, et des
bases hilbertiennes ¢y,1, ..., P, 4, de Ey. Cela traduit précisément un phénomene d’universalité pour la
randomisation dans L?(X) et implique le théoréme 1.8. L’interprétation avec la notion de cotype sera
faite dans la partie 2D.

2B. Interpolation et dualité des espaces de Lebesgue probabilistes PLP. Le théoréme 2.2 améne 2
poser la définition suivante.

Définition 2.3. Fixons un réel p € [1, +00] et une suite de sous-espaces non nuls de dimension finie
(En)n=o0 de L2(X)N LP(X). On notera dy, = dim(Ey) et (¢n.1, ..., ¢n.d,) une base hilbertienne de Ej,
pour tout n € N. On notera aussi

Vx e X, en(x): |¢n,1(x)|2+"'+|¢n,dn(x)|2'

On note PL? (X , @En) I’espace vectoriel des suites (up)r>0, avec u, € E, pour tout n > 0, qui satisfont
les assertions équivalentes (i), (ii), (iii), (iv) du théoréme 2.2. On appelle PL? (X , @En) I’espace de
Lebesgue probabiliste associé a la suite de sous-espaces (E,),>0 et on le munit de la norme

en (x )
s = | Sl
Faisons quelques remarques sur cette déﬁnition :
— Répétons que la fonction e, est indépendante de la base (¢n,1,....¢n,q4,)-

— On vérifie facilement que PL? (X, @ E,) est complet (voir (57)).

— Bien que défini abstraitement, nous verrons que dans les cas qui nous intéressent, on pourra
considérer PL” (X , @En) comme un espace de distributions (par exemple si X = S? ou X =R?).

— Si une suite (1), vérifiant u, € E, pour tout n € N, n’appartient pas a PLI’(X, @En) alors les
séries aléatoires (32) du théoreme 2.2 divergent dans L?(X) avec une probabilité strictement
positive et donc divergent presque stirement d’apres la loi du tout ou rien.

— Puisque les fonctions dlnen sont des densités de probabilité sur X, on a I’égalité

PLZ(X’ SY) En) = {(un)nef\l ‘ un € Ey, Z”un”iz(x) < +00
neN
Si p est différent de 2, alors il semble nécessaire d’exploiter des propriétés des fonctions e, afin
de mieux comprendre 1’espace PL? (X , @En) Nous proposons une approche par dualité et interpola-
tion. Le prochain résultat montre que 1’interpolation des espaces PL? (X , @En) n’est pas gratuite et
implique des propriétés sur les fonctions e;. Rappelons maintenant que les espaces interpolés des espaces
PL? (X , @En) sont définis de facon abstraite mais peuvent étre vus comme des sous-espaces vectoriels
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du méme espace ambiant, a savoir [ [,y En. Dans la suite, on notera [, -] et [-,-]g, , les méthodes
d’interpolation complexe et réelle.

Proposition 2.4. Fixons des réels p1 < p < p2 appartenant a [1,+o0[ et soit 6 € |0, 1] le nombre

défini par la relation % = 1p;10 + = p2 Considérons une suite de sous-espaces non nuls (Ey)p>o de

L%(X) N LP(X)N LP2(X) de dimension finie et supposons que I’on a ’égalité d’espaces vectoriels
PL?(X, P E,) = [PL?' (X. @ E,).PL”> (X, D En)],

et que les normes des deux précédents espaces sont équivalentes. Alors

Iv/enll; 7 oy lvenll]
sup —— o0 Vel < 400 (34)

neN I venllLrx)

La méme conclusion est valide en remplacant la méthode d’interpolation complexe |-, - |g par la méthode

d’interpolation réelle [ -, - ]g_p.
Démonstration. On considere pour tout entier k € N le “projecteur sur £y défini par

Ak [] En— L*(X).  (un)nen > ug.

nenN

Le calcul de la norme d’opérateur de Ay : PL?(X, P E,) — L?(X) est immédiat

k2o B Vi
Ivelk, ) Lrx)

LP(X)

||Ak||PLP(X,EBEn)—>L2(X) sup
(un)7é0 H \/ZnGN |un ”LZ(X)

Par interpolation, il existe une constante K > 0 telle que pour tout k € N on a

0
”Ak”PL”(X PEN—~>L2(X) = = K”Ak”PLm (X, EBEn)—>L2(X)”Ak||PL”2(X,EBEn)—>L2(X)' O

L’inégalité (34) renverse I’inégalit€ usuelle ||\/ex||Lr(x) < ||«/en”Lm(X)||«/en||2p2(x)- L auteur
ignore si (34) suffit pour interpoler les espaces PL? (X , @En) Afin d’obtenir des résultats positifs

d’interpolation (et méme de dualité), nous allons ajouter une hypothese supplémentaire qui utilise 1I’espace
de Lorentz L1:°°(X). Il s’agit de I’espace vectoriel des fonctions mesurables f : X — C U {oo} telles que

Vi>0, pixeX||f(x)]>1=0ah,

ol 1 est la mesure de ’espace mesuré X. L’inclusion L!(X) c L1*°(X) est toujours vraie et est
généralement stricte. Le contre-exemple typique est |x|_d € L,lc’oo([R{d)\L }C (R9).

Théoreme 2.5. Considérons p1 < ps deux nombres appartenant a |1, +o0o[ et vérifiant la condition

% + plz < 1. Considérons une suite de sous-espaces non nuls (Ep)n>o de LZ(X) NLPY(X)NLP2(X)
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de dimension finie. On suppose que les fonctions e, satisfont les propriétés suivantes

o= P o P2
sup(i) + sup(#) e L1*°(X), (35)
neN\ [venllLr1 (x) neN\ [ venllLr2(x)

1-6,
I v/en ”LI’I(EX) I Ven ”L”Z X _

dpo €1p1. p2[.  sup 00, (36)
neN I v/enllzro(x)
on 0y €10, 1[ est déterminé par la relation - = lp?" + 2‘2’

Alors les espaces PL? (X ,PE n), pour p parcourant | p1, p2|, sont stables par interpolation complexe :
en d’autres termes, si l’on a

1 1-6 0
<pl<p<pi<py, 6€l01], == + =,
P1<py1<p<py<p2 10, 1] = o T

alors on a I’égalité PL? (X, EBE,,) = [PLI’i (X, EBE,,) PL?2 (X, @En)]e avec équivalence des normes.

De méme, les espaces PL? (X , @En), pour p parcourant |p1, p2|, sont stables par d’interpolation
réelle : on a I’égalité PL? (X, D E,) = [PLI’/1 (X.DE,). PL?> (X.BEn)], , avec équivalences des
normes.

La condition % + é < 1 est de nature technique et est peut-€tre inutile en toute généralité. Elle est
toujours vérifiée sil'ona 2 < p; < p2 Une autre situation intéressante se produit si p; et p, sont deux
exposants conjugues ie., Verlﬁent Tt = = 1. Dans ce cas, il sera commode de considérer (36) avec
po=2etf= 2 pour avoir I’ assertlon sulvante qui est en apparence plus faible (mais équivalente comme

le lemme 2.36 le montrera plus loin) :

sup I venllLrr ol v/enllLrzx)
neN dlm(E )

En prime de I'interpolation, le théoréme suivant donne une propriété de dualité.

< +o0. (37)

Théoreme 2.6. Fixons deux réels p1 < pa appartenant a |1, +o0o[ et vérifiant I’égalité % + é =1L
Considérons une suite de sous-espaces non nuls (Ey)n>0 de L' (X) N LP2 (X ) de dimension finie. Pour

tous p €1p1, p2l et (u,w) € PLP? (X, D E,) x PLY(X, P E,), avec q := ona

_1’

D Hutn wa) 1200 | < llerr o, @ En lwllene x,@ £,)- (38)

n>0
En d’autres termes, tout élément de PL4 (X , @En) induit canoniquement une forme linéaire bornée sur
PL?(X, P Eny).
En outre, si I’on suppose (35) et (37) alors les espaces PLp(X, @En), pour p parcourant |p1, p2|,
sont stables par dualité au sens suivant : l’injection canonique A : PL9 (X P En) — PL? (X P En)/
qui a un élément w € PLY (X, EBE,,) associe la forme linéaire

PL?(X.@DE,) —C. ur> Y (un wa)r2cx).
n>0

est un isomorphisme d’espaces de Banach.
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En d’autres termes, (35) et (37) impliquent que le dual de PL” (X PE ,,) est canoniquement isomorphe
aPL4 (X ,PE n) pour tout p € |p1, p2[. Les deux théorémes précédents appellent a quelques remarques :

(a) L’inégalité (38) implique I’estimation ||A,| < 1 mais nous verrons que I’injection canonique A,
n’est généralement pas une isométrie de PL? (X, P E,) sur PLY(X, @ E,) (voir (62)). Cela contraste
avec la dualité des espaces de Lebesgue.

(b) En pratique, les hypotheses (36) et (37) se réalisent si les densités ien ont tendance a se concentrer
uniformément sur un borélien 4, C X de mesure finie et strictement positive, c’est-a-dire si I’on peut
assimiler la densité de probabilité (dim(E,)) e, & une fonction de la forme x — (u(4,)) 14, (x).
Dans les exemples issus de la physique mathématique qui font intervenir des polynémes orthogonaux,
on a tres souvent des propriétés de concentration qui forcent || /e, ||z»(x) a étre équivalent a n(a+b/p),
pour un certain couple (a, b) € R?, si p parcourt un intervalle donné | py, p2[. Ainsi, (36) sera vérifié. De
méme (37) sera vérifié€ si || /en || (x) est équivalent a n(z=%) v/ dim(Ey) pour un certain réel a.

(c) L’hypothese (35) est tres importante dans nos preuves. Bien qu’il ne semble pas facile de I’interpréter,
elle sera toujours réalisée dans les cas qui nous concernent. Il est sans doute possible de relaxer cette
hypothese (et peut-étre méme de la supprimer), mais permettons-nous d’expliquer I’intervention des
espaces de Lorentz. D’une part, nos démonstrations utilisent 1’interpolation réelle, théorie dans laquelle
les espaces de Lorentz jouent un role clé. D’autre part, nous verrons des exemples bien concrets, a savoir
les fonctions propres qui se concentrent sur une géodésique de la sphere sS4 c R4+ o I’hypothese (35)
ne se réalise pas si 'on remplace I’espace de Lorentz L% (S%) par I'espace de Lebesgue L!(S9) (voir
la remarque 3.7).

2C. Preuve du théoreme 2.1, randomisation avec des matrices aléatoires. Dans la théorie unidimen-
sionnelle, les inégalités de Kahane—Khintchine, que nous rappelons, sont trés importantes : pour tous réels
p > g > 1, il existe une constante K, ;, > 1 telle que, pour tout espace de Banach B et tous éléments
ug, ..., uy de B, les moments des variables aléatoires HZ,ILO EnlUn ” g sont du méme ordre de grandeur

N a4 N P15 1%
E[ > eatn ] < E[ > entn } < KME[ ] . (39)
n=0 B n=0 B

B
D’apres Kwapien, il existe une constante universelle K > 0 telle que 'ona K 4 < K1 < K,/p [Liet
Queffélec 2004, Part 3.1I1].
Fixons maintenant une suite d’entiers non nuls (dy),en et notons (£,), une suite de matrices aléatoires

au sens suivant

N
Zenun

n=0

indépendantes. On supposera que la matrice aléatoire &, suit une loi uniforme dans le groupe orthogonal
Og, (R) pour tout n € N. On définit de méme W, en remplacant les groupes orthogonaux Oy, (R) par les
groupes unitaires Uy, (C). Comme nous manipulerons des matrices de tailles différentes, il sera commode
de faire le raccourci suivant : a la place de “une suite (by)nen de matrices carrées telles que pour tout
n € N la matrice by, soit de taille d,, X dy, a coefficients dans B”, nous écrirons “une suite de matrices
carrées by, € My, (B)”. Dans ce contexte, les inégalités de Kahane—Khintchine démontrées par Marcus
et Pisier [1981, page 81, (2.1); page 91, Corollary 2.12] s’énoncent comme suit :
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Proposition 2.7. Pour tous réels p > q > 1, il existe une constante Kp, 4 > 1 telle que, pour tout espace
de Banach B, pour tout entier N € N et toute suite de matrices carrées by, € Mg, (B), nous avons

N q é N p % N
E[ > tr(Enbn) ] < E[ > tr(Enbn) } < K,,,qE[ > tr(Enbn)
n=0 B n=0 B

n=0
De méme que pour les inégalités de Kahane—Khintchine (39), il existe une constante numérique K > 1

a1t
:| . (40)
B

telle que 'on a Kp 4 < Kp,1 < K\/p. Des inégalités similaires sont valides pour les matrices aléatoires
Wy, a la place de &,.

La version originale des inégalités (40) utilise les séries aléatoires ) _ dj, tr(E,b,) qui sont plus adaptées
a la théorie des séries de Fourier sur un groupe compact, mais I’on peut bien entendu englober 1’entier d,
dans la matrice b, (il est d’ailleurs remarquable que ces inégalités ne nécessitent aucune condition de
croissance sur les dimensions d,). Comme les inégalités (40) impliquent les inégalités (39), on se permet
d’utiliser la méme notation K, 4. Les inégalités (40) jouent un rdle clé pour montrer le théoréme suivant
[Marcus et Pisier 1981, page 92, Corollary 2.14] ol nous forcons 1’apparition du terme multiplicatif /d,
par cohérence avec la suite.

Théoreme 2.8. Considérons un espace de Banach complexe B et une suite b, € Mg, (B) de matrices
carrées. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) la série Y., \/dy tr(Enby) converge dans LP (2, B) pour un réel p € [1, +oo],
(ii) la série y",, ~/dn tr(Enby) converge dans LP (2, B) pour tout réel p € [1, +oo],
(iil) la série ), Jd, tr(E,by) converge presque siirement dans B,
(iv) la série Y, /dy tr(Wyby) converge dans LP (2, B) pour un réel p € [1, +o00],
(v) la série Y., N/dy tr(Wyby) converge dans LP (2, B) pour tout réel p € [1, +o0],
(vi) la série y",, /dn tr(Wyby,) converge presque stirement dans B.

D’apres le théoreme de Maurey—Pisier (théoreme 1.6), il faut nécessairement faire une hypothese
supplémentaire si I’on veut ajouter d’autres lois matricielles en plus des matrices aléatoires (&) et (W,).
Le théoreme 2.1 explique que I’on peut considérablement préciser le théoreme 2.8 dans le cas particulier
B = L?(X),avec p €[1, +00[. Nous allons exploiter la preuve du théoreme 2.8, c’est-a-dire I’ utilisation
systématique des inégalités (40) et d’un principe de contraction (théoreme 2.16). La partie 2D donnera un
éclairage sur les propriétés géométriques de I’espace de Banach L? (X)) utilisées dans notre argumentation.

Dans le cas B = C, les inégalités (40) donnent un résultat simple et bien connu dans le cas unidimen-
sionnel. Le cas multidimensionnel fait intervenir les normes de Hilbert—Schmidt (30).

Lemme 2.9. Pour toute suite de matrices a, € Mg, (C) et pour tout N € N, on a

2 N
E[ } = 3 an . 1)
n=0

La méme conclusion est valide en remplagant (Eq)n>0 par (Wy)n>o0.

N
Z \/Etr(gnan)
n=0
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Démonstration. En notant dP la mesure de Haar normalisée du groupe compact Oy (R) et en utilisant
I’indépendance des matrices aléatoires &,, on a

i ]

N N
Z Z \/d_nl\/d_mE[tr(gnan)m]

N
Z \/d_ntr(gnan)
n=0

n1=0n,=0
= Z dnldnz([ tr(Panl)dP) (f tr(Panz)dP)
0<ni fN Odnl (R) Odnz (R)
0<n,<N N
mEn +3d, / | tr(Pay)|? dP.
n=0 Odn (R)

I1 nous suffit de prouver pour tout entier d € N* et pour toute matrice A € My (C) :

tr(4A)
d

/ tr(PA)dP =0 et / |tr(PA)|?> dP = .
04 (R) 0, (R)

Le cas d =1 étant trivial, on suppose d > 2. La nullité de la premiere intégrale est claire par le changement
de variables P +> — P. Pour la seconde intégrale, il suffit de traiter le cas ou tous les coefficients de A sont
réels. En effet, le cas complexe découle du cas réel en écrivant A = Ay +iA, avec Ay, Ay € M4z(R). En
notant la matrice symétrique |A| = v//A A, on peut factoriser A= P|A| = PQDQ ! avec (P, Q) € 04 (R)?
et D matrice diagonale dont les valeurs propres i1, . .., g sontles valeurs singulieres de A. Les propriétés
d’invariance de la trace et de la mesure de Haar dP simplifient I’intégrale

/ tr(PA)? dP = / tr(PD)? dP
0, (R) 04 (R)
=/ (p11/41 + -+ paaita)* dP
04 (R)

d
= Miﬂj/ piipj; dP.
R)

ij=1 Oa(

En effectuant les changements de coordonnées P +— E;; P et P — PE;; ou E;; estla matrice orthogonale
associée a la permutation qui transpose i et j ainsi que les d changements de coordonnées P +— Ay P
ou A est la matrice diagonale

Dlag(l,...,1,\—’1-/,1,...,1),

k
on obtient

Vi # J, f piipjj dP =0,
04 (R)

Vi, j, / p}dP = / p3, dP.
04(R) 04(R)
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Par moyenne, la derniere intégrale vaut
— / Z Z prdP = — / tr(PP)dP = 12 / tr(l;)dP = L
d= Jo,m {Z d= Jo,® d= Jo,® d
Cela prouve (41) car tr(fAA) = ,u% 4+ 4 “?1' d

Nous avons a présent tous les moyens pour aborder la randomisation de matrices aléatoires plus
générales.

Proposition 2.10. Fixons q € 2, 400 et considérons une suite de matrices aléatoires My : Q@ — Mg, (R)
indépendantes, orthogonalement invariantes et vérifiant I’hypothése de bornitude des moments

sup E[|| M, || ] < +o00.

neN

Il existe une constante universelle K > 1 telle que, pour toute suite a, € Mg, (C), nous avons

1 1 N
q q q
} st( sup E[[|M,]2 ) \ 2 lanlls. 42)
0<n<N n=0

La méme conclusion est valide en supposant que chaque matrice aléatoire My, est a valeurs dans My, (C)

VN €N, E[

et est unitairement invariante.

Démonstration. Fixons &, ...,Ey des matrices aléatoires indépendantes (et indépendantes des ma-
trices aléatoires M,,) qui suivent des lois uniformes dans les groupes orthogonaux de tailles respectives
do, ..., dy. Utilisant la définition 1.7 et les inégalités de Kahane—Khintchine-Marcus—Pisier (40) et (41),

on peut écrire
N q
o[ 5 ][] - ]
n=0
N q
>Vl (e @My @)ar)| |
n=0

N
Y Vdy tr(En (@) My (@)an)

n=0

(@) Mn(@)an)

= Ea) Ew/ [

q

7

< K9¢%E, Ew/[

_ N a
¢ p)
< Kiq2E, (Z”Mn(w)anngls) i|
- “n=0
q

< K%*E, (ZHM @)1 ||an||Hs) ]

- “n=0
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L’inégalité triangulaire dans L2 (£2) nous amene alors a la conclusion

N q N 4
2 2
E[ S Ve tr(Myay) } < K74} (§ an ISEN Mall2] )
n=0 n=0

N q
q 2
quqz( supNE[nMnnzp])(Znannﬁs) - O
n=0

0<n<

Remarque 2.11. Dans le cas particulier d,, = 1, c’est-a-dire si les matrices aléatoires M,, : 2 — R sont
en fait des variables aléatoires symétriques, I’inégalité (42) s’écrit pour tout réel g € [2, +o0[ et tous

N a7 L[N
E[ZM,,an } EKﬁ( sup E[|Mn|‘1]) > lanl.
n=0 O<n=N n=0

Du fait que la dimension considérée est 1, le principe de symétrisation montrerait que 1’inégalité précédente

réels ap,...,an :

est aussi vraie si les variables aléatoires M, sont seulement centrées (voir la preuve du lemme B.1).
Voici deux lemmes spécifiques a L? (X).

Lemme 2.12. Pour tous réels p et q appartenant a [1,+00[ et pour toute suite de matrices b, €

Mg, (LP(X)),ona
q L N .
] “p.q 160 ()15
n=0

g
LY (X)

La méme conclusion est valide en remplagcant (Eq)n>0 par (Wy)n>o0.

(43)

N
Y Vdn tr(Enba(x))
n=0

LX)

Démonstration. D’apres les inégalités de Kahane—Khintchine—Marcus—Pisier (40), il suffit de traiter le
cas g = p. Le théoréme de Fubini donne alors

i el =l

De nouveau, les inégalités de Kahane—Khintchine—-Marcus—Pisier sur C montrent que 1’intégrale précédente

Jerl

L’égalité (41) acheve la preuve. O

N

Z \/Etr(gnbn (x))

n=0

N

Z \/d_n tr(Enbn(x))

n=0

p
]du(x).

est équivalente a la suivante
2
2

N 2
> Vdn tr(Enba(x)) ] dp(x).
n=0

Lemme 2.13. Considérons un réel p € [1, +00[, un entier N € N, des matrices aléatoires

Mo : Q2 — Mg, (C),.... My :Q — Mg, (C)
et des matrices
bo € Mdo(Lp(X)),...,bN € ./\/ldN(LP(X)).
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Alors on a l'inégalité

Vq € [p, +oo[ U {+o00},

1 N 1
Ew[ i Jan (M @)bn)| T < Ew[ 3 Vi tr(My (@)bn) q] ’ .
n=0 LP(X) n=0 L7 (X)
Démonstration. 11 s’agit de remarquer la continuité de 1’injection canonique
L?(X,L1(Q))— L1(Q, L7 (X))
par interpolation entre ¢ = p et ¢ = +o00. O

A partir de ce point, nous n’aurons besoin d’aucune autre propriété spécifique de I’espace de Banach
LP?(X). On obtient facilement le résultat suivant.

Corollaire 2.14. Considérons p € [1,400[ et une suite de matrices aléatoires My : Q@ — Mgy (R)

indépendantes, orthogonalement invariantes et vérifiant

sup E[ || My, [|2*?-P)] < +-c0.

op
neN

11 existe une constante universelle K > 1 telle que, pour toute suite de matrices b, € Mgy, (LP(X)) et
tout entier N € N, on a

N
Z \/d—ntr(Mnbn)
n=0

L2 (Q,L7 (X))

T e N £
5Kﬁ(supE[nMnng;“@’f’)]) [ / (ann(x)uﬁs) du(x)} o
n=0

neN

=

Par conséquent, si
x> Y 16 () s
n>0
appartient & LP/2(X), alors la série aléatoire 3 Jdy te(Myby,) converge dans LMx(2.0)(Q | LP(X)) et
presque siirement dans L? (X).
La méme conclusion est valide en supposant que chaque matrice aléatoire M, est a valeurs dans
Mg, (C) et est unitairement invariante.

Démonstration. L’inégalité (44) découle d’une combinaison du lemme 2.13, I’inégalité (42) avec q¢ =
max(2, p) et de I'inégalité /max(2, p) < +/2p.

Pour obtenir la convergence dans L™*2-7)(Q, L7 (X)) de la série aléatoire 3" Jdy te(Myby,), il suffit
d’appliquer (44) A ses paquets de Cauchy. Ensuite, la convergence dans L™*(2:P)(Q, L? (X)) implique la
convergence en probabilité. Puisque les termes de la série aléatoire Y +/d,, tr(My,b,) sont indépendants
et sont a valeurs dans le sous-espace séparable de L?(X) engendré par les coefficients des matrices b, on
en déduit sa convergence presque siire (voir [Ledoux et Talagrand 1991, Theorem 6.1] ou [Li et Queffélec
2004, théoreme I1.3]). O
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Remarque 2.15. On peut reformuler 1’inégalité (44) a I’aide de (43) :

N
> Vdn tr(Mybn)
n=0

Lm0 (€, L7 (X))
1

max(2,p)
5C(p)(SUPE[IIMnIIELaX(Z”’)]) ’

neN

N
Z \/Ztr(gnbn)
n=0

Lmax(2.2)(Q,LP (X)) .

Cette inégalité a la méme forme que celle qui apparait a la fin de la démonstration de [Maurey et Pisier
1976, page 69]. 1l est donc 1égitime de croire qu’une démonstration avec un théoreme de factorisation est
possible.

Rappelons maintenant un principe de contraction pour les variables £, et W, obtenu par Marcus et
Pisier.

Théoreme 2.16. Fixons un espace de Banach complexe B, un réel g € [1, +00[, une suite de matrices
by € Mg, (B) et une suite de matrices aléatoires My : Q — Mg, (R) indépendantes et orthogonalement
invariantes. Alors on a

it
(OsiggN(f(EnMnu))E[ B} sE[

Une inégalité similaire est valide en remplagant &, par Wy, Mg, (R) par Mg, (C) et 'invariance

a1t
} . (45)
B

N N
3" Vay tr(Eabn) Y Vdy tr(Myby)
n=0 n=0

orthogonale par I'invariance unitaire.
Démonstration. On consultera [Marcus et Pisier 1981, page 82, Proposition 2.1, (2.7)] avec le terme
IE[ M) 7H 5, = o (B[ Mal)). O

Le résultat précédent semble suggérer qu’une minoration uniforme de la forme inf, ey o (E[| M} |]) >0 et
la convergence presque stire de la série aléatoire ) Jd, tr(M, b, ) impliquent celle de Jd, tr(Enby).
En fait, il est aisé de construire un contre-exemple dans le cas plus simple, a savoir d, = 1 pour toutn € N
et B = R. Pour cela, considérons une suite indépendante de variables aléatoires symétriques X, : 2 — R,

5, 1 5,
1—— |80+ 5.
2n? +( n2) 0+2n2

On a une concentration en 0 au sens suivant : il existe une constante C > 1 telle que

avec n > 1, telle que la loi de X, est

1 1 1
PX, =0 =1-—. PX:/=1]=—. ElX:[le[£.C]

Le lemme de Borel-Cantelli assure que pour presque tout w € €2, la suite (X, (w)) stationne en 0, donc la
série aléatoire Y X, converge presque sirement tandis que la série aléatoire ) _ &, diverge toujours. Cet
exemple élémentaire montre qu’il faut nécessairement imposer des conditions supplémentaires sur les
matrices aléatoires M,, pour obtenir la convergence presque siire de la série aléatoire Y_ tr /dy, tr(E,by)
(voir par exemple [Jain et Marcus 1975, Part 5; Imekraz et al. 2016, Theorem 5.2] dans le cas unidimen-
sionnel). Un défaut du contre-exemple précédent est I’explosion des moments d’ordre strictement plus
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grand que 1. Cela nous mene a la proposition suivante dont I’inspiration vient de la preuve de [Marcus et
Pisier 1981, page 55, Lemma 1.2]. Cet ouvrage examine la situation d’un espace de Banach de la forme
C%(K), ol K est compact d’un groupe localement compact, a la place de L?(X). L’idée de la preuve
se résume simplement : nous allons majorer les moments d’ordre 2 des sommes partielles de la série
3" Vdy, tr(Myb,) par leurs moments d’ordre 1 (ce qui inverse I’ordre naturel), puis la bornitude presque
stire impliquera que les moments d’ordre 1 et 2 sont uniformément bornés. Par comparaison avec les
variables aléatoires £, nous obtiendrons la conclusion.

Proposition 2.17. Fixons p € [1, +00[ et une suite de matrices aléatoires My, : Q@ — Mg, (R) indépen-
dantes, orthogonalement invariantes et vérifiant

inf o(E[[My[]) >0 et sup E[| My |27 < 400,
neN

neN

Pour toute suite de matrices b, € Mg, (L? (X)), si la série aléatoire ) \/dy tr(M,by) est bornée en
probabilité dans LP (X), c’est-a-dire si l’on a

N
lim sup [ > Vdn tr(Myby) >z}=0, (46)
I—>+00 Ny eN ne0 L?(X)
alors
VD ba () [iFs € LE(X).

neN
De nouveau, la méme conclusion est valide en supposant que chaque matrice aléatoire M,, est a valeurs
dans Mg, (C) et est unitairement invariante.

Démonstration. Posons pour tout entier N € N la somme partielle

N
SN =D Vdn tr(Myby).

n=0

En outre, on considere ¢ > 1 de sorte que I’on a pour tout n € N
1
— <o(E[|M,]]) et [HM ”Indx(Z,p)] N
c

Le principe de contraction (théoreme 2.16) et les inégalités (43) montrent qu’il existe une constante
C(p,c) > 1 telle que
[ LE(X)

C(p, “ V an ()

bn(x))

] < B[Sy lLroo).

E[ISNllLr 0] (47)
Lp(X)



CONCENTRATION ET RANDOMISATION UNIVERSELLE DE SOUS-ESPACES PROPRES 293

Majorons maintenant les moments d’ordre 2. En invoquant (44) et quitte & augmenter C(p, ¢), on a

2 JRE S
[”SN ||LP(X)]2 < E[”SN ||?2’17X((X' P)] lmx(2 J2)

v Zan(x)nﬁs
n=0

< C(p.o)’E[|ISN lLrx))-

Il s’agit de I’inégalité d’inversion des moments que nous cherchions. Utilisons 1’inégalité de Paley—

<C(p.c)

L3 (X)

Zygmund [Kahane 1985, page 8, Inequality II] pour obtenir

E[|SNnlLr0)? - 1

P[IISyllLrxy = SElISH Lo )] = > : (48)
[ =2 wl] 4E[ISN 12,y ~ 4C(p.0)*
D’apres (46), il existe un réel A > 0 tel que
1

VNeN, ———=>P||S > Al

€ 1C(p. 0" > P[|ISnllLrx) = A]
Or (48) force chaque moment E[[|Sy ||z~ (x)] & étre majoré par 24. La conclusion découle en exami-
nant (47). O

La preuve du théoreme 2.1 est obtenue en combinant tous les arguments précédents. En effet, on vérifie
les implications (i) = (iii) et (iv) = (i) grace au corollaire 2.14 et a la proposition 2.17. L’ implication
(iii) = (ii) a été vue au cours de la preuve du corollaire 2.14. Quant a I’implication (ii) = (iv), elle est
vraie en toute généralité.

2D. Randomisation dans un treillis de Banach de cotype fini et preuve du théoréme 1.9. On explique
comment les arguments développés dans la partie 2C s’étendent pour les treillis de Banach (pour cette
notion, on se réfere au livre [Lindenstrauss et Tzafriri 1973]). Par souci de simplicité, on ne considérera
que des espaces de Banach sur le corps des réels. 1l est en fait possible de complexifier un treillis de
Banach afin de déduire des résultats complexes a partir de résultats réels (voir [Lindenstrauss et Tzafriri
1973, page 43]). On notera <, V et | - | respectivement la relation d’ordre, la borne supérieure et la
valeur absolue. Pour tout N € N*, on notera aussi H 1’espace vectoriel réel des fonctions continues et
1-homogenes sur RY ainsi que les projections sur les coordonnées :

¢i:(t1,...,tN)e[R§N»—>zieR.

On notera que A est un treillis. Le théoréme suivant assure 1’existence d’un calcul fonctionnel dans un
treillis de Banach basé sur Hy (voir [Lindenstrauss et Tzafriri 1973, Theorem 1d1]).

Théoreme 2.18. Soit B un treillis de Banach et fixons f1, ..., fn des éléments de B. Il existe une unique
application linéaire

T:}[_IV_)B, F'_)F(f1v~«'va)

qui vérifie les deux propriétés suivantes :
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A ¢i(f1,..., fN) = fi pour tout entier i € [1, N],

(i1) t est un morphisme de treillis (i.e., conserve positivité, borne supérieure, borne inférieure et valeur
absolue).

Dans ce cas, en notant f = | f1|V---V | fn|, on a Uestimation de continuité

IECf1 - B < fllB sup |F(t.....tN)I. (49)

ltlleo=1
Rappelons maintenant la définition suivante.

Définition 2.19. Un treillis de Banach B est g-concave, avec g € [1, +00[, s’il existe un réel M(,)(B) >0
tel que I’on a I’inégalité suivante pour tout entier N € N* et tout élément (fi, ..., fx) € BV :

(illﬁ ||%)é < M) (i |fz-|q)3’

i=1 i=1

(50)

B
ol le terme (ZZN=1 | fi |q)% € B est défini par calcul fonctionnel.

La notion de g-concavité est reliée a celle de cotype comme le montre le résultat suivant :
Proposition 2.20 [Lindenstrauss et Tzafriri 1973, Proposition 1f3, Corollary 1f9]. Soient B un treillis de
Banach et un réel g € [2, 4+00[, on a

(1) si B est g-concave, alors B est de cotype q,

(ii) si B est de cotype g € [2, +o00[ alors B est (q + &)-concave pour tout € € )0, +00|.

Par conséquent, on a
inf{g > 2| B est g-concave} = inf{q > 2 | B est de cotype ¢}. (5D

On vérifie que L?(R) est g-concave si 1 < p < g (il s’agit d’interpoler I’injection canonique
LP(R,£9(N)) — £9(N, LP(R)) entre ¢ = p et ¢ = o0) et la borne inférieure (51) vaut max(2, p).
Un autre exemple intéressant est fourni par les espaces de Lorentz L?>1(R) (voir les calculs exacts dans
[Creekmore 1981]).

Pour ce qui nous concerne, la proposition précédente est le point crucial qui permet de s’émanciper
de la randomisation unidimensionnelle. En effet la définition de la g-concavité ne fait pas intervenir de
variables aléatoires de Bernoulli (contrairement a la définition du cotype (19)). Nous disposons maintenant
du vocabulaire adéquat pour énoncer une version multidimensionnelle et quantitative du théoreme de
Maurey—Pisier dans la catégorie des treillis de Banach. De facon précise, le théoréme ci-dessous généralise
le théoréme 2.1 et implique le théoréeme 1.9.

Théoreme 2.21. Considérons un treillis de Banach B q-concave avec q € [2, +00[, une suite d’entiers non
nuls (dy)nen, une suite de matrices b, € My (B), et une suite de matrices aléatoires My, : 2 — Mg (R)
indépendantes, orthogonalement invariantes et vérifiant

inf o (E[|Mp|]) >0 et supE[|Mp||d] < +o0.
neN neN

Alors on a I’équivalence des propriétés suivantes :
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(i) les normes H \/ ley:Oan ||]%IS H g sont majorées indépendamment de N € N,

(ii) la série aléatoire y_ v/dy tr(Myb,) converge presque siirement dans B,
(iii) la série aléatoire Y \/dpn tr(Mpby) converge dans L9(2, B),
(iv) la série aléatoire Y /dy, tr(Mpb;,) est bornée en probabilité dans B.

Pour prouver le théoreme 2.21, nous aurons besoin du lemme suivant. L’inégalité (53) ci-dessous est
seulement une version généralisée de (50).

Lemme 2.22. Considérons des variables aléatoires X1, ..., Xy appartenant a L1(Q) et des éléments
f1,..., fn d’un treillis de Banach B. Alors on a “I’inégalité triangulaire”
N N
‘Ew[ > Xu(@) fo } wa[ Y Xn(@) fr ] (52)
n=1 B n=1 B
S’il existe un réel q € [1,+o0[ tel que B soit g-concave et que les variables aléatoires Xq,..., XN
appartiennent a L4(R2), alors on a aussi
i ot v a7
Ew[ > Xn(@) f } < M) (B) Ew[ > Xn(@) f ] , (53)
n=1 B n=1 B

oul les espérances dans le membre gauche de (52) et dans le membre droit de (53) sont définies par calcul
fonctionnel sur les N variables f1,..., fn.

Démonstration. On commence par (53). Pour tout entier n € [1, N], on note (X, x)xen une suite de
variables aléatoires qui prend un nombre fini de valeurs et qui converge dans L9(2) vers X,. Pour tout
k € N, il existe donc une partition finie

L
Q=] | Qe
(=1

en parties mesurables telle que chaque variable aléatoire X, x prend une valeur fixe, disons x, k ¢,

q)},
B

sur 2 ¢. La g-concavité de B nous donne alors

N g1 L N
> Xk (@) f B] = (Z PQu0| Y xnkitn
=1 {=1 n=1

Ew[
n

L N g
< M) (B) ‘ (Z P(Qu0)|D Xnktfn )
=1 n=1 B
Or on a évidemment pour tout (¢1, ..., tx) € RV
L N a\e N a7
(X P@o| Y suketn| ) =[| X xoena] | (54
=1 n=1 n=1
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Si k tend vers +o00, I’expression précédente converge uniformément, en tant que fonction de (1, ..., 1y),
sur chaque compact de RY vers
1

N a7
E[antn ] .
n=1

Le calcul fonctionnel du théoréme 2.18 assure que I’égalité (54) est encore valide en substituant

(fi,..., fn) a(t1,...,tN), ce qui nous donne

N N q é
E|: ZXn,kfn ZXn,kfn ]
n=1 n=1

L’estimation (49) de continuité du calcul fonctionnel assure aussi que le membre droit de (55) tend vers
N g1
> Ko |
n=1

Enfin, il est clair que le membre gauche de (55) tend vers le membre gauche de (53). Pour démontrer (52),
on refait la méme démarche de densité dans L () a I’aide de 1’inégalité triangulaire dans B :

(55)

a1}
[ v
B

B

M(q)(B)”E[ .
B

N L N
Bl | X Yok @5 |= X @0 X e
n=1 Bl =1 n=1 B

L N

> 1> P(Qro)| Y Xnkifn .
(=1 n=1 B
Corollaire 2.23. Considérons des matrices aléatoires Mgy : 2 — Mg, (R),... ., My : Q@ — Mg, (R)
dont les coefficients appartiennent a L' (2) et des matrices bg € Mgy (B),....bny € My, (B) dont les
coefficients appartiennent a un treillis de Banach B. Alors on a l'inégalité

N N
3" Vdy tr(Mybn) > Vdy te(Myby)
n=0 n=0

i Jl= )

S’il existe de plus un réel q € [1, +00[ tel que B soit q-concave et tel que les coefficients des matrices
aléatoires My, . .., My appartiennent a L1(S2), alors on a

] i

Il nous reste a remarquer que les inégalités de Kahane—Khintchine-Marcus—Pisier permettent d’étendre

N
Z \/Etr(Mnbn)
n=0

a1}
[ v
B

N
Z \/Etr(Mnbn)
n=0

B

le théoréme de Maurey [Lindenstrauss et Tzafriri 1973, Theorem 1.d.61)] au cas multidimensionnel.



CONCENTRATION ET RANDOMISATION UNIVERSELLE DE SOUS-ESPACES PROPRES 297

matrices b, € My (B). Alors, pour tout entier N € N, on a

Théoreme 2.24. Soit B un treillis de Banach q-concave, avec q € [2, +00[ et considérons une suite de
1 “ N
| < E[
Ko |V = B

N
2
16n s
n=0
ou I’élément +/ Z,];[:Oan ||f[S € B est défini par calcul fonctionnel.

Démonstration. La minoration est vraie sans hypothese de g-concavité. La version scalaire des inégalités

: (56)
B

N
Z \/d_ntr(gnbn)
n=0

:| = M(q)(B)Kq,Z
B

de Kahane—Khintchine—Marcus—Pisier (voir (40) et (41)) rend triviale I’'inégalité suivante si les matrices

N
3 bl sz,lE[ }
n=0

L’inégalité précédente s’étend par calcul fonctionnel si les coefficients des matrices b, sont a coefficients

b,, sont a coefficients réels

N
Z \/d_ntr(gnbn)
n=0

dans B. La minoration de (56) découle alors du corollaire 2.23. On raisonne de méme pour la majoration.
O

Le corollaire 2.23 et le théoreme 2.24 nous permettent de prouver le théoreme 2.21. Il s’agit de
reprendre mutatis mutandis les arguments de la partie 2C a partir du lemme 2.12.

2E. Preuves des théorémes 2.5 et 2.6, partie I : Rétracte d’un espace de Banach. On conviendra que
les éléments de £, C L?(X) sont des fonctions de la variable y € X et 1’on préférera les deux écritures

L*(X)— L3(X) et PLP(X,@E,) —PLE(X.@E,).
Il sera aussi commode de définir I’espace de Hilbert abstrait @ E,,, ¢’est-a-dire que I’on pose

Ve € D En. e, = ( [ X 0P du»)

neN neN

Concernant I’espace de Bochner-Lebesgue, on conservera la lettre x € X pour écrire L2 (X , EBEn) au
lieu de L? (X , @En) La définition 2.3 dit exactement que I’opérateur linéaire suivant est isométrique

Sp: PL)I/) (X’ @En) - Lf(X, @En)’ (Un(¥))nen — (%(x)un (J’)) . (57)
n neN

Le résultat suivant est facile.
Proposition 2.25. L’espace PL)I,) (X , @En) est complet.

Démonstration. 1l s’agit de prouver que 1’'image de I’opérateur (57) est un sous-espace fermé de
L,Ic’ (X , @En) Remarquons d’abord, pour tout k € N, la continuité du projecteur

L)’é-(X, @En) — Lg(X’ Li(X))’ (wn(x7 y))nGN = U)k(x, y)
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11 suffit donc de prouver que, pour tout n € N, {w/en XDup(y) |up € En} est un sous-espace vectoriel
fermé de L2 (X, L; (X)). L'hypothese E,, C L?(X) de la définition 2.3 signifie précisément que /e, (x)
appartient 3 L2 (X). Soit (\/en (X)up g (y))ZGN une suite convergente dans L2 (X, L% (X)) (avecu, ¢ € Ey
pour tout £ € N). En particulier, (1, ¢()))¢en est de Cauchy dans E;, C L§ (X):

1
”“n,((y) - “n,@’(Y)”Lg(X) = W H vV €n (x)(un,ﬁ(y) - un,ﬁ’(y)) HLf(X,L%(X))'
n Lfc’

On déduit que (1, ¢)¢en converge dans L2(X) vers une fonction u, oo € L2(X) et bien entendu que 1’on
aUp,co € Ey (car E, est de dimension finie). 11 est alors immédiat que (\/en (X)up. ¢ (y)) eny converge

vers /en (X)in,c0(y) dans LY (X, L3(X)). O
Commengons par les points faciles ayant trait a la dualité et I’interpolation des espaces PL? (X P En)

Dualité. Rappelons que I’on note g = % I’exposant conjugué de p. On montre facilement I’inégalité (38)
pour tout (u, w) € PLY (X, @ E,) x PLY (X, D E,) :

Z [{un, wn)LZ(X)| = /X Z er;,(nX) [{un, wn)LZ(X)| dp(x)

n>0 neN
< [ 3 )2 3 ) )2, da)
“x Vg dn nL2(x) ~ dy L2 (x)
n> n=

< lullprrx,@EnlwleLe (x, @ E,)-

L'injection canonique A, : PLY (X, E,) — PLy (X, @En)/ définie dans I’énoncé du théoreme 2.6,
est donc continue.

Interpolation. Rappelons que les espaces PLf (X , @En) et leurs interpolés complexes et réels peuvent
&tre vus comme des sous-espaces de ]_[n en En. Enoutre, on a le résultat suivant [Triebel 1978, Part 1.18.4].

Théoreme 2.26. Considérons deux espaces de Banach complexes B et By ainsi que des réels p1 < p < p»

appartenant a [1, +o00[. En notant 6 €10, 1{ le réel qui vérifie % = 1});19 + %, ona

[LP' (X, B1). L?*(X, B2)], = LP(X, [B1. B2]s).
Si un opérateur linéaire T borné de LP' (X, B1) dans lui-méme et de LP2(X, By) dans lui-méme alors il

est aussi borné de L? (X, [By, B2lg) dans lui-méme. Le méme énoncé est valide en remplacant la méthode
d’interpolation complexe |-, -|g par la méthode d’interpolation réelle [ -, -]g .

Avec les notations du théoreme précédent, on peut interpoler I’application (57) et assurer que 1’ opérateur

vV en(x) )
\/E un(y) neN

[PLY" (X. D En). PL*(X. D En)]y = LE(X. B En).  (n(M)nen = (
est borné. Cela implique 1’inclusion continue

[PLY (X, @D En).PLY*(X. @D En)|, CPLY(X. D E,). (58)
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Vers la notion de rétracte d’un espace de Banach. Cependant, il ne parait pas évident d’aller plus loin
dans les deux analyses précédentes, ¢’est-a-dire de prouver que A, : PLY (X, P E,) — PLY (X, @En),
est surjective et que I’inclusion (58) est une égalité. La notion de rétracte d’un espace de Banach permet
de reformuler la question.

Définition 2.27. Soient A et B deux C-espaces vectoriels normés, on dit que A est un rétracte de B s’il
existe deux applications linéaires bornées S : A — B et R: B — A telles que RS = id4.

Dans la définition précédente, il faut imaginer que B est un espace de référence qui est bien compris et
A un sous-espace que I’on veut analyser. Le prototype de rétracte qu’il faut avoir a I’esprit est le cas ot A
est un sous-espace complémenté de B, c’est-a-dire image d’un projecteur borné, I’application S est alors
I’application identité et R un projecteur de B sur A. En effet, on vérifie facilement le résultat suivant.

Proposition 2.28. Avec les mémes notations que dans la définition 2.27,on a:
(1) SR : B — B est un projecteur borné, son espace image est égal a S(A) et est fermé.

(ii) S est un isomorphisme d’espaces vectoriels normés de A sur S(A) C B :

1
Vae A, ———Iala=[S@lB=ISla-alala.
| RIIB—a
(iii) Si B est complet alors A I’est aussi.

En ce qui concerne la dualité, on a le corollaire facile.

Corollaire 2.29. Avec les mémes notations que dans la définition 2.27, si I’on note les applications duales
(ou applications transposées) de S et R :

S:B > A, ¢r>¢poS,
'R:A' - B, Yy yoR,
alors on a'S'R = idy:. Cela signifie que I’espace dual A’ est un rétracte de B’ et en particulier que 'R est
un isomorphisme de A’ sur I'image du projecteur 'R'S = {SR) : B’ — B'.
En ce qui concerne I’interpolation réelle ou complexe, la réponse est donnée par le résultat suivant.

Corollaire 2.30 [Triebel 1978, page 22, Theorem 1.2.4].. On note [-, -] une méthode d’interpolation.
Soient (A1, Ap) et (B, By) deux couples d’interpolation d’espaces de Banach, on suppose qu’il existe un
opérateur linéaire borné S : Ay — By et S : Ay — By et un opérateur linéaire borné R : By — Aj et
R : By — A; qui satisfont :

Vae A1+ Az, RS(a)=a.

Alors SR est un projecteur borné de I’espace interpolé [B1, By] et S réalise un isomorphisme d’espaces
de Banach de ’espace interpolé [Ay, Az] sur SR([B1, Bz)).

Démonstration. C’est immédiat puisque I’espace de Banach [A1, A3] est un rétracte de [By, Bz] par
I’intermédiaire des opérateurs bornés S : [A1, A2] — [B1, B2] et R : [By, B2] — [A1, A2]. O
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Pour comprendre les espaces duaux et interpolés des espaces PLf,’ (X , @En), il suffit d’étudier si
PL} (X, Ey) est un rétracte de ’espace de Banach L% (X, E,) par le biais de ’application Sp
définie en (57) si p parcourt | p1, p2[ pour les théorémes 2.5 et 2.6. En d’autres termes, on cherche un
opérateur borné

Ry LY(X.@En) — PLE (X, DE,)

tel que R, S, = idPLf(X,EBEn)-

Stratégie pour le théoreme 2.6 de dualité. Puisque les fonctions dlen sont des densités de probabilité
n
sur X, nous avons un candidat tres naturel pour I’opérateur R,. En effet, posons :
ven(x')

RP:Lg(XvGBEn)ﬁPLJI;)(Xv@En)v (Un(x, ¥))nz0 (/X un(x/’y)T dﬂ(x,)) - (59)
n n>0

D’apres la définition (57), on a bien formellement R, S, = idPLf( X, BEn) Malheureusement, nous ne
voyons aucune raison triviale assurant que R, arrive bien dans PLY (X.@E,)! Puisque S, est une
isométrie, la bornitude de R, équivaut a la bornitude du projecteur

SpRp: LE(X,@DEn) — LE(X,DEn),

Jen )  Ja@ ) (60)
n ) ne n ) —d
(tn (. 1)) NH( o /Xu(x DI )

Par souci pédagogique, permettons-nous de considérer comme exemple le cas unidimensionnel :
=1 e =10a00% Ea=Cu [ 8a00PdRx) =1
X

Dans ce cas, un élément de L2 (X , EBE,,) est de la forme (1, (x)¢n(¥))nen et il est donc évident que
LY (X, €D E,) s’identifie & LY (X, £?(N)) par le biais de I'isométrie

LY(X,@En) — LEX, C2(N)),  (un(X)hn(3))nen = (un(X))nen

Par conséquent, la bornitude du projecteur S, R, équivaut a celle du projecteur

LEX 2(N) — LEX.2(N),  (un(x))nen (|¢n(X)|/Xun(X’)lqﬁn(x/)ldM(X’))

neN
Revenons au cas général et rappelons que sous les hypotheses du théoreme 2.6 de dualité, p; et p, sont
supposés étre deux exposants conjugués. La bornitude du projecteur S, R, sera prouvée dans la partie 2H
pour tout p € |p1, p2[ grice a (35) et (37). La proposition suivante achévera la preuve du théoréme 2.6 de
dualité et explique pourquoi la notion de rétracte est la bonne notion pour aborder la dualité des espaces
PL? (X, P En).

Proposition 2.31. Fixons p € |1, +o0o[ et posons ¢ = % l’exposant conjugué. Pour tout n € N, on
suppose que /ey, appartient a L (X) N L4(X). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

(i) ’injection canonique Ap : PLg (X , @En) — PLJI,J (X , @En)/ est surjective,

(ii) linjection canonique A4 : PLY (X.DE,) — PL{ (X. @En), est surjective,
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(iii) injection canonique Ap : PL? (X , @En) — PLf,’ (X , @En)/ est un isomorphisme d’espaces de
Banach,

(iv) linjection canonique A4 : PLJI,) (X, @En) — PL; (X, @En)/ est un isomorphisme d’espaces de
Banach,

(v) le projecteur Sp Ry, est borné sur L? (X, @En),
(vi) le projecteur Sq Ry est borné sur Ll (X, @En)

Les assertions précédentes impliquent les assertions suivantes

sup || X ven < +o0. 61)
neNll Vdn I Lr(x) | Vdn L (x)
1SpRpll = 1Sq Rqll = IRl = 1Rq | = |1 A1 = 1AZ ]| € [1, 400l (62)

Démonstration. Preuve de (61) : Pour tout n € N, on fixe ¢ € Ej, vérifiant ||¢|| L2(x) = 1 et I’on note
u(x,y) = ( ,0, \/en(x ¢(y) 0,. ) IS LJIC’(X,@E,,).

On peut alors écrire

1Sp RpullLrx,@E, < ISpRpll X lullLrx,@E,)

H@ ‘/ W du(x")| < ISy Rp|| x ”\/m HLP(X)
n LY (X)
en(x) i
H \/—n L2(X) 8 «/E” \/e”—(x)HqL?c(X) = [SpRpll x ” \/W—(X)HI({?C:X)
dn Lf(X) \/E LZ(X) - ppI

Equivalence des propriétés (i), (i), (iii), (iv), (v) et (vi) : 1) & (iii) et (ii) < (iv). Cela découle du
théoréme de I’application ouverte pour des bijections linéaires continues entre espaces de Banach.

V) & (vi). Puisque @ E,, est un espace de Hilbert, les espaces de Bochner—Lebesgue L% (X , EBEn) et
L;Zc (X , @ En) sont duaux 1’un de I’autre et la dualité naturelle est donnée par

Vinw) € LE(X @ E) % LUK BE). (u.w)i= [ [Z | e yyunce y)du(y)} dp ().

neN
Orl’on a
LI [ bt ntone ol din | ) < [ [t sl hon e »)llz | it
neN neN

<lullrzx,@e)lwilex,eE,)

< +00.
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Le théoreme de Fubini assure que la dualité naturelle s’écrit aussi

)= 3 [ ) di) du(y).

neN

La définition (60) nous permet alors d’écrire

(SpRpu, wy =y di /X Xx[m(x) /X un(x'. 7)Ven () du(x’)]wn(x,y)dum du(y).

nenN

Remarquons maintenant, pour tout #» € N, la majoration triviale de

/f/X VenCown (e DY en 0 lua (' )] dja() dp(x') du(y)

par

(, Vermmnte. iz odin ) < ([, Venun '3l i)
= |Went) | Lo gy lhon e Mg cx, 2200 > [V en D | L, oyl O e, (x, 12,00
= [Ven) oo lwlzgx.@En Vet | Lo, oo Il @£
< 4+00.

Le théoreme de Fubini nous permet donc d’intervertir x et x” pour obtenir

(SpRpu, w) = Z%/Xxx[x/en(X)/Xwn(X’,y)\/en(x/)du(X’)]un(x,y) dp(x) dp(y)

neN

Ainsi, S, Ry et Sy R4 sont adjoints 'un de I"autre. La continuité de I’'un implique la continuité de I’autre.
Pour la fin de la démonstration, on aura besoin de I’expression de S p (qui découle de (57)) :
'Sp: L4(X. @ En) — PLE(X. D Ey)’.

vV en(x)
NZ

(Wn (X, y))nen = ((“n(y))nZO '—>/X . > wax, y)un(y) du(x)du(y))-

neN

iii) = (vi). A T’aide de (59), on vérifie la formule R; = A;l o ’Sp. A fortiori, Sq R4 est un opérateur
borné.

iv) = (v). On permute p et ¢ dans 1’argument précédent.
vi) = (i). L’équivalence (v) < (vi) assure que Sp, R, est borné. Puisque S, et S; sont des isométries,

Rp et Ry sont des opérateurs bornés et 1’on a par construction

RpSp =idpLe(x,@E,) © RgSq=1dpryxE,)-
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L’idée est d’exprimer A, avec la formule suivante qui découle facilement de (57) :
_t
Utilisant que S, R, et S4 R, sont deux opérateurs duaux, on obtient
t _tpt _t _ —
Le diagramme suivant est donc commutatif :

PL; (X. D En)’

X
. IR

Ap(PLY(X. D E,)) ——— LL(X.DEy)

Sq
Ap

PLI(X. DEy)

On doit examiner le diagramme précédent en se rappelant que I’on a

Sp'Rp =idpLpx.@E,y € ReSq=idpLex.@E,) -

La proposition 2.28 et le corollaire 2.29 assurent que S, réalise un isomorphisme d’espaces de Banach
de PLg (X, @En) sur I'image du projecteur Sy R, de Le (X, @En) et que ‘R, réalise un isomor-
phisme d’espaces de Banach de PLf (X , @En)/ sur I'image du méme projecteur 'R,'S, = Sy R, de
L (X, @En) Grace a (63), on vérifie que A, (PL; (X, @En)) et PLJI,’ (X, EBE,,)/ ont la méme image
par I’opérateur ‘R, :

tRp(Ap(PLg(X,@En) )= Sq(PLg(X,QBEn)) = SqRq(LL(X,DEn)).
‘Rp(PLY (X. @D En)) = SqRq(LL(X. D En)).
Par application de ’S,, on obtient (i) :
Ap(PLY(X, D En)) = PLE (X, DE,)".
v) = (ii). On permute p et g dans la preuve précédente.

Preuve de (62) : Comme S, R, est un projecteur, sa norme est supérieure ou égale a 1. On a déja vu au

cours de la démonstration précédente I’égalité || S, Ry || = ||Sq R4 (. Comme S), et S, sont des isométries,
on déduit a la fois la formule || S, Ry || = || Ryl et [|SqRq || = || Rql| etla formule || Ry || = 'R, || = ||A;,1 |
(grace a (63)). O

Stratégie pour le théoreme 2.5. 1l est naturel d’espérer utiliser une stratégie similaire pour prouver le
théoreme 2.5 d’interpolation en utilisant cette fois-ci le corollaire 2.30. On suppose donc seulement que
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I’on a-+ E < 1. La proposition 2.31 nous informe que la bornitude de R, pour tout p € ]p1, p2|

1mpl1que1 assertion (61) :

A/ €n A/ €n
Vp€lp1, p2[, sup < +o00.
neNll Vdn | Lr )| Ve | L7557 ()

En raison de la symétrie entre p et p , les inégalités précédentes sont aussi valides si p parcourt le
plus petit intervalle contenant | p1, pz[ et stable par la fonction p +— ﬁ. Toutes ces inégalités sont trop
violentes puisque I’on doit seulement se contenter de 1’hypothése (36). L’application R, parait donc
inutilisable. Pour pallier ce probleme, nous allons remplacer R, par une application de la forme

Rpy: L)IC’(X, @En) g PL)’j(X’ @En)a (Un(x,y))nen = (/}; un(x/v y)Wn(x,) d:u(x/)) ,

n>0

P2 _r1
ol (Vn)nen est une suite de fonctions de L 72— (X) N L~ 11 (X) vérifiant

/W

Yn(x) dp(x) = 1.

De nouveau, on a bien Ry v Sp = idPLf,’ (X,@E,) de manicre formelle et I"on rencontre le méme obstacle :
il n’y a aucune raison pour que R y arrive bien dans PLJI,’ (X EPE n). Une nouvelle fois, puisque S, est
une isométrie pour tout p € |py, p2[, la bornitude de R, 4 équivaut a la bornitude de 1’opérateur

SpRp,y - Lﬁ(X, EBEn) — L2(X,DE,)

vV en(x)

(64)
(un(x,y))nen = ( «/E

[ a3 du(X’))-

Sous les hypotheses (35) et (36), I’existence d’une suite adéquate (Y, )nen et la bornitude de Sp Ry, v,
pour p € ]p1, p2[, seront établies dans la partie 2J.

On peut maintenant expliquer la preuve du théoreme 2.5 d’interpolation. On remarque que les expres-
sions de S, et Ry 4 sont indépendantes de p. On fixe alors p et p, deux réels appartenant a ] py, pa|.
Pour tout p €]p}, p5[ on note 6’ € [0, 1] I"unique réel vérifiant % = 1;—/10/ + z—;. Le corollaire 2.30 assure
que I’image de I’opérateur

Sy : [PLY (X, @ En), PLI (X, B En) ]y — [L2 (X, B En), L2 (X, D En)],

est SpRp.y ([LY (X. @ En). LY>(X. @D En)], ) et que S, induit un isomorphisme sur son image. Le
théoréme 2.26 et le point (i) de la proposition 2.28 donnent alors

Sp([PLY (X, @ En). PLY (X. D En)]y) = Sp Ry ([LE (X. @ En). LY (X. D En) )
= SpRp,l/f (Lﬁ(X, @En))
= Sp(PLY (X, D En)).
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Se rappelant I’inclusion (58), on a donc le schéma

Sy

PLY(X. B Fy)

=

[PL (X. @ En). PLL (X. D En) ],

LY (X, DEn)

Or S, est isométrique sur PLf,’ (X , @En) et donc injectif. Cela nous amene a 1’égalité

[PLZ (X, @ En), PLY (X, D En)], = PLE(X, D Ey).

Enfin, les normes des espaces [PLIJ/l (X.DEn). PLP/2 (X. @En)] , et PLY (X, @ E,) sont équivalentes
d’apres le théoreme du graphe fermé et Iinclusion continue (58). On aurait aussi pu invoquer le fait que
S est un isomorphisme d’espaces de Banach de [PLP "(X.DEn). PLp >(X. P En)], sur son image.
La méme argumentation est valide en remplagant la méthode d’interpolation complexe [-,-]g- par la
méthode d’interpolation réelle [-, -]’

2F. Preuves des théorémes 2.5 et 2.6, partie II : Espaces de Lorentz. On effectue quelques rappels sur
les espaces de Lorentz LP°°(X), avec p € ]1, +oo[ (voir par exemple [Grafakos 2008, Chapter 1]).
Afin d’exprimer I’inégalité de Holder des espaces de Lorentz, il sera utile de remarquer la reformulation
suivante de la quasi-norme || - ||7,7.c0(x) :

VfeLP®(X) | fllLre(x):= inf{c >0 } Vi>0 pixeX||f(x)]>1}< f—i}

= sup T7 f*(T),
T>0

ou f*:[0, +oo[ — [0, +0o0[ est le réarrangement décroissant de f définie par la formule

SHT) =inf{t > 0| pf| f|>1} <T}.

En général, la quasi-norme | - ||7,».c0(x) ne vérifie pas I’inégalité triangulaire mais est toujours équivalente
a la norme suivante des lors que 'on a p > 1 ([Grafakos 2008, page 13 and 64] ou [Garcia-Cuerva et
Rubio de Francia 1985, Part V, Lemma 2.8]) :
1/ 1allLr x
VS eLP®(X), flleroc = sup D, (65)

AeB(X) A r
0<u(A)<+oo M( )

ou B(X) désigne I’ensemble des parties mesurables de X . Précisément, nous avons
p
A lLrooxy = N fllLreocx) < ﬁ”f”L"@O(X)-

En d’autres termes, quitte a perdre une constante multiplicative, on pourra utiliser I’inégalité triangulaire
dans L?:°°(X). On aura aussi besoin de I’espace de Lorentz L?-1(X) : il s’agit de I’espace vectoriel des
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fonctions mesurables g : X — C qui vérifient

+o0o 1 dT
gl oy :=/0 g (1) 4T < oo,

Venons-en maintenant aux inégalités de Hardy-Littlewood et de Holder, on a pour toutes fonctions
)2
felLP®(X)etge Lr-11(X)

400 “+o0 p—1 dT
‘ fX g dum| < [ AT dT = /O T fOT T g ()
< ||f||Lpoo<x> el 201
<11l oeon g, 21 (66)

On peut aussi définir des espaces de Lorentz L?" (X, B), avec r € {1, oo} (et méme tout réel r > 1),
a valeurs dans un espace de Banach complexe B. Il s’agit des fonctions mesurables f : X — B telles
que la fonction x > || f(x)| p appartient a L?"(X). La théorie de I’interpolation réelle fait jouer un
role important aux espaces de Lorentz, en particulier on a le résultat suivant [Triebel 1978, Part 1.18.6,
Lemma, Theorem 2, (16), g = p; Part 1.18.7, Theorem 2].

Théoreme 2.32. Considérons un espace de Banach complexe B et trois réels py < p < pa appartenant a

11, +o0[. Soit 8 €0, 1] l'unique réel tel que % = 1});19 + %. Pour tout r € {1, +00}, on a pour la méthode

d’interpolation réelle
[LPV"(X, B),LP>"(X,B)ly,p = L¥ (X, B).

Si un opérateur linéaire T est borné de LPV>\ (X, B) a valeurs dans LPV"*°(X, B) et de LP>'1(X, B)
a valeurs dans LP2°°(X, B) alors il est borné de L? (X, B) a valeurs dans L? (X, B) et il existe une
constante K > 0 indépendante de T telle que

0
”T”L”(X B)—»L?(X,B) = = K||T||Lp1 A(X,B)—>LP1-°(X, B)”T”LPZ’I(X,B)—)LPZ’OO(X,B)'

2G. Preuves des théorémes 2.5 et 2.6, partie III : R-bornitude. Enoncons deux faits qui vont justifier
que la bornitude d’un opérateur linéaire sur L2 (X, ¢2(N)) n’est généralement pas simple et qui vont
motiver I’approche qui va suivre.

Fait 1. Soit (Pp)n>o une suite d’opérateurs uniformément bornés sur L*(X), ¢ est-a-dire que I’on a

sup|| Pnllr2(xy—»r2(x) < +00,
n>0

alors 'opérateur @ Py, défini par I’expression suivante est borné sur L>(X, £>(N)):

V(fn)nZO € Lz(Xa KZ(N)), (@Pn)(fn) = (Pn fn).

En effet, cela découle immédiatement des formules :

||<fn>||Lz(uz<N))—\/ / Yo dpe) = > 1 fall 7

n>0 n>0
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Fait 2. Pour tout réel p > 2 il existe une suite (Pn)n>0 d’opérateurs uniformément bornés de L? (R) et
tels que I’opérateur @ P, défini par

V(fadnzo € L2 (X, CC(N)), (D Pn)(fn) = (Pufu). (67)
n’est pas borné sur L? (R, £*(N)).
L’exemple est élémentaire. On considere les isométries P, définies par
VneN, VfeLPR), VxeR, (P,f)(x)= f(x+n),
puis les fonctions fy ,, paramétrées par (n, N) € N2, définies par

l[n,n_;,_l[()C) sin < N,

Vx elR =
o SN () {O sin>N.

On a immédiatement || Py ||z »(x)—r»(x) = 1. De méme pour tout N € N*, on a

[SS]

N—-1
H (@Pn)(fN,n)”zp(R,p(N)) = A(Z 1[0,1[(x)) dx = Ng,
n=0
N-1

p g D
”(fN’”)”LP(R,Zz(N) = . E l[n,n_g_l[(X) dx =N <K N?2.
n=0

En faisant tendre N vers +o00, on voit que 1’ opérateur @ P,, n’est pas borné sur L? (R, £2(N)). L’exemple
précédent utilise le fait que R n’est pas compact afin de s’échapper vers I’infini. En réalité, cela est un
faux-semblant et 1’on peut transférer la construction précédente sur L2 (0, 1) a I’aide d’une isométrie
linéaire surjective adéquate de L7 (0, 1) sur L?(R). En outre, si I’on raisonne par dualité ou si 1’on choisit
fn = 1jo,1 a la place de 1}, ,, 41, la construction précédente s’adapte au cas p < 2. Ainsi, le fait 2
contraste fortement avec le fait 1 et montre que la seule condition

sup|| PullLr(xy—>Lr(x) < +00
neN

ne suffit pas pour assurer la bornitude de I’opérateur P, sur L?(X,£*(N)) pour p # 2, méme si
w(X) < +o00. Un exemple qui illustre ce probléme est 1a non continuité du multiplicateur de Fourier sur
LP?(R?) de I'indicatrice de la boule unité (voir la preuve de Fefferman [1971] dans laquelle les opérateurs
P, sont des projecteurs de L?(R?)).

La notion mathématique qui s’est dégagée est la R-bornitude. Etant donné un espace de Banach B,
une suite (Py), >0 d’opérateurs linéaires bornés de B est dite R-bornée s’il existe K > 0 telle que pour
toute suite ( f,)nen de B (nulle pour n 3> 1) on a un principe de contraction :

E[ B}SKE[ S ents B].

n>0
Dans le cas B = L?(X), il est classique que les deux espérances précédentes s’estiment avec le théo-

Z en Pn(fn)

n>0

réme de Fubini et les inégalités de Kahane—Khintchine dans L?(X) et dans C (voir (43) dans le cas



308 RAFIK IMEKRAZ

unidimensionnel). L’inégalité précédente signifie alors que 1’opérateur @5 Py, défini en (67), est borné sur
L?(X, £2(N)). Quitte 2 changer K > 0, cela équivaut 4 une estimation de la forme

/X(ZI(P fn) (X)I) dM(X)<K[ (Z|fn(x)|2) du(x).

n>0 n>0

Diftérents criteres de R-bornitude existent dans la littérature (voir par exemple [Garcia-Cuerva et
Rubio de Francia 1985, Chapter V ; Weis 2001, Section 2 ; Clément et al. 2000] et les références indiquées).
Le lemme 2.33 donne un nouveau critére qui s’apparente au lemme de Schur et qui donne des conditions
suffisantes pour obtenir la R-bornitude. Ce critere suffira pour la théorie de I’interpolation et de la dualité
des espaces PL? (X , @En) dans le cas unidimensionnel d,, = dim(E,) = 1. Pour comprendre le cas
d, # 1, nous aurons besoin d’une version légerement plus sophistiquée du lemme 2.33, a savoir le
lemme 2.34, mais le coeur de I’idée est dans la démonstration suivante.

Lemme 2.33. Fixons des réels p1 < p < p» appartenant a |1, +o0[. Notons q1 := pfll etqr = pfil.
Considérons K, : X? — C des fonctions mesurables, pour n € N, de sorte que ’on a
sup || Kn (x, x )”qu x) € LEV°(X), (68)
n>0
sup || Kn (x, x )||Lq2 x) € L)[gz,OO(X)’ (69)
n>0
sup | Kn (x, X") || 2100y € LT (X)), (70)
n>0
sup|| K (x, x") || p2-oo ) € LT (X). (71)
n>0

Les deux assertions suivantes sont vraies :

(a) Pour tout entier n € N ['opérateur Py, de noyau K, défini par
VELEX). VXEX. (Pf))= [ Kalrx)S() ().
X
est borné sur L (X) et la borne supérieure sup, || PnllLr (x)—1L7(X) est finie.
(b) La famille d’opérateurs (Pp)nen de LP (X) est R-bornée.

Démonstration. Nous aurons besoin des propriétés des espaces de Lorentz rappelées dans la partie 2F.

(a) On affirme que (68) implique la bornitude de I’opérateur
Py i LPVN(X) — LPV2°(X).
En effet, ’inégalité de Holder (66) donne

|(Pu Y = 1K s X aroo ) 1L F o )

P lrvosy = JIKn Geo XYooy | vy | F o ey
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Afin de faciliter la lecture de la preuve de 1’assertion (b), nous donnons un autre argument qui utilise
(70) et 1a norme ||| - ||| .71.c0(x) de LP1-°°(X), définie en (65), car elle présente I’avantage de satisfaire
I’inégalité triangulaire. En effet, on a

1Pn f 1oy < /X 1K e, %)l 2100 3y | f ()] dpa(x')
= [ e, D oo iy [ o0 oy 1 N -

Les deux arguments précédents sont en fait duaux. En utilisant (69) ou (71), on obtient de méme la
bornitude de 1’opérateur

Py i L2 (X) — LP2%°(X).
On conclut par interpolation réelle (a savoir le théoreme 2.32 avec B = C).
(b) On affirme que I’opérateur suivant est borné
@P, : LPH (X, L2 (N)) — LE1°(X, £%°(N)).

En effet, cela découle de I’inégalité de Holder (66) et de (68) :

sup (P f) ()] = sup /X K. x') () dpe ()

neN

< sup [ K53 509 | i3] A

neNJX
< (sl sy ) %] s 1 o
neN meN L)’C’,l’ X)
eLy"(X)
On s’attelle maintenant a prouver la bornitude de 1’opérateur
PP, : LPVH (X, N (N)) — LP°(X, L1(N)).
De nouveau, on utilise la norme ||| - |[| z.71.00(x) de L?1*°°(X). L’hypothese (70) et I'inégalité de Holder
(66) nous amenent aux estimations
> (Pafo - =] e e anen |
neN (N6 n>0 2T
=y / 11K e ) 1.2 L ) ()

n>0

<3 [ (501l g1y ) L )

n>0

< [ ((sup 11 K G X 1.0 )(
/X(meN " Ll (X)

S 1o (x/)|) dp(x')

n>0



310 RAFIK IMEKRAZ

Z | fo

n>0

sup [| Ko (x, x") | 1.0
meN " Lx 0

ql.oo

(X)

La démonstration est évidemment similaire en remplagant p; par ps et en utilisant (71) et (69). On a
ainsi obtenu la bornitude des quatre opérateurs

PP L2V (X AP (N)) — LEVS(X, L2(N)),
D Pn: LE21(X AP (N)) — LE>® (X, L2(N)),
PPy L2N(X LN (N)) — LE2V(X, L1 (N)),
PP, : L2 (X, ' (N)) — LP2°(X, L1(N)).

Pour tout p €]p1, p2|, le théoréme 2.32 assure la bornitude des deux opérateurs suivants par interpolation

réelle
PPy LE(X AP(N)) = LE(X, £2°(N)),

PP, LE(X, L' (N)) — LE(X, L (N)).

Par interpolation complexe (c’est—a—dire le théoréeme 2.26 avec 6 = %), on obtient la bornitude de
I’ opérateur
@P, : LP(X,02(N)) — L2(X, £>(N)). O

Il s’agit maintenant d’écrire un résultat analogue au lemme 2.33 adaptée a la théorie générale avec
dim(E,) # 1. Pour cela, on aura besoin d’espaces analogues a £!(N) et £>°(N) adaptés aux sous-
espaces Ej, ce sera le role joué par les espaces (@ En) ¢ dans la preuve du résultat suivant.

Lemme 2.34. Fixons des réels p1 < p < py appartenant a |1, +oo[ et considérons K, : X? — C des
fonctions mesurables, pour n € N, de sorte que

sup || Ky (x, x )”qu 2 x) € LI (X), (72)
n>0
sup || Ky (x, x )||Lq2 0 xy € LP2°(X), (73)
n>0
sup|| Kn (x, x )”L"‘ % (x) € L1 (X), (74)
n>0
sup|| K (x, x") | p2-oo ) € LT (X). (75)
n>0

Alors les deux assertions suivantes sont vraies

(a) Pour tout entier n € N, l'opérateur Py, défini par
Yue LP(X,E,), Y(x,y)eX? (Puu)(x,y)= / Kn(x, xu(x’, y) du(x"),
X

est borné sur L (X, E,) et la borne supérieure sup,>oll Pnll est finie.

(b) L’opérateur € Py, défini par I’expression suivante, est borné

BPn: L2 (X, B En) > L2(X,DEn),  (ttn(x,¥)nens > (Pattn)(X, Y)nen.
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Démonstration. (a) On raisonne comme pour le lemme 2.33, c’est-a-dire que chaque opérateur P, est
borné de L2 (X, E,) a valeurs dans LE""°(X, E,) et de LY>' (X, E,,) a valeurs dans LZ>*°(X, E,)
avec des normes majorées indépendamment de n. On conclut par interpolation réelle (c’est-a-dire le
théoreme 2.32 avec B = Ej).

(b) L’idée est d’interpoler I’espace de Hilbert € E,, entre les deux espaces

(@ En)goo = {(un)neN | VneN,u, € Ep, SupneNHunHL;(X) < +OO},
qui sont munis de leurs normes naturelles. On vérifie aisément que les espaces (@ En) o et (@ En) (oo
sont des rétractes, au sens de la définition 2.27, des espaces ! (N, D E,) et {>°(N, D E,). Par suite,

le corollaire 2.30 et la théorie de I’interpolation complexe des espaces £" (N, EBE,,) (c’est-a-dire le
théoréme 2.26) montrent que I’on a I’égalité

(@ En)o- (BFn) ]y, = DEn

avec équivalence de normes. Nous pouvons donc reprendre I’argumentation du lemme 2.33 et il nous
suffit manifestement de prouver la bornitude des quatre opérateurs

BPn: L2Y(X (B En)) — LE®(X. (B En
BPn: L2 (X (B En),) — LE>®(X. (BE
PPy L2 (X (B En) o) = L2V®(X, (P En Koo),
Py : LI (X. (D En) o) — LI™(X.

Par symétrie évidente, il nous suffit de justifier la bornitude des deux opérateurs
BPn: LEH(X (B En) ) — LI (X, (DEn)p),
PP L2 (X (B En)joc) = L2 (X (B En)yoo)-

L’hypothese (74) et I’'inégalité de Holder (66) nous donnent les majorations

D 1 (Paun)(x, y)||Lz(X)‘

n>0

LY 0

/ K6 Xt (5 y) dp (')

n>0 L3O LY (%)

= 3 [ el 10 i 3 3y )

n>0

= [ ( sup 1 Kon (. 3"l 11 oo(X)) (Zuun(xcy)nL;(X)) dp(x')

meN n>0

=

> lun(x’, Mirzon|

n>0

sup | K (3 Xl 1= x|

meN (X) (X)
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Enfin, (72) et I’inégalité de Holder (66) nous permettent d’écrire

sup l(Pain) (. )13 = sup

‘/ Ko G X (' ) d(x')

L3(X)

< sup [ 1K (e8] 509 it (' 3) 300 i)
me

neNJX

sup [|lum(x’, y)lng(X) .
meN

< (sopl Kt sy oy )
neN

eLY"(X)

.1 ’
L1 (x)

2H. Preuve du théoréeme 2.6 : bornitude de Sp R,. Sous les hypotheses du théoreme 2.6 de dualité,
les exposants pp et p sont conjugués et I’on souhaite montrer que S, Rp est un projecteur borné sur
L? (X. @ En) pour tout p €]p1, pa[. Avec les notations usuelles, ona g3 = 1_1 =pretgr= =p1.
D’apres la forme du projecteur (60), il s’agit d’appliquer le lemme 2.34 avec la suite de noyaux K,

définis par

V(ix,x")e X2, Kp(x.x')= di\/en(x)en(x/).

n
Il est facile de constater que (35) et (37) impliquent 1’assertion (72) (qui est identique a (75)). En effet, on
a pour tout (x,n) € X xN
’ 1

\/e (x)
y I Venllza x)
n

en(x)en (x’)

@x

ven(x) ”\/a”L”l(X)”\/a”L"l(X)
||«/a||L1’1(X) dn

Les deux autres hypotheses (73) et (74) du lemme 2.34 se vérifient de la méme fagon. La preuve du

théoréeme 2.6 de dualité est finie.

21. Preuve du théoréme 2.5 : défaut d’interpolation. Nous allons définir la notion de défaut d’interpo-
lation afin d’aborder I’interpolation des espaces PL? (X , @En) Commengons par introduire quelques
notations. Pour tous réels p;, p et p, appartenant a 1, +-o0[ et vérifiant p; < p < p,, on définit les

nombres 61 (p1, p, p2) et 02(p1, p, p2) tels que

01(p1. p. p2) n 02(p1. p, p2) _ !
P1 D2

et 01(p1,p, p2) +62(p1,p, p2) = 1.

De facon précise, on a les formules

1L 11
O1(p1.p.p2) =15 et Oa(pr.p.p2)=F—T
P 2R

On peut alors poser la définition suivante.
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Définition 2.35. Considérons p; et p, appartenant a [1, +o0[ et vérifiant p; < p; ainsi qu’une fonction
non nulle ¢ € LP1(X) N LP2(X). Nous définissons Q (¢, [p1, p2]) € [1, +o0[ le défaut d’interpolation
de ¢ sur [p1, p>] par la formule

01(p1,p,p2) 62(p1,p,
19 1(p1,p,p2 1% P1,D,P2)

LP1(X LP2(X
0(¢.[p1, p2]):= sup (X) (X)
pelp1,p2] PllLr(x)

L’inégalité Q (¢, [p1, p2]) < o0 est facile et nous allons la vérifier par convexité (voir le lemme 2.36
ci-apres). Quant a I’inégalité Q(¢, [p1, p2]) > 1, elle découle de I’inégalité de Holder avec les exposants

. . P1 P2 .
0 :
comjugues g v 552 < 50:(01,0.02)

(18017 dueo)” = ([ toeorreerige e gue )
X X

01(p1.0.P2) 62(p1.0.P2)

s(/ |¢(X)|’”du(X)) g ([ |¢(X)|p2du(X)) 2 e
X X

La condition d’égalité de 1’inégalité de Holder montre alors 1’équivalence
O, [p1,p2)=1 < Fa>0, dJAe€B(X), 0<u(A) <+oo, |¢p|=aly,

ou B(X) est I’ensemble des parties mesurables de X. Ainsi, le défaut d’interpolation de la fonction
¢ permet de tester si elle se concentre complétement sur une méme partie de 1’espace mesuré X . Par
comparaison avec (76), le défaut d’interpolation permet de minorer ||¢||r»(x) si I’on connait |||z 71 (x)

et |¢llrz(x) :
01(p1,p,p2) 02(p1,p,p2)
12557 N8 10250,

(. [p1. 2]
Le lemme suivant montre qu’il suffit d’examiner un seul point de I’intervalle | py, p2[ pour contrdler

Q9. [p1. p2)).

Lemme 2.36. Fixons des réels p1 < p < pa appartenant a [1, +00[ et une suite de fonctions non nulles
(Pn)nen de LPH(X) N LP2(X), alors on a I’équivalence :

Vp €[p1.p2l. <lollrrx)- (77)

||¢n ||911)(P1,P5P2) ||¢n ”021)(171317,172)

LP1(X LP2(X

sup ) N <t & sup Q@ [p1. p2)) < +oo.
neN ”¢n”LP(X) neN

Démonstration. Pour toute fonction non nulle ¢ € LP1(X) N LP2(X), il est bien connu que la fonction

®:p €lp1. p2l > In(llLox))
est convexe par rapport a é (voir les inégalités (76)). Introduisons la fonction o [p1, p2] — R définie
par

||¢||91p(P1 ,9,D2) ||¢ ||02p(p1 .9,D2)
B0 =oAL LS
#llLex)

) =01(p1, 9., p2)®(p1) + 02(p1, 9. p2)P(p2) — ().
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L&)
01(p1,p,P2)
. () |
2(P1:P;P2) L &
77777777 -F @(p»)

1 1 1 1

P2 p ® p1

Figure 1. La fonction o.

La fonction ® s’annule en p1 et pp et est concave par rapport a é; voir figure 1. Par concavité et

application du théoréeme de Thales, nous avons les estimations

1 1

p D2 pP1 p

1111
Ve € [p1, pa2l. &)(@)Sa(p)max<p1' P2 i pz)‘

En passant a I’exponentielle, on obtient les estimations suivantes qui donnent la conclusion :

0 D> [% D,
I 1(p1,p,p2) I >(P1,P,D2)

01(p1,p,p2) 62(p1,p.P2) | C( )
LP1(X LP2(X lol, oy 2 Bl s 5 P1.p:p2
& &) SQ(¢,[P1,P2])§( & X .0
lollLrx) léllLrx)

On sait que pour tout réel p €1, +o00[ et toute fonction ¢ € L (X), il existe une fonction ¥ € L = (X)
telle que
d = .
[ 6010 o = 18lraollvl, ey
Par exemple, si ¢ est positive alors on peut choisir ¥ (x) = ¢ (x)?~!. Le défaut d’interpolation permet de
formuler des propriétés analogues si ¢ appartient a deux espaces de Lebesgue LP!(X) et LP2(X).
Proposition 2.37. Fixons pi et ps appartenant a |1, +00[ et vérifiant p; < p; et % + é < 1. Il existe
un réelr =r(pi, p2) > 1 tel que pour toute fonction non nulle ¢ € LP'(X) N LP2(X) on peut trouver

une fonction € L92(X) N L9'(X), avec g2 = pfil etqy = %, de sorte que ’'on a

/X V() dpu(x) = 1,

ol ol liLe xy < Q@.[p1. p2D)".  lollLrzco)VliLe2xy < Q. [p1. p2]).

e = 0@ ) |
T o dcey = 2@ T 1900 due) t T 8ol7z dut |

e = 0@ )| ]
Jy o duc) = 2@ e T 900 due) t T 8l dut |
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Démonstration. Commencons par le calcul élémentaire suivant :

p;  rt _pr3(p1i=D=pi(p2—1) _ (p2—p1)(P1P2—Pp1—p2)
p2—1 pi1—1 (p2—D(p1—1) (p2—D(p1—1)
Par conséquent on a prg> > p1¢q1 et ’on peut choisir un réel r € [1 + %, 1+ %]. En particulier, on a
r €[p1.p2]et

P292 — p141 =

p1=(r=Dg2 = (r=1aq1 =< pa. (78)
On peut maintenant considérer la fonction v définie par

1 pO" 0
Vie X, w00 =BT dee) < e SO F0
0 si g(x) = 0.

La définition précédente est licite car, d’apres (76), la fonction ¢ appartient a L? (X ) pour tout p € [p1, p2].

Ensuite, il est clair que la fonction ¢y est positive et d’intégrale égale a 1. Les inégalités (78) impliquent
que ¥ appartient a L92(X) N L9'(X). Grace a (76) et (77), il vient

Iglrr oIl o e x)

1l ol ¥l oy = < 0. [p1. 22 181 rs ) 1012 iy (T9)

17

ou I’on a noté
a:=1+—D0(p1,(r—1q1, p2) —rb1(p1.1, p2),
B = (r—1)02(p1.(r —1)q1, p2) —r62(p1.7. p2).

L’égalité 01 4+ 6, = 1 implique que I’on a « + B = 0. En fait, il s’avere que @ = B = 0. Cela peut se voir
par calcul, mais puisque o ne dépend que de (p1, p2, r), il suffit de traiter le cas particulier X = R muni
de la mesure de Lebesgue. Pour tout 7 > 0, si I’on pose ¢; = 1{g ] alors on a ; = %1[0,,] et |psllr = t%
pour tout p € [1, +o0[ et donc

1

i I
loelLrcollellLacy =717 =1 et Q. [p1.p2]) = 1.

L’inégalité (79) devient
viso0, 1<),
Cela force les égalités o = 8 = 0. Un argument similaire permet d’estimer ||¢||z.72 (x) |V ||L92 (x)-
Passons aux estimations de [y|? avec g € {¢1,¢2}. On se permet de noter 6, = 01(p1, (r — 1)q, p2)
et 0 = 02(p1, (r — 1)q, p2). On obtient alors pour tout x € X

[y (x)| | ()|~ 14 - | (x)| 14
7 =g = Q@ Ip ) T e
||w”L‘i(X) ”¢||L(r71)q(X) ||¢||LP1(X) ”¢”L1’2(X)

Les égalités (r —1)q01 + (r —1)q6, = (r — 1)q et (’_;3‘191 + (’_Il);qez = 1 nous donnent la conclusion

(r—1)q6; (r—=1)g6,
1

[y ()| (r_l)q( ¢ (x)|7 ) ? ( ¢ (x)|7> ) »2
HWHZ‘I(X) : Q(¢’ [pl’pZ]) ||¢”i}')1()0 ”¢”£%’2(X)
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< 0 [pr. a0 (I (Dt O )
= LT P1 ”¢”L1’1(X) P2 ||¢||Lp2(X)

| (x)|P1 | (x)|P> )
||¢||Lp1(x) ||¢”L1f’2(X)

O

< 0(¢. [pl,pz])“‘“q(

2J. Preuve du théoreme 2.5 : bornitude de Sp Rj, y. Nous avons maintenant les moyens d’achever la
preuve, expliquée dans la partie 2E, du théoréeme 2.5. Sous les hypotheses (35) et (36), il s’agit de justifier
Iexistence d’une suite (¥, )nen de LP2/(P2=D(x) 0 LP1/(P1=D(X) telle que

VneN, / Vj’f)
X

et que I’opérateur S, R, y soit borné sur L 4 (X EPE ,,) (voir (64)). L’hypothese (36) et le lemme 2.36 nous
apprennent que la suite des défauts d’interpolation (Q (. /en, [P1, P2]))nen est bornée. Par homogénéité,
on a aussi

Yn(x) dp(x) =1, (80)

Ve R

Par suite, la proposition 2.37 nous assure I’existence d’une constante K > 0 et d’une suite de fonctions
(Vn)nen de LP2/(P2=D (x ) LP1/(P1=1) (X qui vérifient (80) et les estimations suivantes uniformément
enn:

A/ €n én
[V¥nllLa (x) < K, VnllLezxy < K,
H«/E LP1(X) " X Vd, LP2(X) " )

ainsi que les inégalités suivantes pour tout x € X
Y ()] )" [ ()] \* Ven(x) P ven(x) -
) () <k () () 8
I¥nllLar x) 1¥nllLaz2(x) venllLrx) IvenllLrx)
On va appliquer le lemme 2.34 avec les noyaux K, définis par

VneN, V(x,x)eX? Ku(x,x):= v\e/”ﬁc)lﬂn()

Les propriétés (72) et (73) se traitent comme pour la bornitude de S, R,,. Par exemple, I’inclusion continue
L9 (X) C L9'-°°(X) nous permet d’écrire pour tout x € X

”Kn(X, x/)”qu.oo(X) < @”wn”qu(X) \/m
N ||Ven||LP1(X)

L’hypothese (35) implique alors (72). On montre de méme (73). L’intérét de la proposition 2.37 apparait
pour démontrer (74) et (75). En effet, on a

[V (x)]

iy Wmleacn

Vx' e X, | Kn(x, X)HLPIOO(X) |Wn(x,)|H !

e
Vdn
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D’apres (35) et (81), on obtient

q1
(sup||K,, (x, x’)||Lp1,oo(X)) € L)lc’,oo(X),
nenN x

c’est-a-dire
sup|| Ky (x, x )||Lp1 o xy € LT (X).
neN
On a ainsi obtenu (74). Et (75) se traite de méme. On a validé toutes les hypotheéses du lemme 2.34 et
I’on peut donc conclure que Sp R,y est borné sur LY (X, @) E,). Cela achéve la preuve du théoréme 2.5
d’interpolation.

3. Espaces PL? pour les harmoniques sphériques

3A. Reformulation des énoncés. On reprend les notations de la partie 1B. Commengons par remarquer
que I’on peut naturellement identifier une somme d’une série » | a, Z, comme une distribution sur s
des lors que (a,)n>1 est a croissance polynomiale. En effet, pour toute fonction test ¢ € C*° (S%) ona
pour un parametre ¢ > 1 :

D lanlZu ) =D lanPn? [ n* (Zay) P

n>1 n>1 n>1

La série ), -, |an |2n725 converge trivialement. Il en est de méme de la seconde en utilisant la relation
I —A)s2Z, =1 +n(n+d—1))5/2Z, et en faisant intervenir les espaces de Sobolev :
P

Y 0P UZn )P Sea D NI = D)2 Zy 9P

n>1 n>1

Sed O NZn (I = D)2y)?

n>1
Sed 10 =D)2Y 2 g0y = [Vl s sy < +o0.
On peut donc naturellement identifier la suite (a,Z;) a la distribution anl anZ,. Ainsi, ’espace
PL? (Sd, éeCcz n) sera vu comme un espace de distributions sur S?. Une injection de Sobolev est une
inclusion de la forme H® C L7, il est donc 1égitime de définir une injection de Sobolev probabiliste

comme une inclusion de la forme HS C PL?. Nous pouvons maintenant énoncer le résultat suivant (qui
implique le théoreme 1.1).

Proposition 3.1. On consideére une suite complexe (an)n>1 a croissance polynomiale. Pour tout réel
pE ]dz—fl, +oo[, la distribution ), . anZy, appartient a PL? (Sd, @CZ,,) si et seulement si [’on a

1 (SN 2
an+l(2k”’ 1|ak|2) < +o0.

n>1 k=1

Les espaces PL? (Sd, @CZn) sont stables par interpolation réelle et complexe pour p parcourant
]dz—i, +oo[ au sens du théoreme 2.5. Enfin, les injections de Sobolev probabilistes des fonctions Z,, sont
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données par les inclusions
d—1_d d—1_d __
Hur 7 (S%) CPL?(SY . DCZy) C () Hoon  ” (S, (82)
e>0
ou I’on note

VseR, HS (S9):= {Zan 25 |an|? < +oo} c H%(S%).

n>1 n>1
De méme, le théoreme 1.2 découle du résultat suivant.
Proposition 3.2. On considére une suite complexe (an)n>1 a croissance polynomiale. Pour tout réel

p €1, +o0|, la distribution ) _, . anYn appartient a PL? (Sd, @DCYy) si et seulement si I'on a la
condition

> (Zk 2 |ak|2) < Fo0. (83)

n>1"n 2

En outre, les espaces PL? (Sd, @CYn) sont stables par dualité et interpolation réelle et complexe pour
p parcourant |1, +o0[ au sens des théorémes 2.5 et 2.6.

Par dualité, on va obtenir gratuitement la moitié des injections de Sobolev probabilistes des fonctions Y.
Par commodité, on note

VseR, H%SY):= {ZanYn

n>0 n>1

2S|an|2<+oo} CHS(Sd)

Corollaire 3.3. Considérons p €12, +o0[ et q = % €11, 2[. Nous avons les inclusions

“TG3)(s) c PLP(S?, ©CYy) C ﬂo 77 G589,
UH_(dz PGDreed) cpLis? eey,) c A2 G (s,

e>0

Pour conclure cette partie, remarquons que (82) et le corollaire 3.3 montrent 1’optimalité de I’exposant
8(d, p) dans I’injection de Sobolev probabiliste de Tzvetkov (3). Comme expliqué dans 1’introduction,
cela est lié¢ au fait que les fonctions Y, et Z, optimisent par leur concentration les normes dans L? (s%).

3B. Preuve de la proposition 3.2, randomisation des fonctions Y,. Nous commencons par traiter les
fonctions Y, car les idées d’interpolation sont plus simples. Rappelons en quel sens la fonction Y3, se
concentre de fagon gaussienne sur une bande de largeur } autour de la géodésique {x1 + x2 =1}. On

part des inégalités

2
Vi e [0, %] 1— 87 < cos(8) < e 2%,

Le nombre

8= A(xy, x2) 1= arccos(\/ x% + x%)
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désigne la distance géodésique d’un point x € s au cercle {x1 + x2 =1} C S4, puis la définition
Yu(x) =cgn(x1+ix2)" etl’équivalent ¢z , ~4 n “T* assurent qu’il existe C(d) > 1 de sorte que

vxeS? VneN*, | ”( )| <C(d)e” 3nA(x1,x2)% (84)
I’l

1
C(d) Liaer xo)<1/ymy =
L’idée que 1’on doit garder a I’esprit est que 1’on peut sous certaines conditions assimiler |Y;| a la fonction
?n définie comme suit
= d—1
Ya () i=n % La ey o) <1 //my-

Pour tout p > 1, on peut alors vérifier les équivalences

~ d—1
1YnllLr(say ~d.p I¥Yullpr(say ~a.p n 2 : (85)

ce qui signifie que la concentration autour de la géodésique {x% + x% = 1} est significative dans L? (S%).

Venons-en maintenant aux estimées multilinéaires des fonctions Y, qui font disparaitre la plus
grande fréquence. Le résultat suivant énonce que les estimées multilinéaires des fonctions Y; et Y,
sont équivalentes.

Lemme 3.4. Pour tout entier « > 2 et pour tous entiers naturelsny > --->nqg > 1,0na

d—1

L, 00 Yo O i (5) S (2o

d—1

L Tt Ty O i (5) S (12w

Démonstration. On va invoquer 1I’argument algébrique de [Burq et al. 2005, pages 5-8], on a pour tout
xeS?:

. Cd, Cd,
Ynl(x)"'Yna(x) = Cd.m "'Cd,na(xl +lX2)nl+ e — uYnH— +na(x)

Cd,ny++ng
Et donc
2 4!
5 Cdn, --Cdn ni...nNg
/ 1Y, (X) .. Yoo (0" dpg(x) = (#) ~da (— :
sd Cdni+-~+ny ny+---+nqg

On conclut en invoquant les inégalités ny <ni+---+ng <onj.
Les intégrales multilinéaires des fonctions Y3, sont faciles a calculer 1’aide d’une formule de changement

de variables (voir plus loin (89)) en tenant compte que n; est le plus grand entier parmi ny,...,Hy :
Joa 1¥ny () o Vg ()12 dpg (x)
— = = / Liacix) <1/ diha (¥)
(n1-+-na) > ‘

d=3
= pa—2(S*~ 2)/ (1 =27 =x3) % La(ey x0) <1 /) X1 dx2

2+x2<1

1

= 1a—(5"7?) (=) rdr
cos(1/4/n7)
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1/y/ny
= Md—z(Sd_z)/O sin? 2 (u) cos(u) du

d—1

~g 1/ng 2, (86)
qui donne le résultat. O

Proposition 3.5. Pour tout réel p € [1, +00[ et pour toute suite complexe (ay)n>1,0n a

H,/’; lan Yy |? o) ~d.p [Z (Zk Iak|2)p}

n>1"1 R
Démonstration. Pour tout x € S4, il s’agit de décomposer en supports disjoints

Z|anYn(x)| Zn 2 |an| 1{A(X1,X2)< }_Z(Zk 2 |ak| )1{J7<A(xl,x2)<f}

n>1 n>1 n>1 “k=1

N =

En utilisant une expression de la forme sin? 2 (£) cos(§) = £972G(£2) avec G fonction holomorphe, on
peut assurer I’existence d’un réel ¢ € R qui précise la formule (86) :

1a—2(S772) 1
/gdl{A(xl,xz)sl/ﬁ}dﬂd(x) —(1+ +(9(_2))

n 2

On conclut alors aisément. O

Le résultat suivant dit précisément que 1’approximation de |Y;| par Y, est 1égitime dans la théorie L?
probabiliste des modes propres Y.

Proposition 3.6. Pour tout réel p € |1, +00| et pour toute suite complexe (an)n>1, on a

S antu? <| S @t sC(zwd)H,/ PRAE
C(p.d) 2 Vo ey 2 " s 2 lants

n>1
Démonstration. Si p = 2« est un entier pair non nul, (87) découle du lemme 3.4 et des deux formules

|

(87)

L7 (S9)

= 3 anP [V (). Y P i ),

Lp(gd) nis.... Ny

n>1
“ /> lan¥al? = Y |a,,1...a,,a|2/ 1V, () ... Yy () dprg (x).
n>1 Lp(gd) Nyeeny Ny Sd

Pour assurer que I’équivalence (87) est encore valide pour tout p > 2, il nous suffit de prouver que les
espaces PL? (S, ®CY,) et PLP (S, @CY,,) sont stables par interpolation au sens du théoréme 2.5.

Pour conclure, il suffira d’invoquer un argument de dualité (grace au théoreme 2.6). En effet, pour la

D .
p—1-

H\/ |anYn
n>1

dualité on aurait pour g =

‘anﬂanfn,bn?n)‘

d,p Sup
Lq(@d) Bn)ns170 ’

anl |bn Yn|2

Lr(s9)
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Quitte & remplacer by, par by, /|| Y, || 12} (s¢) Ct en remarquant I’équivalence || Y, || 12(sd) ~=d 1 (voir (85)),
I’expression précédente devient

‘anla”b”}
\/W d,p Sup =
= Lq(sd) (br)nz170 “ 2onz1 1bnYul? Lr(sd)
‘Zn>1a”b }
~g,p SUp
(bn)n>]5é0 Zn>1 |bn l’l Lp(Sd)
2
=d,p Z|a"Yn| '
n>1 Lq(gd)

Validons maintenant les hypotheses des théorémes d’interpolation et dualité. En examinant (85) et en se
rappelant que % - change de signe en remplacant p par son exposant conjugué %, on comprend que
I’hypothese (37) est vérifiée avec v/en (x) = |V (x)| et en(x) = || Vu ||L2(§d)Yn (x)

Quant a I’hypothese (35), elle va s’avérer €tre une conséquence de la concentration gaussienne des
fonctions Y, . En effet, grace a (84) et (85), nous avons pour tout n € N* et x € s4,

YlYn(x)| C(d p)n 21, e ZA(x] x2)2 M
1YnllLr(say A(xl,xz) ,

)

Et il se trouve que x — A(x1,x2)” 7 appartient 2 I’espace de Lorentz L?*°(S%), ou ce qui revient
au méme que x > A(x1, x2)~ @1 appartient & L1:°°(S%) : la formule de changement de variables (89)
donne pour tout ¢ > 1

paix € S9| A(xq,xp) @D > 1} ~g / (1—x2 —x2) I{A(x1 xp)—d—D sy dx1dx2
2-‘:—x%<1

1
:d/ (1—r2)%rdr
cos(z—1/(d—1))

1
~g f -1 dr
cos(z—1/(d=1)

~q[1— cos(t_l/(d_l))]%
L
Z

Z/\

(88)

Comme p14(S?) est fini, Iestimation précédente est aussi valide si ¢ appartient 2 ]0, 1]. O

Remarque 3.7. Concernant I’hypothese (35), I'intérét des espaces de Lorentz est désormais flagrant. En
effet, en utilisant la minoration de (84), nous arrivons a

| Yn ()7

d—1 —(d—
VxeS?, sup = Cd.p)supn > L, sy < gy = C(d pIAGL ) @-1,
n>
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Or (88) est une équivalence si ¢ tend vers +oo. Cela implique que x — A(x1, x2)"@=D pest pas
intégrable sur S?. 11 s’ensuit que supp>1 | Ynl/ [ YnllLr(sa) 0 appartient pas a LP(S9).

La proposition 3.2 est alors une conséquence des propositions 3.5 et 3.6 et des théoremes 2.5 et 2.6.
On conclut avec une formule standard de changement de variables.

Proposition 3.8. Considérons un entier naturel k € [1,d] et une fonction intégrable f :S® — C qui ne
dépend que des k premiéres coordonnées y = (x1, X2, ..., Xg). En notant f(y) la valeur commune des
nombres f(y,z) pour (y,z) € S%, ona

f F) dpa () = g (S47%) / Fora—1y» =" ay, (89)
sd B (0,1)

ot 'on a noté By (0, 1) := {y € R¥, |y| < 1}. Dans le cas k = d, on convient que j1o(S°) = 2.

Démonstration. On donne les principales lignes la preuve du cas k <d — 1. Le cas k = d se traite de
méme. On introduit le changement de variables

B0, D\{0} x STTF > S () (v, (1= [y1P) 2w)
dont la différentielle au point (y, u) est I’application linéaire

ST G-y ),
I=1y?

Dy ¥ R x TS = Ty(yS?. (n.w) > (n,
L’injectivité de W et 'inversibilité€ de Dy )W pour tout (y, u) sont immédiates de sorte que le théoreme
d’inversion globale sur les variétés montre que W est C!-difféomorphisme sur son image (qui est de
mesure pleine dans S$¢). 11 nous reste a étudier le_iransport des formes volumes. Considérons d’abord

dans R¥ une b base orthonormée de la forme | E &, ..., &, puis dans T,S? % une base orthonormée
quelconque 191, ovo, Ug—_k. Ainsi,

(Ii_l’o)’ (.0).....(E.0).(0.91).....(0.04_2)

Sd —k

est une base orthonormée de R¥ x Tu . Il s’avere que cette base orthonormée est envoyée sur une

famille orthogonale de I’espace tangent Tq,(y,u)Sd

1
Dy ¥(2:.0) = ———(LVI= P ~Iylu).
o (7 1_|y|2 V] 1% =yl
2<i<k.  Dpu¥(E.0)=(&.0).

— —
1<j<d-—k, Duun¥0,9)=v1-]y>*0,9).
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Par conséquent, D, ,,y¥ multiplie localement les volumes par (1 — | y|?) S Le changement de

variables x = W(y, u) nous amene a la formule
[, rduato= [ F (VTP ) -1y
sd B (0,1)xS4—k

= g (577) / Fora—
Bk(O,l)

O

3C. Preuve du corollaire 3.3, injections de Sobolev probabilistes des fonctions Y,. Nous avons vu dans
la preuve de la proposition 3.6 que les espaces PL? (Sd, @CYn) sont stables par dualité. Comme il en
est de méme des espaces de Sobolev, on peut se restreindre au cas p > 2.

L’inégalité triangulaire (2) et les estimations (10) donnent immédiatement 1’inclusion

A5 6G-3)(s?) cPLP (S, DCY,).
Montrons maintenant 1’inclusion

PL? (S, PCY,) c (A7 G5 (s9),

Autrement dit, pour toute distribution u = anl anYy, il s’agit de vérifier ’inégalité suivante

||u||H%(% Sd.p.e lullpLrse, @ey,)-

—%)—%(gd)

d—1 o .
On pose So =0et Sy, =Y j_1k 2 |ax|? pour tout n > 1. En utilisant une transformation d’Abel et
une inégalité de Holder, on a

_ 1_1)_
W2 ey gy s, = 2on @07, 2
H 2 \27» _E(Sd) 1
1_1 d—1
:Zn(d DG=3)==(F) (s, — S,_1]
n>1
d—=1
— —e
=:§:’1 P [Sn — Sn—1]
n>1
N
< li Sn + SN
~d,p.e  1m d—0 Sup —a—p
N—>+00n:1 nT+1+6‘ Nzl NTJ{‘E
N Sa
< lim _—
~d,p.s [C=) Sup Z ETN 1)
N=>oo  Tin » +1+8 Nzl,_Nn » Tl+e
< —S”
~d,p,8Z d—1)
no1n P +14¢

2 2
1 Sn S,2 N\
< X < [ —
~d,p,e § : 1—2.1¢ dt1 ~d,p.;s § : drl :
Z n e

n>11 n>1Nn 2
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3D. Normes LP des fonctions zonales. Parmi les modes propres de A, les fonctions Z, sont connues
pour maximiser la croissance des quotients || Zn||zr(sa)/[|ZnllL2(say si n tend vers +o0o avec p >
2(d +1)/(d — 1) (et cela est méme optimal d’apres les inégalités de Sogge (4)). En ’occurrence, la
formule de changement de variables (89) donne

1 d—2 d—2
_ P d=2 d=2 a=2
1Znll7 p(gay = /S |Zu ()1 dpg (x) = pg—1 (S~ xn2 / lan( 2 |10 7 .
puis [Szegd 1975, page 391] nous fournit les estimations des normes (6).

3E. Preuve de la proposition 3.1, randomisation des fonctions zonales Z,. La description des espaces
PL? (Sd, @CZ,) est plus délicate que celle des espaces PL? (§d, @D CY,) car on ne peut pas raisonner
par interpolation complexe en faisant parcourir p dans 2N. Cela dit, une fois cette description obtenue,
les injections de Sobolev probabilistes (82) des fonctions Z;, se démontrent de fagon rigoureusement
semblable a celle des fonctions Y, du corollaire 3.3 et ’on se permet d’en omettre la preuve. Avant
d’expliquer plus en détail la difficulté rencontrée dans cette preuve par rapport a celle de la proposition 3.2,
commengons par rappeler les estimations précises des polyndmes de Jacobi.

Lemme 3.9. Pour tout o > —1, il existe des constantes ¢ = c(a) €10, 7] et C(a) > 1 de sorte que pour
tousn € N* 'on a

= ¢ _¢ (a,@)
Oc [0, n] U [71 n,n] - C( <P cos(©))] < Clam”. (90)
On note ensuite N = n +a + % etog=%(a+ %) Si © appartient a [, & — ] alors
203 Oq (1
P4 (cos(®)) = ’ 1 [COS(N@—Q) + _a( ) ] 91)
Jrn(sin ®)%*2 n sin(©)

out le terme Oy (1) vérifie |Oy(1)| < C(w).

Démonstration. Ces estimées découlent des formules (4.1.3), (4.21.7), (7.32.5) et (8.21.18) du livre
[Szeg6 1975]. La formule (4.1.3) nous donne P,f“’a)(—xl) =(-D" P,f“’a) (x1), ce qui nous ramene au
cas ® € [O, %] D’une part, on a toujours
+o n*
Py = ("1 = A
w 0= )2 e@
Pour tout x; € [1 —1/n2, 1], on peut estimer grace aux formules (4.21.7) page 63 et (7.32.5) page 169 :

‘dx P(“ A (x )’ = 1‘(11 +2a + l)P(TlLl’aH)(xl)} < C(a)n®*2,

Choisissons ¢(a) = 1/(2C(a)?) de sorte que 1/C(a) — c(a)C(ar) = 1/(2C(x)). On a
c(a) ( n“
l-—2<x;<1 = P@&Y(x)>
n2 =1 (x1) = 2C(a)’
De nouveau, d’apres la formule (7.32.5) de la page 169 et quitte a augmenter C(«) > 1, on a aussi
P,g“’a)(xl) < C(a)n®. Cela nous donne (90). Quant a (91), c’est la formule (8.21.18) de la page 198. O
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Dans la suite, on notera

® := arccos(xy) € [0, 7]

la distance géodésique d’un point x € S4 au pole (1,0,...,0). D’apres (5), (90), (91) avec o« = %, on a
s
c c
@e[o, ;]U[n—;,n] - C(d) <|Zn(x)| < Cdn"T", 92)
c c Cc(d
@E]—,n——[ o Zar) < 9 93)
L R sin(®) 2z

C’est d’ailleurs avec ces estimations que 1’on peut obtenir les estimations (6) des normes dans L7 (Sd)
des fonctions Z,. Ces dernieres disent que seule la concentration au voisinage des pdles est significative
dans I’échelle des espaces L? (Sd ), avec p > dz—fll. Il est donc naturel de comparer Z, a sa restriction
Z, au voisinage du poéle (1,0,...,0) :

Zn(x) := 119 £1(©) X Zp ().

La fonction Z n se concentre sur une boule de centre (1,0, ...,0) de rayon % et avec une amplitude

@=1/2 14 preuve de la proposition 3.2 consistait a comparer | Y, | a sa restriction Y,, autour d’une

d’ordre n
géodésique. Le lemme 3.4 assurait alors que les fonctions | Y| ont les mémes estimations multilinéaires
que les fonctions Y,. Malheureusement, il est illusoire de refaire le méme argument en approchant
les fonctions Z;, par les fonctions Zn par exemple pour étudier 1’espace PL® (Sd, QB(DZn). Utilisant
I'équivalent || Zp ||z 2(say =q 1, (92) et [Burq et al. 2005, page 8], nous avons en effet pour tout entier
neN*,

~ ~ ~ Cc(d
/ IZl(x)|4|Zn(X)|2dud(x)SC(d)/ IZn(X)Izdud(X)f—( )<</ 1 Z1 () Zn ()1 dpa (x).
sd sd n sd

L’estimation précédente est une manifestation de la mauvaise qualité de I’approximation de Z, par Zn
dans L2(S%), phénomene qui ne se produit pas pour les fonctions Y,. On ne dispose donc pas d’un
résultat analogue au lemme 3.4. Cela nous oblige a raisonner différemment.

Proposition 3.10. Pour tout réel p > d2d1 , il existe une constante C(p,d) > 1 telle que pour toute suite
complexe (ap)n>1 et tout x € S9 vérifiant O(x) € [ ] ona

= d =
\/ Z Ianzn(x)|2 <C(p.d) Z |anzn(x)|2 (P ) “ \/ Z |anZn|2 (%94)
n>1 n>1 smP n>1 Lr(Ss9)
Par conséquent, on a
H D lanZal? <C(p. d)H D lanZnl? : (95)
n>1 Lp.oo(gd) n>1 Lp(§d)

Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose que la suite (a,) n’a qu’un nombre fini de termes
non nuls. L’idée consiste essentiellement a décomposer les différentes fonctions en jeu en somme de
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fonctions a supports disjoints deux a deux. La formule de changement de variables (89) donne

/ 1y ¢ 1(0) dpa (x) = pg—1(S?~ 1)/ o @)1 -x) " dxy

& [ g@)sin@) 1o

~ 1
d—-
nd+1

En posant S, = ZZ=1 kd-1 lax|? pour tout n € N*, nous avons grice a (92),

V2 lanZuP =a 3 0" ManP 1 ¢1©) =a Y VSul) ¢ (). (96)

n>1 n>1 n>1
et donc
1 L2 1
= 2 £ Si \
O YA C=ap| 28 Uit ](®)dud<x) ~ap (2 am) - OD
n>1 LP(s) n>1 n>1

On peut maintenant estimer Z (x) — Zn (x). En tenant compte de (93) et du fait que ®(x) appartient a
[(), 2] nous avons

= % 1 c,Z (®) % (@)
\/Z |an|2|Zn(X) —Zn(x)|2 <d (Z |ak|2) % + Z(Z |ak|2) ]n+1 n]
nzl k>1 SHI(C) I Vg sin(@) 7+
(Z|ak|2) 1z (®)+Z( a1y |ak|2) 1 e c)(©).
k>1 n>1 k>n
=41(0) 1=42(6)

On va faire quelques calculs avant d’attaquer 1’estimation des termes A1 (®) et A>(®). En convenant
que So = 0, nous pouvons effectuer une transformation d’ Abel pour tout n € N

k91qy |2 =) 1 1
2 k n
Z|ak| Z kd—1 (n l)d—l kg};(kd—l (k l)d_l) k ©8)

k>n k>n

Puisque la suite (a5),>1 n’a qu’un nombre fini de termes non nuls, la suite (S,),>0 est bornée et la

derniere série converge bien. On va exploiter I'inégalité p > dz_dl’ ou encore

2(d
(d— ( H)) P _4_ %
p p—2 p—2

L’inégalité de Holder avec les exposants conjugués pp 3 % :

)z
el 72 (N)
‘*

S

d—1 d—1 k

(n+1) § <(n+1) E : 2(d+1) sz(d+1)
p

k>n k>n
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2

- N S2 N3
<@+ 1(de_2) (Z kdlil)

p—2

k>n k>n
d 7 \2
<d.p (”+1) ! (Z Sk )"
R =) kd+1
2d S5 E
Sap(+1)7 (Z kd’iH) (99)
k>n
2d = 2 2
Sap n+ 07 | /> lanZy| : (100)
n>1 Lr(s9)

ot I’on a utilisé (97). On peut alors contrdler A1 (®) avec (98) et (100) pourn =0 :

1
Lrsd)ysin?/P(@)

100 = Sk x 1y 5(0) 5y | JS lanZaP

k>1 n>1

Pour contréler A, (®), on utilise (96), (98) et (100) :

A2(0) Sap Y VSl @)+ Y07 | /> anZal? i 51©)
n>1 n>1 n>1
d.p ¢; lan Zn () + ¢Zl anZal| @)

On a donc obtenu (94). Passons a I’inégalité (95). Comme les polyndmes de Jacobi sont pairs ou impairs,
les fonctions x — | Z,(x)| sont invariantes par la transformation ®(x) — & — ©(x). Se rappelant que
| - Il L ».co(say n’est pas une norme, on sait qu’il existe néanmoins une constante universelle C > 1 telle

v/ |anZn|2 fCH,/ |anZn|2X101 (©)
H ,; LPr-oo(sd) ,; [03]

Pour obtenir I’estimation (94) a partir de (95), on remarque d’une part I’'inégalité triviale

H V2 lanZal? > lanZnl®

n>1 n>1

que

Lp.oo(g,d)‘

Lros(sdy Lr(sd)

d’autre part que la fonction x — sin(©(x))~?/? appartient 2 L?:°°(S?). Cela peut se vérifier avec la
formule de changement de variable (89) mais il est plus simple de remarquer que sur un voisinage V du
pole (1,0,...0) € S4 nous avons I’équivalent sin(@)~4/P ~ @=4/P ¢t que la mesure de S9 sur V est
comparable a la mesure de Lebesgue d’un voisinage de I’origine de R4, O

Si ’on essaie d’estimer directement la norme dans L?(S%) de +/ D ons1lanZn 2 en comparant Z,
avec Z n a l’aide de (92) et (93), alors la preuve précédente montre que I’on commet une perte avec
I’inégalité de Holder. De fagon précise, apres application de 1’inégalité de Holder, la formule (99) et le
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contrdle de || A2(®)| 1 »(say conduisent aux inégalités

YU PORcn NN ONS SECl S SRS 1 zkdﬂ

n>1 k>n Lr(s?) n>1 k>n n>1" k>n
In(k + l)
d,p Z kd+1
k>1

Par comparaison avec (97), I’estimation précédente est mauvaise en raison du terme logarithmique. Un
argument d’interpolation réelle bien connu va nous permettre de corriger le facteur logarithmique. C’est
maintenant que le théoreme 2.5 intervient via le lemme suivant.

Lemme 3.11. La famille d’espaces de Banach (PL? (Sd, @@Zn))
réelle au sens du théoreme 2.5.

pe]l,+oof €51 stable par interpolation

Démonstration. 11 s’agit d’appliquer le théoréeme 2.5 avec
~ Z
E,=CZ, et +eu(x)= M
1ZnllL2(s4)

D’une part, on a le comportement asymptotique

=~ d-1_d
Vp>1. | Zullprsay =apn 2 7,

ce qui nous assure la validité de (36). Quant a I’hypothese (35), on peut écrire d’apres (92) :

veest, sup 2O o pyqup 12O _ p)supn?IP 1, 01(6) < . p)

nzl1 ||Zn||LP(§d) n>l nz2 » Sin(@)d/p'

Or I’on a remarqué 2 la fin de la proposition 3.10 que la fonction x > sin(®)~%/? appartient a L?>*°(S%).

O
Nous sommes en mesure d’obtenir la partie de la proposition 3.1 qui décrit PL” (Sd, pCcz n)
Proposition 3.12. Pour tout réel p > dz—fl, et pour toute suite complexe (ay)n>1 on a
H\/Zlaniﬂ2 ~d.p D anZnl? . (101)
n>1 LP(s9) n>1 LP(S9)
En outre, on a
|zl P i) |’ (102)
anlnp Zd.p d+1 ag .

Démonstration. L équivalence (102) découlera de (97) et (101). Montrons donc (101). L’inégalité |Z n| <
|Z,| donne un sens de 1’équivalence (101). L’autre sens équivaut a la bornitude de 1’opérateur :

PL?(S?, PCZ,) — LP(SY, 62(N*),  (anZn)nz1 > (@nZn)n>1.
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L’inégalité (95) de la proposition 3.10 montre, pour tout p > d 1, la continuité de 1’opérateur
PL? (S, @CZ,) — LP®(S, 2 (N"),  (anZn)nz1 > (@nZn)nz1.

A présent, il s’agit de raisonner par interpolation réelle. Fixons deux réels py et p tels que

2d < <p<
d 1 pl p p2

Considérons de plus I'unique réel 8 € [0, 1] tel que

1 1-60" ¢

= + =,
p Py D

Par application de la méthode d’interpolation réelle |-, -]g/ ,, I’opérateur suivant est borné :

[PL7 (5%, @CZ4). PLP (54, DCZ)],, , — [LE (5. AN, L2254 AN,
(anzn)nzl = (anZn)n=1-

L’espace de départ s’identifie a PL? (Sd, EB(DZ,,) d’apres le lemme 3.11. Quant a I’espace d’arrivée, il
s’identifie 2 L2 (S?, £2(N*)) d’apres le théoréme 2.32. Cela prouve (101). O

En apparence, on n’a pas montré I’interpolation des espaces PL? (Sd , @CZ,,). La preuve de la
proposition suivante montre en fait que cela est inclus dans I’inégalité (94).

Proposition 3.13. Les espaces PL? (Sd ,pCz n) sont stables par interpolation réelle et complexe pour
p parcourant ] dz—fl, +oo[ au sens du théoréme 2.5.

Démonstration. On peut donner deux preuves. La proposition 3.12 montre que les espaces
PL”(Sd ,@CZ,) et PLP(S?, PCZ,)

sont isomorphes pour tout p > d . Le lemme 3.11, qui contient aussi dans sa preuve 1’interpolation
complexe, donne alors la conclus1on.

La seconde preuve utilise aussi la démonstration du lemme 3.11 avec I’argument additionnel suivant.
D’apres (94), on a pour tout x € S¢ vérifiant ©(x) € [0, Z],

C(d, p)

@) = €W PIZaW + e

1 Zn Lo say-

La symétrie ©(x) <> 7 — O(x) et le fait que sin~? (©) appartient 2 L1:°°(S?) nous donnent

sup M L)Ig,w(gd)_

neN* 1 ZnlLr(sa)

On conclut par application du théoréme 2.5 pour les espaces PL” (Sd, éeCcz ,,) O
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1 d.n) = (2,5) L (d,n)=(2,10) 1 (d.n)=(2,50)
N A JANVAN NIV WAWA
2m \/ 2n v \/ V'V
0 0,5 1 1,5 0 0,5 1 1,5
e T

Figure 2. Graphes de la fonction x > eg ,(x).

4. Espaces PL? pour Ioscillateur harmonique sur R¢

4A. Reformulation des énoncés. On reprend les notations de la partie 1C. En particulier les résultats
énoncés sont valides uniquement en dimension d > 2. Pour tout p € [1,+oo[, I’étude de 1’espace
PL? (Rd , @Ed,n) passe par la compréhension de la localisation des fonctions

eqn(x) :=sup{[un(X)* | 1n € Egp. ltnllp2@ey =1}

= Y hi(xD)? Ry (xa) (103)

(i1 ,...,id)GNd
il ++1d =n

Suivant I’idée selon laquelle seule la concentration de ey , devrait €tre significative, on démontre le
résultat suivant.

Proposition 4.1. Pour tout entier n € N* et tout vecteur x € R% on a

X <V22n+1) = egn(x) <Cdn?",
> (104)

x| = v22n+1) = ed,n(x)§C(d)e_f|5<d>.

11 existe aussi une constante universelle a € 10, 1] et un entier n(d) € N* tels que pour tout entier n > n(d)

on a, quitte a augmenter C(d) > 1, l'implication

d
C(d) nz=1 d_q
7 < < a2 1 = < <C(d . 105
2+ 1 =bl=avan+t C(d) = ean(x) = Cld)n* (10

On justifiera plus loin que la fonction x > eg4 , (x) est invariante par rotation autour de 0, si bien que
lonaeg,(x)=eq,((|x],0,...,0)). A titre d’exemple, on examine 2 la figure 2 les graphes pour d = 2
etn €{5,10,50} de ez ,(x) en fonction de |x| € [0, 3 2n + 1].

La majoration (104) est grossicre et est obtenue grace a des majorations classiques des fonctions de
Hermite. Quant a la minoration de (105), sa démonstration est plus subtile et utilise des approximations
essentiellement optimales des fonctions de Hermite dues a Muckhenhoupt. On notera que nous sommes
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obligés d’éviter, en toute rigueur, un voisinage de 1’origine pour effectuer une minoration uniforme de e .
En effet, pour tout entier n impair la fonction £, est impaire et donc e ,(0) est nul.

Apres la rédaction de cet article, Didier Robert nous a signalé le lemme 10 de I’article [Hanin et al.
2015] dans lequel se trouvent des estimations plus précises si |x| appartient a un compact de la forme
[ax/2n +d,b~/2n +d] avec 0 < a < b < 1. Par souci de comparaison, on se permet d’écrire cette
approximation :

[a—1(S971)
(2m)4

ean(x) = n+d =13 (14005 (5))
ol O, p est uniforme en la condition a < |x|/+/2n 4+d < b. Il s’agit d’une loi de Weyl locale pour
I’oscillateur harmonique. Dans la théorie des espaces de Lebesgue probabilistes, il apparaitra que 1’on
peut en fait considérer, en premiere approximation, que la fonction ey , se localise uniformément sur le
compact B, (0, +/2n + 1) avec une amplitude d’ordre n g1,

Une application immédiate de la proposition 4.1 est donnée par les estimations

N a—1 ) A[4-144]
Vpe[l,+oo[U{+oo}, VneN", | /eaunlprway ~=a,pn 2 22 7 =n2l2 1. (106)

d d
4144

La majoration |leg || P est connue pour p > 2 et est généralement traitée par

<
. | L8 @y > . o e T
interpolation entre p = 2 et p = +00, mais nous ne connaissons pas de référence ol 1’optimalité est
prouvée (voir [Poiret et al. 2015, Lemma 3.5] et les références indiquées). Les hypotheses du théoreme 2.6

de dualité sont alors trés faciles a vérifier. D’une part, (13) nous donne

Vpell,+ool, [Veanlrrwaylvean ||Lﬁ(Rd) Sa,p dim(Eq ;). (107)

D’autre part, en utilisant (104) et (106), on a

_1x?
Vi e N* Vvedan(x) <, 1 1 ) + e T
B i e A e )
x 2
up vV €d.n (x) sd,p ld _|C(|d)
n>1 | ednllLr @) |x|»
/e

sup _ Vodn € Lp’°°(IR§d).

n>0 ”«/ed,n”Ll’([REd)

(108)

Ainsi, on sait par avance que les espaces PL? (IRd, PE d,n) sont stables par dualité. Tout comme pour
les harmoniques sphériques, ces espaces vont s’identifier a des sous-espaces de distributions sur R4
Pour le voir, commencons par rappeler la définition des espaces de Sobolev naturellement associés a
I’oscillateur harmonique. En notant IT, : L2(RY) — L2(R9) le projecteur orthogonal sur

Eg ., =ker(—A + |x|?—2n—d),
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on a s
Vs >0, H'(R?):=Dom((—A +|x|*)2)
= {u e L2RY) | (=A + |x|*)2u € L2(RY))
= e L2 | 14T 0y < +00].

nenN

Rappelons aussi que cet espace abstrait admet, si s € N, la caractérisation fonctionnelle suivante (voir la
preuve de [Yajima et Zhang 2004, Lemma 2.4 ; Imekraz et al. 2016, page 2765]) :

#H*(RY)
={ue L*R?)|V(mo,mi1,...,mg) NY, mot---tmg <s=> [x|"0FTL - 07due L2®R)}. (109)
Toute fonction ¢ de I'espace de Schwartz S(R%) = MNsen HE (R%) admet alors une décomposition

C()

0= Z Ma(p), Ya>0, VYneN*, [Mu(d)lr2@e) <

n>0

On en déduit par dualité que toute distribution tempérée u € S’ (R?) admet une décomposition en série
faiblement convergente pour la dualité (S(R?), S’ (R?)) :

U= Z O,(u), Fa>0, VneN*, |T,u)l2gs < Cl@)n®.
neN

Cela nous amene a définir des espaces de Sobolev pour tout s € R :

VseR, H'(R)= {u e S'(RY) ‘ > a +1)° [T ()7 2 gay < +00¢ -

neN
Nous pouvons maintenant énoncer un lemme d’identification.
Lemme 4.2. Pour tous p € [1, +00[ et (up)nen € PL? ([Rd, @DEa ). la série Y u, converge pour la

dualité (S(R?), S’ (R?)) vers une distribution tempérée. Par suite, on peut identifier PL? ([R{d, @Ed,n)
au sous-espace des distributions tempérées u € S' ([R{d ) vérifiant

€d n(x)
= I1,
||u ”PL"(R",EBEn) ” \/Z || (u)”LZ(Rd) di m(Ed n)

nenN

< 4o00.
LE(R)

Démonstration. On invoque I’inégalité triviale :

[[n ||L2(Rd)

lullpLr (e > sup ———==|lVea nllLr ma)-
PL? (R y@Ed.n) neN dlm(Ed,n) nllL?([RY)
Les équivalents (13) et (106) assurent que (|[un||12(ga))nen €st & croissance polynomiale. O

La proposition 4.1, le théoreme 2.6 de dualité et le théoreme 2.5 d’interpolation vont nous permettre de
décrire completement les sous-espaces PL? ([F\Rd , EBEdn) et leurs propriétés de dualité et d’interpolation
pour p €]1, +ool. Cela nous donne 1’équivalence (i) <> (ii) du théoreme 1.4.
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Théoréme 4.3. Pour tout réel p € [1, +oo] et toute distribution tempérée u € S'(R%), on a

1

d_y ”Hk(u)”iz([@d) 5 7
e @e,@ £, ) Zd,p 1Mol 2ay + | D n2 7Y ———F=—— . (110)

4
n>1 k>n k>
En outre, nous avons les propriétés de dualité et d’interpolation
(i) pour tout p €11, +00[, on pose ¢ = £~ ’exposant conjugué. L’injection canonique
4 4 poseq = 5 4 jug j q
/
Ap:PLY(RY, PE,,) — PLY (RE, DE, ,)
qui a un élément w € PL4 ([Rd, @Ed,n) associe la forme linéaire

u € PL? (Rd, @Ed,n) = Z(Hn (), Mn(w)) 2 (Ra)

n>0

est bien définie et est un isomorphisme d’espaces de Banach.

(ii) les espaces (PLp ([R{d LPE d,n))
du théoreme 2.5.

pell.+oo[ SO stables par interpolation complexe et réelle au sens

Le théoreme précédent ressemble aux propositions 3.1 et 3.2 mais sa preuve est bien plus simple car
la concentration des fonctions e , est bien meilleure que celle des harmoniques sphériques Y et Zj,
étudiées dans la partie 3. En effet, la proposition 4.1 assure que I’on peut brutalement controler ey , (x)
par le terme gaussien e~ P/C@) « 1 3 extérieur de la boule B4 (0, v/2(2n 4+ 1)).

L’équivalence de normes (110) implique déja quelques faits non triviaux :

— pour tout p € [1, +o00[ on a I'inclusion PL? (Rd, @Edn) C H‘%(Rd). Cela signifie qu’il faut un

minimum de régularité pour espérer arriver presque siirement dans L? (R%).

— pour tous réels p1 < p on a I'inclusion stricte PL?' (R4, D E, ,) C PL?2(RY, D E,; ). D’une
part, cela contraste fortement avec le fait que LP! (R?) n’est pas inclus dans L?2(R%). D’autre part,
la conclusion du théoréme de Paley—Zygmund est vérifiée pour 1’ oscillateur harmonique (choisir
r1=2).

Il est temps a présent d’énoncer les injections de Sobolev probabilistes de I’ oscillateur harmonique

multidimensionnel (ce qui donne la fin du théoreme 1.4).

Théoreme 4.4. Pour tout réel p € |2, +00[, on note g = % €11, 2[. Nous avons les inclusions

H4G ) RY) cPLP(RL. P Ey,) ¢ NH 4GP ®D),

>0
U2t md) cPLIRY, D E,,) c @3 ®m?).
e>0
Remarquons que pour tout g € [1,2], espace PLY(R?, D E,; ,) C L?(R?) est un espace de fonctions
(alors que pour les harmoniques sphériques Yy, ’espace PL? (Sd, @CZ,;) est en général constitué de
distributions). En choisissant mo = 0 dans (109), on voit que ’espace de Sobolev H?* ([Rid) est inclus
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dans 1’usuel espace de Sobolev H* (Rd). Dans le cas p > 2, les injections de Sobolev déterministes (17)
s’écrivent alors

# G2 (rd) c HGH) @) c LP(RY).
En autorisant un aléa pour arriver dans L? ([R{d ), I'injection de Sobolev probabiliste
H 4G RY) c PLP(RL D Ey )
assure donc presque slirement un gain de 2d (% — %) dérivées.

4B. Rappels sur les fonctions de Hermite. Par récurrence, on peut simplifier (103) en

n
2 2 2
ean(¥) = D hiy)? o hiy(xa)? =Y eqoi k(X1 Xa Dk (xa).
(i15eees id)ENd k=0
i1++ig=n

Cela dit, nous allons utiliser d’autres formules plus maniables. Remarquons que toute rotation linéaire de
R4 commute avec I’oscillateur harmonique —A + |x|? et laisse donc invariant son sous-espace propre
E; ,, associé a la valeur propre d + 2n. On en déduit que la fonction e; ,, de E4 , ne dépend que de la

|x|:1’X%+"'+X§

norme euclidienne

et I’on peut écrire

ERd_l
n e e 5
ean(¥) =Y eq_1k(|x.0.....0)hy_(0) (111)
k=0
n E[Rdfl
—— )
=D ea—1k(0..... 0y (x> (112)
k=0

Le résultat suivant nous donne des estimations faciles en 0.

Proposition 4.5. Pour tout entier k € N, on a hoy4+1(0) = 0 et I’équivalence (=1)*hy (0) ~ m.

Pour tout entier n € N, on a

NEWN+1=es,(0)=0, ne2N=eg,(0)gn?.

Démonstration. La premiere équivalence découle de la formule (5.5.5) de [Szegd 1975] :

Hy(0) _ JeoI 1
VQUE Jr o k2krlt m ik

(—1)Fhyp (0) = (—D)¥
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Pour le cas n impair, on a déja remarqué I’égalité ey ,,(0) = 0 aprés I’énoncé de la proposition 4.1. Pour
le cas n pair, on peut écrire :

ean©) = > h2i(0)2-h2;y(0)?

2iy4-A2ig=n

~d Z !

2i1+~+2ig=n \/(1 +i1)-- (1 +ig)

2d Z n%

20 +-F2ig=n

41
Zdnz .

. . d_ . ¢ £ .
La majoration e4 ,, (0) <z n2 1 peut se démontrer par récurrence sur d en séparant les sommes suivantes
: n .
selon que £ est plus petit ou plus grand que 7 :

%2: %ed 1.n—2¢(0)
ean(0) =Y eq_1n—20(0)hpe(0)? =) Fr—— O
=0 =0 VIt

Nous aurons besoin d’estimations précises concernant le comportement des fonctions de Hermite. Pour
le résultat suivant, on fait référence a [Thangavelu 1993, Lemma 1.5.1] ou [Muckenhoupt 1970b, (2.3)].

Proposition 4.6. 1l existe deux constantes universelles C > 1 et y > 0 telles que pour tous x € Retn € N

ona
C

V|2n+l—x2|+\3/2n+1
IX|>V22n+1) = |ha(x)] < Ce ",

En particulier, on a

IX[=v2@n+1) = [h(x)]=

C
n+2—x2

Comme les fonctions /i, oscillent et s’annulent plusieurs fois, les estimations de la proposition 4.6

x| <V2n+1=|hy(x)| < (113)

sont inutilisables pour minorer les fonctions |h;|. Pour remédier a cela, on fait appel a un résultat
d’approximation des fonctions de Hermite dii a Muckenhoupt [1970a, (2.4), page 421] et prouvé a partir
de [Erdélyi 1960, 6.12, page 23].

Proposition 4.7. Introduisons la fonction croissante ® : [0, 1] — [0, F| définie par
u
P(u) = / V1—s2ds = %arcsin(u) + %u\/ 1 —u2.
0

Il existe une constante universelle C > 1 telle que pour tousn e N et x € [0, /2n +1—(2n + 1)_%] ona

V2 - CV2n+1

hy(x)— - cos[(2n + l)qD( < =.
VrQ2n+1-x2)4 (2n+1—x2)3

i) 5
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Démonstration. En fait, le terme principal est exprimé dans [Muckenhoupt 1970a, (2.4), page 421] sous
la forme différente mais équivalente

V2 - cos[ £ (2n + 1)[260 —sin(26)] — %],
Vr(2n+1—x2)%
. . . 2
avec 0 = 2 —arcsm(ﬁ) et donc sin(26) = 2sin(0) cos(0) = 2¢2§+1 V1= O
Pour tout 8 €10, 1] et x € [0, B+/2n + 1], I’inégalité (113) et la proposition 4.7 nous amenent donc a
2 X nm C(B)
h (x)z——cosz[(2n+l)<b(—)——:| < (114)
g m2n+1—x2 V2n +1 2 (2n+1)%

C’est la formule précédente et la proposition 4.6 que nous allons utiliser pour comprendre la localisation
spatiale de la fonction ey ,, de I’oscillateur harmonique multidimensionnel.

4C. Preuve de la proposition 4.1, majoration (104) de la fonction e 4 p. A l’aide de [Koch et Tataru
2005, Corollary 3.2, case n > 2 and p = 00, A = +/2n + d], on a pour tout x € R4

eqn(x) =sup{lun(X)|* | tn € Eqn. lunlp2@ay =1}
= Sup{”unllIZJOO(Rd) | un € Ed,n, ||un||L2([Rd) = 1}
<Cd)n% 1,

Il nous reste a analyser le cas |x| > /2(2n + 1). Nous ne traitons que le sous-cas n € 2N car le
sous-cas n € 2N + 1 se traite de la méme facon. La formule (112) et la proposition 4.5 donnent

n/2 n/2

d_3

ean(¥) =Y hop(x)?eq—1n—2k(0) =g Y hor(|x])>(1 +n—2k)272.
k=0 k=0

Par suite, la proposition 4.6 nous donne

n/2
ean(x) < C)e PN (140 —26)572 < C(d)ns 272 < C(a)|x| 4 e 2P,
k=0

_|x|2
Quitte a augmenter C(d) > 1, le majorant précédent est majoré par C(d)e C@ .

4D. Preuve de la proposition 4.1, minoration (105) de la fonction e4 ,. Pour tout entier d > 2, on va
démontrer par récurrence sur d 1’assertion

FH(d): Vo €]0.sin(z)[. 3C(d.@)>1, liminf inf ¢d.n(*) > 0.
) n=-+oo\ L) jr|<qyantT 1%~
2n+1— —

Dans toute cette preuve, on aura besoin d’un réel g € ]a, sin(%)[ et I’on choisit par simplicité

B := 3 (a +sin(3)). (115)
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Premier cas : H(2) avec n € 2N. 11 s’agit du cas le plus technique. Tout d’abord, I’invariance radiale de
e2 . et la proposition 4.5 donnent pour tout x € R?,

n/2 n/2

hak(x])?
n = h hp -2k (0)* = N et
e2n) = 3 hap(be k00 = - EEE

Afin de pouvoir exploiter la formule (114), nous avons besoin de considérer des indices k du méme
ordre de grandeur que n. De fagon précise, nous allons sélectionner les indices k tels que wn <k<3.
Puisque ’on a 8 > o, on déduit que I’on a

2 2 2
n<—k+ (5——1) 2n+1<'3—(4k+1) av2n+1<p+4k +1.

En utilisant (114) et en imposant |x| < «+/2n + 1, il existe une constante C(«) > 1 telle que

€xn (x)
C(oc)

> os? | (4k 1q>(¢)}—
Z ﬂ,/(1+n—2k) [( 0 Viak +1 2; @k + 13 (1+n—2k)2

<
2ﬁ2 = =

a2
2

(SN

ce qui se minore grossieérement par

1 ) |x| C(Ot)
Cam 2 ™ [(4k+1)¢( 4k+1)}_ 2

4k +1)3(1+n—2k)2

k<

NIz

seonsk=} S
Or on a immédiatement

<C(a)——=

(4k +1)3 (1 +n—2k)2 n32  n

C(a) vn  C(a)
> = .

72<<
2 =

(SN

Notons a present [ 257 n-| le plus petit entier supérieur ou égal a ——=n et L J le plus grand entier inférieur

219
ou égal a 7. Si I’on définit

- A
Shxaf)= Y COS[Z“"“)@(m)]’

2n]<k=|4]

alors notre minoration se reformule en

1 2 Cl)
e2n() Za 3 (1= G ) + 5, Snx.0f) = & (116)
L’estimation grossiére |S(n, x, «, B)| < (1 — ﬂz) ne suffit pas pour minorer e; ,(x). Nous allons raffiner

cette estimation grace a I’oscillation des termes. On va faire appel a la formule d’Euler—Maclaurin au



338 RAFIK IMEKRAZ

rang 0 en posant

|x]

’ 41
Vle[zﬁz 2N } ax(t) :=2(4z+1)<b(\/%)_2(4t+1)/ﬁmds

x|
Var+1

Cela nous permet de reformuler S(n, x, o, 8) en

ai(t) = 4arcsin( ) € [0, 4 arcsin(B)].

COS[aX([Wn])]z-FCos[ax(LEJ)] N A ;jﬂ cos(ax (1)) dr — f|_ ;;ﬂ a (1) sin(ax ()|t — 1] — ] dt

La deuxieme intégrale est contrdlée grossierement par

<3| ) o1~ )

Passons au controle de la premiere intégrale. La forme de la minoration (105) nous autorise a supposer

‘ / @ (t) sin(ax (1))[r — 1] — 3] dt

232"

x # 0. Remarquons maintenant que ¢ — a’,(t) est strictement positive et décroissante. En utilisant une
intégration par parties, on obtient

L3 sin(ax (1)) L3 15] LV
/l_az ]cos(ax(l)) dt = |: 20 ][az p /|_;;2n_| (a;(t)) sin(ax (1)) dt

252"

'/ cos(ax(t)) dt| <
52”

A AR

La définition (115) de 8 nous autorise a majorer

. 2 V2n+1 n o? 2n
|S(n,x,oz,,3)|§1~|—narcsm(ﬁ)(l—ﬁ)+ 2| §1+Z(1—E)+m.

On peut donc choisir C(2, o) > 1 de sorte que I'inégalité C(2,)/+/2n + 1 < |x| implique

n 2
St x.0p)l <1+ 5(1-55):
On conclut a I’aide de (116).
Deuxiéme cas : H(2) etn € 2N+ 1. Par invariance radiale et par imparité des fonctions de Hermite 4,, o,

on obtient

(n+1)/2 (n+1)/2

ean(x) = hak—1(1x)*hn—2k+1(0)% =~ hak—1(1x])?
;; 2k—1 2k+1 Z 2k—1 m
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En notant K 1’ensemble des indices k vérifiant

o? a? 4 B2 n+1
St <k= ;
282 4p? 2
on a
2
Vk € K, gz(” Dsk-L avInrl<pyak-1

En utilisant (114) et la méme argumentation que celle du premier cas, nous arrivons a

1 1 .2 _ X _ C(Ot)
)2 G o e o )]
1 .2 B X - C(Ol)
= c(a)nkGZKSm [(4k I)CD( 4k—1)} n
| o? 1 X C(a)
Zaz(l—ﬁ)—ﬁzco{zmk—l)@( 4k—1)]_ no

keK

On finit exactement comme dans le premier cas.

Troisieme cas : H(d) avec d > 2 etn € 2N. On utilise la proposition 4.5 et I’invariance radiale de ey ,
exprimée par la formule (111) pour obtenir

n/2 GRd 1
eqn(x) = Zed 12k (10, 0yt (0)°

~ Z ed—1,.2k(x[,0,...,0)

14+n-—-2k
Z eq—1,2k(x[,0,...,0)
- 1+n—2k
2p2hsk=3

Comme dans le premier cas, les indices k sélectionnés vérifient I’inégalité a+/2n + 1 < 8./2(2k) + 1.
Puisque I'on a 8 < sm( ) I’hypothese de récurrence H(d — 1) nous fournit un nombre C(d — 1, ) > 1.
En imposant la condition

pC(d —1,B)
D < x| <av2n+1,
a2n +1 Il = avan

on a

Cd—-1,p)
—\/WE x| = Bv2(2k) + 1.
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Cela nous mene a

Dernier cas : H(d) avec d > 2 etn € 2N+ 1. On se ramene a H(d — 1) comme dans le troisi¢eme cas.

4E. Preuve du théoréme 4.3, randomisation des fonctions de Hermite. Nous avons déja vérifié les
hypotheses des théoreme 2.6 de dualité et théoreme 2.5 d’interpolation (voir (107) et (108)). On a donc les
points (i) et (ii). Décomposant u = ), o, I, (1) € PL? ([Rd, @D E4.). on souhaite maintenant montrer
que la norme || - py» (e, g £, ,) €St €quivalente a la suivante

1

i [ IR N7
N = o)y + [ Yon % (30— 2 E0) ]

n>1 k>n k
On va appliquer la proposition 4.1. Quitte a augmenter 1’entier n(d ), on peut supposer que 1’on a

C(d)
V2n +1

On vérifie facilement que la norme || - |[p» e, gy £, ,,) domine la norme N :

<1<a+v2n+1 pourtoutn >n(d).

ya
2
Wyt Zar [, (2 00 DI o ca0)

n>n(d)
5
_d
Rd,p /Rd( Z (1+n 2”H”(M)Hiz(Rd)llslxlSaM) dx
n>n(d)

y4

_d 2 2
2an [, ¥ (Z<1+k> 2||nk(u>||L2(Rd)) QY —

n>n(d) “k>n
. 41 O @ P )
2ap 2 n2 T A+ gy ) -
n>n(d) k>n

Pour récupérer les premiers termes d’indice n < n(d), il s’agit de remarquer les inégalités triviales

_@-1n
Vne NN [O,}’l(d)], ”u”PL”(Rd,GBEd,,,) Zd,p (1 + I’l) 2 ||Hn(u)||L2(Rd)”4/ed,n”L”(Rd)-

On obtient alors facilement I"estimation ||u||py» e, @ £, ,,) Rd.p N¥)-



CONCENTRATION ET RANDOMISATION UNIVERSELLE DE SOUS-ESPACES PROPRES 341

Montrons maintenant 1’ estimation réciproque ||u||py » (ra <4.p N(u) al’aide des deux fonctions
proq PL?(RY,DEqn) ~d.p

_d
A, x) =Y (L4172 M @17 2ga) Lo<ix| < vaG@mFD:

n>0

_xi2 —(d—
B(u,x) — e Cld) Z(] +l’l) d 1)||Hn(”)||1%2(wd)1JW§|xl’

n>0

ou le terme gaussien provient de la proposition 4.1. D’apres la proposition 4.1, nous avons

2 2
”uHII’)L"(Rd,EBEd,n) <d,p /Rd [A(u, x) + B(u,x)]z dx Za.p /RdA(u,x)z + B(u,x)2 dx.

Par une argumentation similaire a celle que nous venons d’employer, on vérifie

/ A(u,x)de Sa,p Nw)?.
R4

Par ailleurs, nous avons trivialement

_Ix2 _d
B(u,x) <e” €@ Y (1+n)"2 D)7 2ga)

n>0
_1x?
<e T@ul*_,
H™ 2 (RY)

/ B(u,x)2 dx <q.p, Nw)?.

R4

Nous pouvons conclure que I’on a ||u||? <d.p, Nu)?.
P d PL? (R, @ Eq ) ~4-P

4F. Preuve du théoréme 4.4, injections de Sobolev probabilistes hermitiennes. Le théoreme 4.3 permet
par dualité de se ramener au cas p € [2, +00[. Commencons par 1’inclusion

H 4G RY) c PLP(RL. D E, ).
On invoque I’inégalité triangulaire dans L% (R%) et (106) pour obtenir pour tout u € H_d(%_%) (R9)

leanl, 5 ma,

< D M2 ey g
8w ,;) PED (1 4yt

€d.n
M) 2 ey 2=y T

n>0

||Hn(”)”zz(Rd)
n>0 (1 +n)?G=5)

2
u .
- ” ”H_d(%_zl?)([@d)

1
Montrons maintenant I’inclusion PL? (R, @DEsn) C ’H_d(f_%)_e(Rd ) pour tout & > 0. Pour tout
u € PL? ([Rd, @ Eg »), on doit montrer

(]| s (53— gy = < C(p.d.9)ullpLr we, @ E, ) (117)
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Sans perte de généralité, on peut supposer que 1’on a I1,(u) = 0 pour n > 1. Posons a cet effet

_d
VneN, Ry:=) (1+k)> T 00117 2 gy

k>n

La décroissance et la positivité de (R,) permettent d’écrire

2 _ —d(3-1)—e 2
el a3 -py ey = 2D Il e

= (1 +m) 7 (R~ Rut1)

neN
<Cd.p.o) Y (1 +n)7 'R,
neN
<C(dp8)z x(l—l—n)pR
nen (1 +n)8+p
2
<c, p,s)(Z(l +n)‘z’—1R,§)p.
neN

On conclut avec (110).

Appendice A: Optimalité de I’exposant max(2, p) dans le théoreme 2.1

11 suffit de comprendre le cas unidimensionnel d, = 1. Examinons 1’espace mesuré X = N\{0, 1}
muni de la mesure de comptage si bien que I’on a L?(X) = £P(N\{0, 1}). Pour tout réel p € [2, oo, on
note (Xp,p)n>2 une suite i.i.d. de variables aléatoires symétriques, réelles et vérifiant

In(z)

Vi1 PllXaplzi= =0

II est clair que X, , n’a pas de moment d’ordre p et a des moments d’ordre ¢ € [1, p[. On a aussi

X
p.s. sup % = +o00. (118)
n=2p7 Inr(n)
En effet, il s’agit de remarquer que pour tout entier K € N, on a
1 2
> P[1Xpp| = Kn7 In? (n)] = +o0.
n>2
Par 1ndependance des variables X, p, il existe presque slirement une infinité d’entiers n > 2 tels que
| Xn,p|l > Knvr 5 n» (n). On en déduit facilement (118). Revenons a 1’optimalité de I’exposant max(2, p).

Cas p €[1,2]: On fixe u une suite non nulle appartenant a £Z (N\{0, 1}) et I’on examine les deux séries
aléatoires dans £7 (N\{0, 1})

En XnZ
Z—ﬁln(n)u et Z[ln(n) (119)
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La série aléatoire Y _ &,/(+/nIn(n)) converge presque siirement dans R. 11 s’ensuit que la premiere série
aléatoire dans (119) converge presque siirement dans £7(N\{0, 1}). La divergence presque siire de la
seconde série aléatoire dans (119) découle de (118).

Cas p € [2,+o0o[: Une démarche similaire est valide en examinant les deux séries aléatoires

€n Xn,p

w, et Wy,

1 2 1. 2
nrInr(n) ne In>r(n)
outw, =(0,...,0,1,0,...) € £2(N\{0, 1}) est la suite qui admet 1 a la position n et 0 ailleurs. Tl est clair
que la premiére série converge de manieére déterministe dans £ (N\{0, 1}). De nouveau, (118) implique

la divergence presque sire de la seconde série aléatoire.

Appendice B: Preuve de la proposition 1.10, inégalité de Latala précisée (26)

Notons B, = [¢;;] la matrice aléatoire de taille n x n et dont les coefficients &;; sont des variables
aléatoires i.i.d. qui suivent une loi %—Bernoulli a valeurs dans {—1, +1}. Les inégalités de Kahane—
Khintchine (39) dans I’espace de Banach (M (R), || - [|op) nous donnent I’encadrement :

Q|

Vg e[l.+oo, VneN*. E[|Bnlop] < E[llBallg]e < Kg1E[l|Bnllop]-

Cela signifie que tous les moments E[|| B, ||§p]$ ont le méme ordre de grandeur si n tend vers +oc. Par
ailleurs, la théorie des matrices aléatoires explique que le moment E[|| By ||op] est asymptotiquement de
’ordre de /n (voir [Tao 2012, Part 2.3]). Nous allons exploiter cette idée pour démontrer 1’inégalité (26).
Commencons par le lemme élémentaire suivant qui s’apparente a une version commutative de (26).

Lemme B.1. Considérons un réel p € [2,400[ ainsi que N variables aléatoires Uy, ..., Uy réelles,
centrées, i.i.d. et ayant un moment d’ordre p. Nous avons l’inégalité

EHUI +;/--N+ Un

Démonstration. L'idée se résume en deux points : on se ramene au cas ou les variables U; sont symé-

V4
] < (CJPPE[1 "]

triques et 1’on invoque les inégalités de Kahane—Khintchine & 1’aide du théoréme de Fubini. Si nous
notons Uy, ..., Uy des copies indépendantes des variables Uy, ..., Uy alors I’inégalité de Jensen pour
I’espérance en les variables Uy, ..., Uy donne

E[|U + -+ + UN|?] <E[[Uy = U1+ + Uy — Un|”].
Rappelons alors 1’égalité triviale

E[|U;—U; +-++Uy —Un|P] = Ew Eo [ |1(0") (U1 (@) = U1 (0)) + -+ &5 (o) (Un (@) = Tp (@))7].
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Il s’agit maintenant d’utiliser le théoreme de Fubini, les inégalités de Kahane—Khintchine (39) et (41)
(avec d,, = 1) pour obtenir

E[|Uy +---+Un|?]
waEw/[

On ()]]”]
Oy (@) + -+ en (@)|Un () = Oy (@)|[*]

(SIS

= Kg,zEw [Ew’[

] (120)

v 2
< (VP Eo| (L i)~ T | (121

i=1

N g _ »
<V (LI 001,5 ) =€V N0~ 071,

i=1
=<(CypN p”Ul”ip(Q)' O

La preuve précédente est similaire a celle de la proposition 2.10 avec (dy, an, My) = (1,1, Uy) a ceci
prés que nous pouvons utiliser en plus le principe de symétrisation. Nous avons écrit la preuve précédente
d’abord parce que nous aurons besoin plus loin de considérer des variables seulement centrées au lieu de
symétriques, mais aussi pour des raisons pédagogiques. En effet, la disparition élémentaire de 1’espérance
E, de la ligne (120) a la ligne (121) peut étre interprétée comme suit : I’espace de Banach R est de
type 2. Nous allons utiliser un substitut non-commutatif de cette propriété pour démontrer (26). C’est
I’objet de la proposition suivante dont la preuve est tres technique.

Proposition B.2 [Latata 2005, Theorem 1]. Il existe une constante universelle C > 1 telle que pour tout

2

entier n € N*, si [’on consideére n~ variables aléatoires i.i.d. (gij)1<i,j<n qui suivent une loi normale

Nwr(0, 1) et une matrice [a;;] € My (R) alors

n
E[”aljgl] ”0p] = C( H Z az] + lrillafn H Zazj + lr<nja§n V ZZIGIZJ) (122)

i,j=1
Latata démontre la proposition précédente pour en déduire 1’estimation (27) qui se reformule
1
E[|| Xijllop] < CVnE[ X1,1]%].

On peut attaquer la preuve de (26) et I’'on commence comme dans [Latata 2005]. On note X ij des copies
indépendantes des variables aléatoires X;;. En particulier, on a E[X; 7] = 0. Pour tout réel p € [4, 400,
I’argument classique de I’inégalité de Jensen en les variables X ;7 donne

E[| Xi; 12] < E[| Xij — Xij |12)] = Ellleij (Xi; — Xip)l|2)] < 2PE[|le;; Xi; 1 2], (123)

ou les n2 variables aléatoires &; ; sont indépendantes entre elles et vis-a-vis des variables X;; et X ij- On
differe maintenant de [Latata 2005] en faisant appel aux inégalités de Kahane—Khintchine (39) dans
I’espace de Banach (M (R), | - ||op) afin de récupérer le moment d’ordre p :

E[||8l] Xl] ” ] =E Ew’[||8l] (a) )le (a))” ] Kﬁle[Ew’[”Eij (w,)Xij (w)”op]p]- (124)
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Et I’on reprend de nouveau I’argumentation de Latata. En supposant que toutes les variables aléatoires
sont indépendantes, (122) et le principe de contraction (voir (45)) donnent pour tout w € €2,

s
V2

( Z X,,(w)4+ max ZX,j(w)2+ max ZX,, (w) )

)

Eo[llij (@) Xij(@)llop] = Eo[llgij (@) Xij(@)llop] = ~=Eo [llgij (@) Xij (@) llop]

1
~ Ellgul]

Reprenant (123), (124) et tenant compte que les variables X;; sont i.i.d., on obtient

FU 8= el 32 35) +m(ZX) - (X 00)

i,j=1

sC(p)E[( > th) +1I3,a§n(ZX’f) }

i,j=1

[SIS]

La fin de cette preuve est différente de [Latata 2005] car on doit tenir compte de ’inégalité p > 4. Le
premier terme ne posera aucun probléeme tandis que le dernier est plus délicat, ¢’est pour cela que nous le
forgons a €tre centré en majorant

n n
Z%fZE1+
j=1 j=1

—E[X?]

Cela nous donne
E[[ X 15] < C(p)[A() + A(2) + A(3)],

A(l) = E[( Xn: X,-‘})g],

i,j=1

n D
2
o 2 _ .2 2
AQ2) = 1?2‘”(2 1E[Xl~,~]) =n2E[X{]2,
J=

|

(NS

AQ3) = E[ max

1<i<n

n
> X -Eix}
j=1
L’inégalité de Holder donne d’abord A(2) < ngE[|X11 |?], puis

A0 =B Y 1317 | = nFE0 1)

i,j=1
Concernant le terme A(3), nous majorons grossiérement a 1’aide du lemme B.1 et de I’inégalité p > 4

AQ3) < ZE[

i=1

P

—E[XZ) }SC@MHﬂEﬂxﬁ—EMﬁ”ﬂfgxmnwgmuhw]

< C(p)n2E[|X11/7].
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Appendice C: Preuve de la proposition 1.10, minoration de la plus petite valeur singuliere
On commence par un lemme dual au lemme B.1.

Lemme C.1. Considérons N variables aléatoires Uy, . .., Uy réelles, centrées, i.i.d. et ayant un moment
d’ordre 1. Pour tout (y1, ..., yn) € RN, nous avons I'inégalité

E[|Ui1\/y?+--+y% < CE[[y1U1 +---+ ynUn|l.
Démonstration. Soient Uy, ..., Uy des copies indépendantes de Uj,...,Uy.On a
E[|y1(Ui —U1) +-++ yn(Un — On)|] <2E[|y1U1 + -+ + ynUn]l.

Puisque les variables U; — U; sont symétriques, le principe de contraction (théoreme 2.16), I’inégalité de
Khintchine et I’'inégalité de Jensen donnent

E[[U1]l\/y? + -+ % = (U [Elle1y1 + - +enyn ]2
<E[|U; — U] x K2,1E[le1y1 4+ +enynl]
< Ko 1E[|ly1(U1 =) + -+ yn(Un — On)l]
<2K>1E[|y1U1 +---+ ynUn]]. O

Passons a la preuve de (25). Fixons y = (y1,..., ¥») € R". Pour tout w € 2, la diagonalisation de la
matrice symétrique positive |M, (w)| = /"My (w) My (@) dans une base orthonormée fournit 1’inégalité

|Mu(0)y? := (Mp(@)y, My(0)y) = 9| Mn(@)*y < | Mn(@)llop'y | Mn ()] y.

L’inégalité de Cauchy—Schwarz donne alors

Eo[| My () 1] < Eo[ VIIMn (@) llopV'y | My ()] y]
Eol| My (@) []> < Eo[| My (@) loplEo [’y | M (@) ]

On invoque alors I’inégalité de Latata (27) pour contrdler le moment d’ordre 1 de || My ||qp :
1
Eo[| My (0)y[] < CE[|X11]*]% X 'VEo[|Ma()|]y.
On va maintenant utiliser 1’égalité

1 n n
My (@)y] = \/ —D |2 Xij(@)y;
j=1

i=1j=

)

2 n “
— ‘(%‘; X1 (w)y) ,...,ﬁ ;an(w)yj

a I’aide de I’inégalité triangulaire entre E,, et la norme euclidienne | - | de R" :

(2=

i=1

Z Xij(@)yj

Jj=1

2}
] ) < Eu[|Ma(@)]].
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Le lemme C.1 nous permet d’obtenir (25) :

E[| X117y + -+ y7) < CEy[[ My () y |1,
E[| X112

W(Jﬁz + -+ y2) <YE[|My]]y.
11
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