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Sur la conjecture de Tate pour les diviseurs

Bruno Kahn

On montre que la conjecture de Tate en codimension 1 sur un corps de type
fini résulte de la méme conjecture pour les surfaces sur son sous-corps premier.
En caractéristique positive, ceci est di a de Jong-Morrow sur [, et 2 Ambrosi
pour la réduction a [,. Nous montrons cette derniere réduction d’une maniére
différente, qui fonctionne aussi en caractéristique zéro. Sur @, la réduction
aux surfaces se fait par un argument facile reposant sur le théoreme (1, 1) de
Lefschetz.

We prove that the Tate conjecture in codimension 1 over a finitely generated
field follows from the same conjecture for surfaces over its prime subfield. In
positive characteristic, this is due to de Jong-Morrow over [, and to Ambrosi
for the reduction to [,. We give a different proof than Ambrosi’s, which also
works in characteristic 0; over @, the reduction to surfaces follows from a simple
argument using Lefschetz’s (1, 1) theorem.

Introduction

La conjecture de Tate est I’une des plus célebres en géométrie arithmétique :
formulée dans [Tate 1965], elle prédit que 1’application classe de cycle /-adique

CllX . CHt(X) ®@l N HZi(XkS’ @l(i))Gal(ks/k) (1)

(voir [SGA 415 1977]) est surjective pour tout entier i > 0 et toute variété projective
lisse X sur un corps k de type fini, de caractéristique différente de / et de cloture
séparable k. Elle a été démontrée dans de nombreux cas particuliers, mais reste
ouverte en général méme pour i = 1. Pour un exposé détaillé qui reste largement
d’actualité, je renvoie a [Tate 1994] (voir aussi [Li et Zhang 2022]).

Il est connu que pour i = 1, la conjecture de Tate pour les corps premiers
implique cette méme conjecture en général : en caractéristique z€ro cela se déduit
du théoreme de spécialisation des groupes de Néron—Severi dii a Yves André [1996,
théoreme 5.2 (3); Ambrosi 2018, §1.3.3], et en caractéristique positive cela résulte
d’un théoréme d’Emiliano Ambrosi [2018, Theorem 1.2.1]. Ambrosi démontre

MSC2020: 14C25.
Mots-clefs : Tate conjecture, divisors.
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plus : la conjecture de Tate en codimension i sur les corps finis I’'implique pour
tous les corps de type fini de caractéristique positive, sous une hypothese de semi-
simplicité qui résulte de la conjecture de Tate quand i = 1. Sa preuve, étendant
au cas d’un corps fini un argument d’ André en caractéristique zéro [1996, §5.1],
utilise le théoreme global des cycles invariants de Deligne et la cyclicité du groupe
de Galois absolu de [,.

L’objet de cette note est d’offrir une démonstration plus élémentaire de cette
réduction (uniquement pour i = 1), qui fonctionne uniformément en toute carac-
téristique : inspirée de la preuve de [Kahn 1998, Theorem 8.32 (a)], elle consiste
a étendre la conjecture de Tate aux variétés lisses ouvertes (théoreme 6). Cette
idée, due originellement a Jannsen [1990], permet de remplacer avantageusement
le recours au théoreme global des cycles invariants par une simple utilisation
du critere de dégénérescence des suites spectrales de Deligne [1968; 1994]. Un
argument élémentaire de correspondances permet par ailleurs de se débarrasser
aisément du probleme de semi-simplicité qui apparait aussi chez Jannsen (lemme 2
et proposition 3).

D’apres de Jong (non publié) et Morrow [2019], la conjecture de Tate pour i =1
en caractéristique positive se réduit méme au cas des surfaces sur un corps fini
(cette derniere conjecture étant par ailleurs équivalente a la conjecture de Birch
et Swinnerton-Dyer pour les variétés abéliennes sur les corps de fonctions d’une
variable sur k, voir remarque 9). La méme chose est vraie en caractéristique zéro
(théoreme 8), en utilisant le théoreme (1,1) de Lefschetz via les théorémes de
comparaison cohomologiques.

English introduction

The famous Tate conjecture, which predicts that the /-adic cycle class map (1)
is surjective for smooth projective varieties X over finitely generated fields k, was
formulated in [Tate 1965], but remains open up to now, even though it has been
proven in important special cases [Tate 1994; Li et Zhang 2022]. This is so even
fori =1.

In this case, the Tate conjecture over prime fields implies the conjecture over
any finitely generated field by work of Emiliano Ambrosi [2018, Theorem 1.2.1
and §1.3.3]. In characteristic 0, the argument uses Yves André’s specialisation
theorem [1996, théoréme 5.2 (3)] for the Néron—Severi group, while in positive
characteristic, Ambrosi’s proof relies in particular on the cyclicity of Gal(Fp /Fp).

The aim of this note is to offer a simple proof of this reduction, which works uni-
formly in all characteristics (proposition 7). It is however special to codimension 1,
while Ambrosi’s argument also works (in positive characteristic) in any codimension
i under a semisimplicity hypothesis which follows from Tate’s conjecture if i = 1.
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There are two ideas: the first is to get rid of the semisimplicity issue by a
simple argument of correspondences (lemme 2), and the second is to extend the Tate
conjecture for divisors from smooth projective to (all) smooth varieties (théoreme 6).
This idea goes back to Jannsen [1990]; its point is that it allows us to replace
Ambrosi’s use of Deligne’s global invariant cycles theorem (an argument going
back to André in characteristic 0 [1996, §5.1]) by the degeneracy of the /-adic Leray
spectral sequence, also due to Deligne. This is a reformulation of the arguments
given in [Kahn 1998, proof of Theorem 8.32 (a)], specialised to codimension 1 (see
also [Kahn 2002, Theorem 3.4]); the first idea is new.

When k = [, a theorem of de Jong (unpublished) and Morrow [2019] even
reduces the Tate conjecture for divisors to surfaces. (This case is in turn equivalent
to the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture for abelian varieties over global
fields of positive characteristic, see remarque 9.) Over Q, the same reduction holds
(théoreme 8): the proof involves the Lefschetz (1,1) theorem via the cohomological
comparison theorems.

1. Notations

Soient k un corps et X une k-variété lisse. Soient k, une cloture séparable de k et
[ un nombre premier différent de car k. On note H/ (X,i):= Hj(XkS, Q;(@)) ; de
méme pour la cohomologie a supports. On note cl’IX :CH (X))@ Q; — H*(X,i)
la classe de cycle, et simplement cly pour clﬁ(.

2. Une rétraction

Supposons X projective de dimension d. Pour i < d, choisissons une base
(Z',...,Z") du groupe N'(X)gq des cycles de codimension i a coefficients ration-
nels sur X modulo I’équivalence numérique, et notons (Z Lo vvns Z,) la base duale
dans N;(X)q, de sorte que (Z1, Zj) = §jj I Relevons les Z' et Z; en des classes
de cycle Z' € CH'(X)q, Z; € CH;(X)q. Soit

e=) Z"xZ,€CH (X x X)q,
a

vu comme correspondance algébrique, ol x est le cross-produit des cycles (cf. la
démonstration de [Kahn et al. 2007, Proposition 7.2.3]).

Lemme 1. Onae? =e.

Démonstration. Pour Z, Z' € CH'(X) et T, T' € CH;(X), on a I’identité
(ZXT)o(Z XTY=(Z,TVZxT

1. Rappelons que N' (X )o et N;j(X)g sont des Q-espaces vectoriels de dimension finie [Fulton
1998, Example 19.1.4, p. 375], mis en dualité par I’accouplement d’intersection.
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dans I’anneau des correspondances de Chow CH d(X x X),ou (,)estle produit
d’intersection : cela résulte immédiatement de la définition de la composition des
correspondances [Fulton 1998, Definition 16.1.1, p. 305]. O

Lemme 2. Soit V le sous-espace vectoriel de Im clix engendré par les Z°. L’ac-
tion de e sur H* (X, i) définit une rétraction G-équivariante de l'inclusion V —>
H?% (X, i). En particulier, si i = 1, elle définit une rétraction de cly.

Démonstration. Soit x € H* (X, i). Pour (Z, T) € CH (X) x CH;(X), on a
(Z x T)*x = <x, cl;y(T)>cl' (Z)

ou <, > est I’accouplement de Poincaré, cf. [Fulton 1998, Definition 16.1.2, p. 307].
Cela montre que e(H %i(X,i)) C V, et aussi que sa restriction a ce sous-espace est
I’identité.

Le cas i =1 résulte du théoreme de Matsusaka [1957] (équivalences homologique
et numérique coincident en codimension 1). (]

3. Passage aux variétés lisses ouvertes

Supposons k de type fini, et X seulement lisse. On s’intéresse a 1’extension
suivante de la conjecture de Tate :

e T(X) : 'homomorphisme « classe de diviseur » clx : Pic(X) @ Qy — H*(X, 1)°,
ou G = Gal(ks/ k), est surjectif.

e T (k) : T(X) pour toutes les k-variétés lisses X.

Aux notations pres, cette conjecture est due a Jannsen [1990, Conjecture 7.3,
p. 109], qui I’étend méme aux variétés singulieres (avec 1’homologie de Borel—-
Moore). Dans [Jannsen 1990, Theorem 7.10 (b), p. 114], il la réduit au cas des
variétés projectives lisses sous une hypotheése de semi-simplicité (b), en bas de
[Jannsen 1990, p. 113]) qui n’est pas connue en général méme pour H>. Le but
de cette section est de faire cette réduction (théoréme 6) en évitant I’hypothese de
semi-simplicité grace a la proposition 3 ci-dessous. Bien siir, ceci ne marche que
pour les cycles de codimension 1!

Dans la suite, on note

H2(X, 1) = Cokercly .
Proposition 3. Pour X projective lisse, T (X) équivaut a Ht%(X , D¢ =0.

Démonstration. 1 implication H2(X, 1)¢ =0=> T (X) est évidente. L’ autre résulte
du lemme 2. O

Lemme 4. Soit f : X' — X un morphisme fini et plat de k-variétés lisses. Alors
T(X') = T(X).
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Démonstration. En effet, f* : H>(X,1) — H?*(X’, 1) admet la rétraction G-
équivariante (1/deg(f)) f«, et ces deux homomorphismes commutent avec les
homomorphismes correspondants entre Pic(X) ® Q; et Pic(X’) ® Q; via cly et
Clx/. O

Proposition 5.  (a) Soit U un ouvert de X. Alors T(U) = T (X).
(b) La réciproque est vraie si X est projective.

Démonstration. (a) Notons que cly se factorise par NS(X) ® @; ou NS(X) est
le groupe de Néron—Severi de X. Soit Z = X — U (structure réduite). On a un
diagramme commutatif aux lignes exactes

P QU —=NSX)QW —=NSU)R®Q, 0
xeznx®
T

H2(X,1) ——> H*(X, 1) — H*(U,1) — H3(X, 1)

ou la ligne du bas est la suite exacte de cohomologie a supports et la fleche ver-
ticale de gauche est surjective (en fait bijective) par semi-pureté [SGA 41, 1977,
proposition 2.2.6 et rappel 2.2.8]. On en déduit un nouveau diagramme commutatif
aux lignes exactes

P @—NSX)®Q —=NS(U)®Q, —=0
xezZnx®
l Clx] clul (3)

0 Im$ H*(X, )¢ —— H*(U, )¢

ou la fleche verticale de gauche est surjective. L’ assertion résulte alors d’une petite
chasse aux diagrammes.

(b) Supposons d’abord k parfait. D’apres (a), on peut choisir U aussi petit qu’on
veut. Prenons Z = X — U assez gros pour contenir des diviseurs Dy, ..., D, dont les
classes engendrent NS(X). Alors NS(U) = 0 et il faut montrer que H 2(U, Hé =0.
Or le diagramme (2) montre que la suite

NS(X)® @ L5 H2(X, 1) > HX(U, 1) > H3(X, 1)
est exacte. Avec la notation de la proposition 3, on a donc une suite exacte
0— H2(X,1)¢ - H*(U, )¢ - H3(X, 1)C.

Si T(X) est vrai, le terme de gauche est nul par cette proposition. Il reste a voir
que le terme de droite ’est également. Soit Z’ la réunion du lieu singulier de Z et
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de ses composantes irréductibles de codimension supérieure ou égale a 2 dans X :
la suite exacte de cohomologie a supports

0~ H(X,1)—> H)(X,1)> H>_,(X—-2Z,1)~H(Z-70),

oll le premier isomorphisme est par semi-pureté et le second par pureté [SGA 41»
1977, rappel 2.2.8], montre que H%(X, 1)¢ s’injecte dans H'(Z —Z’, 0)¢. Mais ce
dernier groupe est trivial, car H!(Z — Z', 0) est mixte de poids supérieur ou égal
a 1 [Deligne 1980, corollaire 3.3.5] 2,

L’argument ci-dessus utilise implicitement le fait que les composantes irréduc-
tibles de codimension 1 de Z sont génériquement lisses. Pour obtenir ceci quand k
est imparfait, il suffit de passer a une extension radicielle finie convenable de &, ce
qui ne change ni H*(X, 1), ni Pic(X) ® Q;, ni G. O

Théoreme 6. T (X) est vrai pour les k-variétés lisses de dimension d si et seulement
s’il est vrai pour les k-variétés projectives lisses de dimension d.

Démonstration. Soit X lisse de dimension d. Choisissons une immersion ouverte
dense X — X ol X est propre. D’apres [de Jong 1996, Theorem 4.1], on peut
trouver une altération 7 : X — X, avec X projective lisse et w génériquement fini.
Soit U C X un ouvert tel que 7,1y soit fini et plat.

Supposons T(X) vrai. Par la proposition 5(b), 7' (7 ~' (U)) est vrai. D’apres le
lemme 4, T (U) est donc vrai, et enfin 7°(X) est vrai par la proposition 5(a). [

4. Changement de corps de base

Proposition 7. Soit K /k une extension de corps de type fini. Alors T (k) <= T (K).

Démonstration. En quatre étapes ; les deux premieres et la derniere sont bien
connues et valables en toute codimension ; elles sont rappelées pour la clarté de
I’exposition. Pour plus de précision, on note ici Gy = Gal(K;/K).

(1) Soit X lisse sur K, connexe et de corps des constantes L. Comme X est lisse,
L/K est séparable. Je dis que, avec des notations évidentes, T (X/K) <= T(X/L).
En effet, le Gx-module HZ(X/K, 1) est induit du G;-module H? (X/L, 1), donc
H*(X/K, )%« =s H*(X/L, 1)°.

(2) L’énoncé est vrai si K/ k est finie séparable. En effet, = résulte immédiatement
de (1). Pour <=, on se ramene a K /k galoisienne en considérant sa cloture galoi-
sienne ; si X est lisse sur k, T (Xg) implique alors 7' (X) en prenant les invariants
sous Gal(K / k).

2. Au moins sur un corps fini, ce dernier point peut se déduire plus élémentairement du théoreme
antérieur de A. Weil pour les courbes [1948, n° 48], en utilisant le fait que H 1 (Z—-Z',0) estisomorphe
au module de Tate rationnel de la variété d’ Albanese de Z — Z’ via un morphisme d’ Albanese.
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(3) Soit kg le sous-corps premier de K ; montrons que 7T (ko) = T (K). Il suffit
grace au théoreme 6 de montrer que 7 (ko) implique 7 (X) pour toute K -variété
projective lisse X. L’argument est une version simplifiée de celle de [Kahn 1998,
Theorem 8.32 (a)].

On peut supposer X connexe. Soit L son corps des constantes, et soit k; la
fermeture algébrique de ko dans L. Puisque k| est parfait, I’extension L/k; est
réguliére ; choisissons-en un kj-modele lisse S. Quitte a remplacer S par un ouvert,
étendons X en un S-schéma projectif lisse f : X — S. Notant S = S ®, ky, on a la
suite spectrale de Leray (de Q;[[Gy, ]l-modules)

EY?=HP(S, R f,Qu(1)) = HPT(x,1).

D’apres [Deligne 1968] (voir aussi [Deligne 1994]), le choix d’une section
hyperplane lisse )/S de X'/S et le théoréeme de Lefschetz difficile [Deligne 1980,
théoreme 4.1.1] font dégénérer cette suite spectrale, montrant aussi que la filtra-
tion sur 1I’aboutissement est scindée 3. En particulier, I"’homomorphisme « edge »
H*(x,1) —> Eg,z = H?*(X, 1)™® admet une section Gy, -équivariante ; par consé-
quent, H2(x,1)% — H%(X, 1)°c est surjectif ; en effet, Gy — m(S) est surjectif
puisque S est géométriquement connexe. Avec les notations de (1), on a donc
T(X/ky) = T(X/k) = T(X/L)= T(X/K). (Noter que k| /kq est séparable
puisque ko est parfait.)

(4) Finalement, montrons que 7 (K) = T (ko), ce qui terminera la démonstration.
Soit, comme ci-dessus, k| la fermeture algébrique de ky dans K. Donnons-nous
une ko-variété projective lisse X ; rappelons que NS(X;,) ® Q; — NS(Xg) @
est bijectif (c’est vrai en général pour les classes de cycles modulo 1’équivalence
algébrique, voir par exemple [Kahn 2018, proposition 5.5] et sa preuve). Ceci
montre que T (Xg) = T (Xy,) ; mais d’autre part T'(Xy,) = T(X) par (2). U

Théoreme 8. Soit kg le sous-corps premier de k. Alors T (S) pour toutes les surfaces
projectives lisses S sur ko implique T (k).

Démonstration. D’apres la proposition 7, on se ramene a k = kg. Si k = Q, soit X
une variété projective lisse connexe de dimension d > 2, de corps des constantes k.
D’apres le point (1) de la preuve de la proposition 7, on peut remplacer Q par k.
Choisissons un plongement complexe k; < C. Par les théoremes de comparaison,
I’équivalence homologique /-adique pour X ®, @ coincide avec la méme pour
X ®y, C, qui coincide avec I’équivalence homologique pour la cohomologie de
Betti ; notons Ailom()_( ) les quotients correspondants. Choisissons un kj-plongement

projectif X < PV, d’ot1 un faisceau trés ample L ; le théoréeme de Lefschetz fort
(pour la cohomologie de Betti) implique que | Jcy(L)4~%: Al (X) — Ad=1(X)

hom hom

3. Le résultat précis de [Deligne 1968, proposition 2.4] ou de [Deligne 1994, §2 ou §3] est que
R f+Qy estisomorphe a (P, R’ fxQ;[—i] dans la catégorie dérivée.
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est injectif, et méme bijectif grace au théoreme (1,1) de Lefschetz [Lieberman
1968, preuve de Corollary 1]. Comme Af (X)) => A} (X)G(@/k) on a aussi

un isomorphisme | J ¢y (L)472: Al (X) = A?-1(X). Mais, sii : § < X est une
surface (lisse, connexe) ample donnée par le théoréme de Bertini, cet isomorphisme

se factorise en
Al (X)) 5 AL (S) 2 Ad-1(x)

hom

et de méme pour I’isomorphisme correspondant H>(X, 1) = H>72(X,d — 1),
de maniere compatible aux classes de cycles. Une petite chasse aux diagrammes
montre alors que 7' (S) = T (X).

Si k = [F,, Morrow se rameéne d’abord au cas dim X < 3 par le théorcme de
Lefschetz faible pour la cohomologie /-adique [Freitag et Kiehl 1988, Corollary 1.9.4,
p. 106] et pour le groupe de Picard [SGA 2 2005, corollaire 4.9 (b)], puis au cas
d’une surface dans [Morrow 2019, Theorem 4.3]. Le premier point est un peu
délicat, comme me I’a fait remarquer Juan Felipe Castro Cardenas : il n’est pas clair
que, pour le groupe de Picard, Lefschetz faible soit vrai pour les diviseurs réduits, en
I’absence du théoréme d’annulation de Kodaira (cf. [SGA 2 2005, remarque 4.10] 4.
Néanmoins, I’argument de la preuve de [Morrow 2019, Theorem 4.3] pour réduire
le cas de la dimension 3 a celui de la dimension 2 marche aussi bien, et méme
mieux, pour réduire le cas de la dimension d + 1 a celui de la dimension d quand
d > 3 : dans ce cas, toutes les inclusions horizontales du diagramme de la page
3495 sont des égalités. (]

Remarque 9. D’apres [Lichtenbaum et al. 2022], la conjecture 7(S) pour les
surfaces S sur un corps fini k est équivalente a la conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyer pour les jacobiennes de courbes sur les corps de fonctions d’une variable K/ k.
Cette derniere implique la méme conjecture pour toute variété abélienne A définie
sur K : en effet, ladite conjecture est équivalente a la finitude de la composante /-
primaire III(K, A){/} du groupe de Tate—Chafarevitch III(K, A) [Schneider 1982;
Kato et Trihan 2003]. Sii : C < A est une courbe ample, I’homomorphisme
ix 1 J(C) — A est surjectif (Weil, voir [Murre 1990, Lemma 2.3]), donc il existe
o :A— J(C) tel que i, o o soit la multiplication par un entier n > 0, d’ou
nlll(K, A) C i, III(K, J(C)). Mais on sait que IHI(K, A){/} est de cotype fini,
donc la finitude de III(K, J(C)){l} implique celle de II(K, A){/}.

A ce stade, il est obligatoire de terminer avec la question évidente :
Question A. Peut-on réduire le cas de caractéristique zéro a celui de la caractéris-

tique positive?

4. Note ajoutée pendant la correction des épreuves : ce probleme a maintenant été résolu dans la
preuve du lemme 3 de [Kahn 2023].
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Par changement de base propre et lisse et par le théoreme de Tchebotariov, cette
question est équivalente a la suivante :

Question B. Soit S une Q-surface projective lisse, et soit & € H(S, 1). Supposons
que, pour (presque) tout nombre premier p de bonne réduction, la spécialisation de
o en p soit algébrique. Est-ce que « est algébrique?
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