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Preface

Together with Francis Buekenhout and Jean-Pierre Tignol we have edited the
Collected Works of Jacques Tits, whose four volumes were published in 2013 by the
European Mathematical Society in the series Heritage of European Mathematics.
Not all of Tits’ papers were included in the Collected Works for reasons explained
there in the Notes by the editors.

During the preparation of the Collected Works we assembled an almost complete
collection of Tits’ writings. In view of the huge impact of Tits’ work we felt it
desirable to make the remaining works available to the mathematical community.
We thus decided to put the material that was not included in the Collected Works
in the present special volume of Innovations in Incidence Geometry.

We are grateful to Jacques Tits for agreeing to this project. We had the support
of several people and institutions. We would like to thank our co-editors Francis
Buekenhout and Jean-Pierre Tignol since this supplement profited a lot from the
work that was done before, during the preparation of the Collected Works. Special
thanks go to Bertrand Rémy and Jean-Pierre Serre. We are also grateful to Franz
Bingen, Pierre De la Harpe, Narasimha Sastry, Jef Thas, Guy Valette and Stefan
Witzel for supporting us in various ways. Anneleen De Schepper and Beukje Tem-
mermans did a great job helping prepare the scans for publication. Finally we
would like to thank the Département des manuscrits et des archives privés de la
Bibliotheque de Geneve, the Service de documentation de Lyon 1 and the Réseau
des bibliotheques de maths en France for their support.
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GROUPES TRIPLEMENT TRANSITIFS ET GENERALISATIONS 11

GROUPES TRIPLEMENT TRANSITIFS: ET, GENERALISATIONS
par M. TITS.

Nous dirons qu'un groupe de transformations est
n-uplement transitif s'il existe une et une seule transfor-
mation du groupe transformant » points donnés distincts
quelconques respectivement en » points donnés distincts
quelconques.

Groures TRIPLEMENT TRANSITIFS, — Dans une série de
luatre articles parus au Bulletin de I Académie des Sciences
Belgique, j'a1 étudié les groupes triplement transitifs
généraux (j'y construis notamment un formalisme ana-
logue a celui des corps et approprié 4 I'étude des groupes
triplement transitifs), puis, plus particuliérement, cer-
taines classes de groupes triplement transitifs, & savoir :
D'une part, les groupes projectifs (groupes des homo-

. ax- .
graphies y = —— dans un corps commutatif quelcon-
que) et des groupes plus généraux que j'ai appelés
egroupes semi-projectifs», caractérisés les uns et les

autres par des propriétés de nature groupale;

De I"autre, les groupes triplement transitifs finis, carac-
térisés par le fait que I'ensemble sur lequel ils opérent
n’a qu'un nombre fini de points (j'ai construit tous ces
groupes).

GROUPES n-UPLEMENT TRANSITIFS. — Pour n=> 3, les seuls
groupes n-uplement transitifs existants sont :

Les groupes symétriques de degrés k=4 (a la fois
k-uplement et (k—1)-uplement transitifs);

Les groupes alternés de degrés k=6 [(k—2)-uplement
transitifs] ;

Le groupe de Mirueu de degré 12 (5 fois transitif);

Le groupe quatre fois transitif de degré 11 obtenu a
partir du précédent en fixant un point.

GroupEs 1 PEU PRES n-UPLEMENT TRANSITIFS, — Nous dirons
qu’un groupe de transformations est & peu prés n-uple-
ment transitif s’il jouit des propriétés suivantes :

1. Etant donnés n—1 points arbitraires, il existe au
moins une transformation non identique du groupe qui
les conserve individuellement. Par contre, il existe des
n-uples de points (que nous appellerons n-uples non sin-
guliers) dont les éléments ne sont conservés simultané-
ment par aucupe transformation non identique du
groupe;

2. 1 existe une et une seule transformation du groupe
transformant » points donnés formant un n-uple nou sin-
gulier respectivement en n points donnés formant un
n-uple non singulier, et cela quels que soient les n-uples
non singuliers considérés.

Remarquons que les groupes projectifs, affins et affins
centrés & plus d’une dimension, les groupes que I'on
obtient & partir de ceux-la en fixant des points linéai-
rement indépendants, et le groupe des tran<formations
induites sur une quadriquz par les projectivités de I’es-
pace qui la conservent sont des cas particuliers de groupes
a peu prés n-uplement transitifs.

Etant donné un groupe & peu prés n-uplement transiti,
nous pouvons définir pour £ << n des k-uples singuliers
(k-uples qui ne sont contenus dans aucun n-uple non
singulier). Nous appellerons sous-ensemble singulier
déterminé par un A-uple non singulier, I'ensemble des
points qui forment avec ce k-uple un (k+1)-uple singulier
(il peut étre trivial, c'est-3-dire se composer exclusivement
des sous-ensembles déterminés par les points du k-uple
pris k—1 & k—1), et nous dirons que ce sous-ensemble
est homogene s'il est déterminé de la méme facon par
n’importe lequel de ses -uples non singuliers.

Considérons un groupe & peu prés n-uplement transitif
(n=2) homogtne (dont tous les sous-ensembles singu-
liers non triviaux sont homogénes), et désignons par 4
et f respectivement le plus petit et le plus grand nombre
de points déterminant des sous-ensembles singuliers ho-
mogénes; mnous Ssupposerons, pour la simplicité des
énoncés, que = 2. Alors, sid<<k<<f, tout kuple non
singulier détermine un sous-ensemble singulier homo-
gene. De plus, si 'on n'est pas dans un des cas suivants :

J=n—1 (cas des groupes affins par exemple) ;

d=2 et f=n—2 (cas des groupes projectifs par
exemple),
le nombre de points de I'ensemblz sur lequel opére le
groupe est fini et on peut en donner une limitation dépen-
dant uniquement de n, d et f; autrement dit, & des valeurs
données de n, d et f, autres que les valeurs indiquées, ne
correspondent qu'un nombre fini de groupes (il n'en cor-
respond méme en général aucun), qui opérent tous sur
un nombre fini de points.
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208 TITS.

Ezemple d'application. — Pour qu’un groupe a peu prés
quadruplement transitif, homogene, du type projectif
(d=f=2), soit un groupe projectif & deux dimensions,
il faut et il suffit que le groupe des transformations indui-
tes sur un sous-ensemble singulier par les transformations
du groupe qui conservent ce sous-ensemble soit triple-
ment transitif.
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@ Au moment de la publication de mes quatre articles, déja cilés, je n'avais
s conpaissance de ces travaux de M. Zassesuavs, que M. le Professeur Ap1iy a en
r‘:bligunce de me sigoaler
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64 I1I° Congrés National des Sciences - Bruxelles 1950

Généralisation d’'un Théoréme de Kerckjarto

par J. TITS
Aspivant F. N, L. §,

1. On doit & Kerékjartd [17 les théordmes
snivants :

a) Tout groupe triplement transilif de
transformations topologiques de la droile pro-
jeetive (réelle) en elle-méme est homéomorphe
au groupe homographique d'une variable
‘réelle (1).

0 11 o’y o aucun groupe n-uplement iran-
sitif de transformalions lopologiques de Ia
droite projective (réelle) en elle-méme, pour
n>3.

c) Tout groupe triplemenl teansitil continu
de transformalions topologiques de la surface
d'une sphére en elle-méme est homéomorphe
au  groupe homographique d'une  variable
complexe.

d) La sphére est la scule surface qui pos-
stde un groupe triplement transitif.

Kerékjirld s'est posé, sans le résoudre, le
probléme de généraliser ces résullals.

Je me propose de vechercher ici tous les
groupes  np-uplement  Uransitifs  conlinus  de
transformations topelogiques d'une variélé en
elle-méme, pour n = 3. Bien que celle queslion
soil apparemment assez compliquée, j'ai pu y
répondre simplement en faisanl usage de
résultats oblenus par ailleurs (2] dans une
fude générale (non lopologique) des groupes
n-uplement transitifs, et de diverses aulres
théories (voir § 3) donl Vintérél m'a été signald
par AL Hopf, avee qui j'ai étudié ces questions.

2. Il w'exisle pas de groupe continu n-uple-
ment transitif de transformations lopologiqnes
d’'une variétd en clle-méme, pour n =4 ; plus
geénéralement, il n'existe pas de groupe n-uple-
ment transitif infini (¢’est-a-dire, opérant sur
un ensemble infind), pour n =4 ; cela résulte
de I'énumération des groupes n-uplement
transilifs (n 2= 4) donnée dans ma lhese [2).

Nous sommes ainsi ramenés A la considé-
ralion du seul eas on n=3.

Nous n'entrerons pas dans le détail des
démunstrations.

3. Nos démonstrations sonl basdes princi-
palement sur rois théories dont nous allons
rappeler les éléments essenlicls it la compré-
hension de ce qui suit.

a) Théorie des bouts (Frewdenlhald. Dans le
cas (qui nons oceupe (ecas des variétés), la
notion de hout, intraduile par Freudenthal [3],
peul étre définie de la facon suivante [41,
particuliérement intuilive :

Soit V' une variété onverte. On dil qu'une
suile de sous-ensembles de Vodiverge si toul
sous-ensemble compacl de V' 4 une inlersee-
tion vide avee presque lous les sous-cnsembles
de In suile. Une suile divergente vy, Xa ...,
Eir .« e poinls de V, converge vers un bont
de la variété s'il est possible de relier les points
ap el par un are de courbe €, de telle
fagon que la suite des €; diverge. Deux suites
de poinls 2, 25 ... et Py Un o000 remplissant
celle condilion, convergent vers le méme hout
s"il est possible de relier les points x; et y, par
un are de courbhe G, de telle facon que In snite
des C; diverge.

La variété V peut étre complélée par adjonc-
lion de ses bouls, considérés comme de nou-
veaux points ; l'ensemble ainsi obtenu, muni
d'une  lopologic  naturelle, est un  espace
compael.

Freudenthal u démontré que, moyennant
cerlaines hypothises trds générales, un groupe
Lopologique posséde au maximum deux houls;
les hypolhéses failes sont toujours vérifides
larsque l'espace du groupe esl une variété
connexe,

b) Une caractérisalion des groupes projec-
tifs [2]. Pour qu'un groupe triplement tran-
sitif G soit un groupe projeetif (groupe de
axr + b

toules les homographies y =
cx +d

sur un

M Rappelons quiun groupe de transformations est iriple-
menl fronsdtf loraqu'il existe une et une scule transfor-
malion du groupe transformant treols points donnés distinets
e Ireis points donnés distinets.
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corps commutalil quelconque), il faul et il
suflit qu'il posséde la propriété suivante :

Toule transformalion de G possédant un
couple en involulion est une involulion.

¢) Corps lapologiques. On appelle corps
topologique un corps muni d'une structure
topologique telle que vy, a4, ¢l ¥ soient
des fonelions continues.

Ponljagin [5] a monlré que les seuls corps
topelogiques localement compaels, localement
connexes ¢l connexes sonl le corps des nom-
bres réels, le corps des nombres complexes ol
le corps des quaternions.

4. Soient V une variété et G un groupe con-
tinu triplement transilif de transformalions
topologiques de cetle variélé en elle-méme.
p ¢tanl un point de V, nons désignerons par
V — p la variétd des points de Voqui sont dis-
linels de p.

a) Les variétéds V el V - p sonl connexes,
car tous les triples de points de V' osonl équi-
valents entre eux.

b) La variété V est compacie. En effel,
soient O et <« deux points dislinels apparle-
nant & V. Par la considéralion des transfor-
malions de G qui conservent ehacun des points
0 et «, on peut délinir (2] sur les points de
la variélé V — 0 = une loi de composilion
(multiplieation) formant groupe ; V -0 — e
est done In variété d'un groupe topologique.
Si eelle variété est connexe, elle ne pent avoir
d'autre boul que les points O ct « (ef. 3 @), par
conséquent la variélé V=(V-0 )} 04w
esl compacte.

Si V = 0 - = n'esl pas connexe, la variété V
esl déeonneelée par tous ses couples de points;
elle est done homéomorphe & la droite afline
réelle ou & la droite projective réclle (circon-

[érence réellel ;5 le premier cas est d'ailleurs
exelu en verlu du al.

¢) Le groupe G est projectif. Reprenons les
notations du b).

Si la variéle V- 0 — = n'esl pas connexe,
Voest homéomorphe @ la droile projeclive
réelle, et G est homéomorphe au groupe homo-
graphigque ('une variable réelle, en vertu du
théoréme 1 a.

Supposons done que la variélé V -0 — «
soit connexe, et soit 1 un point donné (choisi
arbilrnirement) de cette variété, Considérons
Fapplication 7, de la varidté V' = 0 — w dans
elle-méme, définie de la Tagon suivanle @ x
¢lant un point queleongue de V-0 - w, T
est le transforméd du point 1 par la transfor-
mation de (7 qui échange O el @ el qui con-
seeve x (1),

Considérée comme sous-ensemble de Ia
varidlé ¥V — 0 — e, Mimage T (V - 0 — =) de
celle varictd est un enscmble ouvert et fermé ;
elle eoincide done avee la varidté V — 0 — «w
elle-mdmé, puisque eelle-ci est connexe. 11 en
résulle que toules les transformations de G
qui échangenl O el e« possédent un élément
uni ¢l sont done des involulions (car lenrs
currés ont trois élémenls unis). Par consé-
quent, le groupe G est projeclif, en verlu de
3 b,

) Le gronpe G est homéonorphe au gronpe
Tomographique d'une sariable réelle on au
groupe homographique d'une variable com-
plexe.

Le groupe i élanl projeclif, cela résulte
immédiatement du théortme de Ponlrjagin
(. § 3ed

) Lappliention 7' esl unlvoque, mnis  généralement
non biunivogue.
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Collinéations et Transitivité

par J. TITS
Aspirant F.NO RS,

Nous nous proposons de faire quelques
remarques concernanl le comporlementl res-
peclif des condilions de lransilivilé el des
conditions de linéarité ulilisées comme postu-
lats dans une axiomalique des espuces pro-
jeclifs propres.

1. Rappelons tout d'abord quelques défi-
nitions ().

Un espace projectif propre peut étre défini
de la fagon suivante :

Soit X un corps commutatil quelcongue.
Appelons  point loul ensemble ordonné de
n + 1 nombres x,, 2, ..., 2, non tous nuls el
donnés & un [facteur prés. L’ensemble des
points ainsi définis est Pespuace projectif (pro-
pre) & n dimensions construil sur le corps K.

On donne le nom de collinéalions projec-
tives aux transformations de cel espace défi-
nies par les relations y, =, a! (nj =0). Nous
appellerons  groupe projeelif, le groupe de
toutes les collinéalions projeclives d'un espaee
projectil propre.

Un espuce projectif géndral & n dimensions
est un ensenmible d’éléments, appelés points,
dont on dislingue certains  sous-ensembles
privilégics, les sous-espaces linénires a4 —1
dimension  (ensemble  vide), 0 dimension
(points), 1 dimension (droites), ... n—1
dimensions (hyperplans), n dimensions (I'es-
pace toul entier), vérifianl les condilions sui-
vanles @ Tintersection de deux sous-espaces
linénires a el B esl un sous-espace linéaire
a o By il existe un plus petil sous-espace
linéaire a v B conlenant les sous-espnees a el § ;
In somme des dimensions des sous-cspaces
anBel avh est égale & ln somme des dimen-
sions des sons-espaces a el fi,

2. Soit E un espace projeclif général, Dans
cet espace, on peul définir {1], en combinant
les opérations de jonelion el d'interseetion, des
projeclivités enlre sous-espaces linéaires de
méme dimension ; les projectivilés sur un

sous-espace donné (projeclivilés enlre ce sous-
espace et lui-méme) forment groupe. Le groupe
tles projectivités sur une droite est au moins
triplement transilif, est-d-dive qu'il existe
au moins une projectivilé du groupe rfaisant
correspomndre  Irois  points  domnds  distinels
queleongues @ trois points donnés distinets
queleonques.

Lorsyue P'espuee projeclif E est propre, ce
groupe esl exnctement triplement transilif et,
en parliculier, In seule projeclivilé ayanl au
moins trois points unis esl la transformalion
idenlique. Réciproquement, si la seule projec-
livilé (sur une droite) ayanl au moins Lrois
points unis esl Ia Leansformation identique,
I'espace 12 est un espace projeclil propre.

Revenons au cas géndral. On peal définir,
au moayen de jonctions el d'inlerseclions, une
opération de  multiplication sur les poinls
d'une droile donnée o, & Pexeeplion de I'un
d'entre cux. le point «. Dans la construclion
de celle opéralion interviennenl cerlains ¢lé-
ments arbitraires (lels que la droite d et le
point =, par exemple) ; mais le sysléme ohlenu
ne dépend pas, & un isomorphisme prés, du
choix de ces éléments.

Lorsque Pespace E est un espace projectil
propre, Popération de multiplication associde
esl comnmltative el réciproquement.

3. Les propriétés énonedes au § 2 sont vala-
bles dés que la dimension de Pespace consi-
déré esl supéricure ou dgale & 2. Cependant,
lorsqu’on éudie avee plus de détails les espa-
ces projeclils généraux, on constate que, parmi
cux, les espaces 2 dimensions jouent un role
parliculier, en ce sens qu'ils sont beaucoup
mioins riches en propri¢tés que les espaces de
dimensions supérieures (on sait, par exemple.
que le théoréme de Desargues, valable pour
Ies espaces de 3 dimensions cl plus, ne Pesl
en général plus & 2 dimensions), En d'auntres

("} Nolre terminologic est celle de Vensx ¢l Youwna [1].
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termes, le contenu de In notion d'espace pro-
jeelil général s'appauvrit lorsqu'on passe de
3 a2 dimensions ; i | dimension, celle nolion
(ou, plus exactemenl, la définition qui en a élé
donnée plus haut) perd son sens cl ne peul
done pas servir de base &t une axiomatique des
espuees projeclils propres (unidimensionnels).
Construisant une telle axiomatique, M, P, Li-
hois (2] a en Pidée de prendre pour nonvelle
propriélé de base la propriélé de lriple transi-
tivité. Il est remuarquable gu'é¢tant donné un
ensemble I2 et un groupe Lriplement transitif ¢
opérant sur cet ensemble, on puisse & nouveau
définir une opération de mulliplication sur les
points de Z & I'exception de I'un d’entre enx
(le poinl «), el que la commulalivité de celle
opéralion soil une condition néeessaire et suf-
fisanle pour que le groupe G soil un groupe
projectil (c'est-d-dire le gronpe de loutes les
eollinéalions projeclives d’un espace projeclit
propre unidimensionnel) [3].
Remarque. Cette derniére propriété peut
encore élre énoncée de la fagon suivante :
Pour qu'un groupe lriplemenl lransitif
soit projeelil, il faut et il suflil gque les trans-
formalions du groupe qui conservent deux
points donnés distinels soient permutables.
Lorsqu’elle esl mise sous celle forme, on
peul y remplacer ln condition, pone e groupe
G, d’élre triplement Lransilif, par la condilion
plus (aible d’élre an moins triplement Lransi-
tif (v, § 2).

4. Au § 3, nous uvons pris comme hase
d'une axiomalique des espaces projectils pro-
pres @ 1 dimension In proprié¢té de Lriple tran-
silivité. Lo queslion se pose de savoir si on
pourrail, de fagon générale, baser sur des
propriétés de transilivité une axiomalique des
espuces projectifs propres & un nombre quel-
congque de dimensions.

En éludiant celte queslion, j'ai été amené
[31 & considérer une classe de groupe de
transformalions, que jappelle gronpes & pea
prés n-uplement lransitifs du lype projeclif.

La délinition que j'en ai donnéde fail inlervenir
essenlicllement une condition de transitivité
el une condition de linédarilé lrés allaiblie ;
elle est déquivalente a la définition suivante,
qui est moins naturelle (car, contrairement a
Ia précédente, clle présuppose la donnde a
priori, duns ensemble sur lequel opére le
groupe, d'une struclure délerminée), mais plus
maniable :

Soil E un espace projeetil général & n—2
dimensions ; nous dirons qu’un groupe de
translormalions ¢, opérant dans I, est it peu
prés n-uplement leansitit du type projeetif,
s'il existe une el une seule transformalion du
groupe transformant n points donnds quel-
conques de £2 non situés o ~ 1 A n — 1 dans un
méme hyperplan, en n points donnés guel-
congues de J2 vérifinnt la méme condition.

Si [i-est un espaee projeelif propre, ¢t G le
groupe des collindalions projectives de eet
espuee, alors

a) les lransformations de ¢ qui conservenl
lrois poinls d'une droile conservent tous les
points de celle droite,

0) les  Leomslformations  induiles sur une
droile donnde o par les lransformations de G
qui conservent d el deux points distinets don-
nés de o, sonl permulubles,

¢) les transformations de ¢ qui cunservent
#t =1 poinls donnés de I, non silués dans un
méme hyperplan, sont permutables.

Réciproquement, si un groupe du type pro-
jeelil & posside 'une queleonque des proprié-
tés a), b) ou c), 'espace £ duns lequel il opére
esl un espace projeclifl propre, el G est le
groupe des collinéations projectives de cel
espace.

Ceci nous permet de donner une définition
axiomaligue simultande des espaces projectifs
propres el des groupes projeclifs & un nombre
quelconque de dimensions ; il est intéressant
de comparer ces résultals avee ceux du § 2 qui
concernaient uniquement les espnaces projectifs
propres.
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