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Généralisation d’'un Théoréme de Kerekjarto

par J. TITS
Aspivant F.N, I 5,

1. On doit & Kerékjirtd [17 les théordmes
suivants :

a) Tout groupe [Iriplement transitif de
transformations topologiques de la droile pro-
jeetive (réelle) en elle-méme est homéomorphe
au  groupe homographique d'une variable
‘réelle (1).

5 11 o’y o aucun groupe n-uplement tran-
silil de bransformalions lopologiques de Ia
droite projective (réelle) en elle-méme, pour
n>3.

c) Tout groupe triplemenl transitil continu
de transformalions topelogiques de la surface
d'une sphére en elle-méme est homéomorphe
au  groupe homographique d'une  variable
complexe.

d) La sphére est Ia scule surface qui pos-
stde un groupe triplement transitif.

Kerékjirld s’est posé, sans le résoudre, le
probleme de généraliser ces résullals.

Je me propose de vechercher ici tous les
groupes  n-uplement  Uransitifs  conlinus  de
transformations topelogiques d'une variélé en
elle-méme, pour n 2= 3. Bien que celle queslion
soil apparemment assez compliqude, j'ai pu y
répondre simplement cn faisanl usage de
résultats oblenus par ailleurs [2] dans une
fude générale (non lopologique) des groupes
n-uplement transitifs, et de diverses aulres
théories (voir § 3) donl Vintérél m'n été signald
par AL Hopf, avee qui j'ai étudié ces questions.

2. Il w'exisle pas de groupe continu n-uple-
ment transitif de transformations lopologiqnes
d'une varidtd en elle-méme, pour n =4 ; pluas
généralement, il n'existe pas de groupe n-uple-
ment transitif infini (¢’est-a-dire, opérant sur
un ensemble infind), pour n 24 ; cela résulte
de I'énumération des groupes n-uplement
transilifs (n 2= 4) donnée dans ma lhese [2).

Nous sommes ainsi ramenés A la considé-
ralion du seul eas on n = 3.

Nous n'entrerons pas dans le détail des
démuonstrations.

3. Nos démonstrations sont hasées princi-
palement sur lrois théories dont nous allons
rappeler les éléments essenlicls & la compré-
hension de ce qui suit.

a) Théorie des bouts (Freudenthal). Dans le
eas (ui nons oceupe (eas des variétés), la
notion de hout, introduile par Frendenthal [3],
peul étre définie de la facon suivante [41,
particuliérement intuilive ;

Soit ¥V une variété onverte. On dil qu'une
suile de sous-ensembles de V odiverge si toul
sous-cnsemble compael de V' 4 une inlersee-
tion vide uvee presque lous les sous-ensembles
de In suile. Une suite divergente @y, @a ...,
Ejy ... tle poinls de V, converge vers un bont
de la variété s'il est possible de relier les points
ap el @y par un are de courbe €, de telle
facon que la suite des €; diverge. Deux suites
de points 2y, 25 ... et Py Usi v 0s remplissant
celle condilion, convergent vers le méme hout
s"il est possible de relier les points x; et y, par
un are de courhe €, de telle facon que In suite
des €, diverge.

La variété V peut élre complélée par adjone-
lion de ses bouls, considérés comme de nou-
veaux points ; l'ensemble ainsi obtenun, muni
d'une  lopologic  naturelle, est un  espace
compael.

Freudenthal a démontré que, moyennant
cerlaines hypothises trdés générales, un groupe
Lopologique posséde au maximum deux bouls;
les hypolhéses failes sonl toujours vérifides
lorsque Pespace du groupe esl une variété
connexe,

b) Une caractérisalion des groupes projee-
tifs [2]. Pour qu'un groupe triplement tran-
sitif G soil un groupe projeetif (groupe de
ar 4 b

toules les homographies y =
xr--d

sur un

M Rappelons qu'un groupe de transformations est iriple-
menl fransdif lorsqu'il existe une et une scule transfor-
malion du groupe transformant trels points donnés distinets
en Irois points donnés distinets.



GENERALISATION D’UN THEOREME DE KEREKJARTO 15

Mathémaliques GS

corps commutalil queleconque), il faut et il
suflit qu'il posséde In propriété suivante :

Toule transformalion de G possédanl un
couple en involulion est une involulion.

¢) Corps lapologiques. On appelle corps
topologique un corps muni d'une strueture
topologique telle que xy, @ <4 ¢, ¢l @' soient
des fonclions continues.

Ponljagin [5] a monlré que les seuls corps
Lopelogiques localement compaels, localement
connexes ¢l connexes sonl le corps des nom-
bres réels, le corps des nombres complexes el
le corps des quaternions.

4. Soient V une variété et G un groupe con-
tinu triplement transilif de transformations
topologiques de cetle variélé en elle-méme,
p étanl un point de V, nous désignerons par
V — p la variétd des points de Voqui sonl dis-
linels de p.

a) Les variétés V el V - p sonl connexes,
ear tous les triples de points de V' sonl équi-
valents entre eux.

b) La variété V est compacte. En effet,
soient O et « deux points dislinels apparle-
nant & V. Par la considéralion des transfor-
malions de G qui conservent ehacun des points
0 et @, on peut délinir [2] sur les points de
la variélé V —0 = » une loi de composition
(multiplication) formant groupe ; V —(0) — e
est done In variété d'un groupe topologique.
Si eelle variété est connexe, elle ne peut avoir
d"aulre houl que les points @ et e« (ef. 3 a), par
conséquent la variélé V=(V -0 —w)} 04 =
esl compacte.

Si V = 0 - = n'esl pas connexe, la varidtd V
esl déconneelée par tous ses couples de points;
elle est done homéomorphe & la droite afline
réelle on i la droite projective réclle (circon-

[érence réelle) ;5 le premier cas est d'nilleurs
exelu en verlu du a).

¢) Le groupe G est projectif. Reprenons les
notations du b).

Si la variélé V- 0 ~ = n'esl pas connexe,
Voest homéomorphe @ la droile projective
réelle, et G esl homéomorphe au groupe homo-
graphique 'une variable réelle, en vertu du
théoréme 1 a.

Supposons done que la variété V -0 — «
soit connexe, et soit 1 un point donné (choisi
arbitrnirement) de cette variédté, Considérons
Papplieation 7, de la varidté V' = 0 — w dans
elle-méme, définie de la Tagon suivanle @ x
¢lant un point queleongue de V-0 — w, T
est le transformé du point 1 par la transfor-
mation de (7 qui échange 0 el @ el qui con-
serve a (1),

Considérée comme sous-ensemble de la
viridlé V — 0 — e, Mmage T (V — 0 — =) de
celle varictd est un enscmble ouvert et fermé ;
elle eoinelde done avee la varidté V — 0 — «
elle-mdmé, puisque eelle-ci est connexe. 11 en
résulle que toules les transformations de G
qui échangenl O el e« possédent un élément
uni ¢l sont done des involulions (car leurs
currds ont trois dlémentls unis). Par consé-
quent, le groupe G est projeclif, en verlu de
30,

dV Le groupe G est homdéomorphe au gronpe
homographique d'une sariable réelle ou au
groupe homographique d'une variable com-
plexe.

Le groupe £ élanl projeclif, cela résulte
immédialement du théorétme de Pontrjagin
(v. § 3¢l

M Luapplientlon 7 esl unlvoque, mnis  généralement
non biunlvoegue.
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