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Collinéations et Transitivité

par J. TITS
Aspirant F.N, RS,

Nous mnous proposons de faire quelques
remarques concernanl le comporlementl res-
peclif des condilions de lransilivilé el des
conditions de linéarité ulilisées comme postu-
lats dans une axiomalique des espuces pro-
jeclifs propres.

1. Rappelons tout d’abord quelques défi-
nitions (*).

Un espace projectif propre peut étre défini
de la fagon suivante :

Soit X un corps commulatil quelcongue.
Appelons point loul ensemble ordonné de
n + 1 nombres 2, &, ..., 2, non lous nuls el
donnés & un facteur prés. L’ensemble des
points ainsi définis est espuce projectif (pro-
pre) 4 n dimensions construil sur le corps K.

On donne le nom de collinéalions projec-
tives aux transformations de ecel espace défi-
nies par les relations y, = 2,/ (aj =0). Nous
appellerons  groupe projeelif, le groupe de
toutes les collindatlions projeclives d'un espaee
projectil propre.

Un espace projectif géndral & n dimensions
est un ensemble d’éléments, appelés points,
dont on dislingue certains  sous-ensembles
privilégiés, les sous-espaces linénires a —1
dimension  (ensemble  vide), 0 dimension
(points), 1 dimension (droites), ..., n—1
dimensions (hyperplans), n dimensions (I'es-
pace toul entier), vérifianl les condilions sui-
vantes @ Finterseclion de deux sous-espaces
linénires a el B esl un sous-espace linéaire
a o B il existe un plus petil sous-espace
linéaire a v conlenant les sous-espaces a el 6 ;
la somme des dimensions des sous-cspaces
anBel avp est égale & In somme des dimen-
sions des sons-espaces a el fi,

2. Soit E un espace projeelif général, Dans
cet espace, on peul définir {1], en combinant
les opérations de jonelion el d'interseetlion, des
projeclivités enlre sous-espaces linéaires de
méme dimension ; les projectivilés sur un

sous-espace donné (projeclivilés enlre ce sous-
espace et lui-méme) forment groupe. Le groupe
tles projectivités sur une droite est au moins
triplement  transitif, c'est-d-dive qu'it existe
au moins une projectivilé du groupe rlaisant
correspoidre  trois  points  donnds  distinels
queleongues @ trois points donnés distinets
queleonques.

Lorsque P'espuee projeclifl E est propre, ce
groupe esl exnctement triplement transilif et,
en parliculier, In seule projeclivilé ayanl au
moins trois points unis esl la transformalion
idenlique. Réciproquement, si la seule projec-
livilé (sur une droile) ayanl au moins lrois
poinls unis esl Ia transformation identique,
I'espace /£ est un espace projeclil propre.

Revenons an cas géndéral. On peal définir,
au moyen de jonctions el d'inlerseclions, une
opération de  multiplication sur les points
d'une droile donnée d, & Pexceplion de I'un
d'entre cux. le point e. Dans la construction
de celle opéralion interviennenl cerlains ¢lé-
ments arbitraires (lels que la droite d el le
point e, par exemple) ; mais le sysléme oblenn
ne dépend pas, & un isomorphisme prés, du
choix de ces éléments.

Lorsque Pespace E est un espace projectil
propre, Popération de multiplication associée
esl commulative el réciproquement.

3. Les propriétés énonedes au § 2 sont vala-
bles dés que la dimension de Pespace consi-
déré esl supéricure ou dgale a 2, Cependant,
lorsqu’on éudie avee plus de détails les espa-
ces projeclils généraux, on constate que, parmi
cux, les espaces d 2 dimensions jouent un role
parliculier, e¢n ce sens qu'ils sont beaucoup
mioins riches en propri¢tés que les espaces de
dimensions supéricures (on sait, par exemple.
que le théoréme de Desargues, valable pour
Ies espaces de 3 dimensions cl plus, ne Pesl
en général plus & 2 dimensions). En d'autres

(") Nolree terminologic est celle de Vensx ¢t Youwna [1].
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termes, le contenu de In notion d'espace pro-
jeelil général s'appauvril lorsqu'on passe de
3 4 2 dimensions ; 4 | dimension, celle nolion
(ou, plus exactemenl, la définition qui en a élé
donnée plus haut) perd son sens cl ne peul
done pas servir de base it une axiomatique des
espuees projeclifs propres (unidimensionnels).
Construisant une telle axiomatique, M. P, Li-
bois [2] a en Fidée de prendre pour nouvelle
propriélé de base la propriélé de lriple transi-
tivité. Il est remarquable qu'étant donné un
ensemble I2 et un groupe Lriplement transitif ¢
opérant sur cet ensemble, on puisse & nouveau
définir une apération de mulliplication sur les
points de L i I'exception de I'un d'entre enx
(le poinl «), el que la commulalivité de celle
opéralion soil une condition néeessaire el suf-
fisante pour que le groupe & soil un groupe
projectil’ (¢'esl-d-dire le groupe de loutes les
eollinéalions projeclives d’un espace projectil
propre unidimensionnel) [3].
Remarque. Cette derniére propriélé peut
encore élre énoncée de la fugon suivante :
Pour qu'un groupe lriplemenl lransitif
soil projectil, il fautl et il suffil que les trans-
formalions du groupe qui conservent deux
points donnés distinels soient permutables.
Lorsqu’elle esl mise sous celle forme, on
peul y remplacer ln condition, pone le groupe
G, d’élre triplement Lransilif, par la condilion
plus fuible d'élre au moins triplement lransi-
tf (v. § 2).

4. Au § 3, nous avons pris commne hase
d'une axiomalique des espaces projectils pro-
pres & 1 dimension la propri¢té de triple tran-
silivité. Lo queslion se pose de savoir si on
pourrail, de fagon générale, baser sur des
propriétés de transilivité une axiomalique des
espuces projectifs propres & un nomlbre quel-
conque de dimensions.

En éludiant celte queslion, j'ai été amené
[31 & considérer une classe de groupe de
transformalions, que jappelle gronpes & peu
prés n-uplemenl! lransitifs du lype projeclif.

La délinition que j'en ai donnéde fail inlervenir
essenlicllemenl une condition de transitivité
el une condition de lindavilé lrés allaiblie ;
elle est déquivalente & la définition suivante,
qui est moins naturelle (car, eontrairement a
Ia pricédente, clle présuppose la donndée a
priori, duns 'ensemble sur lequel opére le
groupe, d'une struclure délerminée), mais plus
maniable :

Soil I un espace projeetil général & n—2
dimensions ; nous dirons qu’un groupe de
translormalions ¢, opérant dans E, est it peu
prés n-uplement leansitit du type projectif,
s'il existe une el une seule transformalion du
groupe transformant n points donnds quel-
conques de 22 non situés o ~ 1 i n — 1 dans un
méme hyperplan, en n points donnés guel-
congues de f2 vérifinnt 1 méme condition.

Si Li'est un espace projeclif propre, et G le
groupe des collindalions projectives de ecel
espaee, alors

a) les lransformations de ¢ qui conservenl
lrois poinls d'une droile conservent tous les
points de celle droile,

b)Y les  Leamslormations induiles sur une
droile donnde o par les lransformations de G
qui conservenl d el deux points distinets don-
nés de o, sonl permulubles,

¢) les transformations de ¢ qui cunservent
#t =1 poinls donnés de £, non silués dans un
méme hyperplan, sont permutables,

Réciproquement, si un groupe du type pro-
jeelil G posside 'une queleonque des proprié-
tés a), £ ou ¢}, l'espace £ duns lequel il opére
esl un espace projeclifl propre, el G est le
groupe des collinéntions projectives de cet
espaee.

Ceei nous permet de donner une définition
axiomalique simullanée des espaces projeetifs
propres el des groupes projeclifs & un nombre
quelconque de dimensions ; il est intéressant
de comparer ces résultals avee cenx du § 2 qui
concernaicnt uniquement les espnaces projectifs
propres.
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