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AVANT-PROPOS

Les notes qui suivent reprennent, dans l'essentiel, la ma-
tidre de huit legons faites au C.I.M.E. en septembre 1959, et con-
cernant principalement les résultats fondamentaux de A.Borel sur
la struoture des groupes algébriques affines (nQus dirons "affins")
[2], les importants travaux de C.Chevalley donnant la classifioca-
tion des groupes semi-simples [4], et des recherches de 1l'auteur
relatives & l'interprétation géométrique de ces groupes (cf. la bi-
bliographie). Celles-ci ont déterminé, dans une assez large mesure,
la perspective dans laquelle se place l'ensemble &s l'exposé et le
choix des résultats qui en font l'objet.

Il n'était pas possible, dans ce cadre restr;int, de donner
des démonstrations compldtes de tous les résultats énoncés, ni mé-
me de la majeure partie d'entre eux'(l) Les démonstrations, dé-
taillées ou seulement esquissées, que comporte l'exposé, ont gé-
néralement pour but - surtout aux chapitres III et IV - de faire
apparaitre des -liens entre les divers résultats, plutdt que d'é-
tablir oceux-ci & partir de "choses connues". Nous avons ainsi été
amenés, lorsque cela nous paraissait profitable & la clarté de l'ex-
posé, & adopter un ordre de présentation des propriétés pirfois
treés différent de celui qui conviendrait & un traitement plus strio-
tement déductif. .

(1) - ox

Pour les résultats dfis & A.Borel et & C.Chevalley, des démons-
trations compldtes peuvent 8tre trouvées dans les articles cités.
En ce qui concerne les résultats obtenus par l'auteur, on peut
aussi se reporter aux articles mentionnés dans la bibliographie,

bien que ceux-ci ne renferment que des indications assez lncom-
pledtes; un exposé d'ensemble de oces résultats est en préparation.
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Dans l'ensemble, nous nous sommes surtout attachés & faire
ressortir l'aspect "groupal", plutdt que l'aspect algébro-géométri-
que, des questions étudiées. En particulier, il nous est arrivé de
passer sous silence certaines difficultés, spécifiquement algébro-
géométriques, en admettant notamment comme "intuitivement évidentes™"
des propriétés qui, en fait, sont difficiles" a établir, au moins en
caractéristique p. De fagon générale, l'exposé a été congu en fonc-
tion d'auditeurs familiers avec la géométrie algébrique "classique".

_L'expos; oral se terminait par un aperg¢u trés bref de généra-
lisations relatives notamment au cas;d'un corps non algébriquement
clos, et & la possibilité d'associer des classes de géométries a
tout diagramme formé de sommets reliés deux & deux ‘par des traits
de multiplicités arbitraires. Il mn'a pas paru utile de le reprendre
ici. On trouvera en effet dans [9] et [10] des indications déja plus
détaillées, quoique enoore trés générales, sur ces questions.

Le chapitre IV du présent texte a été rédigé alors gque les
trois premiers chapitres étaient déja polycopiés. Il en résulte
quelques incohérences dans les notationé et 1la terminologie, qui
ne semblent toutefois pas devoir compromettre la bonne compréhen-
sion de l'exposé.

Nous sommes heureux d'exprimer notre reconnaissance aux re-
sponsables du C.I.M.E., et partioulidrement & M. le professeur
G.Zappa, pour l'aimable invitation qu'ils nous ont adressde et pour
la patience dont ils ont fait preuve dans l'attenté = foft‘longue =
du présent texte. Unevpremiére'rédacticn de celﬁi-or, due & MM.
V.Checocucci, F.Gherardelli,et V.Villani, nous a été fort utile;

nous les en remercions trés sincarement.
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CHAPITRE I

GENERALITES SUR LES GROUPES ALGEBRIQUES

§1. NOTIONS INTRODUGTIVES

Soit k un corps algébriguement clos.

On appellera variété (algébrique) une variété algébrigue
projective (compldte) définie sur k dont on a éventuellement re-
tranché des sous-variétés (compldtes) en nombfe fini (cas particu-
lier : les variétés affines)(l). La topologie de Zariski sur une
variété V est celle qui a pour fermés les sous-variétés de V re-
lativement compldtes (i.e. intersections de V avec des variétés
complétes); c'est la moiné fine parmi les topologies telles que
les fonctioﬁa rationnelles & valeur dans k (en général définies
seulement en dehors de certaines sous—;ariétés) soient continues,
k étant muni de la topologie dont les ouverts non vides sont les
complémentaires des ensembles finis.

Un groupe algébrigue est une variété V dotée d'une structure

de groupe telle que les applications

VX V—e> V donnée par (ab) ——> ab

et
-1
Ve—— V donnéde par a —3 a

soient rationnelles. Si V est compldte, le groupe algébrique
est appelé une variété Gbébieﬁne; on verra gque dans ce cas, la
1) :
On pourrait plus généralement considérer des variétés abstrai-
tes, mais, pour notre propos, la plus grande généralité ainsi ob-

tenue seraitt illusoire, en vertu de résultats de IlBarsotti [
et W.L.Chow [ 31].
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structure de groupe est nécessairement commutative (cf.$4).
Exemples de groupes algébriques :

a) Tous les groupes finis.

b)‘kx, groupe multiplicatif de k.

c) k+, groupe additif de k.

d) Une cubique plane projective I' , de denre 1, dotée de la
struoture de groupe suivante: soit
0O un point fixe de [' ; A, B étant
deux points quelcongues de [, on no-
te P le point de ' aligné avec A et

B, et on définit- comme somme A + B

le point de [' aligné avec 0 et P
fig.1 J (cf.fig.1).

e) Gl(n,k), groupe linéaire de l'espace vectoriel de dimension
n, sur k.

£) Si(n,k), groupe lindaire épécial.

g) PGl(n,k), groupe projectif de l'espace projectif de dimen-
gsion n-1, sur k.

h) 0(n,k), groupe orthogonal.

i)‘Tous sous~groupe de PGlL(n,k) caractérisé par le fait de

laisser invariante une variété, une correspondance,..., algébrigue.

§2. SOUS-GROUPES

Dans un grgupe topo;ogique, un soué-groupe V- localement fermé,
c'est-a-dire intersection d'un ouvert et d'un fermsé, estlfermé. En
effet, soient ; sont adhérenqe et a un élément de E. V est relati-
vement ouvert (par hypothdse) et partout dense daué ;. Il en est

de méme (par translation dans le groupe) de aV. Par conséquent,
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_ A -1
VA av 7 @ . Soit xe€ VA aV . On a xe V et a .x € V , d'ol

a = x.(a_l.x)_le V. Ce résultat s'applique en particulier aux
groupes algébriques avec topologie de Zariski; les sous-ensembles
localement fermés sont alors les sous-variétés non nécessairement
relativement complétes, donc
PROPOSITION 1. Un sous-groupe d’un groupe algébrique qui est en
méme temps une sous-variété algébrique est une sous-variété rela-
tivement compléte (i.e. est fermé pour la topologie de Zariski).
(Rappelons, a4 titre de comparaison, qu'un sous-groupe analytigue
d'un groupe analytique n'est pas nécessairement fermd).

On sait que si G est un groupe topologique et H un sous-grou-
pe fermé, l'espace homogéne gquotient G/H a une structure topolcgi-
que naturelle, & savoir, la plus fine des topologies telles gue la

projection canonique
p = G —> G/H

soit continue. (L'existence d'une topologie sur G/H telle que p
soit continue caractérise d'ailleurs les sous-groupes fermés; c'est
une des raisons de l'importance de ceux-ci). De plus, G opére con-

tinment sur G/H, c'est-a-dire que l'application canonigque
L G %X G/H ——= G/H

est continue. On a un résultat analogue pour les groupes algébri-
ques

PROPOSITION 2. Soient G un groupe algébrique et H un sous-groupe
fermé., L’espace quotient G/H @ une structure naturelle de variété
algébrique, caractérisée par la propriété que les fonctions ration~
nelles sur cette variété ont pour images récipmoques, relativement

a lL’application canonique



88 JACQUES TITS

J.Tits

P G —— G/H ,

toutes les. fonctions rationnelles sur G qui sont constantes sur
les classes latérales de H (images réciproques des ‘points de G/H).
dvec cette structure, p est rationnelle, et il en est de méme de

L’application canonique
T G X §/H ———> G/H

(i.e. G ”opére rationnellement” sur G/H).

Une étape essentielle de la démonstration (12 (que nous ne
donnons -pas) consiste & montrer qﬁe les fonctions rationnelles con-
stantes sur les classes latérales de H sont en "nombre suffisant"
pour "séparer" les points de G/H, c'est-a-dire gqu'il existe une
fonction prenant des valeurs distinctes sur deux classes latérales

donnéges arbitrairement.

§3. SOUS-GROUFES INVARIANTS

3.;= GENERALITES. )
PROPOSITION 3. Soient G un groude algébrique et H un sous:g%ou¢e
fermé invariant., Adlors le groupe G/H, avec la strucfure de variété
algébrique dont il est question dans la ?rofasition‘Q, est un grou-
pe algébrique. l

C'est une conséquence de la proposition 2. Considérons par e-
xemple l'application ‘

G/H X G/H ——> G/H

(1)

Etant donné que rous nous sommes restreints & priori & la con-
sidération de variétés projectives; la proposition 2 groupe en fait
deux théorémes habituellement séparés. dans la littérature, le pre-
mier affirmant que G/H est une variété abstraite - - c'est & ce pre-
mier point gue se rapporte notre remarque sur 'une &étape essentiel-

S
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définissant la structure de groupe de G/H. bour montrer qu'elle
est rationnelle, il suffit de montrer que l'image réciproque d'une
fonction rationnelle de G/H est une fonction rationnelle de

G/H X G/H, ce qui se déduit facilement du diagramme commutatif
G X G/H —— G/H
G/H X G/H

Lorsqu'on parle d'homomorphismes de groupes algébriques, il
s'agit toujours d'homomorphismes des structures de groupes qui
sont en méme temps des applications rationnelles.

Dans le cas des gﬁoupes "qbstraitSﬂ on sait que si on a un
épimorphisme (homomorphisme surjectif) d'un groupe G sur un grou-
pe G', G' est isomorphé au quotient de G par le noyau de l'épimor-
phisme, La méme chose est vraie par exemple pour les groupes de
Lie. Elle l'es4 aussi pour les groupes algébriques, mais seule-
ment en caractéristique O
PROPOSITION 4. Soient k un corps de caractéristique 0, G, G' deux
groupes algébriques et ¢ : G——> G' un épimorphisme, 4Alors
Ker.¢ (nayau»de ¢ ) est fermé et L’application canonigue
G/Ker.¢ ——> G' est un isomorphisme de groupes algébriques., En
particulier, tout homomorphisme bijectif (i.e. biunivoque) est un
isomorphisme.

En caractéristique p, la situaticn est bien différente ainsi

que le montrent les exemples suivants.

le..." - et le second, théordme difficile de W.L.Chow [ 3], é-
tablissant que cette variété est projective.
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EXEMPLES

1. Soit k de caractéristique p. L'application

I i T (x & k)

de la droite affine sur elle-méme, est bijective et rationnelle,

mais non birationnelle.

2. Soient k de caractéristique 2, I’ une conigue et Gr le grou-
pe projectif de cette conique (groupe projectif orfhogonal). Les
tangentes a I” pgssent toutes par un méme point P, et peuvent de ce
fait &tre conéidérées abstraitement comme les points d'une droit;
projective 7¥; soit By le groupe projectif de cette dfoite. Gr opé-
re sur les tangentes a [, donc sur ¥, ce qui établit un isomorphi;
sme entre les groupes abstraits EF et 87, lequel est rationnel seu-
lement dans le sens GF——4» 97 (de médme que la bijection I' —= ¥
définie par 1la projection & partir de é est rationnelle mais non
birationnelle). Par ailleurs, il faut nPter que, [' étant biration-
nellement équivalente & une droite projective, les groupes 6F et
—97 sont aussi isomorphes en tant que groupes algébrigues, c'est-a-
dire gu'on a affaire ici, comme dans l'exemple précédent, & un
endomorphisme rationnel et bijectif, mais mon birationnel, d'un
groupe algébrique; L'exemple suivant, par contre, concerne deux

groupes non isomorphes en tant que groupes algébriques.

3. Cet exemple est une généralisation du précédent. Soient k
de‘éaractéristique 2, I' une hyperquadrique dans un espace prbje—
ctif de dimension paire 2m, 9r le groupe projectif de cette hyper-
quadrique (groupe projectif orthogonal).

Les hyperplans iangenta a [ passent tous par un mé&me point P.

Les droites passant par ce point peuvent &tre vues abstraitement



SUR LES GROUPES ALGEBRIQUES AFFINS 91

J.Tits
comme les points d'un espace projectif ¥ & 2m-1 dimension. 6F cpé-~
re sur Y et on peut voir qu'il induit sur ¥ le groupe projectif
symplectique PSp(2m), ce qui établit un homomorphisme (rationnel)
bijeoctif 9r——§-é8p(2m). Les groupes 6F et PSp(2m) ne sont pas bi-

rationnellement isomorphes.

3.2. COMPOSANTE CONNEXE DE L'ELEMENT NEUTRE.

La variété sous-jacente d'un groupe algébrique G est homogéne
c'est-a-dire gqu'elle poss&de un gfoupe transitif de transformations
birationnelles et birégulidres (& savoir, par exemple, le groupe
des translations & gauche x —3» xa). Il s'ensuit en particulier que
ses composantes irréductibles sont disjointes, donc ouvertes pour
la topologie de Zariski, et gque ce sont par conséquent aussi les
composantes connexes de G. Parmi elles, la composante qui contient
l'élément neutre est un sous~groupe invariant de G; c'est le plus
petit sous-groupe invariant Go tel que G/GO soit discret, donc fi-

ni (puisque algébrique).

%3.%. GROUPE DERIVE'.

Le dérivé G' d'un groupe G est le sous-groupe engendré par
tous les commutateurs x.y.x-l.y_l (x; Yy & G); c'est le plus petit
sous-groupe invariant H tel que G/H soit commutatif. Le dérivé to-
?ologique—ﬁ? d'un groupe topologique G est l'adhérence de son dé-
rivé G'; c'est le plus petit sous-groupe invapiant_fermé-H tel que
G/H soit commutatif. Nous verrons plus loin (proposition 5) que dans
le cas d'un groupe G algébrigue, les deux notions colncident, c'est-
a-dire que le dérivé G' est toujours fermé. Il n'én est pas de
méme pour les groupes topologiques en général, ni méme pour les

groupes de Lie, ainsi que le montre l'exemple suivant.
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Exemple d’un groupe de Lie dont le dérivé n’est pas fermé.

Soit H un groupe de Lie qui soit son propre dérivé (H-= H'),
et dont le centre C(H) fenfarma ﬁn sous-groupe isomorphe au groupe
additif Z des entiers (exemple: le revétement universel de %Sl(?,R),
groupe projectif de la droite réelle), et soit ¢ le générateur
d'un tel sous-groupe, oc'est-a-dire un élément non ﬁériodique de
C(H). Désignons par T = R/Z le groupe des nombres réels mod. 1,
et par t un élément non périodique de ce groupe (i.e. un nombre
irrationnel mod. 1). Considérons dans le produit H X T lé sous-
groupe [ formé par les éléments (ci, ti) (i € Z2), ot posons

G = ¢H X T)/I" , Soit
¢ Hx T—>G

l'homomorphisme canonique de.H X T sur G. Le dérivé G' de G est
l'image par ¢ du dérivé de HX T, c'est-a-dire de H X _{oT}_oh Op
représente 1l'élément neutre de T. Je dis que G' est parfout dense
dans G (-(3-|I = G) sans 8tre G 1ui—m6mel<G' i c I Péur'l'établir, -
suffit de montrer que ¢—l(G') est partout dense dans HX T sans
stre H X T lui-méme. Or on a, en désignant par O le soua—groﬁpe

partout dense de T engendré par t,

o3 ) :

¢ (a') =¢ "(e(EX{0})) = (ax{o,1).T" = BX & ,
d'ou la proposition résulte immédiatement.

PROPOSITION 5. Le dérivé G! d’un groupe algébrique G est fermé
(G' = @').

On supposera pour commencer que G est connexe. Soit

¢ X &@—>»a ,
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l'application donnée par

|
(%,¥) —= x.y.x .y .

et :
Posons ¢(G) ='U. On a U = U. Considérons la suite

ve vie vPc ... ev?e ... cv® =VUu? - a ,

n 2 =
ou U = U.U" 1 (au sens de la multiplication des parties dans un

(1)

gfoupe). La dimension des U; est croissante, donc stationnaire
& partir d'une certaine valeur n de i. Mais alors, ET étant un
sous-groupe fermé connexe (donc irréductible) de G, on doit avoir

pour tout n >1i, Ui = G@'. Cela étant, nous allons montrer gue

U2n :-ET, d'ol G' .= G'. En effet, soit a E-ET. L'ensemble Un, dont
l'adhérence est ET, renferme une sous-variété relativement ouver-

te et partout dehse dans G' (cf. la note au bas ), et. il en est

de mdme de al . Par conséquent;'Un{\ au" # 6. Soit x & o™ N au".

l.x)’1 e " gt (on no-

n 5 =
On a x € vt et a ox & U 5 dtoll” &= xv(a
tera gue ce raisonnemeht est tout a fait analogue a celui par le-—
quel a été établie la proposition 1).

Poﬁr démontrer la proposition dans le cas ol G n'est pas con-

(1) i .

L'ensemble U n'est généralement pas une sous-variéts (i.e. u-
ne partie localement fermée) de G, cependant - et c'est ce.gqui
permet de parler de sa dimension -~ il est toujours la réunion dfu-
ne sous-variété et d'une -partie de 1'adhérence de celle-ci; cela
résulte du fait que l'image d'un tel ensemble (et en particulier
d'une variété) par une application rationnelle est encore un en-
semble de ce type. Un exemple d'une variété dont 1l'image par une
application rationnelle n'est plus une variété est fourni par une
quadrique privée d'un de ses points P, et projetée de ce point sur un
planne passant pas par P; l'image est ici un plan affin plus deux
points & 1'infini de ce plan, Il y a lieu de noter, cependant, que
l'image d'une variété..compléte .par une . application rationnelle est
une variété (complete); cela résulte de ce gu'on vient de voir, et
du fait que cette image est fermée (comme image .continue d'un e-
space compact). ’ :
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nexe, on utilise le lemme suivant (qui ne sera pas démontré ici):
LEMME 1 (R.BAER) : Sotent G un groupe et GO un sousrgroupe InvVA=

‘riant d’indice fini de G. Le groupe (G, G.), engendré par les com-

1

o}
muteteurs x.y.x_l.y_ (x e G, y e GO), est un sous-groupe ‘d’in-~
dice fini de G' = (G,G).
Dans le cas qui nous occupe, G .sera la composante connexe
0

de 1'élément neutre de G. Désignons par G.l (£ & 1,.-95...:: ) 1@s

autres composantes connexes de G et posons
v, = ¢(G XG)={x.y.x—1.y-1| x€ G, FTEA ¥, (205%,..,r)
i 0 o 4 ' (¢] i

v =y,.. V1 s wws & Vr

En procédant exactement comme dané le cas connexe, on montre que,
pour m suffisemment élevs, Um = (G, GO), et que ce groupe est fer-
mné dans G. Il en est donc de méme de G' = (G,8) qui, en vertu du
lemme précédent, est constitué d'un nombre fini de classes latéra-
les de (G,GO). Ce qui achéve la démonstration.

De la proposition 5, on déduit par récurrence gque tous les
termes de la suite des dérivés successifs

(n) G(111--1) G(n-l))

(1) czar2a12 ...2c= ... (@ = )

>

d'un groupe algébrigue G, gont des sous-groupes fermés de G. Uti-
lisant un résultat de R.Baer un peu plus fort que le lemme ci-des-
sus, on peut montrer qu'il en est de méme des termes de la suite-cen-

trale descendante

= =) = =2 = = = 4
( oF) G GO_ Gl__ G2._._ Gn ; (6, (G, Gn_l))

(De fagon générale, le commutateur (A,B) de deux sous-groupes in-
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variants fermés A,B d'un groupe algébrique, est fermé). Rappelons
qu'un frcupe est dit résoluble (resp. nilpotent) si tous les ter-
mes de la suite (1) (resp.(2)) sont réduits & 1'élément neutre a

rartir d'un certain rang.

3.4. CENTRE.

Tl est clair que le centre d'un groupe algébrique (ou, plus
généralement, d'un groupe topologique quelconque) est un sous-
groupe fermé.

La proposition suivante gst valable quel que soit le groupe
topologique G connexe, donoc en particulier si G est un groupe al-
£ébriguc connexe
PROPOSITION 6. Soit G un groupe connexe. Toutl sous-groupe invariant
discret (i.e. fini, dans le cas algébrique) de G est central.

En effet, soit en H un tel sous-groupe, h un élément fixe
quelconque de H, et ¢ : G—>>H 1l'application continue définie
par

¢(g) = g.h.g .h (g € 6)

G étant connexe et H étant discret, ¢(G) doit &tre réduite & un
point, or ¢(e) = e (si e désigne 1'élément neutre de G), donc

-1 -1
$(G) = e, c'est-a-dire que g.h.g .h = ¢ pour tout g, oc.q.¥.d.

§4. VARIETES ABELIENNES ET GROUPES AFFINS

Un groupe algébrique G est appelé variété abélienne si la
variété algébrique sous-jacente est une variété compléte connexe,
et groupe affin si c'est une variété affine, c'est-a-dire une sous-
variété fermée (i.e. relativement compldte) d'un espace affin.

La théorie des variétés abéliennes et la théorie des groupes af-
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fins apparaissent & divers égards comme complémentaires l'une de
l'autre; en particulier, alors que la premidre reléve_principale-
ment de la géométrie algébrique, son contenu "groupal" étant ré-
duit & peu de chose (théoréme 1 ci-dessous), la seconde est sur-
tout intéressante au point de vue de la théorie des groﬁpes (
(théoréme 3); d'autre part, tout groupe algébrique connexe se "dé-
compose" en une "partie abélienne" et une '"partie affine” (théo-
réme 4). L'&tude dss‘groupe$ affins n'est autre que celle des grou-
pes algébriques linédaires (théoréme 2).
THEOREME 1. Les variétés abéliennes sont des groupes commutatifs.

En effet; soit en G une varidté abélienne de dimension r et
¢ : GXG—>GXG
l'application donnée par

-1
d(x,y) = (x,¥y  .x.¥)

s

Soit U = (@ X G). U contient é&idemment la diagonale A de G x G
(il suffit de faire ¥y = e = élément neutre); en particulier
dim U 2 r . De plus, U, image d'une variété compldte par une ap-
plication rationnelle, est une variété compléie. Considérons dans
G X G la sous-variéte {e} X G, de dimension r. On vérifie immé-
diatement que 1l'intersection U MN ({e}X G). se réduit au point (e,e),
d'ol il résulte, pour raisons de dimension, gue dim U < r (1).
far conséquent dim U = r, et comme U est irréductible, U = A, d'ol
X = y—l.x.y' pour tout " x ‘et tout &, g.q.Ffds
THEOREME 2. Un . groupe alkgébrique est affin si et seulement s’il
possede une représentation linéairement birationnelle. E*est—&idire
(1) '

On utilise le "Théoréme de dimension" 4'aprds jequel, si deux

sous-variétés U et V d'une variété W ont en commun un point simple
de W, dim (UAV) + @&im W > dim U 4+ dim V.
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s’il est isomorphe (en tant que groupe algébrique) & un sous—grou-
pe fermé d’un’ Gl(n,k). En d’autres termes, il y a identité entre
les deux motions de groupe algébrique affin, et de groupe algébri-
gue linéaire.
DEMONQTRATION. Remarquaons d'emblée que él(n,k), donc aussi tout
sous-groupe fermé de Gl(n,k), est un groupe affin. En effet, on
obtient une réalisation de Si(n,k) comme sous-variété fermée d'un
espace affin de dimension n2 + 1, en représentant la matrice

||xijll'e'Gl(n,k) (dét llxijﬂl # 0)- par le point de coordonnées

(x11' xlz,...J xnn, z), avec
AT S
détllxijll

Réciprogquement, nous allons moﬁtrer que tout groupe affin G
possé&de une représentation (birétionnelle) sur un sous-groupe fer-—
mé d'un G1(N,k). Par hypothdse, G est une sous-variété fermée .d'un
esﬁaoe affin dont‘nous désignerons 'la dimension par n , et dans
lequel nous choisirons un syétéme de ooordonnées-gl,..,, §n (les
§i sont des fonctions rationnelles sur G). Pour tout élément g € G,

la ntranslation & droite"

transforme toute Tonction rationnelle f de G en une fonction fg
définie fg(x) = £(gx) (x e G); Si on-désigne par Y(g): f—=fg
1'automorphisme ainsi défini de l'espace vectoriel des fonctions
rationnelles de G, ¥ : g—>— 7(g) est une.représentation lindaire ~
(de dimension infinie) de G. Gopbidérons & présent l'espace vecto-
riel engendré par toutes les fonotions‘éig (3 = Y,swen Bi. & & &),

c'est-a-dire le plus petit espace vectoriel contenant les fi et

invariﬁnt par y(@). Nous allons montrer que la dimension de E est
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finie, et que la représentation de G dans E induite par ¥, repré-
sentation que nous désignerons par 7E, est fidesle et birationmnelle.

Le fait que E est de dimension finie résulte immédiatement
de l'observation que, G étant une variété affine fig(x) = éi(gx)
est une polynome en les coordonnées x, = §i(x) et vy = fi(é)J
et par conséquent combinaiscn lindaire d'un nombre fini de poly-
nomes en les x, seulement (i.e. indépendants de g)s

Il est clair gque 7E est fid&le, en effet, si g # e, £x 7 x,
done l'une au moins des fonctions coordonnédes fi n'est pas inva-
riante par gl

I1 est assez évident que ;a représentation 7E est rationnelle.
Il nous reste & montrer 1la réciproque; & savolr que.si on pose
7(g) = llyaﬁ(g)ll (par rapport & une base fixée dans E),_les coor-
données yi = fi(g) de g sont des>fonctions rationnelles des:
7aﬁ(g). or, soieét a_ les coordonndes de §i (par Eapport a la base
?hoisie dans E). Les coordonndes de §ig sont 27aﬁ(g)aﬁ. Diautre
part, la fonctionnelle qui associe & tout élément de E, considéré
comme fonction sur G, la valeur de cette fonction au point e, est

une forme linédaire sur E, et si on désigne par'ba.las coefficients

de cette forme, on a

v, = €00 = £4(e) = Ty (e

ce qui achéve la démonstration du théoréme.

REMARQUE. Il est intéressant de noter gue PGl(n,k), donc tout sous-
groupe fermé de PGl(n,k), est aussi un groupe affin. En effet, les
é§léments de PGl (n,k) sont les matrices non singuliérest|xijT|

(igj = 1,...,n) dont les éléments ||xij||_sont donnés & un facteur
de proportionnalité pras; ils peuvent donc &tre représentés par les

'

2 "
points d'un espace projectif P de dimension n -1, & l'exception
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des points appartenant a l'hypersurface dét.llxij|| = 0. Pour
obtenir 1la réalisation de P comme variéﬁé affine il suffit alors
de considérer le modéle projectif de P obtenu a partir des formes
d'ordre n (i.e. le moddle dans lequel les hypersurfaces d’ordre n
de f deviennent les sections hyperplanes), et de prendre pour hy-

L

perplan &a 1'infini ocelui gui correspond & la forme dét_ilxij
Nous nous bornerons & énoncer les deux théorémes suivants

THEOREME 3. La variété sous-jacente d’un groupe affin connexe est

une uariété rationnelle.

THEOREME 4. (Barsotti-Chevalley-Rosenlicht) Tout groupe algébrique

connexe G posséde un unique sous-groupe invariant affin L tel que

G/L soit une variété abélienne.
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CHAPITRE II

LES GROUPES AFFINS : THEOREMES DE STRUCTURE;
S0US-GROUPES DE BOREL

§1. PRELIMINAIRES: COMPLEMENTS AUX PROPOSITIONS 1 ET 3.

I1 résulte immédiatement de la proposition 1 qufun sous-grou-
pe fermé d’un groupe affin est lui-méme un groupe affin. On peut
montrer, d'autre part, gue le groupe quotient d’un groupe affin
par un sous-groupe invariant fermé est un groupe affin. Il n'est
pas vrai par contre que liespace homogdne quotient d’un groupe af-
fin par un sous-groupe fermé guelcongue soit toujours une variété
affine, 2insi que le montre l'exemple de l’espace projectif, espa-
ce homogéne du groupe projectif PGf(n,k) (lequel, comme nous l'a-

vons vu, est un groupe affin).

§2. GROUPES ALGEBRIQUES DE TRANSFORMATIONS D'UNE

VARIETE COMPLETE.

Lorsque nous dirons qu'un groupe algébrique G opére sur une
variété X (ou est un groupe algébrique de transformations de X),

il sera toujours sous-entendu que l'application
GX X —>= X donnée par (8, x) ——3=xg

est rationnelle.

LEMME 2. Un groupe dLgébrique G opérant sur une variété compléte
I posséde au moins une orbite fermée {i.e. il existe un x ¢ X tel
Jue xG soit fermé).

La démonstration se fait par induction sur la dimension de
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X. 81 Y est une orbite non fermée de G, Y - Y est une variété
compléte, invariante par G, et de dimension strictement inférieu-
re &4 la dimension de X; G posséde donc une orbite fermée dans
cette variété, en vertu de l'hypotezse d'induction.
LEMME 3. Soit G un groupe affin opérant sur une variété compléte
X. Si % est résoluble et connexe, il posséde un point fixe (i.e.
une crbite réduite a un point) dans X.

La démonstration se fait par induction sur la longueur de
Ia4 suite des dérivés successifs de G (lorsque G = {e}, le théo-
rime est trivizl, donc l'inducticn démarre effectivement).

L'ensemole E des roints fixee de @' (ddrivé de G), qui n‘est
pas vide par l'hypothése d'induction, est fermé dans X. E étant
l'ensemtle de tous les points fixes d'un sous-groupe invariant
G' de G, est lui~-méme invariant par G. Soient F une orbite compl&-
te de G dans E (cf. lemme 1), p un point de cette orbite, et H 1le
groupe des éléments de G conservant p (groupe d'isotropie). H ccn-
tient G' (puisque p € E); par conséquent H est un sous-groupe in-
variant de G {tout sous-groups contenant le dérivé est invariant
car G/G' est commutatif); il s'emrsuit (cf.$1) que G/H est une
variété affine (et méme un groupe affin). D'autre part, puisque G
est transitif sur F et gue H est le sous-groupe d'isotropie, o= =
une application bijective et rationnelle (en caractéristigue O,
cela implique "birationnelle") de G/H sur la variété complets F,
d'ol on peut déduire (utilisant le fait que F est normal - nous
laissons de cb6té cette partie, purement algébro-géométrique, de
la démonstration) que G/H est elle-mé&me compléte. Etant simulta-
nément compldte, connexe et affine, la variété G/H, donc aussi

l'orbite F, doit &tre réduite & un point, c.q.f.d.
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§3. STRUCTURE DES GROUPES AFFINS RESOLUBLES CONNEXES.

Soit E un espace vectoriel a n dimensions. On appelle dradeau

giwiat B } formée d'un rayon (droite
2 n-1

paséant par 0) El' d'un plan E2 contenant El’ d'une variété lie
/

de E une collection {El, B

néaire E_ & 3 dimensions contenant E2,..., et d'un hyperplan E

-

contenant E
n

n-1
Si on choisit dans E un systdme de réference dont

w
le pramier>vaoteur soit dans El, le second dans E2,..., les au-
tomorphisﬁes de B conservant le drapeau sont représentées par les
matrices triangulaires (matrices dont tous les éléments situés
sous la diagonale principale sont nulles) inversibles; on dési-
gnera par A(n,k) le groupe formé par ces matrices.

éROPOSITION 7. Soit G un groupe algébrique connexe d’automorphi-
smes d’un espace vectoriel E. Pour que G soit régoluble, il faut
et il suffit qu’il ‘laisse invariant un drapeau, c’est-a-dire que
tous ses éléments puissent Etre mis simultanément sous la forme
triangulaire, pour un choix convenable du.systéme ‘de référence
dans E. En particulier, le sous-groupes résolubles connexes maxi-
maux de Gl(n,k) sont les stabilisateurs des drapeaux, c’est=a-dire
le groupe A(n,k) de toutes les matrices triangulaires, ‘et ses co-
njugués.

DEMONSTRATION: G opdre sur la variété des -drapeaux de E qui est
une variété projective compl&te. S'il est résoluble, il laisse
donc invariant un drapeau, en vertu du lemme 3. Pour prouver 1lsa
réciproque, il suffit de montrer que le groupe A(k,n) lui-méme
(éroupe de tous les automorphismes conservant un drapeau) est ré-

soluble, or ce groupe admet la suite normale

A(n,k) D U>U,> ... DU = {r )}
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o
/1 a a . a W \
, 12%13 in S - ™
1 = .
823 aQn 1 0 " ¥ 82n
U = 1 s é a = % .
1 3n ;UQ l 1L 83“
i
an—l,n I O
1 -) 1 J

., I = matrice units,
n
dont les guotients

n + n-1
Ble, k) /U ¥ (k™) ; U /U, ¥ (k) ;

+ n-2

sont commutatifs, c.q.f.d.
PROPOSITICN 8. Le dérivé d’un groupe affin résoluble connexe est
nilpotent.

BEn effet, soit G & A(k,n) le groupe en question (cf. propo-
sition 7). On a G' € A'(k,n) = U_. Or, la suite centrale descen-

1
dante de U1 n'est autre que

= 0 D iam 20 = {1
U1 2 n { n}

(avec les notations introduites plus haut), donc Ul, et par con-
séquent aussi G', est nilpotent.
Nous ne démontrerons pag la

PROPOSITION 9. Tout groupe affin de dimension 1 est isomorphe a
+

¥ ou a k.

PROPOSITION 10. Tout groupe affin résoluble connexe posséde une

e

fss ; i X
suite de composition dont les quotiemts sont tous isomorphes & k

. +
ou a k
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En reprenant la démonstration de la proposition 7, on voit

que A(k,n) possdde une suite de composition

A(k,n) > T T = = ¥ 5
(k,n) 12 2: ::Tn Ul,: 'er:: o1, U_2'3

dont les n premiers quotients sont isomorphes a kx tandis que les
+ .
autres’ sont isomorphes & k . Soit G € A(k,n) le groupe considérsé

dans 1'énoncé. Posons Gi = @ f\TiJ et désignons par G; la compo-

sante connexe de Gi' L'immersion

G, == T
- | ; i

induit un monomorﬁhisme rationnel

X S

~
Gi/Gi+1————d> Ti/Tif1'= k ou k
Tl s'ensuit gque 1lés quotients Gi/Gi+1’ donec aussi leurs composan-
Q &
tes connexes GO/G , ont tous la dimension 1 ou O. Par conséquent,

i i41
en vertu de la proposition 9,

Q PO 3 +
G /@ = k k ou e
Sl o ; (e}
et la suite
o
@=6 6. 262 ;

ou plus exactement celle qu'on en déduit en supprimant tous les
o

i-1
REMARQUE, Dans la démonstration précédente, on n'a pas utilisé

o T
Gi. tels que e‘;:&_' G , possdde la propriété énoncée.

toute la foroe de la proposition 9, mais seulement le fait qu'un

groupe connexe de dimension 1 gqui possé&de une représentation ra-

F 3
tionnelle fid&le dans ﬂ ou k est lui-méme isomorphe & k -ou

+
k
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§4..SOUS—GROﬁ?ES®E BOREL. RADICAL.

Soit_g.un groupe affin connexe. On appelle sous-groupe de
Borel de G, tout sous-groupe (fermé) résoluble connexe maximal de
3. L'existence de tels sous-groupes est évidentes.

THBOREME 5. Soient G un groupe affin connexe ‘et H un sous-groupe
(ferwé). Pour que G/H soit ume varidté compléte, il faut et il suf-
£1%t que H contienne um sous=groupe de Borel.

UEMONSTRATION. Soit B un sous—gfoupe de Borel de G. En tant que

sous-groupe de G, il opdre sur la variété G/H. Si celle-ci est

compladte, B possdde un point. fixe (cf. lemme 3), soit HE, et on a

HgB = Hg ,
d'ol

: -1
HgBg =H,

clest-a-dire que H contient le sous-groupe de Borel ng—

Réciproquement, supposons que H contienne un sous-groupe de
Borel B. Nous pouvons supposer, d'autre part, que G est un groupe
algébrique d'automorphismes d'un espace vectoriel E. (théordme 2).
G opére sur la v;riété des dfapegu% de E et poss®&de dans celle-ci

: -

au moins une orbite ocompldte (lemme 2), soitVX. Etant résoluble
et oonnexe,‘le groupe-B posséde au moins un point fixe dans X (lem=-
‘me 3), soit p. Le grbupe.GP desléléments de G laissant invariant
p (qui est, rappelons-le, un drapeau de E) est résoluble (proposi-
tion 97), donc sa composante connexe ne peut &tre gque B (puisque B
est; par h&pothése, un sous-~groupe résoluble connexe maximal de G).
Il s'ensuit que G/B est un revétement fini de G/GP (car GP/B, étant
un groupe algébrique discret, egt fini). D'autre part, G gtant

transitif sur X avec GP comme groupe d'isotropie, on a une bije-
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ction rationnelle G/GP——ér X. On peut en déduire que G/Gp est com-
pléte, ainsi que son revdtement G/B f{comme dsns la démonstration
du lemme 3, nous laiésons de cdté cette partie purement algébro-
géometrique du raisonnement): Mais .il en est alors de méme de G/H
qui est l'image de G/B par une application rationnelle (en fait,
G/B est un espace f£ibrg de base G/é et de fibre H/B).
THEOREME 6. Les sous-groupes ‘de Borel d’un groupe affin connexe G°
sont tous conjugués entre eux.

En effet, soient B1 et 32 deﬁx sous-groupes de Borel, B2'o-
pére sur la variété G/Bl, qui est compléte en vertu du théoréme
précédent, Il possdde donc (lemme 3) un point fixe sur cette va-
riété, soit Blg, et 9n a

BlgBQ = Blg o
d'ol

-1
B
325; ) 18

Mais puisque B2 est maximal, l‘inclusiqn stricte est & rejeoter
et on doit avoir B, = g'lslg, c.q.£.d.
THEOREME 7. Le normalisateur TB d’un sous~groupe de Borel B coin-
cide avec B.

Nous montrerons saulemen£ gque la composante connexe TZOB de
M B colincide avec B. Pour cela, il suffit de remarquer que la va-
riétég qﬁoB/B est & la fois complste (théordme 5), affine (oar B
est un sous-groupe invariaﬁt de WBOB, cf.§1) et connexe, donc ré-
duite & un point. ;
THEOREME B« G est la.réunion de ses sous—gﬁau@as-da'Borel, c’est-
d=dire que tout élément de G appartient & un groupe de Borel au
moins.

Nous nous bornerons & donner la démonstration dans le cas ol
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k ‘est ‘16 corps des nombres complexes.
Soient B 1a réunion’ des sous-groupes de :Borel de G, et B un
‘sous~groupe de Borel donné. L'ensemble @ esﬁ-l'image de 1z varid-

té G X B par l'ﬁpplication

-1
G X B—>¢ définie par (g,b) ~—> kg

il est donc (cf. note au bas de 1la page 9) la réunion 4'upe varld-
té GBO et d'une partie de 1'adhérence de Zariski de velle-ci (I..:.
GBO est relativement ouverte et denss dans 3 ). Dlsuire psrt, o
sait que tout &lément de G suffisamment voisin de 1'#lément neu-
tre (au sens de la topologie usuelle) appartient & un sous—gr-u:s
a2 un paramdtre de G, done aussi ‘& un épus~groupa de Borel {pvisqyue
les sous-groupes & un paramdtre sont commutatifs, donc ré&seiublesl:
par conséquent,éa contient un ouvert de G (au serns de la itcpolagtic
usuelle), et on a dim.@s = aim.GB ° - gim.@. 11 stensuit; puds.gi¢
G est une variété i;réductible, gue 630, donc aussi@%, 2t gare-
tout dense dans G, oc’'est-a~dire que foul élément g € G esi limlite
appartenant tous % Cg

d'une suite d'éléments gl, gi,q.., gi,.,;

Chasun des gi d6finit ‘une transformation de la variété G/B possédant
un point fixe, en vertu du - lemme 3 et du fait que gi appartient a
in 'sous-groupe de Borel. G/B ®tant une variété complate, donc com-
pacte (pour la topologie usuelie), il en r&sulte immédiatement;
par passage & la-limite, que G possdde aussi un‘point fixe dans
G/B, sbit Bf, €t on a
- Bfg = Bf
d'ol )

g% e g6,
‘c.q.f.4d.

DEFINITIONS.. I1 est clair que. l'intersection R dos sous-groupes



108 JACQUES TITS

J.Tits
de Borel d'un groupe affin connexe G est un sous-groupe invariant
fermé de G. La composante connexe Ro de ce sous-groupe est appe-
lée le radical de G. Un groupe dont le radical est réduit & 1'é-
lément neutre est dit semi-simple.
THEOREME 9. Le radical R® de ‘G ‘est le sous-groupe invariant résolu-
ble connexe maximum de G.

En effet, tout sous-groupe invariant résoluble connexe S est
contenu dans un sous-groupe de Borel, donc dans tous les sous-grou-
pes de Borel, puisque ceux-ci sont conjugués entre eux et que S
colncide avec ses conjugués.

THEOREME 10, L’intersection R des sous-groupes de Borel de G con-
tient le centre C(G) de G. S; G .est semi-simple, R = C(G).

En effet, soit c'un élément d; C(G). En vertu du théorzme 8,
¢ appartient & un sous-groupe de B;rel, done & tous les sous=grou-
pes de Borel puisque ceux~ci sont conjugués entre eux et que o
cofncide avec ses-conjuguds. Si en outre .G est semi-simple, R est
un sous-groupe invariant discret, dpnc central (proposition 6,
ochap.I), et on doit avoir R = C(GQ),

DEFINITIONS. Dans la suite, le sous-groupe R jouera un réle plus
important gue sa composante .connexe RO; Pour cette raison, nous
nous écarterons de la termindlogie regue et nous appellerons "ra-
dicaln la.groupe R lui-m8&me, en laissant cependant le mot entre
guillemets pour éviter toute confusion., De méme, nous dirons qu'un
groupe est "semi-simple" (entre guillemets ). si son "radical" est
réduit a8 1l'élément neﬁtre; cala:signifie, en vertu du théoréme
précédent, que le groupe en question est semi-simple (au sens or-
dinaire) et que son centre est réduit a 1'élément neutre. Enfin,
nous appellerons quotient ”semi~simﬁle# d'un groupe G, le guotient

de G par son ”radical”,
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EXEMPLES. Le "radical" du groupe linéaire Gl(n,k) est constitus
par les matrices scalaires; étant connexe, il coincide avec le ra-
dical au sens ordinaire. Le "radical" du groupe linéaire spécial
S1l(n,k) est constitué par les matrices scalaires de déterminant 1,
c'est-ad-dire les matrices scalaires correspondant aux racines n-
iemes de 1l'unité; son radical, au sens ordinaire, est donc réduit
2 1'élément neutre (c'est-a-dire que S1(n,k) est semi-simple, maiuron
"semi-simple"). Gl(n,k) et S1(n,k) ont le méme quotient "semi-sin-
ple" PGl(n,k) (il est opportun de rappeler que k est algébriqguemenrt

clos).
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CHAPITRE III

SO0US~-GROUPES CONTENANT !UN SOUS-GROUPE ‘DE ‘BOREL, I,
'CLASSIFICATION DES GROUPES SEMI-SIMPLES.

‘$1: REMARQUE PRELIMINAIRE.

L'objet de oe chapitre et du suivant peut &tre caractérisé briz-
vement comme étant la description des groupes algébrigques affins
connexes par l'intermédiaire de 1l'dtude des espaces homogdnes gqui
sont des variétés projectives complétes. On a vu (théordéme H5) que
coette étude.ast étroitement lide & celle de sous-groupes.oontenant
un sous=~groupe de Borel., Notons d'autre part gque les seuls groupes
intervenant effectivement sont les groupes semi-simples dont le
centre est réduit & l'élément neutre (groupes "semi-simples"). En
effet, soient G un groupe affin connexe et R son "radical"; si
G/H est une varigté proj;ctive compléte, H o;ntient R (en vertu
du théordme 5), 1eque}, étant un sous-groupe invariant de G, opére
trivialement sur &/H, d'ol .il résulte que l'étude des espaces ho-
mogénes de Grqui sont des variétés compldtes fournit seulement u-
ne description du guotient "gemi<simple" G/R de G, et non du grou-

pe @ lui-méme.

§2. PREMIER EXEMPLE: LE GROUPE PROJECTIF pgl(n+l,k).

Soit G = PGl(n+l,k) le groupe des projectivi}és d'un espace
projectif Pn(k) de dimension n. Il résulte immédiatement de la
proposition 7 gu'un sous-groupe de Borel B-de G est consiitué par
toutes les projectivités laissant invariant un dbapeau

D = {Vl Cv2cv3'C <V } formé d'un point Vl’ d'une droite
n
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V2 contenant ce point, etec. Soient Si le stabilisateur de V, dans
i

N

G (i.e. le groupe de tous les éléments de G qui conservent V ), et
: i

8, ) =B/ N8 N...Nn8,

Tow Togawsa T N 8 "

(1 €4 <4 < ...¢¢1 = n)-,
1 2 k

le stabilisateur du drapeau partiel {Vi v ¥, sowmvay Vi }
‘ 3. "4 k
PROPOSITION 11. Les 8, F i sont les seuls sous-groupes
2 11, 12""’1k
de PGl(n+l,k) contenant le sous-groupe de Borel B. En particulier;

les Si sont les seuls sous-groupes maximaux contenant B.
DEMONSTRATION. Par induction sur n. On supposera la proposition
étavlie pour les espaces projectifs de dimension sirictement in-
férieure 2 n (le cas n = O ne présente pas grande difficuliél)
Soit H un sous-groupe de Gvoontenant Bu.Remarquons tout d'abord que
B est transitif sur les ensembles Vivl - Vi {L = 0,...,n; on pose

V =0 ei ¥V = P_). Par conséquent, les orbites de H sont des
0 n4l n
réunions de tels ensembles. On en déduit immédiatement, que si

V. = Wao Mo S Voo sthwas Va 3 B = P (H£d4, ¢ . @wee @iy Lm)
o 07 “Ag" g et Ay n 1 2 k
désignent celles des variétés V, qui sont invariantes par H, les
i
orbites de H sont les ensembles V, - V:,l (p = 0yuwuy, k), dV%ou il ré-
p+l

sulte en particulier que les Vy DSty sa k) sﬁnt les seules sous- "arié-
tés lindaires propres de énhinvariantesparIL Nous distinguerons &
présent deux cas.,

1) H laisse fixe au moins une Sous-uvariété linéaire propre

‘de P (i.e. k # 0). Désignons par pX = Pn/Vi l'espace projectif
n : ’ k

a n—ik dimensions dont les points sont les variétés linéaires &
o
ik dimensions de Pn qui contiennent V, , par H (resp. Bo) le
¥ .
sous-groupe des éléments de H (resp. B) qui induisent 1l'identité

Yad

*
sur Vi et par H (resp. B ) le sous-groupe des éléments de H
k
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(resp. B) qui induisent l'identité sur P* . On vérifie immédiate-

*
ment que B induit sur Vi le stabilisateur du drapeaun
k.
{vl‘ APTERRY Vik-l} . Il s'ensuit par l'hypothdse d'induction, que

# *
H , qui contient B , induit sur V le stabilisateur d'une par-

1y

tie de ce drapeau, iaquelle ne peut &tre que {V Ve somns ¥ }

- il’ i, ip-1
en effet, H est un sous-groupe invariant de H, dong; l'ensemble
des variétés fixes de H* est aussi invariant par H. On montre de
m&me que Ho induit sur P* le groupe de toutes les projectivités
de cet espace. Cela étant, soi£ g une projectivité quelconque con-

servant V_ ., V. ,..., V., , En vertu de ce gui précdde, il existe
1 1g iy . %" e
une projeotivité h%¢ H® et une projectivité h ¢ H qui induisent

respectivement sur P* et sur Vi .les mémes projectivités -que g.

o=l -1
Mais alors, la projectivité b = g.h B
®

Pn et sur Vi . En particulier, elle apfértient a B, et

induit 1'identité sur

g = b.h'*.h° appartient & H, ce gqui démontre la propoaitioﬂ dans

ce cas=-ci,.

2) H ne laisse fixe. aycune sous-pariété linéaire propre ‘de

Pg. i1 faut montrer que H colncide avec G, ou encore, puisgue H

est transitif sur Pn (d'aprde les remarques générales faites au
début de la démonstration), que le sous-groupe H1 des éléments

de H qui conservent le point V_, est le groupe de toutes les proje-

%
otivités conservant ce point. Supposons qutil enisoitiautrement. A-
lors, en vertu du 1), H1 laisse fixe au moins une autre variété,
s;it V‘j (J > 1). Comme H opadre transitivement sur Pﬁ, le groupe

Bx des élémentg.de H qui laissent fixe un point quelconque

x € P, oconservera aussi une variété Wj(x) & j«1 dimensions con-

tenant x. En particulier Wj(k) est invariante par le groupe Bx

(CZHE) des éléments de ‘B qui conservent x. Or, on vérifie aisé-
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ment que la seule variété a2 j-1 dimensions contenant x et invarian-

te par Bx est la variété joignant x 2a VJ_ s% X ¢ vj—l’ et la va-

1

riété Vj si x ¢ Vj i Dans tous les cas, W (x) ocontient la varié-
" J

té Vj—l' Cette dernidre est done l'intersection des Wj(x)J lagquel-
le doit &tre invariante par H, ce qui contredit notre hypothése.

La proposition est ainsi démontrée.

REMARQUE. De la proposition précédeﬁte, il résulte que les espaces
homogénes %Gl(n+1,k)/si, quotients de Pél(n+1,k) par les sous-grou-
pes maximaux contenant un sous-groupe de Borel, ne sont autires que
les grassmanniennes (ensembleg des sous-variétés lindaires de di-
mension donnée).de l'espace projectif P - Cette définitiqn pure-
ment "groupale" des grassmanniennes est & l'origine de la méthode

d'interprétation géométrique des groupes semi—simples, développée

au chapitre suivante.

§3. DEUXIEME EXEMPLE : LE ‘GROUPE PROJECTIF ORTHOGONAL
PO(n+1,k) (GROUPE D'UNE ‘HYPERQUADRIQUE).

Considérons dans l'espaoerprojectif Pn(k) une hypdrquadrique
Q@ (qui a donc la dimenéiop-nul), et soit G(Q) le groupe des proje=
ctivités de Pn conservant Q. Deux cas,essentiellement distincts
se présentent

a) n = 2m; Q posséde alors une seule famille de sous=variétés
linéaires de dimension maximum m=1; G(@) est connexe.

) n ='2m—1; Q 'posséde .alors deux f&milles_algébriques di-
stinctes &' et 3" de sous-variétés linéaires de dimension paximunm
m-~1; toute sous~variété linéaipé de Q.de dimension m=2 détermine
deux sous-variétés ae dimension m-1, appartehant respectivement a
' et a Z", dont elle est 1;intgpsection; G(Q) posseéde deux compo-

+
santes connexes, la composante connexe de l'élément neutre G (Q)
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étant formée par les projectivités qui laissent invariante chacune
des deux familles X' et Z".

Dans l'un et l'autre cas, on appellera drapeau de Q@ une col-
iection
(1) {vlc Wy oo ¥ d 3
ol Vi désigne une sous-variété linédaire de Q de dimension i-1.
Lorsqﬁe n = 2m-1, il existe deux espéces de drapeaux selon que
Vm appartient 2 Z' ou & Z". Tout drapeau partiel
{Vlc V2c_ s B vm—‘l} peut 8tre prolongé c-le. fagon unique en un
drapeau d'espéce donnée et il existe donc une correspondance biu-
nivoque canonigue‘entre les deux espéces de drapeaux; deux drapeaux
d'eépéoes différentes qui se correspondent (c'est-a-dire dont. les
parties {vlc Vzc Cvm_l}po&noide'nt) seront dits associés.
PROPOSITION 12, Les sous-groupes:de'BoreL de la composante conne=-
xe G (= G(Q) ou G+(Q) selon que n = 2m ou 2m-1) de G(Q) sont les
stabilisatéurs des drapeaux de Q. Lorsque n = 2m-;1, deux drapeaux
associés ont méme stabilisateur.
DEMONSTRATION. La variété des drapeaux de Q est une variété com-
pladte (oonngxe ou non selon gque n = 2m ou 2ma1); aono, en vertu
du lemme 3, tout sous-groupe de Borel B de é oonserveiau moins un
drapeau, soit _{Vlc Vzc_ CVm}. Désignons par S l-é sfaﬁilisa-
teur de ce drapeau et par Vn " la variété linédaire de dimension
n-i-1 polaire de Vi par rapport a.Q (cette notation n'est pas
contradictoire lorsque n = 2@m, d'olU..n~m = m, parce que, &ans ce
cas, Vm-est sa propre polaire par‘rapport § Q). Le groupe S lais-
se invariante la collection ’{Vlc cVn}, qui est un drapeau
de l'espace projectif P, donc S ;st résoluble (propositionA7); de
plus, on peut vérifier, par exemple analytigquement; que S qst con-

nexe (nous n'entrerons pas dans le détail de cette vérification).
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Par conséquent, S = B. Tenant compte du fait (facile & démontrer)
que G(Q) est transitif sur les drapeaux de @ , on en déduit gque le
stabilisateur de tout drapeau est un sous-groupe de Borel de G
La derniére partie de la proposition est immédiate.

Nous ne démontrerons pas les deux propositions suivantes.
Les démonstrations sont d'ailleurs assez semblables & celle de la
proposition 11.
PROPOSITION 13. Soit n = 2m. Soient {Vv,.C Vv, C ...C V } un dra-
peau de Q@ 5 B son stabilisateur, Si le stabilisateur de Vi i 6t

A . = B 8 s ) 85 le statilisateur de
i1,ip,-00,1y ilr\ 12(\ ik

{v, v

5.8 Yo sepie Ty } . Les groupes S , Yui sont tous
1 2 k

Bt Loy e e s e
distincts entre eux, sont les seuls sous-groupes de G = G(Q) con-
tenant B ; en particulier, les Si sont les seuls sous-groupes ma-
ximaux de G contenant B
PROPOSITION 14. Soit n = 2m-1. Soient
¢
v
mll

une paire de drapeaux associés, B le stabilisateur de ceux-ci, Si

L = P Cvn_l

Le stabilisateur de 'V, et S. . = 8. Y B, N v CAE,
1 11:.121"'111( 11 1o ; i

v o . . Les oupes S, .
dq? “Ee o Vlk} oK groog 1y,d0, 00051y

..,ik) est une partie de l’ensemble d’indices

k
le stabilisateur de {V

il & s 2
ot (1,3,

(1,2,,..,m=2,m',m"), sont tous distincts entre eux et sont les
+ . .
seuls sous-groupes de G = G (Q) contenant B ; en particulier,
Sl, 32,...,
de G contenant B .

s g B et S sont les seuls sous-groupes MAXIMAUX
n-=2 m'. m™

‘REMARQUE. L'absence de 1'indice .m-1 dans 1'énoncé précédent pro-
vient ‘du fait que S = 8 =, 8 '(\ S (en particulier, S
m m m

-1 - o',m" " m-1

n'est pas un sous-groupe maximal de ag).
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Lorsqu'on: compare -la proposition précédente aux propositions
11 et 13, il paralt naturel de changer la terminologie introduite
plus haut lorsque n = 2m<1, et d'appeler, dans ce cas, drapeaﬁ de

Q, la collection

v
¢ m
< Vyu

m-2

ZV lc_V2 C wus GV

(il n'est pas nécessaire de préciser, dans la définition, que

l'intersection Vm'n‘V est une varigté V de dimension m-2;
m m

-1
et V sont d'espices diffé-
m ]

n

cela résulte en effet de ce que Vm’

rentes et contie?nent une méme varidté Vm_2 de dimension m=3).
Avec cetté nouvelle définition, oﬁ peut donner des propositions
11, 13 et 14 1'énoncé commuﬁ suivant, ou G désigne le plus érand
éroupe conneke de projectiviéés d'un espace projectif P ou d'une
hyperquadrique Q, indifféremment |
Les seuls sous—g?ouﬁgs.de G .contenant le stabiiisateur B d’un dra-
peau g)(de P ou.de Q) gont les stabilisateurs des parties de éD;
deux”ﬁarties.degb différenteS'ontrdes stabilisateurs différents;
les squl§ sous—grouﬁes'maximqux'de G cbntenanf B sont les étabi—
ShRaasinid dimas d Tkl b -G 2D '

Sous cette forme, 1la propoéifion se génér;lise & un groupe
semi-<simple quelcongue, moyennant une exfension convenable de la

notion de drapeau (cf. le §4 et Le chap. suivant).
§4. LE TREILLIS DES SOUS~GROUPES CONTENANT vN SOUS-GROUPE
DE BOREL. TROISIEME EXEMPLE: LES PRODUITS DIRECTS

Dans les deux exemples examinds plus haut, les sous-groupes

contenant un sous-groupe de Borel étaient toujours des intersec-
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tions de sous-groupes maximaux ayant cette propriété. Il s'agit
lad d'un fait général. De fagon précise, on a le
THEOREME 11. Soient G un groupe affin connexe et B un sous-groupe
‘de Borel. Les sous-groupes maximaux de G contenant B sont en nom-
bre fini r. Si on les désigne. par Sl""’sr’ tout sous-groupe de
G contenant B peut s’écrire d’une et une seule fagon comme une in-
tersection Sil""'ik i Siln .../\Sik . En d'autres termes, le
treillis des sous-groupes de G contenant B est isomorphe au treil-
lis des parties d’un ensemble de r éléments.
DEFINITION. Le nombre r des sous—~groupes maximaux contenant B sera
appelé le. ’rang” de G, le mot &tant placé entire guillemets parce
que le sens gu'on lui donne ordinairement est différent de celui-
ci. (r n'est autre que le rang - au sens ordinaire - du quotient
semi-simple de G; en particulier, les deux notions coincident lor-
sque G est semi-simple).
COROLLAIRE 1. Tout sous-groupe contenant un sous-groupe de Borel
B de G est son ‘propre norquisqtéur dans G.

En effet, soit S = Sil"'")ip le sous-groupe en quesiion; son
normalisateur Y6 (S) contient aussi B et on peut donec écrire, en
supposant les indices i ...iP convenablement ordonnés,

Yl68) = 8 . . (g £ p). Le groupe T = S, . est le
TERREPE igerre-eod

plus grand sous-groupe de G dont l'intersection avec YC(S) est S;

il est donc invariant par les automorphismes intérieurs de G cor-

respondant aux éléments de YC(S). Il en résulte que T est un sous-

groupe invariant du sous-groupe de G engendré par Yo(S) et T, le-

quel n'est autre que G 1ui—mém; (parce gque les ensembles d'indices

{il,...,i } et {iq yee251 } sont disjoints). Puisque T est inva-
q P

+1
riant dans G et qu'il contient un sous-groupe de Borel, il les con-

tient tous (théorzme 6) et est donc confondu avec G {théorzme 8).
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Par conséquent,‘{iq ,,ip} est l'ensemble vide, et Y[(S) = S.

17"
COROLLAIRE 2. Tout sous-gr&u?e de G contenant un sous-groupe de
Borel est connexe.

En effet, si S désigne le sous-groupe en question, les sous-
groupes de Borel contenus dans S sont contenus dans la composante
connexe So de S5, et on a, en vertu du corollaire précédent,

‘ s°c s <«ME®) =58°,
dtou s = 8°. '

Il ne nous est ﬁas possible de donner ni méme d'ssquisser ici
la démonstration du théorédme 11, qui repose sur la théorie des ra-
cines des groupes semi-simples, développée par E.Cartan dans Ile
cas au corps des complexes et par €.Chevalley dans le cas général
(Séminaire C.Chevalley, ;956-58). Bornons nous & observer que si
G est 1l'un des groupes particuliefs étudiés aux §§2 et 3, le théo-
réme est une conséquence immédiate des propositions 11, 13 et 14,
et que d'autre part, la vérification du théoré&me pour un groupe G

(1) L 0B

qui est le produit direct de deux groupes G et se raméne

aisément, par la éroposition 15 ci-~dessous et la démonstration que

(1) .. S0E)

nous en donnons, aux vérifications pour G et (cette remar-

que n'est d'ailleurs d'aucune utilité dans la démonstration géné-

rale du théoréme).

PROPOSITION 15. Sozent Gcl)

G('l)x G(2)

5 G(Q) deux groupes affins connexes,
leur produit direct. Les sous-groupes de Borel
de G sont les produits B .= B(l)>< B(2), d’un sous-groupe de Borel

1 : (o
B( ) G(l) et d’un sous=groupe de Borel B( ’ de G(z).

et G

de Les seuls

sous-groupes de G contenant B sont les sous-groupes ‘de la forme

1 2 x i A
S( )X S( ), avec B( )5 S(l)s G(l). En particulier, les seuls

sous=groupes maximaux de G contenant B sont lLes sous=groupes de

la forme S(I)X G(2) ou G(l)x S(z), o S(i) désigne cette fotis
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’ (i) (%)
.un sous-groupe maximal de G contenant B 3
. i)
DEMONSTRATION. Soient B un sous-groupe de Borel de G, B¥( sa
(1) '

projection sur G , qui est un sous-groupe résoluble connexe de

s (1) (1) *(1),

, et B un sous-groupe de Borel de G contenant B

(1))< mis

Le

produit B est un sous=groupe résoluble connexe de G con-

tenant B; on doit done avoir B = B(l) X B(2) (et en particulier,
i b At
B¥(1) ” B( ))' 1) (2)

Réciproquement, soient B et B des sous=-groupes
Gl (2)
de Borel de G et G respectivement, et B un sous-groupe de

¢1) (2) . . (1)
Borel de G contenant B X B . La projection de B sur G est
i ;
un sous-groupe résoluble connexe de G contenant B(l); elle est
(1) (2)

(1)
donc confondue avec B et on a de nouveau B = B KA B (cette
réciproque est d'ailleurs aussi une conséguence immédiate du théo-

réme 6).
(1) (2)

Soient S un sous-groupe de G contenant B, et S et S ses

all) (2)

( i)
projections sur G et G . Identifions les G avec des sous-

i
groupes de G, de la fagon usuelle. Puisgue G( ) est un sobus-groupe
(1) o ;
G /N 8 est un sous-groupe invariant de S, donc
. ol (i)
aussil, par projection sur G , un sous~groupe invariant de S .
(1) i
Mais alors, G N 8 = Scl)

invariant de G,

, en vertu du corollaire 1 ci-dessus,
donce
(1) (2) 1 (2)
s X 8 < S §=S(, ))( S

(2)
et 8 = 8 X OBY T, gidefade

§5. CLASSIFICATION DES GROUPES SEMI-SIMPLES.

5.1. REMARQUES PRELIMINAIRES. PRINCIPE DE LA METHODE,
Soient G un groupe affin connexe de "rang " r, B un sous-grou-
pe de Borel et Sl,..., S 1les sous~groupes maximaux de G contenant
r

B. Ces sous-groupes sont de "rang" r-1; en effet, B est évidemment
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un sous-groupe de Borel de Si et les sous-groupes maximaux de Si

contenant B sont les sous-groupes Si = Sif\Sj, i # j, en vertu

»J

du théoreéme 11. Plus généralement, Si s B 8 N "'/\Si est
14 ' Tk 1 k

un groupe de "rang" r-k.

L'exposé qui suit est basé sur le fait que grosso modo (i.e.
moyennant une précision qui sera donnée plus loin, au HebeB)y Lig
quoﬁient "semi—simpie“ de G est entiidremenit caractérisé ﬁar la don-
née des quotients "semi-simples" des Si, pour autant que le "rang"
de G soit strictement supérieur & 2. Cela fournit un moyen de dé-
crire les groupeé "semi-simples" de rang r a partir des groupes
de rang r-1 ou, en itéfant le procédé, & parfir des froupes de
rang 2, d'oh l'importance de ceux-ci (cf. n.5.3). Il importe de
noter qu'il s'agit 1la d'une méthode permettaﬁt seulement, au moins
jusqu'a présent, d'exposer a posteriori des résultats qui doivent

8tre obtenus par une voie différente (of.Seminaire Chevalley,

1956-58).

h.2. GROUPES "SEMI-SIMPLES" DE RANG 1.

e groupe projectif de lLa droite PGL(2,k) est, & un isomor-
phisme prés, ‘Le seul groupe "semi-simple” de rang 1. Suivant une
notation de E.Cartan, on désigne aussi ce groupe par le symbcle

Alv

b.3. GROUPES !"SEMI~-SIMPLES" DE RANG 2.
Il existe quatre groupes ?semi<simples” de rang 2 non isomor-

¢hés;-ce sont, avec les notations de E.Cartaen, les groupes

A X Al , produit direct de deux boﬁie de A

1 1’
AQ = PGl(3,k) , groupe projectif du plan ,
B2 = PO(H,k) , groupe projectif d’une h&?erquadrique de l’e-

space projectif 4 4 dimensions, et
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G2 , L’un des cing Ygroupes exceptionnels”, de dimension 14,

dont nous reparlerons ‘plus loin.

Hh.4. SCHEMAS DE DYNKIN.
Soit @ un groupe "semi-simple"™ de rang r. 'Lesinotations,B,

S, et 8, . ayant les mémes significations que précédemment,
1 11""’11{
on posera

Sil,a..,ik

ol {ii,...,i' k} est l'ensemble d'indices complémentaire de
pal)
11 ,...,ik} dans l'ensemble {1,2,...,r} et on désignera par

i

i 1
S 1,...,ik

le quotient "semi-simple" de S
Selon le principe exposé au n.hH.1, on peut chercher & caracté-

. %
riser un groupe G par la donnée des groupes de rang 2.4 2 gui. lui

sont associés. A titre d'exemple, nous commencerons par dresser le
tableau des Gi'j dans le cas particulier ou G = PGl(n+1,k) est le
groupe projectif d'un espace projectif Pn & n dimensions. B est
alors le stabilisateur d'un drapeau _{vlc V& e i vn} ot §*9
(i < j) est le stabilisateur d'un drapeau partiel obtenu en reti-

rant de celui-la V et Vj. Nous distinguerons & présent deux cas,
i ; 3 :

selon que j = ou # i+1.
i
a) j = i+l1l. Les sous-groupes de Borel de S & sont les con-
» is
jugués de B dans S ’J. Ce sont donc les stabilisateurs des drapeaux

de la forme

v & sve s, ¥l eV eV, & a: &V}

1 i-1 i i+1 i+2 n
L'intersection R - de cea groupes, qui est par définition le '"ra-
dical" deSl’J, se compose de toutes les projectivités qui conser-

vent V. s ewigs W, » W 3++05 V et qui induisent 1'identité sur
1 i-1 i42 n :
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l'ensemble ("étoile") des variétés de dimensions i-1 et i.conte-—
nues dans Vi+2 1’

sentées respectivement par les points et les droites d'un plan

et contenant Vi lesquelles peuvent &tre repré-

projectif V_  /V . Le groupe G *d - glsd ptsd et aono oano-

i+2 i-1 ) i 4
niquement isomorphe au.groupe de transformations induit par S 3
sur ce plan. Ce groupe étant, comme on s'en assure aisément, le

illj ﬁ,

groupe projectif complet, on a G = AE.

b) j #Z i+1. Soit V /v (resp. V. _/V . ) la droite pro-

—_— 141" 1=4 J+1  j-1 )
jective représentant l'ensemble ("faisceau") des variétés de di-
mension i-1 (resp. j-1) contenues dans V, (resp. . V. ) et con-
i+1 d +1
tenant Vi 1 (resp. V 1). En procédant exactement comme au a), on
= e 0 o

montre que le "radical" RI’J de 79 se compose de toutes les pro-
jectivités qui conservent vl"'*’virl'yi+1’"'jvj-l’vj+1"“"Yn et

i 'y ité i t v v
qui induisent 1'identité sur les droites vi+’Vi—1 8 j+1/ 517

et on en déduit que G*’9J ¥ A X A

> Jd

i
Voici donc, en résumé, le tableau des groupes G s, de rang

2, associés & G = PGl(n+1,k)

i
2 g @ T assisd n-1 n
J
1 A A A 5 A X A : A A
2 X 1 i *
2 | R R S . A A A X A
2 X 1 1
n-2 A A X A
2 1 Al
= A
= 2
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Il est commode de condenser les données du tableau des Gi’j
d'un groupe G dans un diagramme obtenu de la fagon suivante: les
indices 1,...,r (ou, si l'on préfére,. les groupes Gl,..., Gr) sont

représentés par r points, et les points correspondant & deux indi-

), double (=——)

ces i, J sont reliés par un trait simple (
ou guadruple (=), ou ne sont pas relids du tout, selon que
Gi"j = AZ’ B2, G;l) ou Al)( Al. Ce diagramme est appelé schéma de
Dynkin du groupe G. On voit par exemple, en se reportant au tableau
ci-dessus, gue le schéma de Dynkin du groupe PGl(n+l,k) a 1l'al-

lure suivante

5.5. GROUPES DE RANG 2 ET SCHEMAS DE DYNKIN (SUITE).

Tel qu'il a été défini au n°® 5.4, le .schéma de Dynkin d'un
groupe ne caractérise pas ce groupe; en effeé, les groupes PSp(2m,k)
(groupe projectif symplectique) et PO(2m+1,k) ont le méme schéma
—p— 4 sttt pp———— . Ce failt trouve son origine dans un
autre "défaut" de notre définition. Considérons le groupe
G = B = G(Q), groupe des projectivités d'une hyperquadrigue Q de
l'espace projectif & 4 dimensions. Les sous-groupes S1 et 82 sont
respectivement le stabilisateur d'une droite et le stabilisateur
d'un point de Q; ces sous-groupes, et par conséguent les indices
1 et 2, ne jouent pas . un rdle symétrique vis & vis de G, or celsa
n'apparait pas dans le schéma ——o— . Pour remédier & cet incon-
vénient, on conviendra d'affecter celui-ci d'une fléche dirigée,
par exemple, vers celui des deux sommets qui correspond au stabi-
lisateur du point de Q.

(1)
Le groupe G, est habituellement représenté par un trait triple,
mais il y a plusieurs raisons de modifier cette convention dans 1lg

sl
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Corrélativement, tous les doubles traits figurant dans le schémas
de Dynkin devront &tre affectés de fldches (dont l'orientation est
bien déterminée par la convention précédente parce que les groupes
de rang 1 associés a Gilj ne sont autres que Gi et Gj). Pour une.
raison analogue, il y a lieu d'orienter le quadruple trait repré;
sentanthQ. I #{en”est pas de méme, par contré,-pour le simple
trait représentent A2; en effet, si G = AQ est le froupe des pro-
Jectivités d'un plan projectif, les sous-groupes S et 52 sont re-
spéctivement le stabilisateur d'une droite ;t le stabilisateur
d'un point de ce plan, lesquels jouént un rdle symétrique en vertu

du principe de dualité. La définition des schémas de Dyﬁkin étant

ainsi modifiée, les schémas des groupes PSp(2m¢k) et PO(2m+1,k)

deviennent reépectivement: s S s % o w et
h———J———J-.--.rh———*=é=d. De fagon générale, on a a présent le
THEOREME 12. Deux groupes “semi-simples” G et G' sont (biration-
mellement) isomorphes si et seulement si ‘leurs schémas de Dynkin
le sont. Plus précisément, si on désigne par B (resp. B',) un sous-
groupe de Borel de G (resp. G'), ‘et par S, “ (resp.

450 -wody

S{ i ) les sous-groupes de G contenant B (resp. de @' conte-
44 e T

nant B') (avec les notations du théoréme 11), .la condition né-

cessaire et suffisante pour qu’il existe un isomorphisme (bira-

tionnel) de G sur G' appliquant .S, . sur 8! . pour
Squseniy i PP I

tout ensamﬁbe‘dfindices {il,ffu;ik}, est que 1’application du sché-
ma de Dynkin de G sur le schéma de Dynkin de G' qui applique le
i-¢me sommet du premier sur le i-é¢me sommet du second soit un iso0-
morphisme, c’est=a-dire respecte la multiplicité des traits et le

sens des fiéches.

sens gue nous indiquons; une de ces raisons apparaltra au chapitre
suivant. '
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REMARQUES. 1) La démonstration du théorzme 12 est en fait étroite-
ment liée & la détermination des groupes semi-simples; il nous a
cependant paru souhaitable, attendu que les démonstrations sont
de toute fagon omises, d'énoncer ce théordme séparément, avant de
donner la classification des groupes "semi-simples" (n.56).

2) On peut étendre_la notation d'isomorphisme en admet-
tant comme tels les homomorphismes rationnelé bijectifs, et tous
ceux qu'on en déduit par passage & l'inverse et composition (la
strﬁoture invariante par ces nouvsaux isomorphismes, plus faible
que la structure de groupse algébrique,Aest appelée par J.P.Serre
stpucture de groupe quasi—;léébrique). €i l'on veut énoncer ua
théoréme analogue au théordme 12 avec cette nouvelle notion dfiso-
morphisme, il y a lieu de modifier la définition des schémas de
Dynkin dans le sens suivant

1°) Lorsque k est de caractéristique 2, les doubles traits des
schémas ne doivent pas &tre orientés (on retrouve en particulier
le fait, déja .reconnu au chapitre I, n.3.1, exaemple 3, gque sur un
corps de caractéristique 2, PSp(2m) et PO(2m+1l) sont "isomorphes™
au nouveau sens);

2°) Lorsqgue k est de caractéristique 3, les guadruples traits

ne doivent pas &tre orientés.

5.6. CpASSIFICATION DES GROUPES "SEMI~SIMPLES"Y.

On aﬁpelle groupe simple.un groupe qui ne posséde pas de sous-
groupe invariant connexe. Nous dirons que ce groupe est "simple"
si, en outre, son.centrs est réduit 3. 1'6lément neutre (on peut
mnontrer que, dans ce cas, le. groupe.est aussirsimple en ténm que

(1)

groupe abstrait ):s

?1) Rappelons gue le. oorps'&e-béae est toujours supposé algébrique-
ment clos.
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THEOREME 13. Quel que soit le corps k, les groupes algébriques
"simples” se répartissent naturellement en quatre classes infinies
‘et cipg types “exceptionnels”. On les désigne par Ar(r > 1),

B (r ¥2), C(r2>3), D(r>24), G, F, B (r =6,7,8), L’indice
r 4 o r r

PR 4;
(r,2,4) représentant chaque fois lLe rang 9% groupe. Le tableau sui-
vant en donne les schémas ‘de Dynkin, les dimensions, et, dans le

cas des groupes “classiques”, une interprétation géométrique :

: ) 2
A!‘ = PGl(I"l'l,k) e B g Y S e R » +2p
2
Br = PO(2n#l, k) e  vews e — ) 2r +r
. N & € 2
Cr = PSp(2r,k) ey 2r +r
5
D= BOT(2PsK) wiwitia n..nl ' 2r° - r
c, = 14
F . L—-——¢-—-—‘ 52
4
| 8
Eg | . i /)
E 2 AJ 133
'7 5
' I E— 248
ES e

Les groupes "semi-simples” sont lLes produits directs de groupes
’simples”, Le schéma de Dynkin d’un tel Pprodwit direct est la réu-
nion disjointe des schémas de Dyﬁkin des facteurs.
REMARQUES. 1) La dernidre affirmation, relative au schéma de Dynf
kin d{un produit direct estrune conséﬁuence immédiate de la pro-
pesition 15.

2) Les restrictions imposées dans 1'énoncé précédent

aux rangs des groupes B,C,D, visent & ce gue les groupes énumérés
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soient tous non‘isoqorphes entre eux. bes‘groupes Bl’ 01’.02» D2
et Daﬂsont.naturellement définis mais liexamen des schémas'de Dyn;
kin fait apparaitre les isomorphismes suivahts, bien connus par
ailleurs :

B, Bpg, =4 ” 0. & B ; 'DQ"_"‘;'AIXAJ_ T D

e

-

En ce gqui concerne Dl’ gqu'il est naturel de poser égal &

+ ~ ;
PO (2,k) T k , il n'est pas semi-simple.

5.7. AUTOMORPHISMES. TRIALITE'. UNE DEFINITION DU GROUPE G2.

Les schémas de Dynkin fournissent des renseignements non ssu-
‘lement sur les isomérphismes entre groupes distincts, mais encore
sur ;es automorphismes d'un groupe donné. Soit é un groupe "semi-
simple", B un sous-groupe de Borel et Si les sous-groupes maximaux
contenant B. Tout automorphisme de G est le produit d'un automon-
‘phisme conservant B par un automorphisme intérieur l); en effet,
l'automorphisme en gquestion transforme B en un autre sous-groupe
de Borel B', et il existe toujours un automorphisme intérieur tran-
sformant B en oce méme B' (théoréme 6). D'autre part, tout automor-
phiéme intérieur conservant B est nécessairement l'automorphisme -
intérieur défini par un élément de B (théorzme 7) et conserve par
conséquent chacun desASi; on peut montrer que la réciproque est
vraie, c'est-a-dire que 1la condition nécessaire et suffisante pour
qu'un automorphisme conservant B soit intérieur est qu'il conserve

chaque S . De ces remarques et du théorzdme 12 résulte immédiatement
4 :

le

(1) ) ,

Le mot "automorphisme" est pris ici dans le sens d'"automorphi-
sme birationnel", toutefois cette premi&dre conclusion est aussi
v.alable pour ‘les automorphismes du groupe "abstrait" G.
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THEOREME 14. Soient G un groupe “semi-simple”, A(G) le groupe de
tous les automorphismes (birationnels) de G et I(G) le groupe -des
automorphismes intérieurs, Adlors A(G)/I(G) est isomorphe au groupe
des automorphismes du schéma de Dynkin de G. En particulier, il

est isomorphe au groupe symétrique CE; lorsque G = D,, & 2, lorsque

N

G % Ar(r 2 2); Dr(r > 5) ou Eg, et il est réduit a lL’élément neutre
lorsque G est l’un quelconque des autres groupes simples. »

Le cas du groupe D4 = PO+(8,k) est particuliéfement intéres-
sant. Ce groupe possdde des automorphismes extérieurs d'ordre 3;
c'est une expression du "principe de trialité", de Study-Cartan.

Si on les classe par rapport aux automorphismes intérieurs, les au-
tomorphismes extérieurs d'ordre 3 de D4 sont de deux esp&ces; les
uns ont pour groupe d'éléments fixes un groupe de dimension 14 iso-

morphe a GQ;,les autres ont un groupe d'éléments fixes de dimension

8 qui est isomorphe a AQ lorsque k n‘est pas de caraotéristique 3.
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CHAPITRE IV

SOUS-GROUPES CONTENANT UN SOUS-GROUPE DE BOREL, II.
GEOMETRIES ASSOCIEES.

§ 1. DEFINITIONS. INTERPRETATION GEOMETRIQUE

DES GROUPES "SEMI-SIMPLES".

1.1. ANALYSE D'UN CAS PARTICULIER: GROUPE An ET GEOMETRIE PROJEC-
TIVE A n DIMENSIONS.
Le groupe A, a une interprétation simple en géométrie projec-—

tivel! c'est le groupe des projeotivités d'un espace projectif B
&2 n dimensions sur k. Les résultats du chap.III, § 2, montrent com-
ment on peut, réciproquement, reconstruire la géométrie projective
& partir du groupe An; En éffet, soient G = An le groupe en ques-—
tion, B un sous-groupe de Borel, et Sl"“’ Sn les sous-groupes ma-
ximaux de G contenant B. Nous avons vu que les Si sont les stabili-
sateurs de variétéslinéaires Vi' deux 3 deux incidentes, de l'espa-
ce E. Il s'ensuit que les espaces homogdnes A/Sy, A/Sz,..., A/S
sont respectivement l'ensemble des points, des droites,..., des
hyperplans de E. Pour construire la géométrie projective, il est
nécessaire de connaitre,>éu plus de ces ensembles, la relation d'in-
cidence entre Variéﬁés iinéaires de dimensions différentes. Or,
soient Vi et Vé deux variétés linéaires de dimensions respectives
i-1 et j-1; elles sont représentées par les classes latérales de

i et Sj formées respectivement des projectivités amenant V; sur
Vi et des projectivités amenant Vj sur V&, soient Sif et Sjg. Les
variétés Vi et Vj étant incidentes, il en sera de méme de V; et VS

si et seulement s'il existe une projectivité amenant simultanément
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Vi sur V{ et Vj sur V&, c'est-a-dire si Siff\Sjg £ 6.

1.2. GEOMETRIES. GEOMETRIE ASSOCIEE A UN GROUPE G.

Les considérations du 1n° précédent suggérent l'introdﬁction
des notations suivantes: Nous appellerons géométrie toute collec-
tion *;F {L1, Lp,..., Ly; I} formée d'ensembles-Lj, Lp,-.-, DLp,
en nombre fini n, sur la réunion desquels est donnée une "relation d'in-
cidence" I, correspondance symétrique dont la restriction & chacun
des ensembles Li est 1'identité (i.e., deux éléments d'un méme en-
semble L, ne sont incidents gque s'ils sont confondus)(l). Soient
G un groupe affin connexe, B un sous-groupe de Borel et Sl’ 52,.,

i Sn les sous-groupes maximaux de G contenant B; la géoméirie as-
socifée & G sera la géométrie constituée par les ensembles L;.; G/S;
et la relation d'incidence définie comme suit: deux €léments
S;jf € G/8; et 8;8 € G/SJ. sont incidents si S;f N S;4 7 ©.

Il est immédiat que la géométrie associée & G est canonigue-
ment isomorphe 3 la géométrie associée au quotient "semi-simple”
de G. Il s'ensuit que la théorie des géométries associées concerne
essentiellemeﬁi'1es¢groupesf"semi~simples", encore qu'ihisoit utile,
pour 1$ simplicité de certains gnoncés, de définir 1la notionldans

le cas général, comme nous l'avons fait.

1.3. EXEMPLES.

1) La géométrie asgobide A Bn est la "géométrie d'une hyper-

Dans les considérations développées ici, aucun des ensembles
Li,..., Ly ne joue un rdle privilégié a priori; en particulier,
s'il s'agit de géométrie projective, on ne fait pas de différence
de principe entre les points et les autres variétés linéaires. Ce
point de vue "abstrait" est celui qui donne aux résultats exposés
la forme la plus simple et la plus symétrique; nous verrons 2au
§ 4 comment le point de vue "spatial", plus intuitif & certains
égards, s'y rattache.
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gquadrique Q de dimension 2n-1": les L; sont l'ensemble des points,
l'ensemble des droites,..., et l'ensemble des variétés lindaires

& n-1 dimensions de Q; deux variétés sont incidentes si 1l'une d'el-
les contient 1l'autre. (Cf. proposition 13).

2) La géométrie associée a D, est la "géométrie d'une hyper-
quadrique Q de dimensién 2n-2": 1les L; sont l'ensemble des points,
l'ensemble des droités,..., l'ensemble des variétés linéaires &

n-3 dimensions, et ies deux ensembles de variétés linéaires & n-1
dimensions de Q; deux variétés sont incidentes si 1l'une d'elles
contient l'autre ou si ce sont deux varidtés & n-1 dimensions d'es-
péces différentes dont l'inﬁersection est une variédété a n-2 dimen-—
sions. (Cf. proposition 14). On constate que les variétés a n-2
dimensions de Q ne sont pas des éléments de 1la géométrie associée

a Dn; cette anomalie apparente s'explique par le fait qu'une telle
variété détermine deux variétés & n-1 dimensions d'espdces diffé-
rentes dont elle est l'intersection, et que la correspondance ain-
si établie entre l'ensemble des variétés & n-2 dimensions de Q et
l'ensemble des paireg de variétés a n-1 dimensions incidentes
(drapeaux: cf. § 2) est biunivoque.

3) La géométrie aséociée a Cn est la "géométrie d'une polari-
t€é nulle 7 dans un espace projectif & 2n-1 dimensions": les Li
sont l'ensemble des points de l'espace, l'ensemble des droites,..
.., et l'ensemble des variétés & n-1 dimensions appartenant a 7
(c'est-h;dire contenues dans leurs polaires); deux'variétés sont

incidentes si l'une d'elles contient 1l'autre.
. i1 2
4) La géométrie associée & un produit direct GL )X G( )
(1) (2)

la "somme directe" des géométiries associées a G et G , obte-

est

nue en considérant conjointement ces deux géométries et en conve-

nant en outre que tout €élément de la premidre est incident & tout
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élément de la seconde. (Cf. proposition 15).

1.4. AUTOMORPHISMES. INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES GROUPES SEMI-
SIMPLES.

Nous appellerons automorphisme d'une géométrie
i = ,{Ll,..., Lys I}, toute permutation de 1l'ensemble L = & Tos
qui conserve la partition de cet ensemble en les L;, et la ;ela—
tion d'incidence I. Un automorphisme peut permuter entre eux les
L;s; s!il les conserve individuellement, il sera dit intérieur.

Par exemple, en géométrie projective, les collinéations sont des
automo;?hismes intérieurs et les co;rélations (dualités) sont des
automorp£ismés~extérieurs (non intérieurs).

Supposons gue ;ﬂ soit la géométrie associée & un groupe G.
les L; sont alors des espaces homogénes de G, qui opére donc sur
eux de fagon naturelle. Il est clair gue les permutations de L
correspondant ainsi aux éléments de G sont des automorphismes in-
térieurs de J: . 81 G est "semi-simple", il opére fidélement sur
L; cela résulte de ce que l'infersection des S.l est un sous-groupe
de Borel (théoréme 11) gqui ne peutbcontenir aucun sous-groupe inva-
riant non trivial de G (car tout sous-groupe invariant contenu dans
un sous-groupe de Borel ‘est contenu dans tous ces sous-groupes -
en vertu du théordme 6 - 'dono ausei dans le "radioal"). On a dono
le
THEOREME 15. Tout groupe dffin connexe G opére naturellement com-
me groupe d’automorphismes intérieurs sur la géométrie qui lui est
associée. Cette représentation de G est fidéle si (et seulement si)
G est "semi-simple”.

REMARQUE. G n'est généralement pas le groupe de tous les automor-
phismes intérieurs de la géométrie associée; par exemple, la géo-

métrie projective & n dimensions sur k a pour automorphismes inté-
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rieurs non seulement les projectivités - éléments de G = A
maié encore les collinéations appartenant aux -automorphismes non
triviaux de k (transformations semi-linéaires). Cependant, lors=-
que G ne possé&de pas de facteur direct de type Ay, ses éléments
peuvent &tre caractérisés de fagon "purement géométrique"” (i.e.
en utilisant seulement la relation d'incidence) parmi les automor-
phismes intérieurs de_la géométrie associéde (oq salt par exemple
que les projectivités se caractérisent aisément parmi les colli-

(1)

néations ). D'autre part, si on tient compte du fait que les
Ly = G/Si sont des variétés dlgébriques, on peut définir, de fa-
¢on évidente, les automorphismes birationnels de la géométrie as-—

sociée a G, et dans tous les cas,

G est le groupe de tous les automorphismes

birationnels de la géométrie associée.
Nous ne démontrerons pas cette proposition.

1.5. CHAINES.

gﬁ désignant une géométrie gquelconque, on appellera chaine
(finie), toute suite (finie) d'éléments de « tels que deux 616~
ments consécutifs quelconques de la suite soient incidents. Le
ﬁhéoréme suivant exprime une sorte de propriété de "connexité"
four les géoqétries associéés aux groupes semi-simples.
THEOREME 16. Soit & = {Ly,..., L ; I} la géométrie gssociée &
un groupe semi-éim¢1e} Deux éléments quelconques d etd e ‘dg
55 sont toujour& les extrémités d’une chaine finie, dont on peut
supposer en outre que to#s les, éléments, & l’exception des extré-

1) i € _
Cf.[ll], p.71. Nous appellons "projectivités", ce que Veblen
et Young nomment "projective collinéations”. ’
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mités 4 et e, appartiennent alternativement & deux ensembles
Ly et Lj donnés, arbitrairement choisis.

DEMONSTRATION. Reprenons les notations du n°® 1.2, et soient

d = S, f, e = 8,8 (£,8 € @), L, = G/Si’ Lj = G/Sj. Le sous-groupe

de G engendré par Si et Sj contient Si et est donc confondu avec

G, puisque Si est un sous-groupe maximal de G. Il existe par con-

séquent des €léments £y, £o,00., fp_E S; et des éléments g4, €op,-.
. gp e,sj tels que gf-l = gp;@gp_ 1...g1f1. Mais alors, on

vérifie aisément que la suite d’elements

4 = Syt , B,f = 8yf3F , S;fyf = S8,
" BB B E BBl B s

fpgp;l...glflf = 8358 , 818 = e

est une chaine jouissant des propriétés requises.

§ 2, DRAPEAUX ET SOUS-GROUPES DE BOREL.

g1 Ln} TH

nous appellerons drapeaux d’espéce (114..., ip) les ensembles for-

Etant donnée une géométrie quelconque £,= {Ll, L

més d'un élément de Lll‘
de Li deux a deux incidents, et drapeaux complets les drapeaux

P (1) :
d"eapéos (1, 235 0) . Les résultats du chapitré-III, §§ 2 et

d'un élément de Lig 32005 0t d'un élément:

3, se généralisent alors de la fagon suivante:
THEOREME 17. Soient G un groupe affin connexe et ;E la géométrie
associée. Les sous-groupes de G qui contiennent un sous-groupe de

).

On notera que cette terminologie différe légdrement de celle
adoptée au chapitre III ol nous appelions drapeaux (resp. dra-
peaux partiels) ce que nous nommons & présent drapeaux complets
(resp.drapeaux); :
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Borel sont les stabilisateurs (dans G) des drapeaux de <L (1).
De fagon plus précise, étant donné un sous-groupe S contenant un
sous—-groupe de Borel, les éLémenfs de o invariants par S forment
un drapeau dont S est le stabilisateur; réciproquement, le stabi-
bilisateur d’un d;a?eau quelconque est un sous—-groupe contenant
un sous-groupe de Borel, do?t les seuls éléments invariants dans
5£ sont les éléments du drapeau en question, Ainsi est Etablie
une corréspondance biunivoque, renversant les inclusions, entre
les drapeaux de<£ et les sous-groupes de G qu¥ contiennent un
‘sous;grauﬁe de Borel. En particulier, Leé drapeaux complets de
6£ correspondent aux sous-groupes de Borel eux-mémes.
De ce théoréme, il résulte immédiatement que
COROLLAIRE 1. Tout drapeay’est partie d’un drapeau complet.
D'autrq part, tenant oqmpfe du théoreme 6, on a ie
COROLLAIREVE. Leﬁgroﬁﬁe G opére transitivement sur les drapeaux
complets, donc aussi (en vertu du corollaire 1) sur les drapeaux
d’espéce donnée quelconque.

Celui-ci peut encore s'énoncer de la fagon suivante:

: (20
COROLLAIRE 2'. Soient S, Spyenes Sp des sous=groupes maximaux
de G contenant un méme sous-groupe de Borel B, et PPN PYRERE gp
des éléments de G. Si, pour touws i, j =1, 2,..., p, on a

8i8:n 885 £ B, alors
A Sig; £ 0

i =1

I1 faut se rappeler que, d'aprds lé théordme 15, G opdre sur
la géométrie associée.

(2)

En fait, la proposition reste vraie guels que soient les sous-
groupes S, de G contenant B, 1'hypoth&se gue ce sont des sous-
groupes maximaux étant superflue; c'est une conséquence 2 pei-
ne moins immédiate du théordme 17.
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En effet, la condition S5;84n sjgj # @ exprime que l'ensemble
(8181, Sp8p, .-+, Spgp) est un drapeau, auguel cas, le corollaire
2 assure 1l'existence d'un élément g € G tel que (Sy, Sy,..., Sp)8=
= (Slgl, DY DY Spgp), o'est-a-dire tel que g € S5;g; pour tout i.

Lorsque p = 3, le corollaire 2' peut .s'exprimer sous la forme
d'une relation simple entre 84, 8y, 85' En effet, puisque
5,81 n 5,8, £ @, on peut supposer, sans nuire & la généralité, que

wd. .

g1 = Bp. Posons h = gz4; . Les relations S;¢, N Sjgj # 0 se ré-
duisent alors a

8y N s3h#¢ 5 SQnSBh#Qﬁ,
c'est-a-dire &

(2:1) h e S

.-n . h € 535,

et la relation () S;jg; # @ peut s'écrire
b

8, 8, A Szh .

ou encore
(2:12) h € S3<Slﬁ S,)

Ainsi, le corollaire 2! 5ffirm§; dans ce cas particulier, que
les relations (2.1) entrainent la relation (2.2). La réciprogque
étant évidente, on peut, tanantvcomPtg de la note ke au bas de
la page H1l, énoncer 1la :
PROPOSITION 16. Si 8,, S, et Sz désignent trois sous-groupes de
G contenant un méme sous-groupe de Borel, on a la relation

85(8; A 8y) = 838, N 838,

En ce qui concerne la démonstration du théoréme 17, nous nocus
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bornerons a mon?rer comment, tedant compte des résultats du cha-
pitre III, elle peut se ramener & la démonstration de la seule pro-
position 16 (1>

Supposons donc établie cette proposition ou, ce gqui revient
au méme, le corollaire 2', pour p = 3. Remarquons tout d'abord qﬁe
ce corollaire (donc aussi le corollaire 2) s'en déduit immédiate-
ment, par induction, pour toute valeur de p. En effet, supposons
le corollaire démontré lorsqu'on y remplace p par un nombre stric-
tement plus petit, et posons a® = SP’ S? = 8, A8y (3 = 150w piP=2);
g: = giggl. Puisque 5565 N spgp # 6, on peut, sans nuire a la gé-

néralité, supposer que g; € Sp pout tout i. On a alors
N s g = (s.g.m 8 AS.g et £ 8
183 184 = Yoyl i8; pép’8p :
d'ol
p-1 rg\
% e -1
@ # m Sigi = ( Sigi)gp
- B . k=1

Pour établir le théoréme 17, nous aurons encore besoin du
LEMME 4. Deux sous-groupes distincts contenant un méme sous-grou-
pe de Borel me sont jamais conjugués.

tEn effet, soient S et g"lsg deux sous-groupes conjugués delG,
contenant un méme sous—éroupe de Borel B. Puisque B & g" sg ,
ng_I C S . Mais alors, B et ng_l, qui gont deux sous-groupes de

Borel de S, sont conjugués dans S, c'est-a-dire qu'il existe un é-

“ %3, = ‘ g e
lément h € 8 tel que h Bh = gBg 1, d'ou hgBg 1h = B. En vertu
-1 =1 s,
du théoreme 7, il en résulte que hg € B, d'ou g Sg = g h Shg = 8,
. . %, = 5
BildsTulew
(1)

Celle~ci se déduit assez aisément du oorollalre 1 de [4]
p.13-11 ("lemme de Bruhat").
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Nous en venons & présent & la démonstration du théordme. Soit
S un sous-groupe de G contenant un sous-groupe de Borel; nous vou-
lons montrer que les éléments de la géométrie sﬂ associde a G qui
sont invariants par S forment un drapeau dont S est le stabilisa-
teur. En vertu des théordmes 6 et 11, on ne nuit pas & la générali-
té en supposant que S est de la forme S = Silx-"Jip = Sifﬁ _.r\Sip
(les notations étant celles du n® 1.2). Soit S;¢ un §lément de 1&
invariant par S. Son stabilisateur g'lsig contient S donc on a
g—lsig = Sim pour un certain m (cf. théordme 11). Mais alors, en
vertu du lemme précédent et du corollaire 1 au théoréme 11,

By = sim et g € Sim’ d'ou S;g = 5; - Ansi, les s,lm (n = 1;...,p)
sont les seuls éléments de éﬁ invariants par S. Notre assertion en
résulte immédiatement.

Réciproquement, considérons un drapeau quelcongue. Nous devons
montrer que son stabilisitéﬁr contient un sous-groupe de Borel et
ne conserve aucun élément.de Ai eﬁ &éhérs des €éléments du drapeau
donné. Faisant'appel au corollaire 2, nous pouvans supposg; que le
drapeau en question est de la forme (sil""‘ éi ). Mais alors, la
proposition en question devient évidente. Le théorzme 17 est ainsi
démontré (modulo la proposition 16).

REMARQUE. Dans la définjition de la géométrie ;t associde & un grou-
pe G, nous avons utilisé seulement les espacés homogénes G/Si oor-
respondant aux sous-groupes maximaux S; de G contenant un sous-

groupe de Borel B donné. On pourrait aussi considérer la géométrie n

constituée par les espaces homogénes G/S,.

N ; » oorrespondant

g se ety b
&4 tous les sous-groupes de G contenant B, la relation d'incidence
étant définie comme au n° 1.2. Le théoréme 17 montre que 116G n'est

autre que 1la "géométrie des drapeaux de 6£ ". les &léments de IMC

sont les drapeaux de sﬂ , les ensembles constituant NG sont les
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ensembles de drapeaux d'espéce donnée, et deux drapeaux sont in-
cidents si tout €élément du premier est incident & tout €lément du
second.
Nous prendrons cette dernidre propriété comme définition gé-
nérale de l'incidence de deux drapeaux. En d'autres termes:
DEFINITION. Dans une géométrie guelconque, deux drapeaux seront

\

dits incidents si leur réunion est encore un drapeau.

§ 3. GEOMETRIE ASSOCIEE ET SCHEMA DE DYNKIN.

3.1. SOMMETS DU SCHEMA ET ENSEMBLES CONSTITUANT LA GEOMETRIE.
Il résulte immédiatement des définitions gque les ensembles
constituant la géométirie & associée & un groupe “semi-simple”
G sont en correspondance biunivogue naturelle avec les sommets du
schéma de Dynkin A de G.
Pour tout sommet s de A, nous désignerons par Lg (ou éven-
tuellement par un autre symbole affecté de 1l'indice s) 1l'ensemble

d'éléments de GL qui lui correspond.

EXEMPLES. 1) Soit G = An, d'ol

1 2 3 n-2 n<l n

A= A o

3_ est alors la "géometrie d'un espace projectif a n dimensions"
et Li est l'ensemble des variétés linéaires & i-1 dimensions de

cet espace.

2) Soit G = Dy, d'ol

ﬁi est la "géométrie d'une hypergquadrique @ de dimension 2n-2",

Ly (i = 1,...,n-2) est l'ensemble des variétés 1inéaires a i-1
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dimensions de Q, et Ln' et Ln" sont les deux ensembles-de varié-

tés lindaires a n-1 dimensions de Q.

3.2. ISOMORPHISMES.

lLe théordme suivant est une conséguence immédiate du théoreé~
me 12.
THEOREME 18. Soient G et G' deux groupes isomorphes, A et A' leurs
schémas de Dynkin, ét = {nq, ... et @' = {nd,...} les géométries
associées, et a un isomorphisme de A sur A' . dlors, il existe des
isomorphismes (birationnels) de &£ sur £’ ‘qui transforment L_
en L&tsj,ﬁaur tout sommet s de A .

Plusieurs théorémes classiques se retrouvent comme applica-
tions de celui-ci.
EXEMPLES. 1). Le schéna i————g—q——j pwy L est invariamt par
la permutation échangeant les sommets éguidistants des extrémes.
La géométrie projective & n dimensions sur k posséde donc des au-
tomorphismes permutant l'ensemble des points et l'ensemble des hy-

perplans, l'ensemble des droites et l'ensemble des ¥variétés linéai~-

res & n-2 dimensions, etc. C'est le principe de dualité.

2) Considérons les.schémas {____ﬁ____é de A3 et
3! : : i
1<::: de DB' Il existe un isomorphisme du premier sur le se-
‘3‘"
cond qui transforme les sommets 2, 1, 3 respectivement en les

sommets 1, 3', 3". Il existe donc des isomorphismes de 1; géomé-
trie d'un espace projectif P & 3 dimensions sur la géométrie d'u-
ne hype;quadriqne Q a 4 dimensions quiwfont correspoudrérles points
de Q aux droites de P, et les deux espdces de plans de Q respecti-
veient’apx points et aux plans de P. Q est 1'hyperquadrique de

Klein bien connue.

o
3) Le schéma ,1..__........2.<::j4 de D, est invariant pour
i 4“
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toute permutation des sommets 1, 4' et 4" (2 étant conservé). La
géométrie d'une hyperguadrigue Q@ a2 6 dimensions posséde donc des
automorphismes permutant de fagon arbitraire l'ensemble des points
et les deux ensembles de variétés & 3 dimensions de Q, et conser-
vant l'ensemble des droites. C'est le principe de trialité de

Study-Cartan.

3.3. GEOMETRIES RESIDUELLES. THEOREME DE RESIDUATION.

La structure du schéma de Dynkin A d'un groﬁpe "semi-simple"
G est étroitement liée au propriétés de la géométrie :E associée
a G. Ce lgen est expfimé par le fﬁéorémg 19 ci-dessous (théoréme
de résiduation), qui met en rapport leé parties de A et certaines
sous-géométries de AZ , ses géométries résiduelles.
DEFINITION. Soient &, = ALy, 0p,...,L,;5 I} une géométrie quelcon-
que, d'un drapeau d'espice (il’f"’ ip) (éventuellement ré&uit a
un seul élément, si p = 1), et L;4 l'ensenble des éléments de Li
incidents a d. Nous appellerons géométrie. résiduelle de éﬂ par
rapport & d, la géométrie 5£dhconstituée par les n-p ensembles
o (4 £ 34,.04, ip), la rela%ion d'incidence étant la restriction
4 ceux-ci de la relation d'incidence I de &, .
THEOREME 19. Soient G un groupe “semi-simple”, A son schéma,ifl
Dynkin, 4, = {Ly,...,0y; I} la géométrie associée, P ig,.w., ip
p sommets de A°, et d un drapeau d’esééce Ciysvmss ip)(l (si
p =1, 4 est un élément de ;ﬂ ). dlors, la géométrie aﬂd =

k67 €30 IPPpR ip); 1}, résiduelle de & par rapport & a, est

¥ %
p i
»

(canoniquement _isomorphe &) la géométrie associée au groupe “se-
mi-simple” dont le Schéma de Dynkin AV s”obtient en retirant de
A les sommets i

(1) .

C'est-a-dire un drapeau formé d'un élément de l'ensemble Lj _,
correspondant au sommet iy (CE. n°® 3.1), d'un élément de 1l'en-
semble Liz correspondant au sommet i2, etec.

TRERE ip et taus les traits qui y aboutissent. La
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correspondance canonique entre les ensembles constituant éld et
les sommets de A' est celle qui associe & tout Lyg ¢4 = Lgseemy 1)

le sommet i de A, considéré comme sommet de A'.

EXEMPLE. La géométrié ;gsid;elle de la géomsétrie projective a n
dimensions sur k par rapport & une variété linédaire a i-1 dimen-
sions est constituée par les vaniétés contenues dans oelle—ci‘et
celles qui la:oontiennent. C'est donec la‘somme directe (cf.n® 1.3,

exemple 4))d'une géométrie projective & i-1 dimension et d'une

géométrie projective & n-i dimensions. Cela correspond au fait

que si on retire du schéma % % 3 cwy St ? de A le som-
met i, on obtient le schéma

1 2 i-2 i-1 i1 i42 n-1 n

fr—— " ————t 8 e ] LR Yresm—p 2

réunion disjointe des schémas de Dynkin de A g ot dé L

DEMONSTRATION DU THEOREME 19. On se raméne immédiatement, par
induction, au cas ol p = 1. Reprenant les notations du n° 1.2,
nous pouvons supposer, sans nuire a la génipalité) que d est 1'un

des Si’ soit pour fixer les idées Sl' L'ensemble Lid est alors

l'ensemble des classes latérales de Si qui rencontrent Sl‘ les-
quelles correspondent biunivoquement et canoniquement aux clas-
: )
ses latérales de Sl’\si = sl,i dans Sl. Si deux éléments Sig et
: : . 5 £
th appartenant respectivement & L;; et a_LJd‘(1Ae. Sigr\sl.# B #

thr\sl) sont inoidents, on a S,¢ nsjh # .6, donc aussi, en vertu

du corollaire 2' au théoréme 17, sig(\sjhr\sl # @. Par conséquent

deux éléments appartenant a %id et a L sont incidents si et seu-

jd

lement, si. 1les classes latérales de S et sf'j dans Sl qui leur
; 4 "

1

correspondent on{;une.}hters:etion non vide. Tenant compte du” .

2

fait que les groupes S1 ¥ (i = 2,..., n) sont les sous—groupes
b -

maximaux de S1 qui contiennent le sous-groupe de Borel B (en
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vertu du théorzme 11), on voit que 5£ n'est autre que la géomé-

d

trie associée au groupe: ' S ou encore, la géométrie associde au.

1)
quotient "semi-simple" de Sl, lequel a pour schéma de Dynkin 1le
schéma A' obtenu en retirant de A le sommet 1 (en vertu du théo-

réme 11 et de la définition du schéma de_pynkin donnée au chapi-

tre III, § H). La dernidére assertion de 1'énoncé est immédiate.

5.4. APPLICATIONS.

Le théorém§‘19 permet, dans‘une Eertaine mesure, de ramener
1'étude d'une ééométrié "compliguée" & celle h‘qutres géométries
"plus simples". C'est ce qui fait son intéfét notamment pour 1l%'é-
tude des géométries associées aux groupes exceptionnels F4, E6,
E7, E8. A titre d'exemple, nous énongons plus ldiﬂ (propositions
17 & 20) guelqgues propriétés de ces géométries qui peuvent &tre
établies a l'aide du théorzme 19. Il serait trop long de donner
ici les démonstrations de ces propriétés (1); nous nous bornerons
& illustrer la méthode utilisée en l'appliguant é un cas plus
simple.

Considérons la géométrie £,= ILl, L2, LB; I} associée au

1 2 3
e —————

groupe A3 de schéma Nous nous proposonﬁ de montrer

que deux éléments distincts e, e'g Ll gont incidenté simultanément
& un et un seul élémeéent d € L2. Il s'agit évidemment d'une pro-
priété bien connue,‘puisqge Ll et L2 soent respectivement 1'ensem-
ble des points et l’ensemblg_dgs-droiteé a %an espace projeﬁtif a

3 dimensions, mais notre b@tigst de l’éiablir en faisant seulement
usage des théorémes 16 et 19, et des ¢rof%iétés de géométries
"plus simples” que éa , & savoir, lqsvgéométries associées au

groupe A2 de schéma 1— v(géométrie projective & 2 dimen-

€Y

On en trouvera certaines dans [6], [7].



144 JACQUES TITS

J.Tits
sions) et au groupe Ay Ay de schéma + + (somme directe de deux

géométries projeotives a 1 dimension) . Soit

(3:4.1) & .= 84 — @9°" B5 = Guw = dq = Bggd = e’

une chaine (le trait d'union symbolise l'incidence) d'éléments

appartenant alternativement 3 L, et & Ly; l'existence d'une tel-

le chaine est assurée par le théorzme 16. En vertu du théordme 19,

la géométrie éﬁ = {L ) ; I}, résiduelle de 5ﬁ par rapport
e, 282 3e2 s

4 ep, est une géométrie projective 3 2 dimensions; il s'ensuit que

d, et 4d qui sont des éléments de L, , sont incidents 2 un méme
2

2)
élément de L , soit f.. En remplag¢ant e, par f, dans (3.4.1),
392 1 2 g =

on obtient une nouvellelohaine
(Bnd;:2) e = -4, - £, -d, - ... - da_ - e = e

Toujours d'aprés le théorzme 19, la géométrie éidl = {ﬁldl,Lidle}
résiduelle de 55 par rapport & dl, est la somme directe de deux
géométries projecti;es 2 1 dimension, donc tout élément de lel
est incident & + tout élément de L3d1; en particulier, eq est inci-
dent & fi' Pour une raison analogue, fl est incident a e, et on

.

peut donc remplacer la‘chaine (3.4.2) par
(3.4.3) e -e, ~f -e, -d, - ... - d_ - e =e!' .

Considérant & présent la géométrie & . réstansile de & par
1
rapport a fl, et appliquant & nouveau le théoréme 19, on voit qu'il
existe un élément. d!. € L, incident & e, et & e , d'ou le chai-
x 2f, 1 ]
ne

(3.4.4) e = e, - di - 8. =d_ - s~ d - e = o
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par induetion, qu'il existe au moins un élément de L, incident &
e et & e'. Supposons que cet élément ne soit pas unigue, c'est-a-

dire qu'il existe une chaine "fermée"
(3.4.5) e - d-e' -d' - e (@ #a') .

En rsisopnant comme plus haut, on voit qu'il exis@s,_dans la géo-
métrie résiduelle de df par rapport hAe' un élément f € LBe' in-
cident 4 d et a 4', et que cet élément est aussi incident & e. ‘
Mais alors, e, e', 4 et d' appartiennent tous & la géométrie rési-
duelle de éﬁ par rapport a2 f et dans celle—éi, qui est une géomé-
trie projective a deux dimensipns, l'existence d'ﬁné chaine fermée
du type (3.4.5) est exclue, La propriété est ainsi démontrée.

Les propositions suivantes peuvent 8tre établies par des rai-
sonnements analoguea-(quoique.plus'longs), ol intervienﬁ de fagon
répétée le théortme 19, et faisant seulemént usage, pour le resté,
des propriétés d'incidence élémentaires des espaces brojectifs et
des hyperquadriques L ‘

PROPOSITION 17. Dans la géométrie .sf, = Ay, woss Dgi I} asapcide

au groupe F4 de schéma

Lo B 4

2
s
¥ -

étant donnés deux éléments a € L1 et.e € L4, il existe tou-

jours un élément e'é L4 et un élément d' e L?_res¢ectiuement in~

(1)

Peu de temps avant dé faire le cours auquel se rapportent ces
notes, nous avons obtenu des théortmes généraux, concernant . les
chaines d'éléments dans la géométrie associée & un groupe semi-
simple quelconque, théoremes dont les propositions 17 & 20 sont
des cas particuliers. Les démonstrations de ces propositions ba-
sées sur l'emploi du théoréme ‘19 sornt donc“quelque. peu dépassées.
Il nous a cependant semblé utile de les mentionner ici, et d'es-
gquisser par un exemple simple la méthode utiliséé, qui met en évi-
dence. la portée de ce théorzme.
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cidents & d et & o, et qui soient incidents entre eux, c’est-a-
dire tels que d-e'-d'-e soit une chaine;

il existe des

étant donnés deux éléments 4 € L, et e € L

ik 2"
éléments d', 4" € L1 et des éléments e', e" g L, tels que
die'-d'~e"-d"-s soit une chaine;

dans l’énoncé précédent, les indices 1, 2 peuvent étre rem-
placés respectivement par 3, 4;

etc.

PROPOSITION 18. Dans la géométrie & = {Ll,...’, Lg; I} associée au

groupe E6 de schéma

i 2 2 4 5

T - —— 7]

étant donnés deux éléments 4, d' € L, (resp. L5), il existe
un élément e g L5 (resp. Ll) incident & chacun d’eux (c’est-a-dire

tel que d-e-d' soit une chafne);

étant donnés un élément 4 € Lg et un élément e € Li_(i = 4
2, 3, 4, B), il existe un élément e'e L; et un élément d' € Lj
(j = resp, 2, 5, 6, 1, 4) tels que d-e'-d'-e soit une chaine;
etc.,

PROPOSITION. 19. Dans la géométrie aﬁ,: ,{Ll,..., ‘Li; I} associée

au groupe }E:,7 de schéma

1 2 3 4 5 6

étant donnés un élément 4 € Ly et un élément e E‘Li (4 =1, 2, 7
il existe un élément d' € Ly {3 = resp. 2, 6, 1) et un élément
‘e'@ L, tels que d-e'-d'-e Soit une chaine; .
étant donnés 4n élément 4 € Ly (i = 2, 5) et un élément e € I

(j = resp. 4, 6), il existe des éléments d', d" € L, et des élé-
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ments e', e" & Lj tels que d-e'-d'-e"-d"-e soit une chaine;
etc.
PROPOSITION 20. Dans la géométrie & {Lq,..., Lg; I} associée

au groupe Eg de séﬁéma

1 gy 7 4 5] 6 7

étant donnés un élément 4 € L, et un. élément e € Ly, il e~
xiste des éléments d' g L, et e'g Ly tels que d-e'-d'-e soit
uﬁe chaine;

étant donnés un éLémenf‘d € Ly (1 = 1, 4) et un élément
e € Lj (3 = resp. 2, 7), il existe des éléments 4', A" € L, et
o', e" € LJ tels que d-e'-d'-e"-d"-e soit une chaine;

etc. ‘
REMARQUET Dans l'exemple du groupe AB’ traité plus haut, on a pu,
2 l'aide des théorémes 16 et 19; étébl{r non seulement l'existen-
ce mais encore i'uniqité de 1'élément d incident & e et e'. Il
s'agit cependant d'une circonstance particulidre aux groupes A
(;t aux produits directs de_telé groupes). Dans les autres cas,
les théortmes en question perméttqnt gseulement diétab;ir des théo-
rémes d'existence, du.type des propositions 17 & 20.‘Toutefois)
ceux-ci peuvent encore 8tre complétés par des théorémes d'unici-

(1)

t6 qu'on démontre & l'aide d'un autre théoréme général: le
théoréme 20 ci-dessous. Nous en verrons un exemple & la fin du
§ 4, ou on trouvera encore d'autres exemples d'applications du

théoréme 19.

peuvent &tre relativement compligués e,
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$§ 4. LE POINT DE VUE SPATIAL.

4.1. OMBRES.

Classiguement, les variétés linéaires d'un espace projectif
sont le plus sovent considérées comme des ensembles de points, plu
tdt que comme des éléments. "abstraits" 1liés par une relation d'in-
cidence. Le lien entre ces deux conceptions peut étre réalisé par
l'intermédiaire de la notion d'"ombre".

DEFINITION. Soient &, = {bg, .0, T I} une géométrie quelcongue

n?
et A, B deux parties de l'ensemble L .= LJLi des éléments de d& .
Nous appellerons -ombre de B sur A l'ensemble des éléments de A
incidents & tous les éléments de B. Notons immédiatement :le
COROLLAIRE. L’intersectian.i’qne famille quelconque d’ombres (de
parties de L) sur A est elle-méme une ombre. En particulier, les
ombres sur A forment un treillis.

Revenons & l'exempie de la géométrie projective. On voit que
les variétés linéaires (& l"exoeption-de l'ensemble vide et de
1l'espace tout entier), congidérées comme ensembles de .points, sont
les ombres des éléments de la géométrie sur l'ensemble des points.
Par analogie, étudiant une ééométria queloonque (i = {Ll,...,Lan]
on peut donner un rdle privilégié a l'un des .ensembles Li' soit
Lm, dont les éléments sont baptisés "points", et représenter les
autres éléments de la géométrie par leurs ombres sur Lm. Cette
représentation n'est satisfaisante ("fiddle") que si deux élément:
distincts ont toujours des ombres différentes. LorSQUe.dﬂ est la
géométrie associée & un groupe "semi-simple" G, cette condition
est remplie (quel que soit Lm) si et seulement si G est simﬁle(l)
(1)

Lorsque G n'est pas simple, il faut remplacer L, par des en-
sembles de drapeaux convenablement choisis, <t
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Soient .£ = le,..., L.s I} une géométrie projective,
L = LjLi l'ensemble de tous ses éléments, et L1 l'ensemble des
points. Le fait fondamental que l'intersection de toute famille
de variétés linéaires est encore une variété lindaire peut s'ex-
primer comme suit: l'ombre de toute partie de L sur L; est soit
l'ensemble vide, soit Lb lui-méme, soit l'ombre sur Ll d'un élé-
ment unique. Ceci n'est en général plus vrai lorsqu'on remplace
Sﬂ par la géométrie associée & un groupe G quelcongue et Ll par
1l'un quelconque des Li._Cependant, on a, dans tous les cas, le
THEOREME 20. Soient & = {L,,..., L ; I} la géométrie associde &
un groupe G quelconque, et A, B deux parties quglconques de L’en-
sembler‘\/Li des éléments de £ . Adlors, l’ombre de B sur A est
soit lL’ensemble vide, soit A tout entier, soit lL’ombre sur A d’un
drapeau de 0

Nous ne démontrerons pas cé théoréme.
EXEMPLE. Soient ét la "géométrie d'une hyperquadrique Q de dimen-
sion 2n" (G = D ), et A = L l'ensenble des poinfs de Q. Les

n+l 1

ombres des parties de b sur L, sont l'ensemble Ly lui-méme (om-

1
bre de l'ensemble vide) et toutes les sous-variétés linéaires de
l'hyperquadrique. Gellesebi sont toutes des ombres d'éléments de
i e & l'exception de l'ensemble vide et des variétés a n—i di-
mensions; ces dernidres sont les ombres des drapeaug formés par
deux variétés a n dimepsions, d'espdoes différentes, incidentes
entre elles (cf. 1.3., exemple 2)).
REMARQUES[ll) Le théoréme 20 reste vrai lorsqu'on remplace A et
B par des farties de 1'ensemble M de tous les drapeaux de o (on
définit de fagon évidente l'ombre d'une partie de M sur une autre
partie de M).

2) Lorsqu'on étudie la géométrie i,associée & un grou-
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pe G du point de vue spatial déecrit plus haut, L_ étant pris com-

m
me ensemble de points, ce sont les ombres sur Lm de toutes les
parties de L = \J Li-(c’est-a-dire essentiellement les ombres des
drapeaux de 52 , en vertu du théorzme 20) - et non pas seulement
les ombres des éléments de ;ﬂ:— qui apparaissent comme la généra-
lisation la plus naturelle des variétés linéaires des espaces

projectifs, ceci en raison notamment de la propriété exprimée par

le corollaire & la définition des ombres (v. plus haut).

4.2. CLASSIFICATION DES OMBRES. INCIDENCE ET INCLUSION.

dﬂ = {Ll,..., Lyi I} désignera toujours, dorénavant, la
géométrie associée & un groupe G, de schéma A.

Cherchons: 2 décrire le treillis des ombres des parties de
L sur un "ensemble de points" L, ohoisi une fois pour toutes
parmi les Li (1), et; avant tout, & classer oces ombres par rap-
port a l'aetionvdu groupe G (i.e. & voir ce que devient, dans le
cas général, la classification des variétés linéaires d'un espa-
ce projectif en variétés des diverses dimensions). Le théorgzme 20
montre que le nombre des classes est fini (puisqu'il n'y a gqu'un
nombre fini d'espé&ces de drapeaux = ii faut aussi tenir compte du
corollaire 2 au théoréme 17 =), mais donne par ailleurs une image
encore trés imparfaite de la situation, comme le montre l'exen-
ple de la géoméfrie projective, ol l'ombre d'un drapeau quelcon-
que sur l'ensemble des points cofncide toujours avec l'ombre d'un

élément unique. Ceci nous amdne & poser la question
(i) Quand deux drapesaux ont-ils la méme ombre sur Lm?

Celle-ci est naturellement lide & une autre question, celle

(1)

Tout ce qui suit reste vrai pratiquement sans modification
lorsqu'on remplace L, par l'ensemble des drapeaux d'esp&ce don-
née guelconque.
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de 1'"interprétation spatiale” de la relation d'incidence. Dans
le cas de la géométrie projectivé, l'incidence entre deux varié-
tés lindaires se traduit par le fait que l'ombre de 1l'une contient
l'ombre de l'autre, mais il n'en est pas toujours ainsi (ecf. 1.3.,

exemple 2)). D'ol la question

(i1) Quand 1'incidence de deux drapeaux se traduit-elle par

une relation d'inclusion entre les ombres de ces drapeaux sur L,"?
Plus généralement,

(iii) Etant donnés deux drapeaux d = Gdg, oy dp) et
e = (el,..., eq), guand 1l'ombre Om(d) de d sur Lm est-elle conte-

nue dans l'ombre Om(e) de e sur-Lm?

Nous nous proposons de répondre & cette dernig&re question,
qui généralise (i) et (ii). Nous commencerons par déduire du théo-

réme 19 une condition suffisante pour que la relation
(4a2:1) 0,(a) € o, (e)

soit vérifide. Ensuite, nous énoncerons -— sans démonstration -
le théoréme 21 qui exprimera, grosso modo, que cette condition
est aussi nécessaire.

Soient 4@ et e respectivement d'egpéops T = (il,..., ip) et
J = (jl""’ jq). Pour simplifiér l'exposé, nous ferons l'hypo-
theése - d'ailleurs absolument inessentielle - que m, il,..., ip,
jl,..., jq soient deux & deux distincts.

Supposons pour commencer que d et e soient incidents. DLa
condition (4.2.1) peut alors. s'énoncer. comme uue_propriété de 1la
géométrie résiduelle id de .‘f, par rapport & d; en effet, Om(d)

n'est autre que l'ensemble L = de cette géométrie et (4.2.1) ex-
) m
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prime—gue tous les élémentg de cet ensemble sont incidents a e,
qui est un drapeau d'espéos~j de ‘:ﬁd' D'aprés le théorzme 19,
;ﬁd est la géométrie associée & un groupe dont le schéma A' s'ob-

tient en retirant de A les sommets i ip. Mais alors, en nous

IPEREE)
reportant au n° 1.3, exemple 4), nous voyons que la condition pré-
cédente sera certainement remplie si A' est la réunion disjointe
de deux schémas dont 1'un contient le soﬁmét m tandis que 1l'autre
contient tous les spmmetsjl,..m, jq, ce que nous traduirons en di-
sant gque :i = (il’f'i’ip) sépare m et j = (jq,..., jq) sur A . D'ol
cette premidre conclusion:

(4.2.2) 8i 4 et e sont deux drapeaux incidents d'espzces i
et j respectivement, et si j et m sont séparés par i sur A , alors
0m(d) = Om(e).

Désignant par m et i = (i4,..., ip) respectivement un sommet
et un ensemble quelconque de sommets de A , nous appellerons ré-
duction de i mod. m la partie i: de i formée par ceux des sommets
i5 qui ne sont pas séparés de m par l'ensemble des autres, et nous
dirons que i est réduit mod. m si i = f:. De méme, €tant donné
un drapeau d = (d4,..., dp) d'espeoe i (i. e. dg € Lis), nous ap-
pellerons réduction de d mod. m la partie dtvde d formée des é-
léments d_ tels que s € i:, et nous dirons que d est réduit mod. m

si 4 = a*
m

. De (4.2.2), il résulte immédiatément que d et dr ont
la méme ombre sur-Lm; oﬁ obtient donc toutes les ombres (de par-
ties de L) sur Lm en se bornant & considérer les ombres de dra-
peaux réduits mod.m . Le théorémélsuivant, qui donne la réponse
& la question (iii), exprime essentiellement gque, pour les dra-.

peaux réduits, la condition suffisante d'inclusion des ombres dcn-

née par (4.2.2) est aussi nécessaire.
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THEOREME 21. Soient o, = Mgy oy D I} la géométrie associée &

53
un groupe G de schéma A , 4 = (dl,..;, dp) et o = (el,..., eq)
deux drapeaux d’espéces i = (iq,..., ipl et J = (jl""’ jq) res-
pectivement, et m un sommet quelconque de O . Pour que d et e
aient la méme ombre sur Lo illfaut et il suffit que leurs réduc-
tions mod., m coincideﬁt. Si dhetve sont réduits mod. m, L’ombre
de 4 est contenue dans l’ombre de e si et seulement si d et e
sont incidents et si j et m sont séparés par i sur A

NOTATION. Les ombres des drapeaux d'espdce i (i pouvant éventuel-
lement étre réduit & un seul sommet) sur 1'"ensemble de points”

Lm seront désignés par le symbole Vi

EXEMPLE. Soit

nl
A s 1 2 3 n—} n-2 '
11"
et m = 1 (i.e. on considdre la géométrie d'une hyperquadrigque 2

2n-2 dimensions et on prend comme "points" les points de l'hyper-
quadrique, au éens ordinaire). Les seuls ensembles dersommets ré-
duits par rappo}t a2 1 sont les ensembles formés d'ug seui sommet
et l'ensemﬁle (n', n"). Les seules ombres sur L, sont dono 1l'en-
semble vide 0, Ly lui-méme, les V, (i = 1,..., n-2) (variétés 1li-

néaires a i-1 dimensions), 1les Vo et les Vn"_(variétés lindai-

res & n-1 dimensions), et les Py o (variétés linéaires a n-2
2 .

dimensions). Les possibilités d'inclusions entre ces diverses es-
petces d'ombres se déduisent immédiatement du théoréme 21; elles

peuvent se résumer comme suit

Vs
- £ 'l B
L
¢CV1<V <"'<vn—2<vn',n"‘-v' & '
n

"

ol le symbole < se 1lit : "peut &tre inclus dans".
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4.3. UN EXEMPLE: LE GROUPE Eg-
Pour terminer, nous examinerons encore, avec quelgues dé-
tails, l'exemple de la géométrie dﬁ: le,..., Lgs I} associée

au groupe E6 de schéma

l'ensemble Ll étant choisi comme "ensemble de points". Les seuls
ensembles de sommets de A réduits par rapport & 1 sont les ensem-
bles formés d'un seul sommet et les ensembles (4, 6) et (5, 6).

Les seules ombres sur L, sont donc l'ensemble vide, Ll lui-méne,

: B

les Vi ( = 1,0.0, 6), les v4y6- 5,6°

clusions entre elles sont, d'aprés le théoréme 21 et avec .les no-

et les V Les possibilités d'i:

tations introduites plus haut
v €
¢ e 50
(4.3.1) BE V-2V, ©V, <5V, . L L .
T v cv, & 1
5,6 6
L'utilisation des théor®mes 19 et 20 nous permettra de don-
ner une image plus compléte de la géométrie de Ll, et, tout d'a-
bord, de déterminer la structure des diversgs espéces d'ombres,
envisagées d'un point de vue intrins&que. Considérons par exem-—
37 ombre sur L1 d'un élément e € L_ . En vertu du théo-
régme 19, la géométrie résiduelle de .ﬁ'par rapport & e est la

ple une V

géométrie associée au groupe A2 X A_ X A de schéma

2 L
1 2 6 4 5
r— + —_—

La V5 en question n'est autre que l'ensemble L de cette géomé-

le
trie, donc, d'aprds le n° 1.3, exemples 4) et 1), 1l'ensemble des

points d'un plan projectif, dont les droites sont les ombres sur

Ll des éléments de L

5 c'est-2~dire, en vertu du théorzme 21,
e
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les Vl contenues dans la V3 donnée, Des raisonnements analogues
montrent que

les Vo, VB, V4,6’ Vys V5,6, Vg et V5 sont respectivement des
espaces projectifs & 1, 2, 3, 4, 4, 5 dimensions et des hyperqua-
driques & 8 dimensions, -dont. les variétés linédaires sont - dans
chaque cas - les ombres sur Ll (les mvn) gui ¥y sont contenues;
(par exemple, les droites, .les .plans,..., les hyperplans d'une V6
sont respectivement les.Vz,_les Va, les v4,6 et les V5’6 qu'elle
contient).

On peut aussi, 2 1l'aide des théorémes 19 et 20, déterminer
quelles sont les intersections possibles de deux ombres d'espéces
données. Considérons par exemple deux Vs; 0(e) et 0(e'), ombres
de deux éléments distincts e, e' € Lg. D'apres (4.3.1), leur in-
tersection peut, 2 priori{ étre l'ensemble vide, une-Vl (point),
une V

une VB) une V ou une V5 6..Supposons que ce soit une
2

2? 4,6
V5 g» ombre d'un drapeau (a, e"), avec d € L5, e" € L6; cette om-
5, )

bre étant. par hypoth&se contenue dans O(e) et dans 0(e'), le dra-—
peau (d, e") doit, d'aprés le théordme 21, &tre incident & e et
e', mais alors e = e"™'= &', ce qui contredit l'hypothése suivant
lagquelle e # e'. Pour une raison analogue, l'intersection

0(e) N 0(e') ne peut 8tre une V4,6' Supposons & présent gue ce

soit une V ombre sur L, d'un élément d € in Toujours en vertu

22 1

du théoréme 21, d est incident & e et e', qui appartiennent donc
a2 la géométrie résiduelle Etd de a‘ﬂ par rapport & d. En vertu du
théoréme 19, celle-ci: est une géométrie projective & 4 dimensions,

mais alors, les "points" (de :la géométrie projective en guestion)

e, e' € L6é déterminent une '"droite" £ € L3d auxquels ils sont
incidents, et, invoguant & nouveau le théoréme 21, on voit que

l'ombre de f sur L , gui est une V , est contenue dans O(e) et
12 3



156 JACQUES TITS

= W
J.Tits

dans 0(e'), donc dans O(e) A O(e'), qui devrait &tre une V,i il
y a contradiction d'apres (4.3.1). En conclusion:
PROPOSITION 21. L’intersection de deux Ve distinctes est L’ensem-
ble uidé; un point ou une V_.

On montre assez aisément que les trois éventualités se pré-
sentent effeotivement L

Considérons encore le cas 'de deux V5, O0(e) et 0(e'), ombres

sur L1 de deux €léments distinocts e, e' € L En vertu de la pro-

5
position 18, il existe au moins un point d € L incident a e et

& e', c'est-a-dire appartenant a O(e) A O0(e'). Si ce point n'est
pas unique, O(e) A O(e'), qui est une ombre (cf. n°® 4.1, corollai-
re & la définition des ombres), doit contenir au moins une VQ
(d'aprés (4.3.1)), soit 0(c), ombre d'un élément o € L, . En vertu
du théorzme 19, la géométrie 686, résiduelle de éﬂ par rapport a
c, est une géométrie pnojaqtive 3 4 dimensions, et les "points"

e, e' €& L50 de cette géométrie ‘déterminent une "droite" f € L4c’

incidente & chacun d'eux. L'ombre O(f) de f sur L., qui est une

v est contenus dans 0(e) N O(e'), en vertu du théordme 21, mais

4’
alors, il résulte de (4.3.1) que 0(e) A O(e'), qui ne peut §tre u-
ne Vg puisque e # e' par hypothdse, ne peut &tre que la V, o(f)
elle-mdme. Il s'ensuit en particulier que f est le seul élément

de .L, incident & e et & e'. Tenant compte de la symétrie du sché-
ma A, nous pouvons, en conclusions, préciser comme suit la pre-
migre partie de 1la proposition 184

PROPOSITION 22.'Etaut.donnés deux €éléments distincts e, o' € L_,

5
(resp. Li)' il existe un élément 4 € Ll (res?. LB) incident 4 cha-

C1)

La cas ol O(e) m 0(e') = § est le cas "générigue". De fagon
précise, dans la variété algébrique & 42 dimensions des paires
(e, 8'") (variété L X L, -..diagonale), les paires telles que
6(e) mo0(e') soit O un © point (resp. une V3) forment une sous-
variété a 36 (resp.32) dimensions.
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cun d’eux. Si cetélément n'est pas unique, il existe un unique é1lé~
ment £ € L, (re;?. Lg) jouissant de la méme propridié.

En termes d'ombres sur Lf’ cette proposition se traduit de la
fagon suivante:
PROPOSITION 22'. l’intersection de deux VE.distincteS»est un point
ou une V4: Deux points distincts sont toujours contenus dans une
méme V5i;si celle-ci n’est pas unique, les deux points déterminent
une Vg_gui les contient,

Le .cas ou 1'élément 4, dont il est question dans la proposi-
tion 22, est unique, est le cas "générique". De fagon précise, dans
l'ensemble des paires (e,e'), qui est une vari®été algébrique & 32

dimensions (variété L5 X L_ - diagonale, resp. L1>< L, = diagonale),

5

les paires pour lesquelles d n'est pas unique forment une sous-va-
riété a 297 dimensions. On est donc en droit de dire qu'en général,
deux V. se coupent en un et un seul point, et deux points détermi-

5

nent une vﬁl c'est=a=dire que 'les axiomes des plans projectifs sont

"génériquement ‘vérifids". Pour cette raison, nous avons donné aux

‘V5 le nom de droites [8) , ou engure A"hyperdroites [6](1). Notons
gue le "plan génériquement projectif" ainsi obtenu est en relation
directe avec le plan projectif des octaves de Cayley (pour plus de
précisions sur la nature de ces liens , cf. notamment [8] et [10]).
On ‘trouvera encore d'autres inférmations concernant la géométrie de
l'espace L, notamment dans [6], [7] et [8]. TI1 faut cependant 8tre

attentif au fait que les notations adoptées ici différent sensible-

‘ment de celles utilisées dans ces articles.

&%)
Dans [6], nous réservons le nom de droites aux V_, qui sont,
comme :on l'a vu plus haut, des espaces projectifs 2a ane dimension,
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