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UN THEOREME DE POINT FIXE.

(Premier &tat d'ume partie d'un article en préparation, par F. BRUHAT

et J. TITS. La terminologie, comme le reste, est provisoire).

1. Le thécréme.

1.1. Une classe d'espaces métriques.

On considére un espace /' dans lequel est donnée une fone-
tion d: Ax 8 — = , symétrigque (d(x,y) = d(y,x)) possédant

la prooriété suivante :

1.1.1. Pour tous points x,y& /\ , il existe un point
z (= ‘,3) , un entier r et une application f (= In} :
A -—= RT , tels que dflm,x) = d(m,y) = %d(x,r) y que
£(x) = - £(y) , que f(m) =0 , que [[f(z) - £(t)}! L a(z,t)
pour tous z,t € 23 , et enfin que (i£(z}j| = d(m,z) pour tout

zﬁ_ﬁ .

ona dlx,y) = 2 d(m,x) = || 2(x)-2(x)|| & [if(=x)-£(2)]| +
+ ”f(;)-—f{y}” £ d(x,z) + d(z,y) , c'est-a-dire que d vérific
1'inégalité trianguleire. Pour x =y , il résulie aussi de 1.1.1

gue d4(x,x) = 0 . On supposera que
1.1.2. 8i d{x,y) =0 ,alers x=y .

Aingi, 4 définit une métrique dans ﬂ « Le point m , "milieu

de x, ¥ " est le seul point vérifiant la relation
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d(m,x) = d{m,y) = %d(x,;r) , car ei m' est un tel point, d(x,y) =
= d(xye') + dlm'yy) 3 HEGx)f(m) |+ lif(nt)2()il Sle(x)-£(y)=
= d(x,y) , dome  fif(x)-£(m')| = [le@)-tl@) = 3 || £0)-£(y))]
domc £(m') = 3 (2(x)+2(y)) =0 , domo a(mym') = {|£(m)-Llm')|] =
=0 .

Soit @ une partie de A , on notera M(KE} la plus

petite partie de I\ contenant T ot telle que le milicu de deux

points appartenant & M( %’ ) appartienne aussi & M( ? )

1.2, Enoneé du théoréme.

Soient O s4 comme en 1.1, la méitrique définie par d

est supposée compléte, et 9:3 désigne une partie bornée non vide

de P Alors, le groupe des isométries conservant $ aun point
fixe dans M( % ) .

1.3. Lemme. Soient x,¥,z¢ A et m= o 8i d(x,z}é

{_.__; 1,01 -d(xr}'] et d(?:z) ‘E;‘_ 1,01 .d(I,)’) y 0N 8 d(m,z)-g 0,9-&(1.,3’}

Quitte & remplacer toutes les données par leurs images par

f::y s ce qui renforce les hypothéses et ne modifie pas la conclu-

sion (ecar les distances xy et mz sont respectées tandis que yz

% r
et xz sont raccourcies), nous pouvons supposer gque (% = R et

X=-y , m=0 . Alors,

a(myz)? = fial} 2 = F (et 2 o+ qpa=x) 2 - jix)] 2

i B

< (1,00%.40x,0)% - 2eax)® < (0,922,
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1.4, Preuve du théoréme.

Nous définisecns inductivement les oneembles @ 1
(e m(P)) (1 =0, 1, ...) et les nombres D, de la fagon sui-

vante i

&'30 -1 D, = Sup {d(x,y) [ X,y & ‘_{"i} , eutrement dit,
Di est le diamdtre de <P i enfin, &”’iﬂ est 1'ensemble des

My BVED X,¥ & ‘I’i ot d(x,y}e-? 1,£‘.|1"'1.I:ii . Puisgue P st

borné, ]:l0 < oo , I1 est clair qu'aucun des { i n'est vide.

Vu le lemme,

(1.4.1) 8L 2 ¢ '@i ot nre‘}ii“ y ona d(z,2') € 0,9.D,

i

s et solent x,y comne dane la

(poser z' = me, 8vee X,y & f@ et d(x,y) > 1,t‘a1"‘1.1}.1 Je
Soient & présent az,2'& q:j:'fiﬂ
parenthdse ci-dessus j les hypothéses du lemme soht vérifiées en '.':nr-
tu de (1.4.1), de sorte que d(z,z') < 0,9.D; . On a ainsl établi

que Di+1 £ 0,9.])1 , d'of
- i
(1.4.2) D, £ (0,9) Dy -
Pour tout i 4 choisissons un point 2, dans *

i -

En vertu de (1.4.1) et (1.4.2.), dlz,,2,,.) < (o,sr]l“'1.1:rc :

i+1
L'espace Z) étant métrique complet et le suite ‘S_ (0,9}"‘ étant
nonvergents, la suite des Z, converge vers un point F , lequel
ne dépend pas des 2, choisis, ocar si mi est un autre choix,

fournisesant un point limite F' , om n
a(F,F') ¢ a(Fyzy) + d(zge2) + a{a),F')

::‘ d(F‘,zi) + Di * d(zi,F') §
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et les trois termes de cetie derniire somme tendent vers 0 lors—

gue i tend vers oo .

Des définitions, il résulte immédiatement que le groupe

des isométries de /1 qui conservent % conservent aussi chague

&

i

Le théoréme est démcntré.

, donc aussi F , lequel appartient manifestement & X( ﬁ)

2. Structures de Weyl.

2.1. Définitions.

2.1.1. Soient W un groupe de Coxeter et R un systéme
générateur fondamental de ¥ . La longueur d'un élément w de W

exprimé comme mot minimal en los &léments da R sera notde 1(w) .

2.1.2. Soit G un groupe. Un sous-groupe B est dit
borelloide de groupe de Weyl ¥ =i 1'ensomble des doubles classes
BgB {(gc 0) peut 8tre mis en correspondance bijective avec les
élénents de W de telle fagon gque, notant symboliquement Bw3 1la

double classe correspondant &4 we W, on ait, pour tcut r& B et

we W o
(Bor 1) BrB.BwB ¢ BwB U BrwB ,
(Bor 2) Br3 n'est pas une classe latérale de B .

Une structure de Weyl de groupe de Weyl W est une classe de conju-
gaison de groupes borelloides, appelés groupes de Borel de la struc-

ture.
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{Dans une deuxi®me version, plus cempldte, on fera les
choses autrement. On peut définir un sous-groupe borellecide sans
référence & un groupe de Weyl préassigné, en posant qu'il existe
certaines doublesg classes "BrB" qui engendrent G , ne sont pas
des classes latdrales, et sont telles que pour tcute double classe
BgB , le produit BrB.BgB contient 2au plus deux doubles classes.
De 14, on déduit - si les souvenirs du rédacteur sont bons - 1'exis-

tence de W tel que les axiomes Bor soient satiafaita).

2.1.3. Tout ?5] a'étend & la situation décrite ici.

2.1.4. Soit B' = gBg~

. la eonjugzison par g é&tablit
une correspondance bijective entre les doubles clzsses de B et cel-
les de B' ; nous poserons par définition B'wB' = g.BuB.g~ | et,
plus généralement, P'wP' = P;-g-BwB-g-1.P' pour tout sous-groupe

P' contenant B' . (On s'dcarte ici résclument de 1l'interprétation
usuelle de la notation BwB , selon laquelle w représente une

clzsse latérale d'un certain groupe H dans un certain groupe N

le lecteur fera bien de se gorder de toute déduction abusive).

2.1.5. Un groupe de Coxcter W avec systéme générateur
fondamental domné R est dit jirrdduetible si R ne peut éire dé-
composé en deux parties disjeintes non vides commutant entre elles.
Soit R fini, considérona la "réalisation géométrique" de W don-
née dans Ed] , et soit il. le cbne convexe réunion de toutes les
chambres d¢ W . Le groupe # est dit de type sphérique si _(:'_ est

3,

tout 1'espace (i.e. 8i W est fini), de type euclidien si ‘. est

un demi-espace ("groupe affine engendrd par des réflexions") et de

type hyperbolique ei .f). est 1l'intérieur d'un cdne quadratique + le
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point O . Dans la suite, étant dommé les applications qu'on a en
Vue, on Qe limite le plus scuvent & lz considération de structures

de Weyl dont le groupe de Weyl est de type euclidien irréductible,
cependant Ybeaucoup des choses qui seront dites pourraient &tre éten-
dues 3 das cas plus géndreuix. Par exemple, tous les résultata, &
1'exception peut-&tre de 3.3, 3.6, 3.7, restent valables pour des
groupes de Weyl de type hyperbolijque, meis pour inclure ceux—ci, il

faut généraliser au préalsble le théoréme du § 1.

2.2. L'eapzce métrigue :1 %

2.2.1. Soient R fini et W de type euclidien irréduc—
tible (hypethiése de commoditéd, cf. 2.1.5). On note & 1'espace af-
fine oi W est donné comme Zroupe engendré par des réflexions, et

C la "chambre fondementale", dont les murs sent les hyperplanz de

F 4

peints fixes des réflexions fondamentales (6léments de R ). (Iei,
une chambre est fermée.) §i Ic¢ R , on note C; la facetto de C
intersecticn de C et des hyperplans de points fixes dee éléments

de I . Dans A , on se donne ume métrigue euelidienne invariante

par W .

2.2.2. A tout groupe G doté d'une structurc de Weyl '3

de groupe de Weyl W , on va associer un certain espace métrique

Fi

(e, 3) = /A . L'ensemble scus—jacent de />

est obtenmu comme
rr

suit : pour chague sous—groupe de Borel B ¢ ;. , on prend une ré-
pligue GB de la chambre € , ot si B, B'¢ 3% sont contenus dans

un méme sous—groupe parabelique "de type I ", on identifie les

facettes de CB et CEl gqui représentent CI B a s £,
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son représentant dans (:B sera noté qB . La fonction d :ﬂ:fr}x-}B
est définie de la fagon suivante : soient g,3'Z2 C , B & ff?: 3

B' = 533_1 , avec & € BwB 3 zlors r.l(q,B, q'B'} est égale & la
distance des points q et wq' dans A4 . Le fait que d est ume

métrique résultera de 2.2.3 et 2.3.

2.2.3. Avec les notaticns de 2.2.2, cna B = 3—13‘3 et
5_1 < B'u B {rappelons gue B'w 'B' est par définition la trans-

1
3 par g ), te sorte que d(t;,':B ,qB) est la dis-

formée de Bw
tance de q' et w-dq_ ,» ce gui montre que la fonction d est sy-

2.2.4. DNous nous proposons de définir une aection du grou-
pe Aut (G,'?l} des automcrphismes de C conservant ‘3 , sur
1l'espace ﬁ' . Soit ¢{ un tel zutomcrphisme. Il opire sur ¥ par
o.(BwB) = O (B) to(w) tx (8) . L'automcrphisme de W ainsi défini
conserve le systime générzteur fondamental R . Ainsi est dé&finie
une permutation de R , donc une permutation des sommets de la cham—
bre fondamentale C , laquelle s'dtend en une isométrie du simplexe
C +tout entier. Nous désignons encore par (x cette isométrie et nous
posons finslement, pour tout g £ C et tout B £ ) ’ D‘(qn) =
= 0 (q) > (B) . I1 est immédiat gue 1l'zctiecn de Aut (0, E“ ) ainsi
définie reapecte la fomction d . Fotons encore que cette action
définit aussi une action du groupe G lui-méme sur ﬂ , par l'in-
termédiaire de 1l'homomorphismpe G —=— Aut (O,B ) qui enveiz tout

élément g de G sur 1l'automorphisze extérieur associé a ;-_;_1 .
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2.3. Lignes brisées et géoddeiques.

2.3.1. Un segment dans £\ est la réplique dans 1'un des
¢® awm scgment (fermé) de C ; sa lengueur est le longuour du seg-
ment de € en question. Une ligne brisée est unc suite do segments
tels gue l'origine de chacun d'oux (sauf le premier) coincide avec
1l'extrémité du précédent. La longueur d'une ligne brisée est la som-
me dee longueurs des segments qui ls= compeosent. Une ligne brisée est
plus fine qu'une nutre si elle s'en déduit en romplagant chaque seg-
ment composant par une suite de sous-segments dont il est réunion,
et telle que l'intersection de deux termes consécutifs de la suite

sc rdduise & leur extrémité commune. Deux lignes brisées sont équi-

valentes i olles ont un raffinemont commun (elles ont zlors m&me lon-
guour ).

2.3.2. Pour tout B:...*‘E‘a s on notera fh 1l'application

M\ ——5 A définie comme suit : si q < C et B' = gBg | avec

g & BwB , alors !‘B(q B|) = wg » Pour montrer que ceci définit
effectivement une application, il fout vérifier la compatibilité a=
vec les idontifications qui ont été faites dans [\ . Seit done

qn‘ = QB“ + Ceci signifie qu'il existe unc pertie I de R telle
que q = CI et que B', B" solent contenus dans un peme ecus—grou-
pe parabelique de type I . Cette dernidre condition veut dire gqu'il
existe g€ G et g' & B D (o W, est le sous-groupe de W

=1

engendré par I ) tels que B' = 3]!5"1 s B" m gg'Bg'_1g . Sodent

g< BuB et gg' € Bww'B . Vu (Bor 1) oma w' & W . Mais
elors, wW'q=gq , donc ww'g = wq , ce qu'il fallait montrer.
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2.3.3. Il réeulte immédiatement dee définitions que

4 toute'chambre' Onr as

2.3.3.1. la restriction de fB

une isométrie 3

2.3.3.2. l'image per fB d'une li brisée est une li=
gne brisée de mé&me loniueur j;

2.3.3.3. pgi x,yef}- et x € c® s alors

dist. (£5(x), f3(¥)) = a(x,y) .

2.3.4. De 2.3.3.2 et 2.3.3.3, on déduit que la longueur
d'une ligne briséc d'extrémités x,y est inférieure & d(x,y) s si
1'égalits a lieu, la ligne brisde sera dite géodésigue. Vu 2.3.3.3,
Bl x & GB , une ligne brisede d'origine x est géodésique si et

aeulement s8i son image par fB est un raffinecment d'un segment de

droite.
2.3.5. Existence d'une ligne brisée géodésique d'extrémi-
tés données. Bolent x = qB y ¥ = i‘.L‘BI les extrémités en question,

aveg B' = 533—1 et g & BwB . 8oit 8 le segment de droite d'ex-
trémités q et wg' . C'est une propridté bien connue des groupes

de Coxeter gqu'il existe une expression minimale w = T,y eee rm

telle que si on pose C = Cy et Oy =T,y .0v Ty C (1 =4; vauym),

lee segmente 5 =8 n ﬂi (i = 0, «.., m) forment une ligne brisée

raffinant 5 (certains de ces segments peuvent &tre réduits & un
point). D'aprds les sorites non dorits en 2.1.3, il exiete 8 € Br,B

tels que & = £,8, ««+ & .« Posons B, = (g ...8 )B(g,...E )_1 , et
122 m i 1 i 1 i B

soit ¢ 1'image canonique du segment (r1...r1)-1ai dans C 1 .

i

Il est immédiat que les ti forment une ligne brisde d'extrémités
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A

x,¥y j cette ligne est géodésique en vertu de 2.3.4 (car on a

-8 }.

(En fait, la ligne brisée géodésique d'extrémités donndes
est unigue 4 équivelence prés ; cela résulte par exemple de 1l'unicité
du milieu de deux points, que l'on pourra déduire de 1.1, une fois
établis l'assertion 2.3.7. Nous n'aurons cependant pas ici & faire

usage do ce résultat).

2.3.6. BSoit Sy» +++» 8 une ligne brisée géodésigue
dloxtrémités x,y € L) , Soit i un entier positif < m , et soit
2 1l'extrémité commune de 8, et 8ipq Llors, les lignes brisdes

(so, T ti) et {5.1.+1" S ‘m) sont géodésiques et cn a d(x,y) =
= d(x,z) + a(z,y) -

Soient 1' et 1" los longueurs des lignes btrisées
(no, o ai] et (°1i1’ e nm] « Vu2.3.4,0na 1': dlx,z)
et 1" d(z,y) . Vu 2.3.5, il existe des lignes brisdes géodési=
ques d'extrémités x,z et 2,y 3 en les mettant bout & bout, on ob-
tient une ligne briséde d'extrémités x,y de sorte que, toujoure wvu

2.3.4,
a(x,y) £ alx,z) + a(z,y) £ 1" + 1" = d(x,y) 3

il e'ensuit que d(x,z) = 1' et d(z,y) = 1" , ce gui éteblit

2.3.6.

’ 2.3.7. L'espace N ¢t 1a fonetion d possadent les

propriétés 1.1.1 et 1.1.2. En particulier, d est une métriquo.

La propriété 1.1.2 est Gvidente. Etablissons 1.1.1, et soicnt
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done X,y &= ' Considérons une ligne brisée géodésique d'extré-
mités x,y , soit m son milieu et soit s wun segment de la ligne,
contenant m et non réduit 4 un point § ce sugment est contenu dans
une "chambre" C° . Si, dans A , on choisit fB(m) comme point
O , A devient un espace vectoriel, identifiable avec RT . Ceci
étant, le point m et l'application f = fn satisfont aux condi-
tions de 1.1.1, ainsi qu'il résulte immédiatement de 2.3.3, 2.3.4,
2.3.5 et 2.3.6. (Pour établir la relation f(x) = - f(y) , il faut
observer que l'image per f de lo ligne brisée géodésique considé-
rée, d'extrémités x,y , est plus fine qu'un segment de droite
dlextrémités f(x), f£(y) ; cola résulte de ce que, vu 2.3.6 et
2.3.4, les deux lignes brisdéee particlles déduites de celle-ld en
considérant d'une part le segment =8 et tous ceux qui le précédent,
d'autre part le méme segment 8 et tous ceux qui le suivent, ont
chacune des images par T plus fines que des segments de droites

contenant tous deux f(s) ).

2.4. Complétion.

2.4.1. L'espace métrique fi, d est complet.

Soit (xi) una suite infinie de points de A tals que

S= ‘g-d{xi,xi+1] <.+ 04 ., On veut montrer jue les X, conver-—

2

i
gent. Poscns

o Tanl. ShA

Quitte & remplacer (:1} par une sous-suite, cn peut supposer quo

la suite des 9 comvorge {en fait elle converge toujours, car
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d(qi’qi+1) 5; dt:i’xi+1) , mais peu importe). Pesons q = lim %y
soit I la plus grande partie de R telle que g & CI , et soit
M le minipum de la distance de g et de ses transformés par les
&léments de W . Quitte & remplacer (xi) par une sous-suite, nous
pouvons supposer gue S £ M/4 et que pour tout i , dist [qi’Q)ié-

£ M/4 . Pour tout i , posons
¥y =9 .
I1 est clair gue
(2.4.1.1) dlx,y;) = dist (g4,a) -
Par conséquent
g s¥yaq) = Blogoxg) + alagexg ) + Alxg07y,0) <
i TR VIR T/

Vu les définitions de d et de H , ceci implique que Ty = Vi
Ainei, y, est un point y indépendant de i et, Vu (2.4:1:1);
d{xi,y) tend vers 0 lorsque i +tond vers o , c'est-a-dire gque

limx, =y .

2.4.2. Le raisonnement précédent montre aussi que la réu-
nion d'une collection quelcongue d'enseables de la forme {CI]B est
™

fermée dana .1 . MNous n'aurons p=s ieci & faire usage de cette re-

mETgue .

2.5. Groupes d'isotropie.

Le groupe des §léments de C gui conservent un point domnmné
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de dﬁ (pour 1'action déecrite au n® 2.2.4) est un sous-groupe pa-—

raboligue propre.

Soit qB lec point en question, et soit I 1la plus grande
partie de R telle que & Oy (de sorte que I #R ). I1 esi

alors facile de voir que le groupe de stabilité de qB est BHIB .

3. Applications du théoréme de¢ point fixe aux groupes avec structure

de Weyl.

3.1. Parties bernées.

On se donne un groupe G oty dans 0 , une structure de
=y
Weyl /1) de groupe de Weyl W . Soit H wune partie de ¢ . Il

est immédiat que les deux propriétés suivantes sont éguivelentes i

{i) 11 existe un sous=-groupe de Borel Be% tel que H soit
contenu dans la réunion d'un nombre fini de doubles classes

de C

(ii) pour tout B é_ja s H est contenu dans la rédunion d'un

riombre fini de doubles classes de B .

Lorsque ces conditicns sont remplies, la pariie H de O sera dite
bornée (par rapport & la structure de Weyl considérde), Si H et H!
sont des parties bornées de G , il en est de mBme de H U H' et

de BET .
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3.2. Groupes d'automcrnkisces.

3.2.1. Tous commengons par rappeler, sans démonsiration,
une propriété commue des groupes de Coxeter. Scit W un tel groupe,
W i d un élément de d et w = FyTp ses rl(w) une expression de

W comme mot riduit en les générateurs fondamentaux. Alors, les

1(w) "réflexicns"

S = T TgeelTy GTT eelToT, (i=1, ooy 1(¥))

sont toutes distinctes, elles ne dépendent {a 1'ordre prés) gque de

w et non de 1'expression réduite choisie ei leur ensemble caracté—
rise w (en fait, e= sont les r&flsgions par rapport aux hyperplans
radiciels qui sdperent C et wC ). Les réflexicns s, sont dites

asspocides a4 W .

1.2.2. Leome. Sgient G un groupe doté d'une structure

de Weyl de groupe de Weyl ~ , B un sous-groups de Borel pour cet-

te structure, w un &lément de ¥ et s € ¥ unc réflexion asscciée

A w . Ailors BsBC BwB.Bw B .

En effot, scient w',5" ¢ W et r < R (systims généra-
teur fondampental de ¥ ) tela gue w = w'rw" , L(w)=1(w")+1+1(x")
et s = w'ru'-1 {(1'existence de tels w',#", r exprime ls définition
des réfloxions assceides). Llors, il résulte des scorites bien connus
sur les BFN=paires (sorites gui s'étendent immédiatenent au cas pré-

gent} que
BuB.Bw~'B = Bu'B.Br3.Bw"B.Bw"  B.BrB.B«' B 3

~ Bw'B.BrB.BrB.Bu' '3 ~ BW'B.Br8.Bw' B > BsB .
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3.2.3. Lemme. Boient O ot B comme en 3.2.2 gt _seit E

une partie de O . Alors, l'ensemble H' = L.__’ hBh~! est borné
heg H
gi et seulement si H 1'est.

En effet, soit X (resp. Y ) l'cnsemble des we W tels

gque H n BuB (reep. H' s: BB ) ne soit pae vide. On a
BH'B = BYB = ./ Bu.3w B .
we X

Il résulte donc de 3.2.2 qu'un &lément w ne peut appartenir & X
que =i toutes les réflexions gui lui sont assocides appartiemnent &
Y .8 H' est borné, Y est fini et la remarque précédente montre
gue X 1l'est aueei, donc que H est borné. Le réciproque est &vi-

dente car H' & HBH ' .

3.2.4. Théordme. Soient O wun groupe, 'B une structure

de Weyl dans G dont le groupe de Woyl soit de type euclidien irré=
‘Pj y et

Bty

ductible, ' un groupe d'cutomorphismes ds O conservant

B un sous=itroupe da Borel. Alors, les trois propridtés suivanies
gont équivalentes i

(i) pour toutc partic bornc H deo @ , la réunion ['H des
transforméos de H par tous les Jléments de T' est bornée H

(i) Ll'ensemble I'B est borné j
(111) T' normalise un sous-groupe parebolique prepre de G .
Preuve. (i) =3 (ii) est évident.

(ii) === (iii). Secient [ ot 4 ovtenus comms au § 2,
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< zey
E_B la réunion des "chambres" C ¥{B) yavee V&1 , T 1'en-
i
= =
semble des éléments h de © +4els que hBh e 1l B , et X 1l'en-
semble des éléments w de W (zroupe de Weyl) tels que BwB ¢ 3IB

Nous nous proposcns de montrer que =<' est borné (au sens métrique).

o
=

Soit x = :;LB un peint donné, e¥ x' un point guelcongue de

Posons x' =g'? , B'=hBh ' (he=0) et BHE =BwB (v & W) -

Il résulte des définitions que d(z,x') = diat {(g,wa') , et w g X

Or 1l'ensemble E est borné, vu (ii) et 3.2.3, donc X est fini,
d'ol notre assertion sur £ . L'ensemble T &tant inveriant par
1, nous pouvens & présent appliquer le théorime 1.2 (wvu 2.3.7),

d'ol il résulte gue | a un peint Pixe dans ') . Le stabilisateur

ide ce point dams G est un sous—groupe parabolique de G normaliss

par . , ee qui &tablit (iii).

(iii) —=> (i). Beit P un sous-grcupe parabolique propre

normalisé par i' ; et X une partie finie de W telle gue

o \—J PP (pour la notetion, of. 2.1.4). Quitte & augmenter

wEe X
X , on peut supposer que X se composc de tous les w tels que
. p
1(w) <. un entier donné. Alors '\J PvP est invariant par I-I
. we X
et contient donec T H , ce gui achéve la démonsiration.

3.3. Sous—groupes bernés.

Dans toute la suite, chajue fois qu'il est questicn de
"sous—groupes paraboliques maximaux", on sous-entend évidemment "“pro-

proa”.

iz
Corollaire. Soient G et "5 comme en 3.2.4. Alors,

tout scus-grouve borné de G est contenu dans un sous—groupe para-—




UN THEOREME DE POINT FIXE 185

WE L, .

bolique propre. En particulier, les sous—groupes bornés maximaux

aont les sous—-groupes paraboligues maximaux.

En effet, soit G' un sous-groupe borné de G , et soit

-—
sl

" le groupe des azutomorphismes intérieurs int g' , avec g' & O
On 2, pour tout Borel B , ?E < G'BG' , et ce dernier ensemble
est borné. Vu le théorime, G' normalise donc un sous-groupe para-—
boligue propre, et y est donc contemu, car tout sous-groupe para-

boligue est son rropre ncrmalisateur.

3.4. Caractérisation d'une structure de B‘exl par scs Sous—
Sroupes paraboligues meximsux.

S Q
3.4.1. Proposition. Scient 'Y et _J' deux structures

do Weyl dans un méme groupe G . Suppcsons gue tout sous—groupe pa-
raboligus maximal pour ‘_-TS' soit aussi un sous-groupe parabglique

mayimal pour Jﬁ « Alors tout scus—groupe paraboligue pour (B.

@3t un sous—Jroupe paraboligue pour ‘:’5

Preuve. On sait que l'intersection de deux socus—groupes
paraboligues maximaux P , P' est un sous-groupe parabolique =i
et seulement si elle est un sous-groupe maximal de P , et gqu'un
sous—-groupe quelconque e¢s8t un sous—groupe parabolique si et ssulement
5'il est une intersection de scus-groupes paraboliques maximaux tels
gue l'intersection de deux guelcongues d'entre sux soit parabolique,

d'olt 1'assertion.

3.4.2. Corollaire. Deux structures de Weyl jqui ont les
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mémes sous—groupes parabpoligues maXimaux colincident.

3.5+ Deux lemmes sur les groupes de Coxefer de type eucli-

dien.

3.5.1. Dans un groupe de Coxeter W , un élément w est
dit dominé par un autre &lfment w' &'il existe une expressicn de

W' comme mot réduit en les génirateurs fondamentaux, dont une sec—

m

tion initiale est égale w . 81 C désizne la chambre fondamen-—
tale, cela signifie sussi que toul domi-espace radiciel (demi-espace

limité par un hypernlan radiciel) contenant C et w'C contient

aussi WO .

3.5.2. Lemme. BSeclent % un systéme de racines irré-
ductible, ¥ (rsep. #° ) son groupe de Weyl affine (resp. ordi-

naire} et X une partie infinic de W , tslle que WO.X.We = X .

Alors il existe un entisr T tel que tout élément d= ¥ soit domi=

né par un §lément de IN i

e
(En fait, on peut toujours prendre ¥ = le rang de .2 4
mais nous n'aurons pas & utiliser ce fait, et il est un peu plus com-

mode d'établir le lemme plus faible énoncéd).

Freuve. On noterz gue la formulation de l'assertion impli-

que gqu'on a choisi un sysidme de racines simplss (done un ensemble
de racines positives) dans .. . Scient ¥V 1'espace wectoricl

_—

danz leguel esat donné +_ ,» et T 1l'ensembls des translations con-
termues dans X . Cet ensemble est invariant par We , &t on a

X =wWo.T = T.Wo . Peour toute translation + de V , posons iitlf=
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= ,':ft(o}_i: (pour une norme euclidienne invariante par W°® , choisie
une fois pour toute dans V ), et "-r) (t) = t(0)/ i'tl] . Soit ¥

1l'ensemble de vecteurs de norme 1 défini comme suit :

¥ € Y s'il existe une suite de traneslations ti £ T telles que
"!til‘ —= &7 et lim \?(ti) =y . Il est clair que Y est

non vide (car X eat infini) et invariant per W° . Scient r 1la

dimension de V , Yo un point de Y choisi erbitrairement,

Wyy seey W, des éléments do WO tels que w1(yo) =¥y vees wr(yo}

= X soient linéairement indépendants (de tels éléments existent en

vertu de 1'hypothiése d'irrédductibilité de .. ), et Ny eeey 0

des entiers tels qu'aucune racine ne s'annule sur 1'élément u= Eniyi.

Nous allons montrer que l'entier N = }: By possdde les propriétés

de 1'énoncd.

Quitte & multiplier tous les w, & gauche par un élément

i
convenable de W° , nous pouvons supposer que les racines poasitives
prennent des valeurs positives sur u . Soit tj'_ R T
une suite de translations appartenant &¢ T , telles gque lim “tj'_ l] -

= 42 8t lim \D {tj'.) - ¥y + Posons, pour tout i

n
=TT (eI,
i= .
de sorte que ¢, € X lia ||t ]| = <@ ot lim(t,) = ik
i ! { "1 i i
Vu les hypothéses faites sur w , pour tout entier M , il existe
un entier i(M) tel que, pour toute racine positive X , on ait

oo (Bp(0)) > .

Nous devons montrer que tout délément w & W est dominé

par un élément de IN . Soit w' 1'élément (univogquement déterminé)
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de W2 tel que toutes less racines positives prennent des valeurs
positives dans la chambre W'_1WC (ol C désigne la chambre fon—
damentale de ¥ ). Soit M wuns borne supérieure des valeurs prises
par les racinea positives dans cette chambrs. Alers, w  est dominé
PART w‘.‘;.i{m-) . Pour le vepir, il suffit, d'aprés le n® 3.5.1, de
montrer que tout demi-cspace radiciel ccontenant € et (w'.ti(M))(C)
contient sussi WwWC , ou encore gue tout demi-espace radiciel conte-
nant w’m1C et ti(M)c conftient aussi w'_1wC y 0Ty Vi la défini-
tion d2 M et de ti(ﬁ] o 11 en est méme aingi de fout demi-espace
radiciel contenant ti{M)C gt le point O , car un demi-sspace Ta-—
- =1

diciel contenant 0 a pour cxpression générale w (- oo, K % )

avec [r & 2_ et K & W , et la condition gue le demi-espace con-—
2 : ; i PR i y 4

tienne ti(M)C , done aussi ti(M](G) y impligue que o :, g =2

K 7 I . Le lemme est zinsi démontré.

3.5.3. Lemmz. Soient E_ gt ¥ comme en 3.5.2. Alors,

il existe un entier W +tel gue tout £idmemt de W soit un produit

,de réflexions en nombre o .

5

. RO 3 : =
(En fait, 1'irrdductibilité de 7  ne Jjousra aucun rdle
iei.}

Prouve. Seient v le rang de S OLq 3 mees S{r p o
racines lindairement indépendantes, ot pour towt ig {1, ...y T E et
K ;
tout n & E , =olit B o la réflexion par rapport & 1'hypsrplan
H

Cxi{x) =n . Les trznzlations

i (si,O'Si,ni}

forment un sous-—groupe d'indice fini T de W
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Soit U une partie finie de W telle que W = T.U . Il existe &-

videmment un entier N' +tel que tout élément de U soit un produit

de réflexions en nombre < N' . Cela étant, l'entier N = N' + 2r
=

posséde la propriété de 1'énoncé.

3.6. Un lemme sur la réunion &s sous-groupes de Borel.

Lemme. Soient G , s et B comme en 3.2, et H-=

l\__', @3-1 « hlors, il exisitc un entier N +tel que G = HI .
geG

Preuve. Soient W le zroupe de Weyl et s ¢ W une réfle-
xion quelconjue. Il existe alors uwne réflexion fondementale = (g R)
et un élément we W tels que . s = Hru_1 . BQuitte & remplacer éven-

tuellemont % par wr , on peut supposer gue 1(wr) ="1(w) + 1

On 2 alors, vu les sorites bien connus,

BsB C BwrB.Bw B & BurB.BrB.Bw B  BwrB.Br 'w 'B =

Y. B ') € BE ¢ B .
Z ¢ BuxrB
Il s'ensuit que 8i N' est un entier tel que tout élément de W
s0it un produit de réflexions en nombre £ H' (ef. 3.5.3), ll'entier

¥ = 24' possiéde la propriéié de 1'énoncé.

3.7. Caractérisation d'unc structure de Woyl par la horno-

logie associée.

3.7.1. Une bornolezic dans un ensemble E @st un ensemble

J" de parties de E +tel gue toute partis réduite & un point appar—

- L1

b G
tienne @ J , que lz réunior de deux &léments do » appartienne
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& oy
a !) et que toute partie d'une partie appartenant & }J appartien-

—

' gy
ne & 7 . Les &léments de $'  sont appelés les bornés (ou parties

rnées). Un groups bornologigue est un groupe doté d'une bornclogic

}J telle que H, H' ' 2 implique H.E' = é.(F . Selon 3.1, tout

groupe avec structure de Weyl est, de facon naturelle, un groupe ber-
nologigue 3 la bernologie en guestion sera dite associde 4 la struc-

ture de Weyl.

3.7.2. Proposition. BSoit G wun groups bornoloxgigue non

borné. Alors, O oposs&de au plus une structure de Weyl dont le grou—

de Werl soit de type euclidien irréductible et doat les sous-grcupss

de Borel scient bornés. La borneclogie asspociée & une telle structure

coincide avec lz bornologie de T .

Preuve. La premiére assertion esi conséjuence de la deuxié-
me. En effet, scient ?ﬁ et :5 ' deux structures de eyl dont les
groupes de Woyl soient de % pe euclidien irréductible, et telles que
leas bornologies associées coincident. Alors, il résulte de 1.} que

o
j et ij ' ont les némes sous-groupes parabeliques maximaux, et

-
71
J: = J5' en vertu de 3.4.2.

Reste donc & é&tablir la deuxiéme asscrtion. Soient g) 1=

bornclogie donnée dans G 15 ume structure de Weyl possidani les

)
propriétés de 1'énoncé et ‘Y ' la bornologiec associde & cette struc-

&y G
ture de Weyl. Il est clair que J) . jj - Supposons qu'on n'ait pas

l'inclusion inversa, c'est=i-dire qu'il existe une partic I de ©

G2 F(p)
et non pour 7' . Le groupc de Weyl ¥ de |7

o |
bornée pour ‘1”7
peut &tre vu comme le groupe de Weyl affine d'un systéme de racines

irréductible dont nous notons W? le greupe de Weyl ordinaire. Ainsi,
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P = BW®B east un spus-groupe paraboligue de @' , et Pg {p . Quit-
te & remplacer H par FHP , nous pouvons supposer gque H = PHP .
Alors, H = L_,J BwB ol ¥ est une purtie infinie de W telle
que X = ﬂ‘*}{il:é’.{ Soit N un entier tel que tout élément de W soit
dominé par un &lément de }'F (of. 3.5.2). Pour tout we ¥ , il
existe done w'g£ W tel que ww' & In ot 1(ww') = 1{w) + 1(w') .

Alors

1

BwB.Bu B ¢ (BwB.Bw'B).(Bw'~'B.Bw"'B) &

¢ Bww'B.(Bww'B)”" o . (&) .
Ceci dtant vrai pour teut ws W, on e, en particulier,
[ ¢ i -
\.4‘, 5331 'y lrﬁ-(HN) ’
ge o
d'el
- o
‘\j #Be 1 & g
gl
et, en wortu de 3.6, O EQ s o0 qui contredit 1'hypothdse de 1'é-
noncé selon laquelle G mn'est pas bornd. Le controdiction provient
('.‘J?( q--}l

de ce qu'on a supposé .

.

3.7.3. Corollaire. Sgient @ , rﬂ'{‘ comme en 3.2.4, @'
un sous—yroupe de G non contenu dans un sous—groupe parabolique
propre, et "]“_?)' une structure de Weyl dans G' dont le zroupe de
Weyl soit de type euclidien irriductible et telle gu'un sous-groupe

parabolique de G' s3u moins scit contenu dans un sous ou -

[ ]
bolique propre de G . Alors, J3' est la soule structure de Weyl
dang G' gui possdde ces propridtés. L'intersection de G' et d'un
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sous—igroupe paraboligue propre de G est contenus dans un sous—groupe
paraboligue propre de G' . Tout scus-—uroupe parabolique maximel de

G' est 1'interseetion de G' avec un sous-groupe paraboligue maki-—

mal de G .

{I1 est mBme probable, meis non encora démontré, que tout
sous=groupe parnboligus de G' est 1l'interscction de G' et d'un

sous-groupe paraboligue de G ).

En effet, en vertu de 3.7.2, appliqué & G , jﬂ LT

-

bornologie assocciée & '3' coincide avec la restriction a G' de
-
hg=

la bornoleogie assocife & J23 . Cela Gtant, toutes les assertions

sont conséquences immédiztes de 3.7.2 et 3.3.

L. Application aux groupes simples sur les corps locaux (bref apergu).

4.1. Une BN-paire.

4.1.1. Etant donné un groupe de Coxeter fini W° , un
groupe de Coxeter de type euclidien W sera appelé une extension
affine de W° s'il existe un systéme de racines dont W°® est le
groupe de Weyl et dont ¥ est le groupe de Weyl affine. Une sirue-
ture de Weyl eet dite compldte si elle pout 8tre déerite au moyen d'une

Bli-paire.

4.1.2. Théoréme. Boient X un cerps de valuation discréte

complet & corps résiduel parfait, et © un groupc simple simplement

connexe défini sur K . Alors, le groupe GK des points de G ra-

tionnels sur X posséde unc structure de Weyl =t une seule, telle
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gue les parties bornées pour cette siructure soient les parties bor=
nées au sens usuel. Le groupe de Weyl de cette structure est une ex-
tension effine du groupe de Weyl relatif (sur X) de G .

L'unioité de la structure rdésulte de 3.4.2. Notons qu'il
r.'est pas vrai que, lorsque le systdme de racines relatives de G
eat un "vrai" sysiéme d¢ racines (aans racines divisihles), le grou=-
pe de Weyl soit nécessairement le groupe de Weyl affine de ce sya-
téme de racines. Lorsque ¢ est anisotrope sur K , le groupe de
Weyl relatif est réduit & 1'élément neutre, il o¢n eat de méme do son
extension affine et la structure de Weyl en guestion dans 4.1.2 est
triviale (i.e. 0y lui-méme est son unique "sous-groupe de Borel") j
autrement dit, UK est borné. 51 0 n'est pas anisotrope, le grou-
pe de Weyl affine a un générateur fondamental de plua gue le groupe

de Weyl relatif et GK @8t non borné. Dens tous lem camm, on a done

le

4.1.3. Corollaire. Si r désigne le rang reletif de 0 ,
le nombre de classos de conjugnisone de sous—groupes bornés maximaux
dans GK est égrl & T+ .

4.1.4. Les sous=-groupes paraboligues bornds de la structu-
re de Weyl en question dane 4.1.2 (i.e. les sous=-groupes paraboliques
propres danc le cas non anisotrope, ct le groupe GK lui-méme dans

le cas anisotrope) sont appelés sous—groupes parahoriques de Oy -

4.1.5. Propesition. 351 K' g¢st une extension galoisienne
non ramifiée de ¥ , les sous=—groupes parnhorigues de GK sont les
groupes de pointe rationnels sur K des sous-groupes parahorigues de
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GK’ invariaate par le groupe de Galpis I = gal (K'/K) . Deux

SouUB—Zroupes parahoriques ds G]‘,I sont_confondus (resp. conjuguds

g1 et seulement si laurs intersections aves O sont

dans & X

K 1 :l

confondues (resp. conjuguéss dans GK ¥ s

Toutes ces assertions sont (en zéndral) fausses lorsque

l'extension K'/K est ramifiée, contrairement & ce qui & été dit

dang f6] .

4.1.6. Corellaire. 4veec les notations de 4.1.5, 21 G est
K—anisotrope, GK‘ possiéde un unigus sous-groupe parzhorigue inva—
Tiant per £

4.1.7. Umn sous—groupe parahorigue de & cet appelé sous—

K

groupe d'Iwahori 2'il est contenu dans un scus-groupe parahcrigue mi-—

nimel de G, , o2 K' est l'extension nor ramifide maximale de K
51 GK poestde des sous-groupss d'Iwahori,; ce sont ses scus-groupes

parahoriques minimaux (en particulier, ils sont tous conjuzuéds).

d.2. Structures nwoalgébriquesu

£.2.1. ©On conserve les nptations de 4.1 et on note k& le
corps résiduel de K . Alers, les sous—groupes parahorigues de GK
sont, de fagon noturelle, les groupes de polnts raticnnels de groupes

proalgébrigues définis sur k . Plus préciasdment, on associe :

- 3 tout sous-groupe parzherigue Pk de GE un groupe proal—

gébrigque P adéfini sur Lk dont P} 28t le groupse des points ration-—

nels sur k ,; un groupe algébrique cennexs réduciif P d&fini sur

k , appelé par sbus de langage "le" guotient réductif de P et un
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k-homomorphisme surjectif pt P—> F , la réduction, dont le
noyau est limite projective de groupes unipotents connexes définis

sur k j

- & toute inclusion Plllt = Pk de sous-groupes peraherigues
de GK. , un k-homomorphisme injectif (au point de vuc cnsembliste)
L 3+ P' —=» P , qui induit 1'inclusion en question, tel que
@= pP(L (P)) soit un sous-groupe parabolique de F et tel qu'on
ait le disgramme commutatif

oL
P! weme—— §

g "

i
P S

ol Eu(c'i} désigne le radieal unipotent de § , Tl est la projee-

tion canonique et \19 est un isomorphisme de groupss algébrigues.

(WB. .+ n'est en général pas un isomorphisme de P' sur son image

dans P ).

Enongens encore deux propriétés ossentielles des struetures

en question.

4.2.1.1. Les sous-groupes parahoriques do GK gontenus
dans P, sont les images réciprojucs par @y : P, —> Fk des
groupes de points rationnels des k-sous-groupes paraboligues de ¥ .

442.1.2. 1n_scus=groupe parahcrigue Pl-: est un sous—grou-
pe d'Iwehori ei et sculement si le quotiont réductif F de P est

un_tore.
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£.2.2. Applications au cas ot le corps deg restes sst de

dimensicn cohomclogiaue 1.

Soit dimk £ 1 , et soit P

" unM souS—-£roupe peralorigue

de GK . De 1'hypothese faite sur k il résulte gue F est quagi-

dépleys sur k , c'est-8-dirs, possdde un sous-groupe de Borel B

défini sur k . Vu 4.2.1.1 et 4.2.1.2, l'image réciprogue de Ek

dans Pk est un scus—groups d'lwahori de GK . Alnei

4.2.2.1. 5i dim k £ i 4 GK posséde des sous—Zroupes

d!'Iwahori.

En particulier, ai G est K-anizotrope, 1'unique scus—grou-

; g : T : :
pe parahorigue de GK! invariant par - 4 dont 11 est gueation en
4£.1.6, est un sous—groupe d'Ivwahori. Ce résultat appligué au cas ol

K' est l'exteonsion non ramifidée maximale de K , ot une contempla-

tion attentive des diagrammes de Dynkin étendus, mentre (par un rai-

o)
2 2 [
sonnement esquissd dans {SJ ) que

4.2.2.2. Si dimk ¢ 1 et si G est K-anisctrope, G

est un groupe de type Aﬂ_ iptéricur {i.e. GK g3t le groupe des

éléments de norme réduite 1 d'une algdbre & division sur K ).

Da 1a on peut déduire le résultat de M. Eneser :
4.2.2.3. 81 dimk £ 1 : H(K,8) -0 .

Ce résultaet peut ausszi se déduire plus directement de ce

qui précéde, Bans passer par 4.2.2.2. Seit K' 1l'extenszion non ra-

mifide maximale do K et = Gal (K'/K) . Tiilisant le fait conmu

que dim K' o° 1, on comuence par ramener l'assertion £.2.2.3 &
=z
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T

H1( T ’GK') =0 . Soit alors O un cocycle de i 2 valeurs dans

G , et soit 0 1le groupe G tordu par [X . Vu 4.2.2.1 et

Kt
4.1.9, les groupes UK, et D(}K, ont des sous—groupes d'Iwahori
invariants par T . Cela étant, on peut "pousser" le cocycle 0~
dans un tel sous-groupe d'Iwahori, et on montre alors qu'il est co-
homologue & O en utilisant le fait que le sous-groupe d'Iwahori en
question est une extension d'un tore par une limite projective de

groupes unipotents comnexes. Cette méthode est due & T. A. Springer.

4.3. A propos des démonstrations.

4.3.1. Corps résiducl algébriquement clos ; groupe G dé-

Soit k algébriquement clos ¢t G déployé. Dans ce cas,
la B¥-paire du n° 4.1 est donnée par la théorie d'Iwahori-Kateumoto
[3} . Le fait gu'elle possiédc la orooriété caractéristique du théo-

réme 4.1.2 se déduit immédiatement de 3.7.2.

Etant domnné un sous—groupc parahorigue P quelconque de
G, s et notent 0 1l'anneau des entiers de K , on montre que le
groupe (O posséde une O0-structure lisse ot une seule telle gque P
soit le groupe des points cntiers de G (points deé G sur Q ). Ap-
pliquant & cette structure le fonetcur de Greenberg, on obtient sur
P 1la atructure de limite projective du n® 4.2.1. Le foncteur de
Greenberg d'ordre 1 (réduction med. 1'idéal maximal de O ) donme lieu
4 un groupe qui n'est en général pas réductif, mais doni le guotient

par son radical unipotent est lc groupe P du n® 4.2.1.
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W )
Bt

4.3.2. Corps résiduel algébriguement clos, groupe

congue.

Lorsque k est algébriquement cloa, 0 o¢st quasi-déployé.
La BN-paire et les structures proalgdébriques des sous-groupes para=-
horiques e'obtiennent, & partir du cas déployé, par une desconte ad
hoc. Essentiellement, on prouve un théorime général de "réduction au
reng (rnlutir] 1", et les groupes de rang relatif 1 doivent 8tre trai-
tés "2 la main". (L'existence de ka BN-paire dans le cas quasi-déployé

a &té montrée, de fagon différente, par d. Hijikata {?] )

4.3.3. Cas général.

Le cas générzl se traite, & purtir de 4.3.2, par descente
étale. Soit K' 1l'extension non remifiée maximale du corpe K . lLa
descente est basée de fagon essenticlls sur le fait gue GI' possé—
de un sous=groupe parahorigue invariant par T = 0al (K'/K) 3 1'e=
xiastensa d'un tel sous=-groupe est fournie par le théoréme 31.2.4. La
descente &tablit simultanément le thécréme 4.1.2 ¢t lan proposition
d4.1.5. BEn vertu de cettc derniére, tout scus-groupe parahorique Pk
de GK est l'intorsection de GK avec un sous-groupe parahcrique
de GK' invariant par f &, s lequol n'est autre que le groupe P

du n® 4.2.

4.4. Tores associés & un sous-groupe parahorique.

4.4.1. On conserve les notations des numéros précédents ;
en particulicr, XK' est toujours l'axtension ncn ramifiée maximele

& X ot L «0n (K'/K) = Gal (k'/k) . Soient P un sous-groupe
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parahorique de Gy, inveriant par T' et B =P NG . Un tore

T de @ , défini sur K et déployé sur K' est dit gssocid & Pk
i le groupe des unitdés de T sur K' est contenu dans P . Alors,
1'imege T de Tn P dans P est un tore de F , défini sur k
et tel que les groupes de cgractdres XT(T) et X°(T) sont isomor-
phes comme Iﬂ—nodules $ en particulicr T est d&ployé si et seule-
ment 8i T 1'est. Héciproguement, tout tore T de F défini sur Xk
“ga remonte” en un tore T associé &8 P et défini sur K . Tout
tore défini et déployé sur K est assoold & un soud-groupe paraho-

rigque minimal de GK ”

4+4.2. Les résultats précddents, qui s'établissent au cours
de la descente é&taule, ont un sorcllaire intéressant. Disone qu'une
extension algébrique L/K est "bonne" Bi tout groupe réductif défini
sur L possbde un tore L-déployé maximal défini sur K . Alors, on

déduit immédiatement des considérations de 4.4.1 que

Proposition. Boient K comme en 4.1.2 et L une exten=

sion non ramifide de K . Alors, si l'extension résiduelle 1/k ust

bonne, il en est de mZm¢ de 1'extonsicn L/K . En_particulier, 1'ex—

tension non ramifide maximale K'/X est bonng, c'est-A-dire gue tout

groupe réductif défini sur K possdde un tore K'-déployé maximal dé-

fini sur K .

4.5, Un "théordme 4'Iwasnwa'.

4.5.1. Secient W lo groupe de Weyl de la BF-paire du n®
4.1.2, R 1le systime géndératour fondamental de W , ¢t 1 le¢ rang

relatif de O , de sorte que oard R = 141 (sauf ei 1 =0 ,oas
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qut nous Gcartons pour la commodité de 1'expoaé). Le groupe W détant
un "groupe affine engendré per des réflexions", on peut parler du
"groupe des translations" de W j notoms T ce groupe. Une partie

B? de R est dite spécicle si le groupe W° qu'elle enzgendre est
fini et 8i W = We.T (ceci impligue que card B° = 1 ). Un sous-grou-
pe parahorique de Gk est dit spécisl s'il est "de type R° " avec
R? spécial, cleat-d-dire s'il est de le forme BW°B ou W° est
obterm: comme ci-dessus;, B désignant un sous—sroupe parzhorique mi-

nimal ("sous-groupe de Borol" de la BF-pairs).

4.5.2. Proposition. Soient X et G comme en 4.1.2, P

un K-gous-groupe paraboligue minimal (zu scns usuel) de G , et Q

un_sous-groupe paraherigueu spdcial de UK « Alors, GK = K‘qk i

Crest une propriété facile 4 Stablir, et de nzture puremsnt
“formelle" : on pourrzit dnoncer ume proposition plus générale, se
rapportant & un groupe doté de deux structures de Weyl dont les grou-
pes de Weyl sont respectivement un groupe fini #° et une extension
affine W de celui-ei, ces deux structures étant soumises & certai-

nes conditions dent la vérifiention dans lec ecas qui neous intédease

est élémentaire.

4.5.3. Lla proposition 4.5.2 peut encore 8tire précisde com-
me suit. Scient U 1le radiecal unipotent de P et Pﬁ le groupe des
points de PK sur lesgquels tous les caractdres do P prenncnt des
valeurs entiéres. Alors, PKfPﬁ ezl un groupe =bslien libre de rang
1 (le reng relatif de G ), canoniquemcnt isomorphe au groupe des

translations du groupe de Weyl W . Soit A& un systéme de représen-.

tants des éléments de PK/PR dans P, . Alers .
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Proposition. Cr a GI( " UK.A.Qk . De plus, s1 a,a'e & ,

1‘6&111’.& Ux.a..qk = Ur.u'.Qk impligue a =a' .
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