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UN THEOREME DE POINT FIXE.

(Premier état d'unme partie d'un article en préparation, par F. BRUHAT

et J. TITS. La terminologie, comme le reste, est provisoire).

1. Le théoréme.

1.1. Une classe d'espaces métrigues.

On considére un espace /' dans lequel est donnée une fone-
tion d: Ax A —= ® , symétrique (d(x,y) = d(y,x)) possédant

la propriété suivante :

1.1.1. Pour tous points X,y & & s 11 existe un point
n (= ‘,3) , un entier r et une application f (= fn} P
A = RT , tels que dfm,x) = d(m,y) = %6(1,3) y Qque
£f(x) = - £(y) , aque f(m) =0 , que }|f(s) - £(t)! £ a(z,t)
pour tous z,tE A , et enfin que i.”{")” = d(m,z) pour tcut
z & & .

on a d(x,y) = 2 d(m,x) = ” £(x)-£(x)!| £ lif(x)-t(=)]| +
+ ”f(z)-—f{y)” e d(x,z) + d(z,y) , c'est-a-dire que d vérific
1'inégalité trianguleire. Pour x = y , il résulte aussi de 1.1.1

gue d4(x,x) = 0 . On supposera que
1.1.2. §i d(x,y) =0 , alers x =y .

Aingi, d définit une métrique dans .'ﬂ_\ . Le point m , "milieu

de x, ¥ " est le seul point vérifiant la relation
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d(m,x) = d(m,y) = %d(z,y) , car si m' est un tel point, d(x,y) =
= d(xe') + alm'yy) 3 ()£ |« lie(at)2)il Sle(x)-£(x)=
- dlxy) ,done  [E)£@)) = fle@-ea) =} |-G
dome £(m') = % (2(x)+2(y)) =0 , domo a(mym') = || £(m)=L(m’)| =
-0 .

Soit @ une partie de /) , on notera M(<H ) 1a plus

petite partie de i\ contenant 4 ot telle que le milicu de deux

points appartenant & M( P ) appartienne aussi & M( ¥ ) .

1.2, Enoneé du théoréme.

Soient ) 44 comme en 1.1, la métrique définie par d

est supposée compléte, st ‘_4-,? désigne une partie bornée non vide

de ,A . Alors, le groupe des isométries conservant SF_‘ a un point

fixe dans l-l( B )

1.3. Lemme. Soient x,¥,z¢ A t ms= B 8i d(x,z) L

& 1,01.4(x,y) et daly,z) < 1,01.d4(x,y) , ona d(mz)< 0,9.4(x,7)
Quitte & remplacer toutes les données par leurs images par
f:q s ce& qui renforce les hypothéses et ne medifie pas la conclu-

sion (ecar les distances xy et mz sont respectées tandis que yz

A r

et xz sont raccouroias), nous pouvons supposer que /i = R et
XxX==y , m=0 , Alers,
2 {4 2 1 i1 2 2 : 2
a(m,2)® = fizl}l © = 3 (el © + jz=x]| %) - jIz|} <

< (1,002.406,0)7 - axy)? £ (0,9%a(x,1)2.
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1.4+ Preuve du théordmg.

Nous définisscons inductivement les onsembles @ i
(c. u(P)) (1 =0, 1, ...) ot les nombres D, de la fagon sui=~

vante i
C:E’O = i: ' Di = Sup {5(113’) [ Xy¥ €

i . .
D, est le diamdtre de <F i 2 enfin, i
My BVED X,¥ ¢ c-[-" N et d(x,ry) > 1,01"1.31 . Puisque P st

borné, DO < oo . I1 est clair qu'aucun des % i n'est vide.

Ho!

i } s autrement dit,

i3

est 1'ensemble des

Vu le lemme,
(1.4.1) el 2z & '@i et 2' & ?!15]._” y ona d(z,2')g 0,9.D

- : -1
(poser 2 = Wy, aves X,y & ‘@t et d(x,;):_f, 1,017 .0, )

Soient & présent z,2'& CI? y et solent x,y comme dane la

i+1
parenthdse ci-dessus § les hypothdses du lemme sont vérifiées en ver-
tu de (1.4.1), de sorte que d(z,z') &’ 0,9.D; . On a ainsi établi

que D, .. < 0,9.D; , d'oll
G i
(1.4.2) D, £ (0,9) Dy -

Pour tout 1 , choisissons un peint 2y dans P i "
. i+1
Bn vertnu de (1.4.1) et (1.4.2.), d(zi,ﬁi_H} « (0,9) Dy -
L'cspace {) étant métrique complet et le suite E (0,9}"‘ étant

sonvergents, la suite des =2 converge vers un point F ; leguel

i

ne dépend pas des 2, choisis, oar si 5‘,: est un autre choix,

fournisasant un point limite F' , onan

a(FyF') ¢ d(F!EL) + dfzirgi:‘ *: dfzisF') %

-

W,

£ d(F‘,zi) + Di * d(z»i,F') ;
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et les trois termes de cette derniére somme tendent vers 0 lors-—

gue i +tend vers oo -

Des définitions, il résulte immédiatement que le groupe
des isométries de A qui conservent % conservent aussi chague
&
ik

Le théoréme est démcntré.

, donc aussi F , legquel appartient manifestement & X( i)

2. Structures de Weyl.

2.1. Définitions.

2.1.1. Soient W un groupe de Coxeter et R un systéme
générateur fondamental de ¥ . La longueur d'un élément w de W

exprimé comme mot minimal en les éléments de R sera notée 1(w) .

2.1.2. Soit G un zroupe. Un socus-groupe B est dit
borelloide de groupe de Weyl W =i 1'ensomble des doubles classes
BgB (gc G) pout &tre mis en correspondance bijective avec les
éléments de W de telle fagon que, notant symboliquement 3Bw3 la

double c¢lasse correspondant &4 we& W, on ait, pour tout re B et

we W o
(Bor 1) BrB.BwB ¢ BwB W BrwB ,
(Bor 2) Br® n'est pas une classe latérale de B .

Une structure de Weyl de groupe de Weyl W est une classe de conju-
gaison de groupes borelloides, appelés groupes de Berel de la struc-

ture.
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{Dans une deuxi®me version, plus ccmpléte, on fera les
choses autrement. On peut définir un sous-groupe borellcide sans
référence & un groupe de Keyl préassigné, en posant qu'il existe
certaines doubles g¢lasses "BrB" qui engendrent G , ne sont pas
des classes latdrales, et sont telleas que pour tcute double classe
BgB , le produit BrB.BgB contient au plus deux doubles classes.
De 1a, on déduit - si les souvenirs du rédacteur sont bons - 1'exis-

tence de W tel que les axiomes Bor soient satisfaita).

2.1.3. Tout TS] s'étend & la situation dédorite ici.

2.1.4. Soit B' = gbg |

. La eonjugzison par g éEtablit
une correspondance bijective entre les doubles clzsses de B et cel-
les de B' ; nous poserons par définition B'wB' = g-BHB-s_1 et,
plus géndralement, P'wP' = P;.g-BHB-g"1.P' pour tout sous-groupe

P' contenant B' . (On s'éearte ici résclument de 1l'interprétation
usuelle de la notation BwB , selon laquelle w représente une

clezsse latérale d'un certain grocupe H dane un certain groupe W 3

le lecteur fera bien de se garder de toute déduction abusive).

2.1.5. Un groupe de Coxoter W avec systéme générateur
fondamental donné R est dit irréductible si R ne peut @ire dé-
composé en deux parties disjointes non vides commutant entre elles.
Seit R fini, considérona la "réalisstion géométrigue" de W don-
née dans {4] , et soit {1 1¢ ctne convexe réunion de toutes les

chanbres de W . Le groupe W est dit de type sphérique si _(.}_ est
tout l'espace (i.e. si W est fini), de type euclidien si }-l est

un demi-espace ("groupe affine engendrd par des réflexionse") et de

type hyperboligue ei .f). est 1l'intérieur d'un cdne quadratique + le
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point O . Dans la suite, étant dommé les applications qu'on a en
vue, oh Qe limite le plus socuvent & lz considération de structures

de Weyl dont le groupe de Weyl est de type euclidien irréductible,
cependant Ybeaucoup des choses qui seront dites pourraient étre éten-
dues 3 das cas plus géndraux. Par exemple, tous les résultata, &
1'exception peut-&tre de 3.3, 3.6, 3.7, restent velables pour des
groupes de Weyl de type hyperbolijue,; meis pour ineclure ceux-ci, il

feut généraliser au préalable le théoréme du § 1.

2.2. L'espzce méirigue 5, W

2.2.1. Soient R fini et W de type euclidien irréduc—
tible (hypcthiése de commodité, cf. 2.1.5). On nocte & 1'espace af-
fine ot W aest donné comme groupe engendré par des réflexions, et
C la "echambre fondementale", dont les murs sent les hyperplanz de
peints fixes des réflexions fondamentalss (6ldments de R ). (Iei,
une chambre est fermée.) 85 Ic R , on note GI la facette de G
intersecticn de C et des hyperplans de points fixes dee éléments

de I . Dans A , on se donne une mdétrigue cuclidienne invariante

par W .

-3
2.2.2. A tout groupe G dots d'une structurc de Weyl 3

de groups de Weyl W , on va associer un certain espace méirique

(e, 3) = /A . L'ensemble scus-jacent de /> est obtenu comme

rr

suit : pour chague sous-groupe de Borel B ¢ ;v , on prend une Té-
pligque B de la chambre ¢ , et si B, B'e T sont centenus dans

un méme sous—groupe parabelique "de type I ", on identifie les

facettes de CB et CE. qui reprisentent CI B ez C ,
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son représentant dans GB sera noté qB . La fonection 4d :ﬂ:-’r—‘i&iﬂ
est définie de la fagon suivante : soient g,9'Z2 C , B & @} ’

B' = gEng_‘T , avee g € BwB 3 =zlors d(qa, q'BI] est égale & la
distance des points gq et wq' dans A . Le fait que d est une

métrique résultera de 2.2.3 et 2.3.

2.2.3. Avec les notaticns de 2.2.2, ona B = 3—13‘3 et
5_1 = B'w B {rappeleons que B's B! est par définition la trans—
- 1
formée de Bw i par £ ), Ge sorte que d.(c;':B ,qB) est la dis-

tance de q' et w-1q , ce qui montre que la fomction d est sy—

métriqua.

2.2.4. JNoue nous proposons de définir une aetion du grou-
pe Aut (G, %} des automcrphismes de C conservant !.3 y Sur
1l'sepace .»"_n'" . S0it ¢¢ un tel sutomerphisme. Il opire sur W par
o (BwB) = ©(B) t«(w) tx (8) . L'automcrphisme de W ainsi défini
conserve le systdme générazieur fondamental R . Ainsi est définie
une permutation de R , donc une permutation des sommets de la cham-
bre fondamentale C , laquelle s'Stend en une isométrie du simplexe
C tout entier. Nous désignons encore par & cette isométrie et nous
posone finalement, pour tout g £ C et tout B £ ) ’ B(qn) =
= ©(q) o (B) . I1 est immédiat gue l'zeticn de Aut (G, 'B ) ainsi
définie respecte la fonction d . Fotons cncore que cette action
définit ausei une action du groupe G lui-m@ms sur ﬂ y pDar l'in-
termédiaire de 1l'homomorphisme G —== Aut (0,% ) qui enveiz tout

élément g de G sur 1l'auvtomorphisze extdérieur associé a 5_1 .
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2.3. Lignes brisées et géoddésiques.

2.3.1. Un segment dans £\ est la répligque dans 1l'un des
OB d'un scgment (fermé) de C § sa lengueur est le longueur du seg-
ment de C en question. Une ligne briséc est unc suite dc eegments
tels gue l'origine de chacun d'oux (sauf le premier) coincide avec
1'extrémité du préeédent. La longueur d'une ligne brisée est la som-
me dee longueurs des segments qui lc composent. Une ligne brisée est
plus fine qu'une nutre si elle s'en décéuit en romplagant chaque seg-
ment composant prar une suite de sous-segments dont il est réunion,
et telle que l'intersection de deux termes consécutifs de la suite
sc rdduise & leur extrémité commune. Deux lignes brisdées sont équi-

valentes s8i olles ont un raffinemont commun (elles ont zlors m@me lon-
guour ).

2.3.2. Pour tout sz‘E‘a s on notera fB l'spplication

M\ ——=s A définie comme suit : si g = C et B' = gBg | avec

&g & BuB , alors !‘B(q 13|) = wg . Pour montrer que ceci définit
effectivement une application, il faut virifier la compatibilité a-

vec les idontifications qui ont été faites dans [\ . Soit done

n "
& =4q° . Ceoi sigmifie qu'il cxiste uno partie I de R telle

que gq = CI et que B', B" soient contenus dans un m@me ecus—grou-—

pe parabelique de type I . Cette dernidre condition veut dire gqu'il

existe g C et g' s BUIB (- il’I est le sous-groupe de W
-1

engendré par I ) tels que B' = 335"1 s B = gg'Bg‘_1g . Soient

g< BwB et gg' € Bvw'B . Vu (Bor 1) ona W' & W . Maie

alors, w'q=q , donc ww'g = wq , ce qu'il fallait montrer.
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2.3.3. Il résulte immdédiatement des définitions que

2.3.3.1. lan restriction de fa 4 toute'shambre' {!nr ast

une isométrie ;3

2.3.3.2. l'image per fB d'une li brisée est une li-
gne brisée de méme loniueur j

2.3.3.3. s8i x,ye.& et x € CB y alors

dist. (fB(x), fB(I)) = d(x,y) .

2.3.4. De 2.3.3.2 et 2.3.3.3, on déduit que la longueur
d'une ligne briséc d'extrémités x,y est inférieure & a(x,y) s si
1'égalité a lieu, la ligne brisde sera dite géodésigue. Vu 2.3.3.3,
Bl x & GB , une ligne brisde d'origine x est géodésigue si et

aeulement si son image par fn est un raffinement d'un segment de

droite.
2.3.5. Existence d'une ligne brisée géodésique d'extrémi-
I
tés donnédes. Solent x = qB y ¥ Q}B los extrémités en question,

aveg B' = 533'1 et g & BwBE . Boit 8 le segment de droite d'ex-
trémités q et wq' . C'est une propridtdé bien connue des groupes
de Coxeter qu'il existe une expression minimale w = T Ty ees T
telle que si on pose C = Cy et Cf =r.r) «0v Ty 0 Cdom Sy syl
les segments s, = 8N C; (1 =0y «o.y, m) forment une ligne brisée
raffinant 6 (certains de ces segments peuvent &tre réduits & un
point). D'aprds les soritee non dorits en 2.1.3, il existe 8 & Br,B
-1
tels que g = &8, +++ E, + Posons B = (51"'5i)3(31"'51) g ? et

soit t, 1l'image canonique du segment (r1...ri)-1ui dams C X .

i

I1 est immédiat que les ty forment une ligne brisde d'extrémités



178 FRANCOIS BRUHAT AND JACQUES TITS

v il v f : &?ﬁ"
\ .I“h

F

LITF
——

"-1

X,y 3 cette ligne est géodésique en vertu de 2.3.4 (car on a fB({'i‘ri

-8 ).

(En fait, la ligne brisée géodésique d'extrémités donndes
est unigue & équivalencs prés j cela résulte par exemple de 1l'unicité
du milieu de deux points, que l'on pourra déduire de 1.1, une fois
établie l'assertion 2.3.7. Nous n'aurons cependant pas ici & faire

usage do ce résultat).

2.3.6. BSoit Sg» +++» 8 une ligne brisée géodésigue
'extrémités x,y & [} , soit i un emtier positif S m , et soit

z llextrémité commune de 5, et 8y Alors, les lignes brisées
(ao, vy si) et {ai_”, AP nm) sont géodésiques et cn a d(x,y) =
= d(x,z) + a(z,y) -

Scient 1' et 1" les longueurs des lignes brisdes
(-o, i ai] et (siﬂ’ G am] « Vu2.3.4,0na 1" d(x,z)
et 1" d(z,y) . Vu 2.3.5, il existe des lignes brisées géodési-
ques d'extrémités x,z et 2,y 3} en les mettant bout & bout, on ob-
tient une ligne brisée d'extrémités x,y de sorte que, toujoure wu

2.3.4,
alx,y) £ alx,z) + dls,y) ¢ 1" + 1" = d(x,y) 3

il e'ensuit que d(x,z) = 1' et d(z,y) = 1" , ce qui établit

2.3.6.

’ 2.3.7. L'espace N ¢t 1z fonetion d possédent les
propriétés 1.1.1 et 1.1.2. En particulier, d est une métriquo.

La propriété 1.1.2 est Gvidente. Etablissons 1.1.1, et soicnt
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donc X,y = A . Considérons une ligne brisée géodésique d'extré-
mités x,y , soit m son milieu et soit s un segment de la ligne,
contenant m et non réduit 4 un point § ce sugment est contenu dans
une "chambre® C° . Si, dans A , on choisit fB(m) comme point
0 , A devient un espace vectoriel, identifiable avec RT . Ceci
étant, le point m et l'application f = fn gatisfont aux condi-
tions de 1.1.1, 2insi qu'il résulte immédiatement de 2.3.3, 2.3.4,
2.3.5 et 2.3.6. (Pour établir la relation f(x) = - f(y) , il faut
observer que l'image per f de lz ligne brisée géodésique considé-
rée, d'extrémités x,y , est plus fine qu'un segment de droite
d'extrémitéa f(x), f£(¥y) 3 cola résulte de ce que, vu 2.3.6 et
2.3.4, les deux lignes briséee particlles déduites de celle-ld en
considérant d'une part le segment = et tous ceux qui le précédent,
d'autre part le m@me segment s et tous ceux qui le suivent, ont
chacune des imeges par T plus fines que des segments de droites

contenant tous deux f(s) ).

2.4. Complétion.
2.4.1. L'espace métrique fl, d est complet.

Soit (xi) une suite infinie do points de .} tels que

s= S a

(xi,xiﬂ) <. + 54 , On veut monirer jue les x

i CORVED=-

gent. Poscns
= Mol 2

Quitte & remplacer (:1} par une sous-suite, cn peut supposer quo

la puite des 9 convorge (en fait ellc converge toujours, car
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d(qi,qi+1) 5; d(xi,xi+1) , mais peu importe). Pesons q = lim 9y
spit I la plus grande partie de R telle que g & GI , et soit
M le minipum de la distance de g et de ses transformés par lee
éléments de W . Quitte & remplacer (1i) per une scus-suite, nous
pouvons supposer que S . M/4 et que pour tout i , dist (qi,q):g_

< M/4 . Pour tout i , posons
yi = q -
Il est clair gue
(2.4.1.1) a(x,,y,) = dist (g,a) -
Par conszéquent
d(yl ’Fi""f) "_:‘:: d(:’i ’xi} * d(Il lIi+1) * d(xi+‘l ’31*1):{.“
< M/4 WA+ UG W

Vu lege définitions de d et de ¥ , ceci implique que 31 =Tt "
Ainsi, y, est un point y indépendant de i et, vu (2.4.1.1),
d{xi,y} tend vers 0 lorsque i tond vers £ , c'est-d-dire gque
lim X~y -

2.4.2. Le raisonnement précédent monire aussi que la réu-
nion d'une collection quelcongue d'enseables de la forme (BI)B est

(2}

fermée dana ..\ . Nous n'aurcns p=s ici & faire usage de cette re-—

maTguE.

2.5. Groupes d'isotropie.

Le groupe des dléments de € gui conservent un point domné
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de ﬂl (pour 1'action décrite au n® 2.2.4) est un Sous-groupe pa-

Tabolique propre.

Soit qB le point en question, et soit I 1la plus grande

partie de R telle que g & G (de sorte que I #R ). I1 est

alors facile de voir que le groupe de stabilité de qB est BHiB .

3. Applications du thécréme de point fixe aux groupes avec structure

de Weyl.

3.1. Parties bornées.

On se donne un groupe G oty dans 0 , une structure de
]
Weyl ) de groupe de Weyl W . Seit H umne partie de O . Il

eat immédiat que les deux propriétds suivantes sont éguivalentes

(i) 11 existe un sous-groupe de Borel Be% tel que H soit
contenu dans la réunicn d'un nombre fini de doubles classes

de C

(ii) pour tout B é_ﬁa , H est contenu dans la réunion d'um

nombre fini de doubles classes de B .

Lorsque ces conditicns sont remplies, la partie H de 0O sera dite
borrée (par rapport & la structurse de Weyl comsidérde). Si H et H?
sont des parties borndes de G , il en est de mBme de H W E' ot

ae B.EV .
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3.2. Groupes d'automcrnkismes.

3.2.1. Tous commengons per rappeler, szns démonstration,
une propriété conmue des groupes de Coxeter. Scit W un tel groupe,
W& A un élément de d et W = P Ty oes rl(w) une expression de
w comme mot rsduit en les générzieurs fendamentaux. Alors, les

1(w) "réflexicns"
S; = T TRy GTiT e ToT, (i =1, couy 1(w))

gont toutes distinctes, elles ne dépendent {3 1'ordre prés) que de

W et non de 1'expression réduite choisie et leur enrsemble caracté-
risa w (en fait, e¢= sont les r&flerions par rapport aux hyperplans
radiciels qui sidparent C et wC ). Les réflexions sg sont dites

assocides a W .

1.2.2. Leame., Soient G un groupc doté d'une structure

de Weyl de groupe de Weyl = , B un Sous-groups ds Borel pour cet-

te structure, w un <lément de ¥ ot 8 £ W wune réflexion asscciée

4 w . Alors BsB C BwB.Bv B .

En effet, scient w',s" ¢ W et r ¢« R (systims généra-
teur fondamental de ¥ ) tels gque w = w'rw" , L(w)=1(wT)}+1+1(x")
et s = w'rw' {1'existence de tels w',w", r exprime le définition
des r&floxione associées). Llors, il résulis des sorites bien connus
sur les BW-paires (sorites gui s'étendent inmédiatement au cas pré-

gent)} que

BwB.B¥ 'B = Bu'B.Br3.Bw"3.Bx" 'B.Br3.Bx' B 3

~ Bw'B.ErB.BrB.Bu' '3 = Bw'B.Br3.B¢'~ '3 > BsB .
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3.2.3. Lemme. BSoient O ot B comme en 3.2.2 et soit E
une partie de @ . Alors, l'ensemble HKH' = L._,’ hBh~' est borné
he H
gi et seulement si H 1'est.

En effet, soit X (resp. Y ) l'cnsemble des we W tels

gue Hn BuB (resp. H' s: BuB ) ne soit pae vide. On a
BH'B = BYB = &/ BwB.BW B .
we X

Il résulte donc de 3.2.2 qu'un &lément w ne peut appartenir & X
que 2i toutes les réflexions gui lui sont assocides appartiemnent &
Y .81 H' est borné, Y est fini et la remarque précédente montre
gue X 1l'est aueei, donc que H est borné. La réciprogque est &vi-

dente car H' & HBH | .

3.2.4. Théordme. Soient O un groupe, 'B une etructure

de Weyl dans O dont lo groupe de Weyl soit de type euclidien irré-
ductible, l" un_groupe d'cutomorphismes de O conservant ‘J-J" s Bt
B un sous—groupe da Horel. Alors, les trois propridiés suivantes

sont équivalentes @

(i) pour toute partie bornfc H do O , la réunion ['H des
transforméos de H par tous les Jléments de T' est bornée §

(1) 1'ensemble I'B est borné ;

(111) T' normalise un sous-groupe parebolique prepre de G .

Preuve. (i) =3 (ii) est dvident.

(1i) === (iii). Soient A ct 4 obtenus comme au § 2,
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o 5
P 1a réunion des "chambres" C ¥ =) yavee yel , T 1'en-
i
- =1
semble des &léments h de © +tels gque hBh ! ¢ ' B ,et X l'en-
semble des éléments w de W (zroupe de Weyl) tels gue BwB ¢ BdB |

Nous nous proposons de montrer que ' st borné (au sens métrique).

l

.

Soit x = qE un peoint donné, et X' un point guelcongue de =

Posons x' =gq'> , B'=tBh | (h €& O) et BhE =BuB (w & W) -

!

I1 résulte des définitions que d(z,x') = dist (g,ma') , et w & X

Or 1'ensemble H est borné, vu (ii) et 3.2.3, donc X est fini,
d'ol notre assertion sur £ . L'ensemble & &tant inveriant par
1l , nous pouvens & présent appliquer le théordme 1.2 (wu 2.3.7),

d'ol il résulte gue | a un peint Pixe dans .} . Le stabilisateur

de ce point dams © est un scus—grcupe paraboligue de G normalisé

par . , &e gui #tablit (iii).

(iii) == (i). BSoit P un sous-groupe paraboligue propre

normalisé par i‘ , 8t X une partie finie de W telle que

H K_J PP (pour la notation, of. 2.1.4). Quitte & augmenter

wE X
X , on peut supposer que X se compose de tous les w tels que
1(w) <. un entier donné. Alors W PwP est invariant par I1

: we K
et contient done T H , ce qui achéve la démonstration.

3.3. Sous-groupes bernés.

Dans toute la suite, chajgue fois qu'il est questicn de
"sous-groupes parabeliques maximaux", on sous-entend évidemment "pro-—

proa”.

s
Corollaire. Soient G et 5 comme en 3.2.4. Alors,

tout scus-groupe borné de G est contenu dans un sous—groupe para—
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bolique propre. En particulier, les sous-groupes bornés maximaux

sont les sous—groupes paraboligues maximaux.

Bn effet, soit G' un scus-groupe borné de 0 , et soit

-—
sl

" le groupe des zutomorphismes intérieurs int g' , avec g' ¢ O'
On a2, pour tout Borel B , ?B < G'BO' , et ce dernier ensemble
est borné. Vu le théoréime, (' normalise donc un sous-groupe para-
beoligque propre, et ¥y est donc contenmu, car tout sous-groupe para-

bolique est son prepre ncrmalisateur.

3.4. Cazractérisation d'une structure de Hexl par scs sous—

sroupes parabeligues maximaux.

Fo

3.4.1. Proposition. Scient ) et ' deur structures
de Weyl dans un méme groupe G . Suppcsons gue tout sous—sroupe pa-—
raboligus maximal pour '_:S' soit aussi un Sous-groupe parabgolique

maximal pour L > Alors tout sous—groupe paraboligue pour "B'

@3t un sous-sroupe paraboligue pour ‘5

Preuve. On sait que l'intersection de deux sous—groupes
paraboligues maximaux P , P' est un sous-groupe parabelique si
et seulement si elle est un sous-groupe maximal de P , et qu'un
sous—groupe quelconque e¢8t un sous—groupe parabolique si et ssulement
5'il est une intersection de scus-groupes parabeliques meximaux tels
gue l'intersection de deux gueleongues d'entre sux soit parabolique,

d'oll 1'assertion.

3.4.2. Corollaire. Deux structures de VWeyl qui ont les
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mBmes sous—groupes paraboligues maXimaux coincident.

3.5. Deux lemmes sur les groupes de Coxeter de type eucli-

dien.

3+5.1, Dans un groupe de Coxeter W , un élément w est
dit dominé par un autre &lément w' =&'il existe une expressicn de

W' comme mot réduit en les géndrateurs fondamentaux, dont une sec—

e

tion initiale est &gale w . 81 C désizne la chambre fondamen-—
tale, cela signifie sussi que tout demi-sspace radiciel (demi-espace

limité par un hypernlan radiciel) contenant € et w'C contient

auszi wWo o .

3.5.2. Lemme. Belent 5 un syetéme de racines irré-
ductible, ¥ (rssp. W° ) son sroupe de Weyl affine (resp. ordi-

naire} et X une partie infinie de W , telle que Wo.X.W° = X .

Alors il existe un entisr T tel gque tout &£lédment de W goit domi-

% e 3 i’
né par un éliment de X N

o
(En fait, on peut toujours prendre ¥ = le rang de 2. "
mais nous n'aurons pas & utiliser ce fait, et i1 est un peu olus com-

mode d'établir ls lemme plus faible énoncé).

Freuve. On noterz gue la formulation de l'assertion impli-
gue gqu'eon z choisi un systéme de racines simples (done un ensemble

de racines positives) dans . Bcient V 1'espace wectoricl

dana leguel est donné .. , et T 1l'ensemble des translations con-

tenues dans X . Cet ensemblg est invariant par W° , &t on a

X=we.T = T.Wo . Pour toute translation t de ¥V , posons iitlf=
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= ;it(o}i: (pour une norme euclidienne invariante par W°® , choisie
une fois pour toute dans V ), et Ha(t) - t(0)/ i't]] . Soit ¥
1l'snsemble de vecteurs de norme 1 défini comme suit :
¥ € Y s'il existe une suite de translations ti & T telles que
t,]] —> ©° ot linm \-?(tt) =y . Il est clair que Y est
non vide (car X est infini) et invarient per W° . Seient r 1a
dimension de V , ¥y un point de Y choisi erbitrairement,
Wiy seey W, des 6léments de W tels que w1(30) = Fyr reey 'i(yo}
= ¥ soient linéairement indépendants (de tels éléments existent en
vertu de 1'hypothése d'irréductibilité de EZ ) et Doy veey 0
des entiers tels qu'amucune racine ne s'annule sur 1'élément u= E-niyi.
Nous allons montrer que l'entier N = -E: n possdde les propriétés

de 1'énoncd.

Quitte & multiplier tous les LA & gauche par un élément
convenable de W°® , nous pouvons supposer que les racines peaitives
prennent des valeurs positives sur u . Soit ti (1 = 1, 2y «us)
une suite de translations appartenant ¢ T , telles gque lim [ltili =

= ££2 et lim \D {tj'.) = ¥y - Posons, pour tout i
n
= 1 = J
1, i !1 {‘Jti“j } ]

Al o ke
de sorte gue ti 2 IH y lim '[ti'i < et limIP(ti) |
Vu les hypothdases faites sur w , pour tout entier M , il existe
un entier i(M) tel que, pour toute racine positive X , on ait

cA (ti(m}(UJ) :"‘ M.

Nous devona montrer que tout élément w & W est dominé

par un élément de IN . Soit w' 1'élément (univoquement détermind)
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de Wo +tel gque toutes les racines positives prenneni des wvaleurs
positives dans la chambre W'_1WC (ol ©C désizne la chambre fon—
damentale de W ). Soit M uns borne supérieure des valeurs prises
per les rscines positives dans cette chambre. fAlers, w est dominé
paT W‘.ti{M) . Pour le vepir, il suffit, d'aprés le n® 3.5.1, de
montrer que tout demi-cspace radiciel contenant C et (w'.ti(M))[C)
contient aussi wC , ou encore guo tout demi-espace radiciel conte-
nant W’H1C et ti[M)c contient aussi w'_1wC y 0Ty V1 la défini-
ticn de K et de ti(ﬁ] s 11 en est méme ainzi de tout demi-espaca
radiciel conienant ti{M)C et le point 0 4, car un demi-eapace Tra-

dicigl contenant O a pour cxpression générale G{—1((— oo, K ; )

5 S :
avec ¥ < - et K & W , et la condition gue le demi-espace con-

: ; ; o i i ; 4
tienne ti(M)C , donc aussi ti(M](D) y impligue que o > 0 e
K > K . Le lemme est zinsi démontré.

3.5.3. Lemme. Soient J_ et ¥ comme en 3.5.2. Alors,

il existe un entier W  tel gue tout £lément de W seit un produit

,de réflexions en nombre N .

~
(En fait, 1'irrdductibilité de ~_  ne Jowera aucun rdle
iei.)

Prouve. Seient r le rang de ./ O(q a2 mems X, T
racines lindairement indépendantes, &bt pour touwt 1.2 é1, ey It E et
L3 s
tout n & E , =olit s L la réflexion per rapport & l'hypsrplan

Cxi{x) =n . Les tranalations

(siyﬂ'si,ni}

forment un sous-—-groupe d'indice fini T de W
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Soit U une partie finie de W telle que W = T.U . T] existe &-

videmment un entier N' +tel que tout élément de U soit un produit

de réflexions en nombre < N' . Cela étant, l'entier N = H' + 2r
b4

posséde la propriété de 1'énoncé.

3.6. Un lemme sur la réunion &s sous-groupes de Borel.

Lemme. Soient G , ?, €t B comme en 3.2, et H =

"\_.', @3-1 . Alors, il existz un entier N +tel que G = lE.':n .
geG

Preuve. Soient W le zroupe de Weyl et s ¢ W une réfle-
xion queleconque. Il existe alors une réflexion fondamentale = (g R)
et un élément w¢ W tels que . s = uru_1 . Quitte & remplacer éven-

tuellemont % par wr , on peut supposer gue 1(wr) ="1(w) + 1

On 2 alors, vu les sorites bien connus,
-1 ~ -1 =
Bs3 ¢ BwrB.Bw 'B < BurB.BrB.Bw 'B (< BwrB.Br v B =

P 3
-5l N @YY cnre .
g ¢ BwxrB
Il s'ensuit que i N' est un entier tel quec tout élément de W

s0it un produit de réflexions en nombre £ H' (ef. 3.5.3), l'entior

H = 24' posséde la propriété de 1'énoncé.

3.7. Caractérisation d'unc structure do Weyl par la horno-

logie associée.

3.7.1. Une bornolesis dans un ensemble E st un ensemble
G

)" de parties de E tel gue toute partis réduite & un point zppar—

3 o
tienne @ J  , que le réunior de deux §lémente de : appartienne
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e ey
a !) et que toute partie d'une partie appartenant 2 }) appartien—

i
o AR

ne & . Les éléments de SJ sont appelés les bornés (ou parties

bornées). Un groupe bornologigue est un groupe doté d'une borneclogic
a2 ) - P
¥ telle gue H, H'gZ ' implique H.E' '& Y . Selon 3.1, tout
groupe avec structure de Weyl est, de fagon naturelle, un groupe ber-

nologigue 3 la bernologie en yuestion sera dite zaspciée 4 la struc-

ture de Weyl.

3.7.2. Froposition. BSoit G wun groups bornoloxgigue non

borné. Alors, ( posséde au plus une structure de Weyl dont le grou-—

de Weyl soit de type euclidien irréductible et doat les sous-groupes

de Borel scient bornés. La bornologie associée & une tells structure

coincide avec lz bornologie de T .

Preuve. la premiére assertion esi conséjuence de la deuxié-
] "B
me. En effet, scient f} et Jj ' deux structures de jeyl dont les
groupes de Woyl soient de %:"pe euclidien irréductible, et telles que

lea bornologies associées coincident. Alors, il résulte de 1.3 que

0] a}

ij et j:;' ont les nlmes sous-groupes parabeliques maximasux, et
Ty 'y

LIPS _'L

5 = 'J5' en vertu de 3.4.2.

= - i
Reste donc & éteblir la deuxiéme assertion. Soient jJ 1=

bornclogie donnde dane G 15 une structure de Weyl possidani les

iy
propriéiés de 1'énoncé et ‘Y ' la bornologic assccide A cette struc-—

oy G
ture de Weyl. Il est clair que Jj o j} - Bupposone qu'on n'ait pas

1l'inclusion inversa, c'est=i-dire qu'il existe une partic I ce G

G Fih)
et non pour 7' . Le groupc de Weyl ¥ de |7

=\
bornée pour ‘!°
peut &tre vu comme le groupe de Weyl affine d'un systdme de racines

irréductible dont nous notons W° le groupe de Weyl ordinaire. Ainsi,
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P = BW°B eat un sous-groupe paraboligque dea Q' , et Pg ﬁl_:" o Quit-

te & remplacer H par PHP , nous pouvons supposer que H = PHP .
Alors, H = L.,J BwB oh ¥ est une purtie infinie de W telle
que X = ﬂ'xii:é).l Soit N un entier tel gue tout élément de W soit
dominé par un &lément de o (ef. 3.5.2). Pour tout we ¥ , il
existe done w'g W tel que ww' & In ot 1(ww') = 1{w) + 1(w') .

Alors

1

BwB.Bu_'B ¢ (BwB.Bw'B).(Bw'~'B.Bw~'B) ¢

¢ Bww'B.(Bww'B)”" & w.(EH .
Ceci dtant vrai pour teut ws W o, on e, en particulier,
I 31 s -1
J oo o e,
gED
d'ol

\_J apg™ & (j-"}
gl

(1

et, en wertu de 3.6, G ., s o8 qui contredit 1'hypothése de 1'é-

noncé selon laquelle G n'est pas bornd. Le contrpdiction provient
(..-J¢ q"}l

de co qu'on a supposé .

&,
3.7.3. Corcllaire. Spient G , j{‘ comme en 3.2.4, @'

un sous—yroupe de G non contenu dans un scus—groupe parabolique

propre, et "’]‘:)' une structure de Weyl dans G' dont le zroupe de
Heyl soit de type euclidien irriductible et telle gu'un sous-groupe
parabolique de G' 3u moins soit contenu dans un sous—grou -

-

[

bolique propre de O . Aloras, JA' @8t lr seule structurs de Weyl
dang G' gui posséde ces propriftés. L'intersection de OG' et d'un




192 FRANCOIS BRUHAT AND JACQUES TITS

-2 -

sous—groups parabolique propre de G est contenue dans un sous-groupe

parabolique propre de G' . Tout scus—yroupe parabolique maximel de
G' est 1'interseoction de G' awvec un _sous—groupe paraboligue maki-—

mal de G .

{I1 est méme probable, mzis non encors démontré, gue tout
sous=groupe parnboligus de G' est 1l'interscction de G' et d'un

sous-groupe paraboligue de G ).

En effet, cn vertu de 3}.7.2, nppliqué &4 G' , jﬂ 'y lo
%,
bornologie associée & '5' coincide avec la restriction & G' de
73

la bormoleogie assocife &2 2 . Cela Gtant, toutes les assertions

sont conséquences immédiztes de 3.7.2 et 3.3.

L. Applicaticn aux groupes simples sur les corps locaux (bref apergu).

4.1. Une BN-paire.

4.1.1. Etant donné un groupe de Coxeter fini W° , un
groupe de Coxeter de type euclidien W sera appelé une extension
affine de W° s'il existe un systéme de racires dont W° est le
groupe de eyl et dont K est le groupe de Weyl affine. Une struc—
ture de Weyl eet dite complédte si elle peut &tre déerite au moyen d'une

Blii-paire.

4.1.2. Théoréme. BSoient K un corps de valuation discréte

complet & corps résiduel parfait, et O un groupc simple esimplement

connexe défini sur K . Alors, le groupe GK des points de G ra-

tionnels sur K posséde unc structure de Weyl =t une seule, telle
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guo les parties bornées pour cette siructure soient les parties bor-

nédes au sens usuel. Le groupe de Weyl de cette struecture est une ex-

tension effine du groupe de Weyl relatif (sur X) de & .

L'unioité de la structure résulte de 3.4.2. Notons qu'il
r.'est pas vrai que, lorsque le systime de racines relatives de G
est un "vrai" systdme de racines (sans racines divieibles), le grou-
pe de Weyl scit nécessairement le groupe de Weyl affine de ce sye-
téme de racines. Lorsque G est anisotrope sur K , le groupas de
Weyl relatif est réduit & l'élément neutre, il on cat de méme do son
extension affine et la etruecture de Weyl en guestion dans 4.1.2 est
triviale (i.e. Gy lui-méne est son unique "sous-groupe de Borel") j
autrement dit, GK est borné. 531 O n'est pas anisoirope, le grou-
pe de Weyl affine a un générateur fondamental de plua gue le groupe

de Weyl relatif et O, est non borné. Dans toue les cas, on a done

K
le

44143+ Corgllaire. Si r désigne le rang reletif de O ,

le nombre de classos de conjumnisons de sous=gr o8 bornés maximaux

dane GK est égrl & T+ .

4.1.4. Les sous-groupes paraboligues bornés de la structu-
re da Weyl en guestion dane 4.1.2 (i.e. les sous-groupes paraboliques
propres danc le cas non anisotrope, ¢t le groupe GK lui-méme dans

le cas anisotrope) sont appelés sous—-groupes parshoriques de Oy

4.1.5. Propesition. 31 K' g¢st une extension geloisienne
non ramifidée de ¥ , les sous-groupes parahoricues de GK sont les
groupes de points rationnels sur K des sous-groupes parahorigues de
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GK’ invariants par le groupse de Galois [ Gal (K'/K} . Deux

S0UE—EToupes parahoriques ds GF' sont_confondus (resp. conjuguds

dans G 3i et seulement =1 leurs intersections avec O sont

E! ) K

confondues (resn. conjuguéss dans O

)

Toutes ces assertions sont (en général) fausses lorsque

lrextension K'/K est ramifide, contrairement & ce gui & été dit

dans Lé | =

d.1.6. Corecllaire. Avec les notations de 4.1.5, si G est
K—anisotrope, GK‘ posséde un unigus Sous—-groupe parzhorigue inva—
Tiant per FY o

4.1.7. Un sous—groupe parahorique de & cet appelé sous—

X

groupe d'Ivahori ='il est contenu dans un scus-groupe parahoriques mi-—

nimal de GK' s o K' est 1'extension non ramifide maximale de X
51 GK possiéde des sous-groupes d'Iwahori, ce sont ses scus-groupes

parashoriques minimaux (en particulier, ils sont tous cenjugués).

A.2. Structures prealgdbrigues.

£.2.1. On conserve lee notations de 4.1 et on notse %k le

corps régiduel de K . Aleors, les sous-groupes parahorigues de GK

sont, de fagon naturelle, lez groupes de polnts reticnnels de gZroupes

proalgébrigues définis sur k . Plus précisément, on associe

- 3 tout sous-groupe parzheriguc Pb de GE un groupe proal-—

gébrique P défini sur k  dont P #st le groupe des points raetion-—

nels sur k , un groupe algébrigque cemnexe réductif P d&fini sur

k , appelé par zbus de langage “"le" guotient réductif de P et un
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k-homomorphisme surjectif p: P— F y la réduction, dont le
noyau est limite projective de groupes unipotents conmexes définis

sur k 3

- & toute inclusion Pl:: (e Pk de sous-groupes perahorigues
de Gl{ y un k-homomorphisme injectif (au point de vuo onnem‘blists)
L ¢+ P' —=> P , qui induit 1l'inclusion en queetion, te2l que
= pP(L(P)) soit un sous-groupe parabolique de F et tel qu'on
ait le disgramme commutatif

oL
P! ey

| |
N
P s
ol Eu(c'i} désigne le radieal univotent de § , TI est la projee-—
tion canonique et 'f est un isomorphisme de groupeus algébrigues.

(MB. .+ n'est en général pas un isomorphisme de P' sur son image

dans P ).

Ernongens encore deux propriétés ossenticlles des struetures

en question.

4.2.1.1. Les sous-groupes parahoriques de GK contenus
dans P, sont les images réciprojucs par @) : P, —> !Fk des
groupes de pointe rationnels des k-gous—groupes paraboligues de ; J-

4.2.1.2. 1Un scus=groups porahcrigue P]-: egt un sous—grou=
pe d'Iweshori ei et soculement si le quotiont réductif F de P eat

un_tore.
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£.2.2. Applications au cas oli le corpe des restes st de

dimengicn cohamclogigue 1.

S3cit dim k 5; 1 4, et s¢it P, un scus—groupe parahorigus

k

de GK . De 1'hypothése faite sur k il résulte que P est guasi-

déploys sur k , c'est-a-dirs, possdde un sous-groupe de Borel B

défini sur k - Vu §.2.7.1 et 4.2.1.2, 1l'imege réciprogue de Ek

dans Pk est un scus—groupe dflwahori de GK . Alnei

4.2.2.1. B dimk g 1 , GK possede des sous—zroupses

d'Iwahori.

En particulier, gi [ est K-anizotrope, 1'unigue scus—grou-

’ : : T : :
pe parahorique de GKI invariant par -, dont il st guestion en
4.1.6, est un sous—groupe d'Iwahori. Ce résultat appligué au cas ol

K' est l'extension non ramifide maximale de K , et une contempla-

tion attentive des diagrammes de Dynkin 2tendus, montre (par un rai-

B . [
sonnement esquissé dans {6J ) aue

4.2.2.2. 51 dimk ¢ 1 et si G est X-anisctrpope, G
est un grcupe de iype An intéricur {i.e. GK gt le groupe des

éléments de norme réduite 1 d'une algdbre & division sur K ).

De 1a on peut déduire le résultat de M. Eneser :
4.2.2.3. 81 dimk £ 1 . H(XG) =0 .

Ce résultet peut aussi se déduire plus directement de ce
qui précéde, gans passsr par 4.2.2.2. Seit ¥' l'extension non ra-

mifide maximale do K et 1 = Gal (Kr/K) . Uiilisant le fait conru

que dim E' ¢ 1, on comugnce par Tamener 1l'assertion 4.2.2.3 &
=z
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T
H1( T ’GK') =0 . Soit alors £ un cocycle de i 2 valeurs dans

G , et soit ™a 1e groupe G tordu par [X . Vu 4.2.2.1 et

K
4.1.5, les grouges UK, et DGK, ont des sous—groupes d'Iwahori
invariants par o . Cela étant, on pesut "pousser" le cocycle OO~
dans un tel sous-groupe d'Iwahori, et on montre alors qu'il est co-
homologue & O en utilisant le fait gque le sous-groupe d'Iwahori en
question est une extension d'un tore par une limite projective de

groupes unipotents connexes. Cette méthode est due & T. A. Springer.

4.3. A propos des démonsirations.

4.3.1. Corps résiducl alzébriquement clos ; groupe 0 dé-

Soit k algébriquement clos ¢t G déployé. Dans ce cas,
la BH-paire du n® 4.1 est donnée par la théorie d'Iwahori-Katsumoto
[3] . Le fait gqu'elle posesidde la propriété ceractéristique du théo-

réme 4.1.2 se déduit immédiatement de 3.7.2.

Etant donné un sous-groupc paraherigue P quelcongque de
Gy 5 et notent 0 1l'anneau des entiers de K , on montre que le
groupe 0 posséde une O=-structure lisse et une seule telle que F
soit le groupe des points cntiers de G (points de G sur Q ). Ap-
pliguant & cette structure le¢ foncicur de Greenberg, on obtient sur
P 1la atructure de limite projective du n® J4.2.1. Le foncteur de
Greenberg d'ordre 1 (réduction mod. 1'idéal maximal de O ) domme lieu
4 un groupe qui n'est en général pas réductif, mais dont le guotient

par son radical unipotent est lc groupe P du n° 4.2.1.
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4.)}.2. Corps résiduel algébriguement clos, groupe

congue.

Lorsque k est algébriquement clos, 0O e¢st quasi-dépleyé.
La BN-paire et les structures pronlgébriques des sous-groupes para=-
horiques &'obtiennent, & partir du ces déployé, par une descente ad
hoc. Essentiellement, on prouve un théorime général de "réduction au
reng (relatif) 1", et les groupes de rang relatif 1 doivent 8tre trai-
tés "4 la main". (L'existence de ks BN-paire dans le cas quasi-déployé

a été montrée, de fagon différente, par HA. Hijikste {?]

4.3.3. Cas général.

Le cas général se traite, & purtir de 4.3.2, par descente
étale. Soit K' 1l'extension non remifiée maximale du corpe K . lLa
descente est basée de fagon essenticlls sur le fait que GK' poBsd—
de un sous-groupe perahorigque invariant par L = Oal (K'/K) 3 1'e=
xistenco d'un tel sous-groupw est fournie par le théoréme 3.2.4. La
descente établit simultanémont le thécréme 4.1.2 ot ln proposition
4.1.5. BEn vertu de cette dernidre, tout socus-groupe parahorique Pk
de GK est l'intorsection de GK avec un sous-groupe parahcrique
de GK' invariant par &, s lequol n'est autre que le groupe P

du n® 4020

4.4. Tores associés & un sous-groupe parahorigue.

4.4.17. On conserve les notations des numéros précédents j
en particulicor, K' ost toujours l'axtension nen ramifiée maximale

de X ot I «Oal (K'/K) = Gal (k'/k) . Soient P un sous-groupe
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parshorique de GOy, dinveriant par T et P =P A0, . Un tore

T de O , défini sur K et ddploys sur K' est dit gssocid & Pk

si le groupe des unitdés de T sur XK' est contenu dans P . Alors,
l'imege T de T~ P dans P est un tore de F , défini sur k

et tel que les groupes do caractdres XT(T) et X°(T) eont isomor-

phes comme | -modules j en particulicr T est d&ployé si et seule-

ment i T 1'est. Héciproguement, tout tore T de F défini sur k
“go remonte” en un tere T associé &8 P et défini sur K . Tout

tore défini et déployé sur K est nesooid &4 un scus-groupe parsho-

rigque minimal de GK ”

4.4.2. Les résultats précédents, qui s'établissent au cours
de la descente &tule, ont un corcllaire intéressant. Disone qu'une
extension algébrique L/K est "honme" 2i tout groupe réductif défini
sur L possdde un tore L-déployé maximal défini sur K . ilors, on

déduit immédiatement des considérations de £4.4.1 que

Proposition. Boient K comme en 4.1.2 et L wune exten-
sion non ramifide de K . Alors, si 1'extension résiduelle 1l/k g8t

bonne, il en est de m8me de 1'extension L/K . En particulier, 1'ex-

tongion non ramifide maximale K'/K esi bonng, c'est-i-dire gue tout

groupe rdductif défini sur K possddg un tore K'-déployé maximal dé-

fini sur K .

A.5. Un "théordme 4'Iwasnwa'.

4.9.1. Seient W le groupe de Weyl de la BF-paire du n®
4.1.2, R le systéme génératour fondamental d¢ W , et 1 le rang

relatif de G , de sorte que card R = 1+1 (sauf @i 1 =0 ,cas
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que nous Gcartons pour la commodité de 1'exposé). Le groupe W étant
un "groupe affine engendré per des réflexions", on peut parler du
“groupe des translations" deo W ; notons T ce groupe. Une partie
B? de R est dite spécicle si le groupe W° qu'elle engsndre est
fini et ai W = We.T (ceeci impligue que ocard 2° =1 ). Un sous-grou-
pe parahorique de Gk est dit apécisl s'il est "de type R° " avec
R® spécial, clest-id-dire s'il est de le forme BWOB ol W° est
cbteru comme ci-dessus; B désignznt un sous—groupe parczhorique mi-

nimal ("sous-groupe de Borpl" de la BF-pairs).

4.5.2. Proposition. Soient K et O comme en 4.1.2, P

un K-sous-groupe paraboligue minimal (2u sens usuel) de G , st Qk
un_sous—-groupe paraberijuu spécial de UK + Alors, GK = K.Qk F

Cr'est une propriété fascile &4 Stablir, et de nzture puremsnt
"formelle™ : on pourrzit dnoncer ume proposition plus générale, se
rapportant & un groupe doté de deux structures de Weyl dont les grou-
pes de Weyl aont respectivement un groupe fini #® et une extension
affine W de celui-e¢i, ces deux structures étant soumises & certai-

nes conditions dont laz vérificction dans lc ecas qui nous intédease

est élémenizirs.

4.5.3. Lla proposition 4.5.2 peut encore &tre précisde com-
me suit. Scient U 1le radieal unipotent de P et Pﬁ le groupe des
points de PK sur lesguels tous les caractéres de P premment des
valeurs entiéres. Alors, Pfoi est un groupe zbslien libre de rang
1 (le reng relatif de O ), canomiguemcnt isomorphe au groupe des

translations du groupe de Weyl W . Soit 4 wun systéme d= représen-

tants des élécents de PK/Pi dans P, . Alers -
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Proposition. Or a GK = UK.A.Qk . De plus, 51 a,a'e i ,
l'égalité UK.a.Qk = Ur.a'.qk implique a = a' .

BIBLIOGRAPHIE.

[1] Bruhat, F., Sur une classe de sous=-groupes compacts meximaux
des groupes de Chevalle sur un corps ’L‘{-a.ﬂ.iqua,
Publ. Math. I.H.E.S., 23 (1964), 46=74. (Cf. aussi @
L}?— adic groups, Hotes polycopides, Summer Insti-

tute on Algebraie Groups, Boulder, juillet 1965.)

[2] Hijikata, H., On arithmetic of p -adic Steinberg groups,

Notes polycopiées, Univ. Yale, 1965.

[3] Iwzhori, K., et Hatsumoto H., On some Bruhat decomposition
and the structure of the Hecke rings of ‘Z{P-—sdio Che-

valley groups, Publ. Math. I.H.E.S., 25 (1965), 5-48.

[4] Tits, J., Groupes et géoméiries de Coxetar, Notes polycopiées,

InHoEnBo’ 1961 -

1-5] = s Théordme de Bruhat et scus-groupes parabeligues,
C. R. Acad. Bei. Paris, 254 (1962), 2910-2912.



202 FRANCOIS BRUHAT AND JACQUES TITS

-3 -

[ﬁ] Tits, J., Semi-simple groups over local fields, Notes po-
lycopiées, Summer Imstitute on Algebraic Groups, Boulder,

juillet 1965.

Institut des Hautes Etudes Scientifiques, Bures

Faculté des Sciences, Pzris Avril 1966.



Innovations in

MANAGING EDITOR
Tom De Medts

Linus Kramer

Klaus Metsch

Bernhard Miihlherr
Joseph A. Thas

Koen Thas

Hendrik Van Maldeghem

HONORARY EDITORS

Jacques Tits
Ernest E. Shult 1

EDITORS

Peter Abramenko
Francis Buekenhout
Philippe Cara
Antonio Cossidente
Hans Cuypers

Bart De Bruyn

Alice Devillers
Massimo Giulietti
James Hirschfeld
Dimitri Leemans
Oliver Lorscheid
Guglielmo Lunardon
Alessandro Montinaro
James Parkinson
Antonio Pasini
Valentina Pepe
Bertrand Rémy
Tamas Szonyi

PRODUCTION
Silvio Levy

Incidence Geometry
msp.org/iig

Ghent University

tom.demedts @ugent.be

Universitit Miinster

linus kramer @ wwu.de
Justus-Liebig Universitit Gielen
klaus.metsch@math.uni-giessen.de
Justus-Liebig Universitit Gielen
bernhard.m.muehlherr @math.uni-giessen.de
Ghent University

thas.joseph @ gmail.com

Ghent University

koen.thas @ gmail.com

Ghent University
hendrik.vanmaldeghem @ugent.be

University of Virginia

Université Libre de Bruxelles

Vrije Universiteit Brussel

Universita della Basilicata

Eindhoven University of Technology
University of Ghent

University of Western Australia

Universita degli Studi di Perugia
University of Sussex

Université Libre de Bruxelles

Instituto Nacional de Matemética Pura e Aplicada (IMPA)
Universita di Napoli “Federico IT”
Universita di Salento

University of Sydney

Universita di Siena (emeritus)

Universita di Roma “La Sapienza”

Ecole Polytechnique

ELTE Eo6tvos Lorand University, Budapest

(Scientific Editor)
production@msp.org

See inside back cover or msp.org/iig for submission instructions.

The subscription price for 2019 is US $275/year for the electronic version, and $325/year (+$20, if shipping
outside the US) for print and electronic. Subscriptions, requests for back issues and changes of subscriber address
should be sent to MSP.

Innovations in Incidence Geometry: Algebraic, Topological and Combinatorial (ISSN 2640-7345 electronic, 2640-
7337 printed) at Mathematical Sciences Publishers, 798 Evans Hall #3840, c/o University of California, Berkeley,
CA 94720-3840 is published continuously online. Periodical rate postage paid at Berkeley, CA 94704, and addi-
tional mailing offices.

IIG peer review and production are managed by EditFlow® from MSP.

PUBLISHED BY
mathematical sciences publishers
nonprofit scientific publishing
http://msp.org/
© 2019 Mathematical Sciences Publishers


https://msp.org/iig/
tom.demedts@ugent.be
linus.kramer@wwu.de
klaus.metsch@math.uni-giessen.de
 bernhard.m.muehlherr@math.uni-giessen.de
thas.joseph@gmail.com
koen.thas@gmail.com
hendrik.vanmaldeghem@ugent.be
production@msp.org
http://dx.doi.org/10.2140/iig
http://msp.org/
http://msp.org/




	
	
	

