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THEORIE DES GROUPES. — Groupes algébriques simples sur un corps local :
cohomologie galoisienne, décompositions d’ Iwasawa et de Cartan. Note (*)
de MM. Fraxgois Bruuar et Jacoues Tirs, présentée par M. Jean Leray.

On donne des applications des résultats de trois Notes précédentes [(!), (*) et (*)].
En particulier, les théorémes de Kneser sur la nullité du H' et la classification des
formes d’un groupe simple simplement connexe sur un corps p-adique sont retrouvés
et étendus au cas d’un corps résiduel de dimension cohomologique < 1 quelconque.
On garde les notations de (%).

1. Comme dans la théorie ordinaire des groupes algébriques semi-
simples ('), on peut attribuer & G un k-indice formé par le diagramme de
Dynkin résiduel A de G [relatif a &, cf. (%), n® 3], action de T sur A tradui-
sant son action sur ’ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes
parahoriques maximaux de Gg et ’ensemble L des sommets de A corres-
pondant & la classe de conjugaison des k-sous-groupes parahoriques mini-
maux. Pour qu’une classe de conjugaison de sous-groupes parahoriques
de Gg contienne un sous-groupe P défini sur k, il faut et il suffit que I’en-
semble J de sommets de A qui lui correspond contienne D° et soit invariant
par T'; le k-indice du groupe algébrique P [¢f. (*), no 3] est alors le sous-
indice du k-indice de G ayant J pour ensemble de sommets [¢f. (*), prop. 1].

D’autre part, les considérations du n® 3 de (*) s’étendent au groupe Gg
(& ceci prés que, cette fois, une racine affine peut étre associée a deux
K-racines proportionnelles), et I'on peut définir un diagramme de Dynkin
résiduel relatif & k de G, lequel se déduit d’ailleurs du k-indice par les
régles habituelles (*).

2. On dit que G est résiduellement quast déployé sur K si Gg posséde
un sous-groupe d’Iwahori défini sur k, ou, ce qui revient au méme, si D°= @.
Par suite :

Prorosition 1. — St G est résiduellement quast déployé sur K, I' a exac-
tement |+ 1 orbites dans A (o | est le K-rang de G).

Un coup d’eeil aux divers diagrammes résiduels possibles [¢f. (?), n° 3]
montre alors que

Cororraire 1. — Si G est résiduellement quast déployé et anisotrope
sur K, c’est un groupe de type A,. Si, de plus, I' est commutatif, G est une
« forme intérieure » de A, (et Gy est donc le groupe multiplicatif des éléments
de norme réduite 1 d’'une algébre a division de centre K).

En outre, sous les hypothéses du corollaire 1, le groupe Gy est proré-
soluble [cf. (*), n° 3, cor. 1]. ,

Prorosition 2. — St la dimension cohomologique de k est =1, le groupe G
est réstduellement quast déployé sur K.

Soit, en effet, P un k-sous-groupe parahorique de Gg. Le groupe P
posséde alors un sous-groupe de Borel Q défini sur k (°) et 'image réciproque
de Q dans P est un sous-groupe d’Iwahori défini sur k de Gi.
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En réunissant la proposition 2 et le corollaire 1, on obtient une générali-
sation du résultat de M. Kneser relatif aux groupes anisotropes sur un
corps p-adique (7).

3. Si X est un groupe algébrique réductif défini sur k, on note H' (T, X),
I’ensemble des classes de cohomologie Y€ H'(I', Xz) telles que le rang
semi-simple sur & du groupe X « tordu par y » soit nul.

Supposons G résiduellement déployé sur K et soient P;
(i=1,2,...,2"" —1) des représentants des 2! — 1 classes de conjugaison
de k-sous-groupes parahoriques de Gg. Pour tout i, soient

¢t HU(L, P) - H(T, P) et ¢ : H(T, P) > H(T, Gg)

les applications induites par les homomorphismes évidents. Utilisant le
fait que les homomorphismes de transition du systéme projectif (P;) sont
surjectifs 4 noyaux unipotents connexes, on montre que ¢; est une bijec-

tion. Posons alors 2;= {,0q;' et soit A 'application [[7\,' de la somme

directe des ensembles H‘(F, f’,-) dans H' (T, Gy).

TutoriME 1. — La restriction de ) a HH‘(F, l_),% est une bijection
sur H'(T', Gg).

Comme H'(I', Gg) = H'(K, G), on en déduit :

Cororraire 2. — St la dimension cohomologique de k est =1, on a
H' (K, G)={o}.

Dans le cas d’un corps p-adique K, on retrouve ainsi un théoréme de
M. Kneser (*).

Moyennant certains aménagements, la méthode esquissée ici permet
aussi d’obtenir des résultats sur la cohomologie galoisienne de groupes
non simplement connexes et en particulier sur la classifications des formes.
Nous nous bornerons ici & énoncer la

Prorosition 3. — Etant donnés un diagramme de Dynkin résiduel et
une action continue de I sur ce diagramme, il existe un et & K-isomorphisme
prés un seul groupe simplement connexe résiduellement quast déployé sur K,
dont ce diagramme, cetie action de I' et 'ensemble vide constituent le k-indice.

4. Soient A un espace affine réel muni d’une métrique euclidienne,
E un systéme radiciel de type affine dans A [¢f. ('), n® 1] et X ’ensemble
des racines affines de E. Soient Q un groupe et (N, v, (Uy)ycx) une donnée
radicielle de type X dans Q [¢f. ('), n® 5]. Soient C une chambre de A et p
un sommet de C qui soit point spécial de E, c’est-a-dire tel que tout hyper-
plan appartenant & E soit paralléle & un hyperplan appartenant a E et
passant par p. Soit A I'intersection de toutes les racines affines contenant C
et dont le bord contient p. Soient X le groupe formé par les translations
de A contenues dans le groupe de Weyl W de E et W, le sous-groupe
(fini) de W engendré par les r, pour « €X et p €da. Soient X** I’ensemble
des z€X tels que z(p)€A et X* I’ensemble des éléments de X dont le
produit scalaire avec tout élément de X** est positif. Enfin, notons U*
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le groupe engendré par les U, pour «€X et aNA =0 et soit M=P,,,
le groupe engendré par H=v""(1) et les U, pour p€a : c’est un sous-
groupe parahorique maximal de Q.

Prorosition 4. — La paire (v7'(X).U*, N) est une BN-paire de groupe
de Weyl W,.

Prorosition 5 (« Décompositions d’Iwasawa et de Cartan »). — On a

Q=M.v1(X).Ur=M.v— (X++).M.

Plus précisément, Uapplication de X (resp. X*™+) dans Uensemble des
doubles classes M\ Q /U* (resp. M\ Q M) définte par x> M.v"'(z).U*
[resp. z+>M.v""(2).M] est une bijection. Si x€X, y€ X" et

M.yt (2) . UrnM.aov=1(y) . M2 0,

alors ya—' € X*. Si n€v*(X**), on a MnU*AMnM = Mn.

5. On peut appliquer les propositions 4 et 5 en prenant pour Q le
groupe Gg et pour donnée radicielle celle construite au n® 4 de (*). On a
alors N = (NormS); et v'(X)= (CentS);, ou S est un tore déployé
sur K maximal de G. Le groupe v (X).U* est le groupe des points
rationnels sur K d’un K-sous-groupe parabolique minimal de G et U*
est le groupe des points rationnels sur K du radical unipotent de ce sous-
groupe parabolique. La BN-paire de la proposition 4 est donc la BN-paire
usuelle [cf. (")] et W, est le groupe de Weyl relatif a K de G.

Lorsque, de plus, le corps K est localement compact, la proposition 5
a des conséquences intéressantes pour I’étude des représentations unitaires
du groupe localement compact Gg [cf. (*°) et (**)]. Elle entraine par exemple
la commutativité de I’algébre de convolution des fonctions continues a
valeurs complexes sur Gg biinvariantes par M. Remarquons que M est
alors un sous-groupe compact maximal de Gy.

(*) Séance du 14 novembre 1966.

(') F. BrusAar et J. Trrs, Comples rendus, 263, série A, 1966, p. 598.

(®) F. Brunart et J. Tirs, Comples rendus, 263, série A, 1966, p. 766.

(*) F. Brunat et J. Trrs, Comples rendus, 263, série A, 1966, p. 822.

() A. BoreL et J. Trts, Groupes réductifs, Publ. Math. Inst. Hautes Et. Sci., 27, 1965,
p. 55-151, n° 6.5.

(*) A. BoreL et J. Trs, loc. cif.,, n°s 6.13 et 6.14.

(") R. STEINBERG, Regular elements of semi-simple algebraic groups, Publ. Math. Inst.
Hautes Et. Sci., 25, 1965, p. 281.

(") M. KNESER, Math. Z., 89, 1965, p. 250-272.

(*) M. KNESER, loc. cit. Nous devons & T. A. Springer I'idée de la méthode utilisée ici
pour démontrer le théoréme de Kneser au moyen des sous- groupes d’Iwahori.

(") A. Borew et J. Tirs, loc. cit., n° 5.16.

(') F. BrunAT, Amer. J. Math., 83, 1961, p. 321-338 et 343-368.

(1) I. SATAKE, Theory of spherical functions on reductive algebraic groups over p-adic
fields, Publ. Math. Inst. Hautes Et. Sci., 18, 1963, p. 5-69.
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