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Actes, Congrès intern. Math., 1970. Tome 2, p. 349 à 355. 

HOMOMORPHISMES 
ET AUTOMORPHISMES "ABSTRAITS" 

DE GROUPES ALGÉBRIQUES ET ARITHMÉTIQUES 

par J. TITS 

1. - En 1928, O. Schreier et B.L. van der Waerden ont déterminé tous les auto-
morphismes du groupe projectif spécial (ou "unimodulaire") PSLn(K) sur un corps 
commutatif K, et ont montré qu'à deux exceptions près (PSL2(F^) = PSL2(FS) 
et PSL2(F7) = PSL3(F2)) l'isomorphisme de PSLn(K) et PSLn,(K') entraîne n = n' 
et K = K'. Par la suite, de nombreux travaux ont été consacrés, par J. Dieudonné 
et d'autres, à l'étude des automorphismes de groupes classiques et des isomor-
phismes entre groupes classiques de "provenance" différente. Le chapitre IV de 
[8] donnait l'état de la question en 1963. Depuis lors, de nouveaux progrès ont 
été réalisés et le champ des recherches a été élargi, notamment par l'introduc-
tion d'anneaux de base plus généraux (au lieu des corps), le passage des groupes 
classiques aux groupes algébriques simples (et, corrélativement, la recherche de 
démonstrations "générales", ne faisant pas intervenir la classification) et la prise 
en considération d'homomorphism es non nécessairement surjectifs. Le présent 
exposé vise à donner une vue d'ensemble des principaux résultats obtenus dans 
ces divers domaines. 

2. - Les problèmes envisagés ici peuvent aussi être vus dans la perspective 
d'un résultat de H. Freudenthal qui a montré, en 1941 [11], que la topologie 
d'un groupe de Lie absolument simple (c'est-à-dire simple et dont l'algèbre de 
Lie reste simple lorsqu'on la tensorise par C) est entièrement déterminée par 
sa structure de groupe "abstrait" (pour le cas compact, voir aussi [5], [29]). La 
question analogue qui se pose naturellement dans le cas d'un groupe algébrique {f, 
disons sur un corps K, est de savoir si le groupe §.(K) de ses points rationnels 
sur K "porte en lui la donnée du corps K et de la structure d'ensemble algé-
brique de g" , c'est-à-dire si tout isomorphisme (éventuellement soumis à cer-
taines restrictions) a : §(K)-+ §.'(K') de §(K) sur un groupe de même nature 
est "induit par un isomorphisme a : K -+ K' et par un ^-isomorphisme de groupes 
algébriques g-> §', une fois K' identifié à K par a". 

3. — Précisons et généralisons ce dernier énoncé. Soient K, K' deux corps 
commutatifs, ^ g (resp. K,§!) un schéma en groupes sur K (resp. Kf) et H (resp. //') 
un sous-groupe de K§(K) (resp. K.§'(K')). Pour tout homomorphisme de corps 
o : K -+ K', notons a

K§ le schéma en groupes sur K' déduit de K§ par le chan-
gement de base a et o^ l'homomorphisme canonique K §(K) -• a

K§.(K'). Nous 
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dirons, par abus de langage, qu'un homomorphisme a : H -> H' est semi-algébrique 
s'il existe a et un i^'-homomorphisme \p : a

K<§. -> K.<^ tel que 

(D a = ^cr)oa.|i5f 

(cette notion est évidemment relative à la donnée de K, K', K% K.§' et des 
inclusions H C gß(K) et i/ ' C K.§(K')). Le contenu principal de presque tous 
les résultats qui font l'objet de cet exposé répond au schéma suivant : on consi-
dère certains types de schémas en groupes semi-simples (v. à ce sujet le n° 11) 
et certains types de sous-groupes H, H' et on montre que, pour tout homomor-
phisme ß : H -» H' soumis éventuellement à certaines conditions, 

(*) il existe un unique homomorphisme semi-algébrique a : H -* E1 et un unique 
homomorphisme x de H dans le centre de H1 tels que ß(h) = oc(h) .\(h) 
pour tout h E H. 

Cette assertion, lorsqu'elle est vraie, ne résoud pas entièrement le problème 
de la détermination des homomorphismes "abstraits" ß, puisqu'il faut encore, 
notamment, déterminer pour tout a : K -> K1 les homomorphismes algébriques 
<p : a

K§--* K^ et rechercher parmi eux ceux pour lesquels l'homomorphisme 
öL défini par (1) envoie H dans H'. Ces questions, qui ne sont pas toujours faciles, 
ont été résolues de façon assez satisfaisante dans la plupart des cas où on a pu 
établir (*). Toutefois, nous laisserons de côté cet aspect des choses, de même 
que certains résultats annexes3 concernant par exemple les précisions que l'on 
peut apporter sur a et x lorsqu'on suppose que ß est un isomorphisme, ou 
encore la question de savoir dans quelle mesure a détermine a et <p. A propos 
de cette dernière, remarquons seulement que si K' est un corps parfait de carac-
téristique p ¥= 0, a ne change pas lorsqu'on remplace a et y respectivement par 
l'homomorphisme a' : x -> a(x)llp et par <p° Fr où Fr : a'K§-+ a

K% désigne le 
morphisme de Frobenius. 

4. — Les travaux dont il est rendu compte dans les nos 5 à 7 ont trait à des 
anneaux de base : on se donne au départ des anneaux intègres R, R', ayant 
K, K* pour corps des quotients, et des schémas en groupes g, g' sur R, R' qui 
deviennent K% K.GJ. par extension des scalaires, et on suppose que HC§(R), 
Hf C <&(R') (sauf toutefois dans la situation envisagée en 7.1). Disons alors qu'un 
homomorphisme a. : H -> H1 est semi-entier s'il existe a : R -> R' et <p : a§ -> §! 
tels qu'on ait (1). Dans certains cas, par exemple ceux considérés ci-dessous en 
5 (cf. [13], [14]) et en 7.2 (cf. [2], théorème 4.3), on peut préciser l'assertion (*) 
en y remplaçant "semi-algébrique" par "semi-entier". 

Anneaux intègres quelconques. 

5. - Soit R = R' un anneau intègre quelconque. Soit g = %' le (schéma en) 
groupe (s) linéaire général %& ou spécial Si? d'un R -module libre de rang fini > 3, 
ou le groupe symplectique &p d'un module libre de rang pair fini > 4 muni 
d'une forme alternée standard, et soit H = H' le groupe §(R) lui-même ou le 
sous-groupe T§.(R) engendré par les transvections. Alors ([13], [14], [17]), tout 
automorphismë ß de H possède la propriété (*). 
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Le rapporteur a été informé de ce que O.T. O'Meara et son école ont généralisé 
ce résultat dans diverses directions : substitution de modules "bornés" (sous-
modules de modules libres de type fini) quelconques aux modules libres (pour 
les groupes <|#et &£d'un tel module sur un anneau de Dedekind, cf. aussi [13]) ; 
extension à d'autres schémas en groupes <§. ($§ß,$XSß,(£i§p) et à des sous-groupes 
H de congruence (pour le cas d'un anneau de Dedekind, cf. aussi [18]) ; pour 
certains types de groupes, généralisation à des isomorphism es (au lieu d'auto-
morphismes). 

Anneaux locaux et anneaux arithmétiques. 

6. — Soient R un anneau intègre de caractéristique ¥= 2 et K son corps des 
quotients. Supposons remplie l'une des conditions suivantes : 

(G) K est un corps global (extension finie de Q ou d'un corps Fp(t)), S un 
ensemble fini de places de K contenant toutes les places à l'infini (places archi-
médiennes) et R l'intersection des anneaux de valuation des places n'appartenant 
pas à S ; 

(L) R est un anneau local. 
Soit M un R -module "borné" (cf. n° 5) de rang n > 1, n =£ 8, muni d'une forme 
quadratique Q non-dégénérée (i.e. restriction d'une forme quadratique non dégé-
nérée sur l'espace vectoriel M ® K). Soient §. le "groupe orthogonal" ®(M , Q)( 1 ) 
et H un sous-groupe de §(R) contenant — 1 et un groupe de congruence (groupe 
des éléments de §(R) congrus à 1 modulo un idéal donné non nul de R). Alors, le 
principal résultat de [16] est que, sous certaines hypothèses supplémentaires, tou-
jours remplies par exemple dans le cas (L), ou dans le cas (G) si K est un corps de 
nombres algébriques qui n'est pas totalement réel, tout automorphisme ß de H 
possède la propriété (*). 

7. — Dans ce numéro, où sont décrits quelques-uns des résultats de [2], K = K1 

est une extension algébrique finie de Q, S, R ont la même signification qu'en 6 (G), 
R'=R,§, G* sont des R -schémas en groupes semi-simples connexes, presque 
simples sur K, et r désigne le K-rang de §.. En 7.1 et 7.2, on suppose % simple-
ment connexe ou §' adjoint. 

7.1. Soient K = Q, R = Z et §(Z) EHE §(Q). Alors, si r>2, tout homo-
morphisme ß : H -> H1 = g'(Q) tel que ß(§.(Z)) soit Zariski-dense dans §.' possède 
la propriété (*). 

7.2. Soit §• = & un schéma de Chevalley. Supposons r > 2 ou Card S > 2. 
Alors, tout automorphisme ß de H = §(R) possède la propriété (*). (Le théo-
rème 4.3 de [2] donne une description plus précise de ces automorphismes). 

7.3. Soient R = Z, K = Q. Si l'algèbre de Lie de §(R) n'a pas de facteur 
isomorphe à ft (2 , R), le groupe Aut § (Z)/Int § (Z) est fini. (Cf. le théorème 1.5 
(ii) de [2], qui est d'ailleurs un peu plus général que ceci). 

(1) Dans le cas (L\ §. n'est pas nécessairement un schéma en groupe, mais il est toujours 
un i?-foncteur-groupe au sens de [9]. 
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Corps 

8. - Soient K un corps de caractéristique ¥= 2, non isomorphe à F 3 , V un espace 
vectoriel sur K, de dimension n > 1, n ¥= 8, muni d'une forme quadratique Q 
non dégénérée, § le "groupe orthogonal" 6(Q) et HC g(K) un sous-groupe qui 
est soit le noyau de la norme spinorielle (dans 6+(Q,K)) soit le groupe dérivé 
de §(K). Alors [15], tout automorphisme ß de H possède la propriété (*). (Pour 
d'autres résultats, plus anciens, concernant les groupes classiques et, en parti-
culier, les groupes orthogonaux §(K) eux-mêmes, cf. [8]). 

9. - Dans ce numéro, K et K' désignent des corps, g (resp. §!) un groupe 
algébrique absolument presque simple défini sur K (resp. K'), G+ le sous-groupe 
de ^(K) engendré par les sous-groupes de la forme <Z(K), où & C g est ^-iso-
morphe au groupe additif, et H un sous-groupe de §(K) contenant G+. On suppose 
§- simplement connexe ou § ' adjoint. 

9.1. Tout homomorphisme ß : 77-» §'(K') tel que ß(G+) soit Zariski-dense 
dans §? possède la propriété (*) ([3], [4]). Remarquons que l'existence de ß 
implique que K soit infini et que le groupe g soit isotrope sur K (G+ ¥= {1}) ; en 
particulier, ce résultat ne redonne pas celui de E. Cartan [5] et B.L. van der Waerden 
[29] sur les groupes compacts (cf. n° 2), ni ceux qui concernent les groupes 
orthogonaux et unitaires (cf. par exemple ie n° 8) lorsque les formes quadra-
tiques et hermitiennes considérées sont anisotropes. 

9.2. Supposons K et K' finis, non isomorphes à F 2 et F 3 , et soit ß : H -> §.(K') 
un homomorphisme tel que ß(H) contienne le groupe dérivé de §.'(K'). Alors, 
ß possède la propriété (*) ou bien K et K' sont respectivement isomorphes à F4 
et F5 et §, <|' sont de type Ay (isomorphes à$&2 ou^8ß2). C'est une consé-
quence immédiate des résultats de [1] (dûment complétés : cf. par exemple [27], 
4.5) et [24]. Lorsqu'on n'exclut pas F 2 et F 3 , quelques autres exceptions, bien 
connues, viennent s'ajouter (cf. par exemple [1], ou [27], tableau 4). 

Application : une généralisation du "théorème fondamental de la géométrie 
projective". 

10. — Pour i = 1, 2, soient Kt un corps commutatif, g , un groupe algébrique 
absolument simple adjoint défini sur Kt et de Ä^-rang > 2 et Pt l'ensemble des 
Xf-sous-groupes paraboliques de %t ordonnés par inclusion. Alors ([28], théo-
rème 5.8), pour tout isomorphisme d'ensembles ordonnés ir : Px -> P2, il existe un 
isomorphisme o : Kx^ K2 et une isogénie <p :a %x -» §.2 induisant n ; Visogènie 
y est un isomorphisme sauf peut-être si K est parfait de caractéristique 2 et 
§-t est déployé de type Bn, Cn ou FA, ou si K est parfait de caractéristique 3 
et % est déployé de type G2. Ce résultat généralise aussi un théorème bien connu 
de W.L. Chow (cf. [8], chap. Ill, § 4). 
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Groupes non semi-simples : exemples. 

11. — Tous les groupes algébriques considérés plus haut étaient supposés semi-
simples. Les exemples suivants illustrent quelques uns des phénomènes qui se 
présentent lorsqu'on abandonne cette hypothèse. Comme au n° 9, % (resp. ^ ) 
désigne un groupe algébrique défini sur le corps commutatif K (resp. K'). 

11.1. Soit K = K' = R et soit § = $! le groupe additif. Le groupe §(R) 

(qui est un espace vectoriel de dimension 2"° sur Q) possède 2l endomor-
phismes. Parmi eux, seuls les endomorphismes de la forme x -* ax (a ER) sont 
semi-algébriques. 

11.2. Soit §. (resp. §') le groupe sur K (resp. K') produit semi-direct du 
groupe multiplicatif par le groupe additif pour l'opération usuelle du premier 
sur le second ("groupe des transformations affines x*-+ax + b"). Il est facile 
de voir que tout homomorphisme injectif de §(K) dans §'(K') est semi-algébrique. 

11.3. Soit K = K' et soit § = f =§£n-WLn le produit semi-direct du 
groupe §ßn par le groupe (algébrique) additif des matrices carrées d'ordre n 
sur lequel %ßn opère par conjugaison. On a donc, avec les. .notations usuelles, 
§(K) = GLn(K) .Mn(K). Soit d une dérivation de K. Alors, il est facile de véri-
fier que l'application ß : §(K) -• § (K) définie par 

ß(x,y) = ( a , * - 1 , dx + y) 

est un homomorphisme qui ne possède la propriété (*) que si d est nul. Remar-
quons que si K = R et si d =£ 0, la restriction de ß au sous-groupe GLn(R) est 
une "section de Levi non continue" du groupe de Lie §(R). 
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