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ALGERRES ENVELOPPANTES ET GROUPES DE CHEVALLEY GﬁNﬁhﬂLISﬁS

par Jacques TITS

Par un jeu de mot involontaire, résulitant d'un léger malen-
tendu sur le théme général de ces journées, Jj'ai choisi pour mon

expesé un sujet se rapportant aux applications du langage algébri-

que & la théorie des groupes.

Une technique algébrigue particulisrement féconde en théorie
des groupes est celle des algebres de Lie. FElle est notamment a
la hase de deux des résultats les plus marguants de la théorie
‘des groupes avant 1960: la classificaticn des groupes analytiques
complexes semi=simples par ‘W. Killing et E., Cartan [1]. et la dé=-

couverte par €, Chevalley [ 2] des groupes qui portent son nom.

Au langage prbé, qui n'dtait pas le leur, la méthode de
Killing ot Carten comsiste A& remplacer le probléme posé, essen-
tiellement analytique, par celui, purement algébrique, de la
classification des algébres de Lie complexes simples. Mais une
fois ce dermier résolu, il faut encore repasser des algébres de
Lie aux groupes @t,;en particulier, montrer que toute algébre de
Lie’cqﬁpléxe simple L est l'algebre de Lie d'um gr&upe. Une
fagen classique de procédder consiste & plonger L daﬁs une algébre
de matrices puis & former le groupe engendré par exp E dans

cette algébra,

Le probléme du passage des algébres ds Lie aux groupes s'est
posd aussi dans dens la théorie de Chevalley et, plus récemment,
pour los algdbres de Lie de Kac-Moody [3][4]. On 1'a chaque fois
résolu par "i'exponentiation® de représentations lindaires (une
des grandes habiletés de Chevalley est de faire voir que, méme
ent caractéristique p , on peut donner un sens aux exponentielles

ndcessaires & la déTinitiom du groupe).

Lfutilisation des représentations linéaires pour 1l'intégra-
tion des algdbres de Lie a su moins deux inconvémients. Il mn'est

pas canonique (et nécessite donc i'étude des relations entre
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groupes consiruits & l7aide de représentations différentes),

Il implique le développement préalable de la théorie des repré-
sentations lindaires, qui n'est pas tout i fait élémentaire

(pour 1z construction des groupes simples, il suffit de considé-
ref la représentation adjointe, facile & définir, mais ce n'est
plus le cas si 1l'on veut construire les groupes simplement con-
nexes; c'est ainsi que les groupes Spin sbnt traditionnellement

.construits 4 1l'aide de l'algébre de Clifford).

L'exposé a pour objet l'esquisse d'umne méthode d'intégration
"directe" des algébres de Lie., Cette méthode s'applique dans
tous les cas cités plus haut (cf. [5)), mais nous nous bornons
ici, pour la simplicité de 1l'exposé, & comsidérer le cas des

algébres de Lie complexes, semi-simples, de dimension finie,

Soit L wune algébre de Lie complexe quelcongue., Une idée
qui se présente naturellement, pour intégrer L consiste & essayer

de donner un sens a ekp x , pour xﬁ_k « Les sommes finies

n

z xi/iI en ont un: ce sont des éldments de l'algdbre envelop-
(4]

pante U(L) . Ne pout"rai.t-on compléter celle-ci de fagon a y

inclure les séries formelles exp x ? La réponse est en général

négative, mais eile est positive lorsque l'algébre L est nilpo=-
tente, Dans ce caﬁ, exp L est bien défini et est un sous-
groupe du groupe multiplicatif de l'algdbre complétée I@).

(On peut aussi intégrer une algdbre nilpotente en dotant 1'algdbre
elle-méme d'une loi de groupe définie par la formule de Campbelle
Hausdorff, mais cette méthode se pr8te moins bien aux généralisa-
tions dont on a besoin pour traiter notamment des algébres de

Kac-Moody) .

Considérons 2 présent une algdbre semi-simple L, soient
h une sous-algébre de Carfan, B* l'espace vectoriel dual de
h, ¥ € b* le systeéme des racines de L par rapport 4 h ,
u la sous—algébre a une dimension correspondant a a€¥® .

I\ une base de G o 9 i_'_ l'ensemble des racines qui sont com-
binaisons linéaires & coefficients positifs des éléments de A
et u, 1'algébre engendrée par les ‘u  pour G.ET* . Pour
a€h , g.o:i.ant 5& l'algébre engendrée par les ug pour
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o] €f+ - {a} , 0 un homomorphisme de 1'aigébre de Lie 512(9)

U ——
(aigeébre des matrices d'ordre deux et de trace nulle) dans L

qui applique {(g ;)I ¢ € gx} sur u et {(2 g)| t€ gx} sur

. e x 1 0
¥ _ , 07 (€n) 1timage de la matrice (0 _‘1) par o, et S
une copie du groupe SLz(g) s dont l'algébre de Lie est identi-
fide a 8 = au(ﬁzfg)). L'élémgnt de Sr_r. correspondant & une
matrice m donnée est noté L Pour a,n’ el , avec o #£ao' ,
on sait que afa'Y) et a'{a”) sont des entiers négatifs dont
-

le produit vaut O, 1, 2 ou 3; selon le cas, nous posons

2, 3, 4 ou 6 (autrement dit, -:r-n/cm,

o 1
est l'angle des racines

. et Cl.). ) .

Pour définir un groupe (connexe) d'algébre de Lie L, il
faut encore se donner un réseau N Ch¥ intermédiaire entre le
réseau des racines (engendré par ? ) et le réseau des poids
( E ~dual du réseau engendré par les CLV_). Notons H le groupe
Hom (A, gx).

Nous définissons le groupe G = G(L,\) associé & l'algdbre
de Lie L et au réseau N par un systéme générateur, a savoir

' 1 { ot
l'ensemble E = g,LGJ.ﬁS“‘ UHU exp u, (ol  exp u, © U(g_'_) est
défini comme plus h.aut). et des relations gue nous allons décri-

re sous forme de propriétés roquises de -l'applicatibn canonique

Pt E -» G ¢

les restrictions de @ aux groupes Sa s H, et exp u,

doivent &tre des homomorphismesj;

on demande que, pour x€u (0€D ), 1'é61ément exp x de
s (rappelons qu'on a identifié 8, a4 l'algdbre de Lie de

o
Sy ) et 1'élément de mbme nom de exp u_ aient méme image

par @ 3 de m8me pour l'élément (t 91 )0_ de SU. et 1'élément

0t
-~
A > 1% ) 4o H , pour t€c" 3

on veut que 1'j.mage par ¢ de l'action de Su sur exp }_1“‘_
induite par l'action adjointe (au sein de L ) de 5, sur un'.
soit la conjugaison, et que cp(Su_) centralise 1'image par o

de KerH a (ensemble des h€EH tels que h(a) = 1);
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enfin, notant m  1'image de (_? ;)ﬂ par ®© , on impose

la relation
m aee = G"Hhma. se e (U.,(Z'Eﬂ.),

les deux membres comportant chacun e facteurs,

aa’

Pour justifier le procédé, il faut encore montrer que le
groupe G , ainsi défini par générateurs et relations, n'est
ni trop gros (existence d'une décomposition de Bruhat), ni trop
petit (injectivité des restrictions de ©® & H et & exp E+)-
Cela se fait a 1l'aide d'un théoréme général diexistence de

BNwpaires (cf. [6]).

Remargues. 1) En caractéristique p non nulle, on doit
faire usage de la réduction modulo p de la Z -forme de
Cartier-Kostant de l'algébre enveloppante et utiliser 1les

puissances réduites pour définir les exponentielles.,

2) Dans ce texte, on a profité des conditions particu-
liéres ol l'on sfétait mis, et notamment du fait que le corps
de base était supposé algébriquement clos, pour simplifier
la forme des relations définissant G ; le cas général n'est

cependant pas beaucoup plus compliqué.

3) La méthode esguissée ici, et plus particulidrement le
théoxrdme de [ 6] auquel il'a été fait allusion, peut aussi 8tre
utilisde pour établir l'existence de certaines extensions cen-

trales de greoupes de Chevalley,
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