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SEMINAIRES SUR LES GROUPES ALGEBRIQUES

I. ENSEMBLES ET VARIETES ALGEBRIQUES

I, INTRODUCTION.

1. 1. La notion d'ensemble algébrique qui sera introduite est proche de la notion
intuitive de variété algébrique dans un espace affin ou projectif, la différence essentielle
étant qu'il ne s'agira pas d'un objet plongé, mais que la définition sera, au contraire, in-
winséque, Le principe de la définition sera analogue a celui de la définition usuelle des
variétés (topologiques, différentiables, analytiques), définition par recollement, les mot-
ceaux élémentaires recollés étant les ensembles affins.

1.2. Un ensemble algébrique sera un ensemble muni de deux structures, une topo-
logie et un systéme local de fonctions. On se fera une idée de ces structures en prenant
pour ensemble algébrique une variété algébrique V (ensemble des zéros d'un ensemble de
polyndmes) d'un espace affin 4 n dimensions (coordonnées Xjseees xnl,: Les fe(rmés de la
topologie, dite de Zariski, sont alors les sous-variétés algébriques de V ; les fonctions du
systéme local, ou fonctions réguliéres, sont définies dans les ouverts de Zariski de V i
celles qui sont définies sur l'ouvert U sont les restrictions a U des fonctionsM,

By(x g, %)
ou les F: sontdes polyndmes a n indéterminées et on P2 (xl7 yxn) n'est pas nul dans U. -

L'ensemble algébrique ainsi défini diffare de V par le fait qu'il n'est plus plongé dans un
espace affin, ce qui revient a dire que les n fonctions régulieres X{;..,X,  ne jouent plus

A soat o : : "
un réle privilégié parmi les fonctions du systéme local

L. 3. Notons dés aprésent que les ensembles algébriques sont formés de points,
mais pas de points infiniment voisias, proches, etc. ; nous nous plagons en fait dans le
cadre de la géométrie birationnelle birégulicre.

1. 4. Deux corps (commutatifs) s'introduiront dans ces exposés, k et une extension
K de k, les points ayant leurs coordonnées dans K et les structures étant définies sur k.,
La raison en est que les variétés définies sur k ont « trop peus de points sur k (exemple :
les coniques sans points réels). Il est utile de supposer que K est une extension algébrique-
ment close de k ; ce sera soit la cléture algébrique de k, soit un corps algébriquement clos
dont le degré de transcendance sur k est infini (cf. A. Weil).
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2. SYSTEME LOCAL DE FONCTIONS.

2.1. Soit E un espace topologique. Pour chaque ouvert U de E, donnoas-nous un
ensemble Fy; de fonctions de U dans un ensemble donné (qui sera le corps K). La famille
des F{; est appelée systéme local de fonctions sur E si les axiomes suivants sont vérifiés :
Axiome [ : Si U etV sont des ouverts tels que VCU et si f € Fyy, larestriction f|V
de faV appartient d@ Fy
‘Axiome [l : Si .V est la réunion des ouverts V'i et si la fonction f définie sur V est telle
que, pour tout i, flVi appartient a Fvi , alors f appartient d Fy .

Les fonctions appartenant aux Fy; sont alors appelées fonctions réguliéres du
systéme local.

2.2. Soient E et F deux espaces topologiques munis de deux systémes locaux de
fonctions. On appelle morphisme ou application réguliére de E dans F toute application
continue ® de E dans F telle que f ® est réguliere dans E chaque fois que f est régu-
ligre dans un ouvert contenant @ (E). Il est clair que le composé de deux morphismes est
un morphisme. Une bijection ® de E sur F est un isomorphisme si ® et ® ! sont des
morphismes. '

2.3. Soit E un espace muni d'un systéme local de fonctions et E' une partie de
E. On définit de facon naturelle une structure induite sur E':

a) la topologie de E' est celle de sous-espace de E;

b) soit U un ouvert de E'; l'ensemble Fy des fonctions réguliéres définies sur U est
formé des fonctions f qui vérifient la condition suivante : :

Pour tout x € U, il existe un voisinage ouvert U, de x dans E tel que f|(UN U,) soit
la restriction d'une fonction réguliére sur U . Le systéme local de fonctions dont on a

muni E' est appelé restriction du systéme local de fonctions dont est muni E. Si E"C E’,
les restrictions "4 E* des systémes locaux de E et de E' coincident.

2.4. Lemme. Soit 2 une base d'ouwverts de E. Si, pour chaque V€ B est donné
un ensemble FV de fonctions satisfaisant aux axiomes [ et Il figurant en 2. 1, il existe
une maniére unique de définir sur £ un systéme local de fonctions se réduisant aux -I;V
pour les VERB .

Démonstration : il ‘est clair que, s'il existe, ce systéme local s‘obtient en attachant a 1'ou-
vert U de E l'ensemble Fy; des fonctions f définies dans U telles que les f|V appar-

tiennent aux F, donnés pour tout ouvert V de la base B , contenu dans U. Montrons que
la famille des Fy; est effectivement un systéme local. En effet, si U& B , les axiomes I

et II pourles FV entrainent respectivement EU C Fy et Fy C I::U, donc Fy = Fy .
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L'axiome I pour les Fy découle immédiatement de leur définition.
Pour prouver l*axiome II, soit (U;) une famille d'ouverts, U leur réunion, f une application

définie sur U et supposons que l'on ait F| Ui € FU. pour tout i. Soit V € B contenu dans

N

U. Puisque F|U;€Fy , f| W appartient par définition & Fy pour tout ouvert W€ B contenu
1
dans VnU;. Comme V est réunion des VN U; qui sont réunions d'ouverts W de B, V est
réunions d'ouverts W-et 1'axiome Il pour les Fy affirme que flv e Fy . Ceci aljeu pour

ouvert VE 3 contenu dans U, et on a par définition f € Fy ce qui prouve I'axiome IIL

2.5. Le lemme précédent va nous permettre de recoller des systémes locaux.
Proposition. Soit E un ensemble réunion des E;. Si chaque E; est un ensemble tosologigue

muni d'un systéme local, si E; 0 E; estouvert dans E; et dans E; et s les restrictions

A

a E; ﬁ‘Ei des systémes locaux de E; et E; coincident, on peut définir de fagon unique
sur E une topologie pour laquelle les E; sont ouverts et qui induit sur chaque E; latopo-
logie donnée, et un systéme local .dont les restrictions aux E; sont' les systémes locaux

donnés.,

r

Démonstration : Soit & I"ensemble des parties de E qui sont ouvertes dans l'un des E;.

Puisque E;N Ei est ouvert dans E; et dans E 2 est une base d'ouverts d'une topologie

,'9
sur E pour laquelle les E; sont ouverts et qui induit la topologie donnée sur chaque E; .
Soit UER | puisque les restrictions 2 E; N Ej des systémes locaux de E; et Ej coinci-
dent, I'ensemble des fonctions réguliéres définies sur U est bien déterminé ; on le notera

Fy. L'application du lemme 2.4 termine la démonstration.

3. ENSEMBLES ALGEBRIQUES 'AFFINS.

3, 1. Nous énongons sans démonstration le lemme. Soit A un anneau d'intégrité,
B un sous-anneau de A tel que A soit engendré par B et un nombre fini d'éléments. Soit
v # 0 un élément de A. Il existe alors un élément u # 0 de B jouissant de la propriété
suivante : tout homomorphisme q de B dans le corps K, tel que q(u) # 0, se prolonge
d'au moins une moniére en un homomorphisme p de A dans K, tel que p(v) # 0.
De ce lemme, on peut déduire le Nullstellensatz de Hilbert :

Théoréme. Soit A une k-algébre de type fini (c'est-a-dire engendrée par k et un nombre fini
d'éléments) et a un idéal de A ; pour que tout homomorphisme de A dans K qui est nul

sur a_annule un élément x € A, il faut et il suffit que a contienne une puissance de x.
(Pour les démonstrations, voir le Sém. Cartan-Chevalley 55/56, exp. 3).

3.2. Si V estune variété algébrique d'un espace affin K", les restrictions a V

des fonctions polyndmes a coefficients dans k forment une k-algébre A engendrée par un
nombre fini d'éléments (par exemple x 17000 xn). On peut faire correspondre & chaque

point p de V un homomorphisme de A dans K, 3 savoir celui qui applique la fonction poly-
ndme y sur sa valeur en p. Inversement, si h est un homomorphisme de A dans K, il est
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défini par les images h(x{),... ,h(x ) des fonctions polyndmes Xy, ..., X, donc par un point
p de K™ ayant les coordonnées h(x;)y .. ,h(x,). Ces derniéres étant liées par les
mémes relations algébriques que X ..., X,y P, appartient 4 V. Il -existe donc une bijection

naturelle entre V et l*ensemble des homomorphismes de A dans K. Cette remarque permet
d'énoncer plus géométriquement le Nullstensatz : si le polyndme x s'annule sur I'ensemble
des zéros d'un idéal 'a de polyndmes, une puissance de x appartient & a. Elle va aussi
nous permettre de définir de fagon intrinséque les ensembles algébriques affins.

3.3. Toutes les algébres considérées dans la suite seront supposées de type fini
et sans él ément nilpotent. Soit A une k-algébre et (, l'ensemble des homomorphismes

de A dans K (appelé spectre de A relatif a K). Nous identifierons A 4 une algébre de fonc-
tions de Q-A dans K en associant 4 1'élément x € A la fonction pr-=p(x) de QAdans K
(cette identification est possible car deux éléments distincts de A sont représentés par
deux fonctions distinctes : si p(x) = p(y) pour tout p € QA, p(x-y) = 0 pour tout

p € QA;: le Nullstellensatz appliqué au cas ou a = {0} affirme alors qu'une puissance de

x-y estnulle ce qui implique x = y puiéque A est sans élément nilpotent). On va munir
QA d'une topologie et d'un systéme local de fonctions :

a) La topologie est définie au moyen d'une base d'ouverts; pour tout x € A, les homomor-
phismes ne s'annulant pas en x forment un ouvert V (x) de la base(V (x) 0 V(x') = V(xx')).

b) D'aprés le lemme 2. 4, le systéme local de fonctions peut etre défini sur les ouverts de la .
base pour autant que les axiomes I et II figurant en 2.1 soient vérifiés pour ces ouverts.

L'ensemble Fy (x) @es fonctions réguliéres définies sur V(x) sera ALL] od L estla
X X

fonction prenant en chaque élément de V (x) la valeur inverse de la fonction x.

Vérification de l'axiome I : Si V(x) D V(x,), tout homomorphisme de A dans K qui s'an-

nule en x s'annule aussi en x;; d'aprés le Nullstellensatz, 1'idéal :(x) contient une puis-

sance de x,; c'est- a-dire (xl)“ = ax od a € A, ou encore A= a(___l_.) ; par suijte,
x x
1
si y€ A[_%_] , il appartient aussi a A[L_].
*1
Vérification de l%axiome Il : soient V(x) = Ui V(xi) et f une application définie sur

V(x), telle que f| V(xi) € FV(x-) ; il existe donc des entiers n; etdes éléments a; €A
)
s

i n.+1 ’
. S : i _ /
els que f ey sur V(x;), soit f x; = a;x; sur QA" D'autre part,

3
n,+1 n.+1

V(x)CU V(x; ) etle Nullstellensatz entrafnent que l'idéal engendré par les xi’

1

X . o . 0;+1
contient une puissance de x, c'est-a-dire x" = I e; x; . On en déduit
i

fx® = %-ei a; x; sur V(x), ce qui signifie que f € FV(x)'
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3.4, L'ensemble O, muni dela topologie et du systéme local de fonctions définis
en 3.3 est appelée ensemble algébrique affin et ses éléments sont appelés points.

Proposition. Soit F un fermé de l'ensemble algébrique affin et a l'idéal de A formé des
fonctions qui s’annulent sur F. Avec sa structure induite, F est isomorphe da l'ensemble
algébrique offin défini .G partir de l'algébre A/ a.

Proposition. ' Soit V (x) l'ouvert formé des points oil la fonction x n'est pas nulle. Avec sa
structure induite, V(x) est isomorphe & l'ensemble algébrique affin défini & partir de l'al~

gébre AlL].
X
Les démonstrations sont imm édiates.

3.5. Le point de vue des schémas, de A. Grothendieck (Eléments de géométrie al~
gébrique, Public, math, de I'LLH.E.S., Paris), généralise celui adopté ici. Les principales
différences peuvent eire caractérisées comme suit. Un schéma aoffin est défini a partir d'un
anneau A quelconque (qui n'est donc pas nécessairement une k-algébre de type fini), Le
spectre , ést constitué de tous les idéaux premiers de A ; dans le cas classique, cela
revient, géométriquement, 4 considérer toutes les sous-variétés irréductibles d'un ensemble
comme des points (la différence avec le point de vue adopté ici est moins grande qu'il peut
paraftre 4 premiére vue : par exemple, si t € K désigne une transcendante surle comps k,
il n'est pas trés différent de considérer le point de coordonnée x =1t, y = t2 d'une part et
la parabole y = x? de I'autre) ; ce point de vue a I%avantage d'éviter la considération du
corps K. Une derniére différence (plus importante) consiste en ce que la considération du
systéme local :des fonctions réguliéres est remplacé par celle d'un faisceau structural-
(dans les notations précédentes, l%anneau attaché a l'ouvert V(x) est l%anneaun A[;l._]) :
cela permet de tenir compte des éléments nilpotents de A. *

4. ENSEMBLE PREALGEBRIQUE.

4. 1. Définition. Soit E un espace topologique muni d'un systéme local de fonc-
tions a valeurs dens K. On dit que E est un ensemble préalgébrique s'il peut étre recou-
vert par un nombre fini d'ouverts qui, avec les structures induites, sont des ensembles al-
gébriques affins, .c'est-a-dire s'il :existe un recouvrement ouvert fini U, de E et, poug
chaque i, une algébre A; et un isomorphisme p; de la restriction &

de E surle systeme local de Q, .
1

U, du systéme local:

4. 2. Remarques sur la définition précédente :
a) Il suffit d'y supposer que E peut &tre recouvert par un nombre fini d'ouverts d'ensem-
bles algébriques affins, car tout ouvert U d'un ensemble algébrique affin peut &mne recou-
vert par un nombre fini d'ensembles algébriques affins ;1 en effet, I"ensemble des éléments
de A qui s'annulent sur le complémentaire de U forment un idéal ayant une base finie
Xy, X CAL A est noethérien. U est réunion des ouverts V(xi) qui sont des ensembles
algébriques affins obtenus 4 partir des algabres A[ L ],

X,

1
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b) Gréce ala proposition 2.5, on peut construire des ensembles préalgébriques par recol-
lement : (voir les exemples (b) et (c)).

4.3, Exemples :

a) L'ensemble QA muni de la topologie et du systéme local :de fonctions définis en 3.3

N

est un ensemble préalgébrique. En particulier, l'espace affin 4 n dimensions est un ensem-
ble préalgébrique @ [xy,...,% 1; la variété algébrique définie dans I'espace affin par

f; =..=f =0 estun ensemble préalgébrique Q4,00 A" = k[xl"""' X 1/ (Fqs oy

b) Les espaces projectifs sont des ensembles préalgébriques qu'on peut obtenir par recol-
lement d'espaces affins. Montrons-le pour l'espace projectif 4 2 dimensions (coordonnées
homogeénes x; € K, i € Z/(3)).'Le complémentaire de la droite d'équation x; =0 est
1'espace affin Kzi ; I'ensemble K% N Kz“_1 est ouvert dans KZi et dans K?+1 , les
fonctions réguliéres de K% (resp. 'K2i+1) qui sont définies sur K% N Ki2+1 sont de la

forme

*+1 %42 = Xi+2

( X007 X Xi+1 | X4
Xi41 9 {8p oo )
X v ‘ xi+1)

od Q et R appartiennent a k[x] i x2] ; dans les deux cas, ces fonctions réguliéres peu-

P(xy,%q, %)

vent s'écrire od P estun polyndme homogéne de degré o + B, de sorte

(=) % (5, pP

que les systémes locaux cofncident sur K2i n K%+l . Laproposition 2.5 est donc appli-
cable et les fonctions régulieres de liespace projeccif 4 2 dimensions sont de la forme

PI(XO,XI,XZ) v -
———————~_ ou P; et P, sontdespolyndmes homogénes de méme degré.

P,(x,, %1.%,)

o 122

c) Soit ¢: Ey » E, un isomorphisme entre deux ensembles algébriques affins, Uj un
ouvert de E, et U, l'image de U, par ¢. Soit E l'ensemble obtenu a partir de E;+E,
en identifiant p et ¢ (p) pour tout p € U, . La proposition 2.5 est trivialement applica-
ble et fait de E un ensemble préalgébrique. Intuitivement, on obtient E & partir de E; en

dédoublant les points du compl ém entaire de U

5. TOPOLOGIE DE ZARISKI.

5. 1. On dit qu'un espace topologique est noethérien s'il vérifie les conditions
équivalentes suivantes :
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a) tout ensemble d'ouverts, ordonné par inclusion, posséde un él ément maximal ;
b) toute suite croissante d'ouverts est stationnaire.

L'équivalence des conditions (a) et (b) est purement ensembliste (Bourbaki, Ens., chap. III,
§ 6, no 5, prop. 6).

5.2. Un espace topologique est dit quasi-compact si, de tout recouvrement ouvert,
on peut extraire un recouvrement fini, )
Lemme. Un espace topologique est noethérien si et seulement si tout ouvert est quasi-com-
pect.
Démonstration : Soit U un ouvert de I'espace noethérien E ; si U = U U; od les U; sont
ouverts, soit V un élément maximal de 1'ensemble des réunions finies d'U; ; de VUUi cv

’

pour tout i, on déduit U = V donc U est quasi-compact, Inversement, si tout ouvert de E
est quasi-compact, on voit aisément que toute suite croissante d'ouverts est stationnaire ;
donc E est noethérien.

5.3, La topologie d'un ensemble préalgébrique est appelée topologie de Zariski ;
ses principales propriétés viennent de la proposition suivante :

Proposition. - Un ensemble préalgébrique est un espace noethérien.

Démonstration : Supposons d'abord que I*ensemble préalgébrique est QA , A étant engen-
drée par un nombre fini d'éléments. Soit U un ouvert de Zariski, réunion des ouverts U,
et soit a ‘(resp. a;) l'idéal de A formé des éléments qui s'annulent sur le complémentaire
de U (resp. Ui)s On a claitement a = (ai ). Comme A est noethérien, il existe un nombre
fini d'a; engendrant a, donc un nombre fini d'U; ayant U pour réunion. Autrement dit,
U est quasi-compact, donc (lemme 5.2) 'QA est noethérien, Dans le cas général; soit E
réunion des sous-espaces noethériens Ei (1€ i< n) et soit (Uj) une suite croissante
d'ouverts de E; puisque E; est noethérien, la suite croissante Ui N E; est stationnaire.

Comme Uj =\ (Uif'\ E;), la suite Uj est stationnaire, donc E est noethérien.

5.4. Un espace topologique est dit irréductible s'il est non vide et s'il n'est pas
réunion de deux fermés distincts de lui-m&me. Cela signifie que l'intersection de deux ou-
verts non vide est non vide, ou encore que tout ouvert non vide est partout dense.
Théoréme. Soit E un espace topologique. Toute partie irréductible est contenue dans une
partie irréductible maximale; celles-ci sont fermées et leur réunian est E. Si E est noethé-
rien, les parties irréductibles maximales de E sont en nombre fini.

Démonstration : Soit F; une famille totalement ordonnée de parties irréductibles de E et
F leur réunion; si deux ouverts U et V rencontrent F, ils rencontrent I'un des F; et
comme Fi est irréductible, U /N V rencontre Fidonc aussi F : l'ensemble F estirré-
ductible. Il résulte alors du théoréme de Zorn que toute partie irréductible est contenue
dans une partie irréductible maximale, La seconde assertion du théoréme résulte de ce que

I'adhérence d'une partie irréductible est irréductible et de ce que les points sont des par-
ties irréductibles. Supposons E noethérien, et soit A I'ensembledes parties de E qui
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sont réunion d'un nombre fini de parties fermées irréductibles ; si E n'appartenait pas a
A, on pourrait trouver une partie fermée G de E, minimale parmi les parties fermées de E
Tqui n'appartiennent pas & A. G n'est ni vide ni irvéductible, donc G =GV G, , G, et G,

étant fermés et distincts de G , de la on tire G; € A par le caractére minimal de G ; mais
alors G; U G, € A ; c'est une contradiction, donc E = EV W VE |, les Ej étant
des fermés irréductibles. Comme F = Ui (F N Ei)y toute partie irréductible est contenue

dans un des Ei , de sorte que les parties irréductibles maximales sont certains des E; .

On appelle composantes irréductibles de E les parties irréductibles maximales de E.

Corollaire. Tout ensemble prealgebrtque se decompase de fagon unique en un nombre fini
de composantes irréductibles.

5.5. Un ensemble préalgébrique infini n’est pas de Hausdorff, car deux ouverts non
vides d'une méme composante irréductible ne sont jamais disjoints. D'ailleurs, si k # K
un ensemble préalgébrique infini n'est ¢ en général» pas accessible, ce qui signifie que les
points ne sont «en général» pas fermés (on dit aussi que la topologie de Zariski n'est pas
T,) ; par exemple, soit Q, ot A=Q [X,Y] le plan affin & coordonnées complexes ; I'adhé

rence du point (t, t2) od t est eranscendant sur Q est formée des points (x, y) vérifiant
y= x2: en effet, tout polyndme nul en (t, t2) est divisible par y - x2,

5.6. Soit p un point d'un sous-ensemble S d'un ensemble préalgébrique ; si S
.est exactement 1'adhérence de p, on dit que p est un point générique de S, et que les points
de S sont des spécialisaiions de p.

6. MORPHISMES.

6, 1. La définition des morphismes donnée en 2.2 s'applique sans modification
aux ensembles préalgébriques.

Proposition. Soient E un ensemble préalgébrique et A une algébre sur k ; pour qu'une
application f de E dans Q, soit unmorphisme, il faut et il suffit que pour tout x € A,

x o f soit une fonction réguliére partout définie sur E.

Démonstration : La condition est évidemment nécessaire. Inversement, supposons-la véri-
fiée par f ; l"ensemble U = £ (V(x)) estl'ensemble des points o ne s'annule pas

xo f, donc est ouvert, ce qui prouve que f est continue, De plus, la fonction xo f ne s'an-
nulant pas sur U, son inverse '(_}[_) of estune fonction réguliére définie sur U. Il :s'en-

suit que, pour tout yeA[_l_.] , yof estune fonction réguliere définie sur U, ce qui prouve
x
que f est un morphisme puisque les V(x) forment une base d'ouverts de Q,,.

Corollaire. Les morphismes de E dans la droite affine K sont les fonctions réguliéres par-
tout définies sur E.

6.2. Remarque : une bijection qui est un morphisme n'est pas nécessairement un
isomorphisme. Exemple :. Soit E la droite affine sur un corps K de caractéristique 2 ;
I"application

®: E -+ E , X ~rr X 2
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est un morphisme, Puisque K est algébriquement fermé, il s'agit d'une bijection ; mais ce
n'est pas un isomorphisme parce que l'application ®°* n'est pas régulizre,

6.3. Soit E un espace topologique ; une partie Q de E est'dite quasi-fermée si
les conditions équivalentes suivantes sont vérifiées :

a) Q- Q n'est dense sur aucun ouvert relativement 4 Q ;

b) Q contient un ouvert relativement 4 Q dense dans Q.

Lemme. Si Qq et Q, sont deux quasi-fermés de E, la réunion de Q et Q, est encore un
quasi-fermé de E.

Démonstration : Si Q1 » Qy et QIU Q, sont des quasi-fermés de E, ce sont des quasi-
fermés de QU Q, pour la topologie induite par E sur cette partie, et réciproquement ;

on supposera donc sans restriction QIU Q, = E. Seit V; (i = 1,2) un ouvert relativement

a ai dense dans (-';).i et contenu dans Q;. La partie
° o
W= (VN Vv (sz\ V,)

est contenue dans Q,UQ,. Montrons qu'elle est ouyerte et partout dense. Comme V; est

ouvert relativement 4 Q; et dense dans Q; , V; N V; est ouvert relativement a
o o o C

°

Q;NV; =V, etdensedans V,. Comme V; estouvert, V;NV; estouvert, donc W est
2 S - = =z

ouvert. Comme V; /) V; estdense dans V;,ona W = V;UYV, Ilreste & prouver que

¥ = E. Puisqu'ona V; U \72 E, cela découle de la propriété générale : Si Aet B

o o
sont deux fermés de E tels que AUB = E, on a aussi A U B = E (Bourbaki, Top. gén.,

chap. I, § 1, Exerc. 44d), 3 éd.).

6. 4. Théoréme. Soient E et F deux ensembles préalgébriques et f un morphisme
de E dans F ; l'image par f d'un quasi-fermé est quasi-fermée.

Démonstration : Un quasi-fermé .d'un espace topologique étant quasi-fermé dans son adhé-
rence et réciproquement, on ne diminue pas la généralité en supposant, si Q est quasi-

fermé, Q = E et F(TQ) = F. Les composantes irréductibles d'un quasi-fermé étant quasi-
fermées, on peut aussi supposer, grace au lemme 6.3, que E et F sont irréductibles. L'in-
tersection d'un ouvert affin et d'un quasi-fermé étant quasi-fermée, on peut enfin supposer
que E et F sont affins. ‘Avec ces hypothéses, tout revient a prouver que 1'image d'un ouvert
affin non vide de E contient un ouvert non vide de F. Soient ‘A et B les anneaux de coos-
données de E et F. Le morphisme f définit une injection de B dans A, ce qui nous permet
d'identifier B avec son image dans A. Enfin, soit v un élément de A ne s'annulant pas
sur l'ouvert affin V de E. En vertu du lemme 3.1, il existe un u € B ayant la propriété
suivante : tout homomorphisme ¢ de B dans K tel.que p(u) =u(p) # 0 se prolonge en
un homomorphisme p de A dans K tel que p(v) = v{p) # 0. Cela signifie que, si q estc
.un point de I'ouvert non vide U de F ou la fonction réguliére u n'est pas nulle, il existe
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un point p dans E dont I'image par f est q. Par conséquent, l'image de V par f con-
tient U et le théoréme est démontré,

7. PRODUITS - ENSEMBLES ALGEBRIQUES.

7.1, Soient E = Q, et F = Q deux ensembles algébriques affins (les corps
k et K étant les mémes pour E et F) ; le produit E x F sera un troisi¢me ensemble algé-
brique affin, & savoir QA@B' ot A® B est le produit tensoriel de ‘A et B sur k (cf.

Bourbaki, Alg., chap. III, § 3, no 1). Comme k est un corps, on peut plonger A et B dans
A® B, en identifiant a € A et a @1, b € B et 1 ®b. Si u et v sont respectivement
des homomorphismes de A et B dans K, il existe un homomorphisme unique de A® B dans
K dontles resirictions 4 A et B sont respectivement u et v; EXF est donc, en tant
qu'ensemble, le produit des ensembles E et F. Exemple : le produit de deux droites affines
est un espace affin 4 deux dimensions, car k[X] ® k[Y] est canoniquement isomorphe a
k{x,v].

7.2. Remarques :
a) Si (ai)i ¢ 1 €stune base finie pour A et (bi )i cj une base finie pour B, (aibj )(i’?i)é 1x]
est une base finie pour A @B, Par suite, les fonctions réguliéres partout définies sur Ex F

n
sont de la forme OEIXCX Yo ©oules x, (resp. y,) sont des fonctions réguligres partout

définies sur E (resp. F).

by La proposition 6.1 et la remarque précédente entralnent le Corollaire. Pour qu'une ap-
plicaiion xan—=(f1(x), f5(x)) d'un ensemble préalgébrique dans Q, x Q‘A soit un
1 2

morphisme,. il faut et il suffit'que f et f, soient des morphismes.

¢) La topologie de 1*ensemble algébri que affin E x F n'est pas le produit des topologies
de E et F. Dans l'exemple de 7. 1, les fermés de la topologie produit sont les ensembles
de droites paralléles a l'un ou l*autre des axes de coordonnées, tandis que les fermés du
plan affin sonc les ensembles finis de points et les courbes algébriques (relativement com-
plétes).

7.3. Soient maintenant E et F deux ensembles préalgébriques. On peut écrire
E :Ui E; , F = Ui Fj ou les E; etles Fj sont des ensembles algébriques affins. Le
produit ensembliste E x F est donc recouvert par les ensembles algébriques affins E; x Fj .

D aprés la proposition 2.5, ces ensembies permeitent de définir uné wopologie et un sys-
téme local sur E X F si les conditions suivantes sont vérifiées : (a) (E; x Fj) M (E, x F

~

est ouvert dans Ei X Fj et dans E x Fgs (b} les resirictions a (Eix Fi) N (Ey % Fo) des

systémes locaux de E; xFi et E; x F_ colncident. La condition (a) découle de I'égalité
(E; x Fj) N (ELxF ) = (E;NE) % (Fi M F ) ecdu fait que le produit de deux ouverts

est un ouvert ; la condition (b) découle de la méme égalité et de 1a remarque 7.2.a. Muni.
de la topologie et du systeme local défini ci-dessus, E x F est appelé produit des ensem-
bles préalgébriques E et F. Que la structure de E x F soit indépendantes des recouvre-

ments E; et Fj vient de ce que, si U estun ouvert de E; et V un ouvert de Fi ,les



NOTIONS DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE 315

11

n
fonctions réguliéres définies sur U x V sont de la forme 2 x  y, ou les x  (resp. y )
a=1

sont des fonctions réguliéres définies sur U (re'sp0 V).

Proposition. Soient F, e F, des ensembles préalgébriques et py (resp. p,) laprojec-
tion de F x F, sur F; (resp. F,). Si £y (resp. f,) estun morphisme' d'un ensemble pré-
algébrique E dans F, (resp. F,), il existe un morphisme f de E dans Fyx F, et un seul
tel que pjo f =1 pour i = let 2 (définition catégorique du produit direct).

Démonstration : L'application
f: E » FyxFy, o xane(f;(x), £,(x)

satisfait aux conditions p;o f = f; pour i =1 et 2. Ce sera un morphisme si ses restric-

tions aux images inverses d'un recouvrement Uij x U,, de F; x F, sont des morphismes,
ce qui est impliqué par le corollaire 7.2.b. '

7.4, Un ensemble préalgébrique E est appelé ensemble algébriquesi la diagonale
de E X E est fermée. Cetie condition a été introduite pour éviter des ensembles préalgébri-
ques comme celui défini en 4. 3¢,

Proposition. Le produit de deux ensembles algébriques est un ensemble algébrique.

Démonstration. Soient E et F les ensembies algébriques ; dans I'ensemble algébrique
{EXE) % (F x F), la partie formée des ({(x,x), (y,y) ot x € E et y € F est fermée
comme produit de deux fermés ; comme 'application ((x,x"), (¥, ¥ N~ (x,y), x'. 7))
est un homéomorphisme de (E x E) x (F x F) sur (E x F) X (E x F), la diagonale de

{E X F) x (Ex F) est fermée.

7.5. Soit E un ensemble préalgébrique. On appelle ouvert affin de E un ouvert
de E isomorphe & un ensemble algébrique affin.

Proposition. Dans un ensemble algébrique, l'interseciion de deux ouverts affin's est un ou-
veri affin.

Démonstration : Soient U; et U, deux ouverts affins de I'ensemble algébrique E. Dans
E x E, le produit U ;x U, est encore un ouvert affin. Comme un fermé d'un ensemble algé-

brique affin est un ensemble aigébrique affin, U,;x U, coupe la diagonale de E xE selon

un ensemble algébeique affin, donc selon un ouvere affin de cette diagonale ; ce dernier
est isomorphe 4 U NU, qui est donc un ouvert affin de E.

8. EXTENSION DU CORPS DE BASE.

8.1, Les ensembles algébriques envisagés jusqu'ici étaient des (k ,K)-ensembles
algébriques. Soit k; un sur-corps de k contenu dans K ; nous allons montrer comment tout

(k ,K)-ensemble algébrique peut &tre muni d'une swucture de (k,K)* ensemble algébrique.
Le procédé est presque immédiat pouz les ensembles algébriques affins : soit Q,A un en-

semble algébrique affin ; considérons 1'algébre déduite de A par extension de k a ky,
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c'est-a-dire A; = A ® ¢ k, etidentifions A et A@k 1; & tout k-homomorphisme
xan— f(x) de A dans K, associons le k ;-homomorphisme de Ay dans K obtenu en éten-
dant linéairement x @ A ~wA f(x) ; on établit ainsi une bijection qui permet d'identifier

Q, et QAI . De plus, tout ouvert de {1, est un ouvert de Q'Al et toute fonction réguliére

sur un ouvert de Q”A est une fonction réguliére sur un ouvert de QA .
1

8. 2. Proposition. Seit EX un k, K) ensemble algébrique. Il existe sur EK une
struciure de (ky,K)-ensemble algébrique E * et une seule telle que tout ouvert de EX
soit un ouvert de E ! et que, pour tout ouvert affin Q, de EX, les fonctions régulicres

de E k1 sotent les x € Ay

Démonstration : L'existence et 1'unicité de cette sttucture decoule de la proposition 2.5;
pour qu ‘elle soit applicable, il faut veufler que, si: El et Ez sont deux ouverts affins

N

k
de Ek , les restrictions a ElI N E2 des systémes locaux de E1 et de E k1 cofnci-
dent ; d'aprés la proposition 7.5, El n E‘; est un ouvert affin, de sorte que les fonctions
réguligéres de ElI qui y sont définies sont les combinaisons linéaires i coefficients dans

k, des fonctions réguliéres de Ek qui y sont définies ; la coincidence des restrictions en-
visagées en résulte.

k
8. 3. Les topologies de Zariski des ensembles algébriques E¥ et E 1 sontres-
pectivement appelées k-topologie et k riopologie. La k; -topologie d'un ensemble algé-
brique est plus fine que sa k-topologie. Exemple : Dans la (Q, C)-droite affine, 1'adhérence
du point /2 est1'ensemble {\/2,-y2}; dans la (Q(y 2), C)-droite affine, le point /2

est fermé.

8. 4. Soit E un (k,K)-ensemble algébrique ; un point p de E est dit rationnel
s'il :est défini, dans un ouvert affin QA qui le contient, comme un homomorphisme p: A » K

dont l'image est dans k ; alors cette propriété est vraie pour tout ouvert affin contenant p ;
tout point rationnel ‘est fermé, mais l'inverse n'est en général pas vrai. Soit k la cldture
algébeique de k ; un point p de E est dit algébrique s'il est rationnel lorsqu'on envisage E
avec sa structure de (k,K)-ensemble algébrique.

9. SOUS-ENSEMBLES'ALGEBRIQUES.

9.1. Soient E un ensemble algébrique et X une partie de E ; on dit que X est
un sous-ensemble algébrique de E s'il forme un ensemble algébrique lorsqu'on le munit
de la topologie induite par celle de E et du systéme local induit par celui de E.
Exemple 1 : Les ouveris de E sont des sous-ensembles algébriques de. E. En effet, soit
(E;) un recouvrement fini de E par des ensembles algébriques affins. Si U est un ouvert de

E, UNE; estunouvertde U ; donc U est une réunion finie d'ouverts affins Vii . Puisque

les'restrictions aux Vii des systémes locaux de E et U coincident, U est un ensemble
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préalgébrique, La diagonale de U x U étant la trace sur U x U de la diagonale fermée de
E X E, U est un ensemble algébrique.

Exemple 2 : Les fermés de E sont des sous-ensembles algébriques de E.

En effet, soit F un fermé de E. Posons F; = FN E; ; F; estouvert dans F et F =UF;

d'autre part, F, est fermé dans E; et est donc un ensemble algébrique affin. Puisque les

i
restrictions aux F; des systémes locaux de E et F cofncident, F estun ensemble pré-

algébrique. La diagonale de F xF étant la trace sur F x F de la diagonale fermée de
E xE, F est un ensemble algébrique.

9.2. On dit qu'une partie X d'un espace topologique E estlocalement fermée si,
pour tout x € X, il existe un voisinage U tel que X N U, soit fermé relativement a4 U .
Il revient au m&me de dire que X est ouvert dans son adhérence, ou que X est intersection
d'un ouvert et d'un fermé.
Théoréme. Soient E un ensemble algébrique et X une partie de E ; pour que X soit un
sous-ensemble algébrique de E, il faut et il suffit qu'il soit localement fermé.
Démonstration : Supposons que X = F N U, avec F fermé et U ouvert dans E ; d'aprés
l'exemple 1de 9.1, U est un ensemble algébrique. Comme X est fermé dans U, l'exem-
ple 2 de 9. 1 montre que X est un ensemble algébrique. Puisque les restrictions 4 X des
systémes locaux de E et U cofncident, X est un sous-ensemble algébrique.
Réciproquement, supposons que X soit un sous-ensemble algébrique de E ; il faut prouver
que X est ouvert dans son adhérence X ; mais X est un ensemble algébrique et les res-

a

trictions 4 X des systémes locaux de E et X cofncident ; on est donc ramené 4 prouver
que si_X est dense dans E, il est ouvert dans E. Si X; sontles composantes irréductibles
de X; les ii sont les composantes irréductibles de X ; on se ramene alors imm édiatem ent
au cas ot X et E sont des ensembles algébriques ireéductibles. Soit (E, ) un recouvrement
fini de E par des ouverts affins ; il -suffic de prouver que XNE; est ouvert dans E; pour

prouver que X est ouvert dans E ; autremenc dit, on peut supposer E affin. Enfin, comme
X esg¢ réunion d'ouverts affins de X, on peut supposer X affin.

Supposons donc que E et X soient des ensembles algébriques affins, que E soit irréduc-
tible et X dense dans E ; il faut prouver que X est ouvert dans E. Soit (F%) et (F)I(J)
les systémes locaux respectifs sur E et X et soit f une fonction appartenant a F X
Par définition, il existe pour tout x € X un voisinage U, de x dans E et une fonction
appartenant 3 FUx ,» soit f, , tels que f et f  colncidentsur Uy N X; mais E
éiant irréductible, I'ensemble X NU_N Uy est dense dans U_N Uy ; par suite,” f_
et fy coincident (par continuité) dans U_N Uy et, si V estlaréunion des U, (x € X),
il existe une fonction appartenant 3 Fl;:, induisant f sur X.

Si (f;) est un systéme fini de générateurs de 1'algébre B = F)§( , on peut donc trouver

un ouvert V contenant X et des fonctions g; € F%. et prolongeant les f, . Soit A
l'algébre engendrée par les g;; comme X est dense dans V et comme les éléments de

A sont des fonctions continues, I'opération f~~> fI'X est une bijection de A sur B. Soit
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alors x € V ; l'application far~f(x) de A dans K étant un homomorphisme, il existe,
puisque X estl'ensemble des homomorphismes de B dans K, un point x' € X tel que

f(x) = f(x') pour tout f € A ; c'est vrai en particulier lorsque f est une fonction réguliére
partout définie sur E et comme E est affin, on en déduit x = x', d'od X = V. On a donc
prouvé que X est ouvert dans E.

9.3. Corollaire. L'intersection de deux sous-ensembles algébriques de E est un
sous-ensemble algébrique de E. _
Remarques : 1) La réunion de deux sous-ensembles algébriques de E n'est «en général»
pas un sous-ensemble algébrique de E. Exemple : Dans le plan affin, la réunion de 1'ou-
vert défini par y # 0 et du fermé défini par x = 0, n'est pas un sous-ensemble algébrique.
2) Un point n'est un sous-ensemble algébrique que s'il est fermé.

10. APPLICATIONS RATIONNELLES - DIMENSION.

10. 1. Soient E et F des ensembles algébriques. A cdté des morphismes de E
dans F, il est utile de cousidérer certaines applications qui sont «presque partout» défi-
nies dans E. C'est ainsi que, si E et F sont les droites affines K, on considére les fonc-

tions rationnelles  xan,. P_((_{)__ qui ne sont pas définies pour les zéros de Q(x). Plus

Q%)
précisément, les applications considérées sont les morphismes f: U-»> F oa U estun
ouvert partout dense de E. Soient f, et f, des applications de ce type définies respective-

ment sur Ui et U2 : la relation

«fy et f, coincident sur un ouvert partout dense de E»
est une relation d'équivalence (D, par continuité, f; et f, coficident alors sur U, NU,.
Définition. On appelle application rationnelle de E dans F toute classe d'équivalence
de la relation précédente.
Si fl et f2 sont deux représentants de 1'application rationnelle .F et si U1 o] U2 ,on
dit que f; prolonge f,. Il:s’agit d'une relation d'ofdre qui est inductive et le théoréme de

Zorn montre gque chaque application rationnelle F posséde un représentant maximal :f,
c'est-d-dire un représentant qui prolonge tous les autres. On identifiera, dans la suite,
toute application rationnelle avec son représentant maximal, C'est ainsi qu'on appellera
domaine de définition de F le domaine de définition de son représentant maximal - f,

(1) Montrons que, si (—J = \7: E, U et V étant ouverts, alors TNV = E: soit x €U ;
pour tout voisinage W de x, W N U est encore un voisinage de x; comme x€V (=E),
WNUNYV # ¢ pour tout voisinage de x;, dod x€UNYV ; on en déduit U C Tnv,
puis, en prenant 1'adhérence, ECUNV : donc TNV = E.
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10. 2. On appelle application birationnelle de E dans F une application rationnelle
qui posseéde une inverse, c'est-a-dire dont le représentant maximal -est un isomorphisme en-
tre un ouvert partout dense de E et un ouvert partout dense de F. On dit que E et F sont
birationnellement équivalents s'il existe une application birationnelle de E dans F. La
géom étrie birationnelle est 1*étude des propriétés des ensembles algébriques qui sont inva-
riantes pour les applications birationnelles.

10. 3. Considérons plus particuliérement les applications rationnelles de E dans
K, aussi appelées fonctions rationnelles. Soient f et g deux fonctions rationnelles sur E,
ayant respectivement D (f) et D(g) comme domaines de définition. D'aprés 10. 1, il existe
des fonctions rationnelles f+ g et f g bien définies par les conditions

E+x = f(x)+g((x), (D = f(x)g(x)

pour tout x € D(f) N\ D(g). On vérifie immédiatement que !'ensemble des fonctions ration-
nelles sur E, muni des opérations définies ci-dessus, est une k-algibre ; nous la note-
rons k(E).

Proposition. Si E est un ensemble algébrique irréductible, l'algébre k (E) des fonctions
rationnelles est un corps.

Démonstration : Soit f une fonction rationnelle qui n'est pas la constante O. ‘Alors f
n'est pas nulle sur un ouvert non vide U de E et .%._ est une fonction sur U, Comme E

est irréductible, U est partout dense, de sorte que —fl— définit une fonction rationnelle g

sur E, Comme fg estla fonction constante 1 sur un ouvert partout dense (& savoir U),
g estl'inverse de f, et k(E) est un corps.

10. 4. Propasition. Soient E un ensemble algébrique et E;ses composantes
irréductibles ; l'algébre k (E) est isomorphe ou produit direct des corps k (E;).
Démonstration : Soit U; un ouvert non vide de E; ne rencontrant aucune autre composante
de E et soit U la réunion des U;. Comme les U; sont disjoints, il résulte de 1'axiome II

des systémes locaux que les fonctipns réguliéres définies sur un ouvert V de U s'obtien-
nent en se donnant indépendamment les fonctions réguliéres sur VN U; pour chaque i ;

par suite, les algébres k(U) et ITk(U;) sont isomorphes. Comme U (resp. U;) est
1
partout dense dans E (resp. »Ei) , k(U) (resp. k (Ui)) est isomorphe 4 k (E) (resp. k(Ei)),

d'olt découle que k(E) et Tl[ k(E;) sont isomorphes.

10. 5. Remarque. Soient E un ensemble algébrique affin et A l'algébre des fonc-
tions réguliéres sur E ; l'algébre k(E) n'est autre que A[S™'], 0i S est lapartie
de A formée de tous les éléments non nuls qui ne divisent pas 0.

10.6. Soit L une extension d'un corps k ; on dit qu'une famille (x;); ¢
d'éléments de L est algébriquement libre sur k s'il n'existe entre les x; aucunes rela-

tions algébriques a coefficients dans k. Soit B l'ensemble des x;, supposés algébrique-
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ment libres sur k ; on dit que B est une base de transcendance de L sur k si L est
algébrique sur le corps k(B) engendré par k et B,

Théoréme. Si L @ une base de transcendance finie de n éléments sur k, toute base de
transcendance de L sur k a n éléments. .

Démonstration : Voir Bourbaki, 'Alg., chap. V, § 5, th. 3. Le nombre d°'él éments d'une
base de transcendance de L sur k est appelé degré de transcendance de L (sur k).

10.7. Soit E un ensemble algébrique irréductible et k (E) le corps des fonctions
rationnelles sur E. On appelle dimension de E le nombre maximum de fonctions rationnel
les algébriquement indépendantes, c¢'est-a-dire le degeé de transcendance de k (E) (sur k).
Exemple ; Dans le plan affin, soit E I*ensemble algébrique défini par 1"idéal premier(f)
ot f est un polyndme irréduciibie en x et y. Si y intervient effectivement dans f, la fonc-
tion rationnelle x est algébriquement libre sur k; y étant fonction algébrique de x, il en
est de méme de toute fonction rationnelle en x et y; la dimension de V est donc L

I11. VARIETES 'ALGEBRIQUES.

11, i, Soient K et L deux extensions d'un corps k (dans un grand corps) et
K[L] = L[K] le plus petit anneau contenant K ec¢ L. On dit que K et L sont linéaire-
ment disjoints sur k si i*application K®, L » K[L] définie par x ® y~r— xy

est un isomorphisme de k-algébre, Il 's'ensuit que toute parvie libre de L par rapport a k
est alors libre par rappore 4 K. Inversement, poutr que K et L soiént linéairement disjoines
sur k, i 1suffit qu'il -existe une base de L sur k qui soit libre par rapport a K (Bourbaki,
Alg., chap. IIf, § 3, ¢th. ).

11. 2, On appelle parfois variété algébrique tour ensemble algébrique irréductible.
Dans certaines questions - et novamment dans |%écude des groupes algébriques - il est
utile de pouvoir affirmer que des fonctions rationnelies linéairement indépendantes sur k
le sont encore sur K. D'oi la
Définition. On appelle variété algébrique tout ensemble algébrique irréduciible V dont le
zorps k(V) des fonciions rationnelles est linéairement disjoint sur k du corps K.

Exemples 1) Tout ensemble algébrique irréduccible est une variéeé algébrique si les coeps
k et K sont identiques.

2} Soit k un corps de caractéistique 2 non quadratiquement clos, par exemple F,(®.

Dans la (k, K)-droice affine, considérons I'ensemble algébrique E défini pac 1"équation

220 ¢ = 0 et qui est irréduciibie (son seul point a pour coordonnée /t), Les fonctions

réguliéres xA~>1 et x~~» x prennent respectivement sur E les valeurs 1 e¢ 't qui
sont linéairement indépendantes sur k mais non sur K. Donc E n'est pas une variété.

i2. ANNEAU LOCAL - POINTS SIMPLES.

12. 1. Soit E un ensemble algébrique et F un sous-ensemble algébrique irréduc-
tible ; 'soi¢ f une fonction rationnelle sur E et D (f) son domaine de définition. Si D {f) et
F ne sont pas disjoints, D(fy N F. est un ouvert non vide de F, donc est partout dense
dans F puisque cet ensemble est¢ irréductcible. Par conséquent, la restriction de f 4 F est
une fonction rationnelle sur F., On appelle anneau local de F dans E et on note O (F, E)
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l'*anneau quotient B/b o B est formé de toutes les fonctions rationnelles sur E dontle

domaine de définition coupe F et ot b estl'idéal des fonctions rationnelles nulles sur les

composantes irréductibles de E qui contiénnent F. (La raison de l*adjectif «locals vient

de ce que ¢ (F,E) dépend seulement d'un voisinage de F dans E ; on peut en déduire des

propriétés communes a tous les ouverts de E contenant F). Dans ce qui suit, nous suppose-

rons pour simplifier que toutes les composantes irréductibles de E contiennent F. Alors,
(F,E) est formé de fonctions rationnelles.

12. 2. Désignons par 71 1'idéal de @ (F,E) formé des fonctions rationnelles sur E
nulles sur F.

Proposition. L'idéal Mv est l'unique idéal maximal de @(F,E).
P qu

Démonstration : Soit 41 un idéal de G(F,E) et soit x € 4 . Sil'on avait x'! ¢ o(F,E),
on aurait xx"! = 1 € M et 41 serait @(F,E). Donc, si 4 n'est pas @(F_,E), x!
n'appartient pas a G(F,E), ce qui signifie que D(x'l) N F = ¢ .Donc x s'annule sur

F et appartient & 4 . On en déduit H Cw .

Puisque 4 estun idéal maximal, @(F, E) /# est un corps qu'on ‘identifie imm édiatement
4 un sous-corps du corps k (F) des fonctjons rationnelles sur F. En fait, ces deux corps
coincident, car on peut montrer que toute fonction rationnelle sur F est la trace d'une fonc-
tion rationnelle sur E.

12.3 Si E estun ensemble algébrique affin irréductible, on obtient comme suit
I*anneau local - @(F ,E). ‘Soit A D'algébre des fonctions réguli¢res sur E et I 1'idéal pre-
mier définissant F. Alors @(F,E) est l'ensemble des quotients ab" T oy a € A, b € A
et b ¢ I; c'est un anneau 3 un seul idéal maximal parce que le complémentaire de I dans
A est un systéme multiplicatif.

12. 4. Parmi les notions locales figure celle d'espace vectoriel sangens. Partons

d'un exemple : soit E une variété algébrique a r dimensions sur le corps C des nombres
complexes ; soient p un point de E et x,.,.,x, des coordonnées locales valables en p.

Si les coordonnées locales de p sont nulles, toute fonction rationnelle définie en p peut
se développer en série de Taylor :

f(x) = a+ Za;x; + Eaikxixk + e

Soient @(p,E) l'ensemble de ces fonctions et 4% la partie pour laquelle a = 0 ; l*ensemble
des fonctions pour lesquelles a = a; = 0 est alors a2, L'ensemble des différentielles

en p est alors simplement l*espace vectoriel . MV / M2 gurle corps C = Q(p, E)/m .
Les différentielles en p formant le dual de 1'espace vectoriel tangent en p, il ‘est naturel de
poser la définition : Soient p un point fermé d'un ensemble algébrique E, @ (p, E) l*anneau
local de p en E et - 1'idéal des fonctions rationnelles nulles en p ; on appelle espace
vectoriel tangent en p l'espace dual de l'espace vectoriel v/ 2 surle corps

@(p, E) /4y ; sa dimension est supérieure ou égale a celles des composantes irréductibles
de E qui contiennent p.

12.5. Soit E un ensemble algébrique irréductible et p un point fermé de E ;
on dit que p est simple lorsque l'espace vectoriel tangent en p améme dimension que E.
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Montrons que l'origine n'est pas un point simple de la variété définie dans le plan affin par

. : zoulia a
y%2 = x? : posons y = t3, x = t2 ; une fonction réguliére est un polyndme en x et y,

donc un polyndme de la forme a, + aztz +eotia t" . Une fonction rationnelle apparte-

nant & MV peut donc s'écrire

aztz + e+ a tf

2 . m
b°+b2t +.o4 bt
tandis qu'une fonction rationnelle appartenant 4 #v 2 est de la forme

a4t4 + oo + antn

. 2 m
bo + bzt +.ee+ bt

Par conséquent, il 'y a deux coordonnées indépendantes a, et @g dans l'espace v /Mt 2,

L'espace vectoriel tangent 4 l'origine est donc de dimension 2 alors que la variété définie

3 est de dimension L.

par y2 = x
12.6. Soit E un ensemble algébrique de dimension n, V un sous-ensemble irré-
ductible de dimension d; si 4t est l'ensemble des fonctions rationnelles sur E nulles
sur V, le quotient 4w /41'1’2 est encore un espace vectoriel ‘sur le corps @(V ,E) /aw
on dit que V est un sous-ensemble simple si /v 2 est de dimension n-d. On peut
exprimer cette condition en langage algébrique de la maniére suivante : Soit @ un anneau
local d'une algébre affine A. Son anneau de fractions est la somme directe d'un certain
nombre de corps L; qui' sont des extensions de k ayant un nombre fini de générateurs. No-
tons n le maxunum des degrés de transcendance des L; sur k et d le degré de transcen-

dance de @/ mv sur k. L'entier n-d peut étre appelé la dlmension de @. L'anneau local-
est dit régulier si 1'idéal maximal de @ est engendré par n-d éléments. On remarque im-
médiatement que v est un sous-ensemble simple si et seulement si ©(V,E) est régulier,
Ceci permet d'étendre la définition de la simplicité a tous les points : un point est simple
si l'anneau local de son adhérence est régulier. (Pour les propriétés des points simples,
voir p. ex. S, Lang, IAG, Ch. VIII). Notons les résultats suivants :

1) Un sous-ensemble irréductible est simple si et seulement si il :contient un point simple.
2) Soit k, une extension de k ; soit E un ensemble algébrique considéré d'une part sur
k, de l'autre sur k ; un sous-ensemble simple sur k, est simple sur k. La réciproque
n'est pas toujours vraie : il ise peut qu'un point fermé soit simple sur k, mais pas sur k
(pour un exemple, voir le probléme analogue pour les points normaux), Elle est vraie néan-
moins pour un point rationnel: Un point qui est s1mple sur la cldture algébrique de k est
absolument simple (pour tout k ;).

3) L'ensemble des points szmples forme un ouvert partout dense.
4) Soit p; un point absolument simple de E;(i = 1,2). ‘Alors (py, pp) est absolument
simple sur E; X E, (la propriété ne serait pas vraie si [%on supprimait «absolument»).
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II. ENSEMBLES ALGEBRIQUES NORMAUX - ENSEMBLES ALGEBRIQUES COMPLETS

N.B. Dans les numéros 2 a 8, tous les ensembles algébriques 'sont supposés irréductibles.

1. CLOTURE INTEGRALE D'UN 'ANNEAU.

(Pour les démonstrations voir Zariski-Samuel, Commutative Algebra I. Chap. V §§ 1-5 ou
Séminaire Cartan-Chevalley 1955-56 exposés 1 et 4).

Soit A un sous anneau de. B, Un élément de B est appelé entier sur A, s'il satis-
fait 4 une équation algébrique monique sur A :

x® + alxn°l + azx“°2+nnv-+ a, = 0

(le coefficient de x" est 1), L'ensemble des éléments de B qui sont entiers sur A forment
un anneau C, qu'on appelle la cldture intégrale de A dans B. Si A est un domaine d‘intégrité
et si B est son corps des fractions, I'anneau C est appel ée la cldture intégrale A. Si A = C,
on dit que A est un domaine intégralement clos ou normal.

Exemples d’anneaux intégralement clos :

1) Un anneau factoriel :(p. ex. k[xIs Xy eee ;,xn] ; un anneau local régulier, et plus particu-

ligrement l“anneau local d'un point simple, voir Z.S. Comm, Alg. Il pp. 404 ou 312).

2) L'anneau des fractions A_ par rapport 4 un systéme multiplicatif S d'un domaine inté-

gralement clos A est encore intégralement clos. (Surtout utilisé lorsque le systéme multipli-

catif est le complémentaire d'un idéal premier p, auquel cas I'anneau des fractions est noté
P (3 p q

AP) ; il 'se peut que Ap soit intégralement clos sans que A le soit.

3) L'intersection d'anneaux intégralement clos est intégralement clos.

4) L'anneau k[x,y] avec yz. = P{(x), od P(x) estun polyndme irréductible sur k.

Exemples d'anneaux qui ne sont pas intégralement clos :

1) ZG/5), car 1+ V5 esc entier sur Z , vérifiant I'équation x%2-x-1=0

2
2) k[x,y] avec y2 = x3 (l'anneau de coordonnées d'une cubique a point de rebroussement)
car si ¢ = y/x t ¢ k[x,y] mais t2-x = 0
3) kix,y] avec y2 = x5+ x2 (l*anneau de coordonnées d'une cubique a point doubleordinaire)
car si t = y/x, t ¢ klx,y] mais 2. (x+1) = 0.

Théoréme 1.

Soit A une algébre affine dont le corps des fractions est F. Si G est une extensiun algé-
brique finie de F, la clSture intégrale B de A dans G est un A-module noethérien. En parti-
culier B est une algébre affine et a un nombre fini de générateurs sur A, Pour tout idéal:
premier p de A il existe au moins un idéal premier q de B tel que q 1 A = p. Il n'en
existe qu'un nombre fini.
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Dans le cas particulier ot l'on considére la cléture intégrale A’ de A dans son
corps des fractions, on peut définir le conducteur f de A dans A'.

f={u€A]uAcaAl
C'est le plus grand idéal de A qui soit en mé&me temps idéal de A'. Comme A;'est un "A-module
noethérien, f # (0). Il ala propriété suivante: I'anneau des fractions AP de I'idéal p
n'est pas intégralement clos si et seulement si p contient f.
Comme corollaire on obtient que :

Si 1'idéal premier p ne contient pas £, il y a un et un seul idéal premier q de A’ tel que
ANgq=p

2. ZEROS ET POLES DES FONCTIONS RATIONNELLES.

Le point p d'un ensemble E est appelé un zéro de la fonction rationnelle u , lors-
que p appartient & 1'adhérence de l'ensemble des points ol u est définie et vaut zéro.
Le point q est un pdle de u, lorsque q appartient 4 1'adhérence de l'ensemble des points
od 1/u est définie et vaut zéro. L'ensemble Z des zéros et l'ensemble P des pdles de u
sont des fermés dont chaque composante irréductible est de codimension 1. Il est 4 remar-
quer que la fonction u n'est pas nécessairement définie en un zéro ; mais 1'ensemble des
zéros ou u est définie est dans Z un ouvert relatif partout dense. En particulier Z et P
n'ont aucune composante irréductible commune. :

Proposition 1.
Soit @p I'anneau local -du point p. Le point p est un zéro de u si et seulement si 1'homo-
morphisme

™ @ - K

p b

défini par le point p, peut se prolonger en un homomorphisme de @P[u] dans K qui appli-
que u sur zéro.
D émon stration :

Soient p un zéro de u et W une des composantes irréductibles de l'ensemble des zéros
de u contenant p. Le point p définit un homomorphisme w': @(p,W) » K. L'homomor-

phisme de restriction r: ©P > ©(p , W) est bien défini et son composé avec w' donne
. L'anneau @P[u] est un sous-anneau de @ (¥,E). L'homomorphisme de restriction r
s'étend a @(W, E) et l'envoie dans Q9 (v, E) /m (W, E) =k (W). Comme 7T(u) = 0, l'image
de @P[u] par T appartient aussi a 6 (p,¥). L'homomorphisme w'oT est bien défini

sur @p [u]l et est |"homomorphisme cherché .

B. Supposons qu'il ‘existe un homomorphisme h : @p[u] » K prolongeant w et appliquant

u sur o.

Remplacons E par un voisinage affin F partout dense de p. Soit A l'algébre affine cor-
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respondante : A C ©P . La fonction u définit une application rationnelle de F dans la droite

affine D.

Soit G l'adhérence dans F xD du graphe de u. Si t estla coordonnée utilisée sur D, 1'al-
gébre affine de D est k[t], celle de FxD est A[t] et celle de G est A[u]. La projection
de G sur D induit I'homomorphisme de k[t] dans Alul] appliquant t sur u. L'homomorphisme
h: Alu]l » K , restriction de I'homomorphisme donné au départ, définit un point g sur G.
Comme cet homomoerphisme prolonge celui du poirit p e F, laprojection de q sur F est p,
Puisque h (u) = 0, la projection de g sur D est1'origine. Mais les points qui appartiennent a
la projection sur F des points de G qui se projettent sur l'origine de D sont des zéros de u.
Le point p est donc un zéro de u.

Proposition 2:

Le point p n'est pas un pdle de la fonction u si et seulement si u est entier sur @p,

D émonstration :

A. Supposons u entier sur ©p. Alors

u + alu“‘l+.°,+an =0
ot a; € @p. Si p estun pdle de u, il existe un homomorphisme h : @p [vl] » K, ou

v =1/u, prolongeant I'homomosphisme w de @ _ -+ K etappliquant v sur 0. En multipliant

P
par v 1'équation de dépendance intégrale de u, on obtient :

1+a11v+..g+aﬂvn = 0.

En appliquant I'homomorphisme h on obtient, en tenant compte de h(v) = 0, que h(1) = 0,
ce qui est en contradiction avec le fait que la valeur de la fonction constante au point 1 est

L1 ¢ ).

B. Si p n’est pas unpdledeu, il n'existe pas d’homomorphisme de @p[v] + K appliquant
v/= 1/u sur zéro et prolongeant w. Soit n l'idéal engendrépar a et v dans @p[v].
Un élément de n_escde la forme a, + 2a,;v + ...+ anv“ ou a; € @p et a € .
Tout élément de @p[v] est congru mod_r_n_ a un élément de K, v étant congru a zéro.
Donc 1 € n; sinon 4 C n, n serait un idéal maximal de @p[v] définissant un homo-
mosphisme de @P[v] » K, prolongeant w (car 6 P(\ n_= MV ) et appliquant v sur zéro,
ce qui est impossible. Nous aurons alors 1=by, + byv+..+b, vt

ou b; € @P et bo ¢ . Comme b, € , 1-bo est inversible dans @p, celui-ci

étant un anneau local. En divisant par (1- bo) v® on obtient :

- B n-1 _ BV = 0
u by u bn—O avec by € @pn

L'élément u est donc entier sur @p.
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3, POINTS NORMAUX - SOUS-ENSEMBL ES NORMAUX - ENSEMBL ES 'ALGEBRIQUES
NORMAUX.
Un point p d'un ensemble algébrique irréductible E est appelé normal lorsque
1'anneau local @p est intégralement clos. Un sous-ensemble irréductible W de E est ap-

pelé normal (ou encore E est normal le long de W) lorsque e {(W,V) estintégralement clos.
Un ensémble algébrique est normal 's'il est irréductible et -est normal:le long de toutes ses
sous-variétés., l

Proposition 1 :

Un ensemble affin irréductible E est normal si et seulement si son algébre affine A est’in-
tégralement close.

D émon stration :
Si A estintégralement clos, A est intégralement clos pour tout idéal premier p, Comme

1'anneau local d'un sous-ensemble irréductible est toujours de cette forme, E est normal le
long de toutes ses sous-variéiés,
Si E est natmal,"Ap est intégralement clos, Mais A estl'intersection de ses anneauxlo

caux (une fonction rationnelle, réguliére sur tout l'ensemble affin, appartient néces-
sairement 4 A). Comme intersection d'anneaux intégralement clos, A l%est aussi.

Proposition 2:

L'ensemble des points non normaux d'un ensemble algébrique est un fermé nulle part dense.
En effet lorsque E est un ensemble affin, les poinis non normaux sont ceux appartenant au
sous-ensemble fermé F défini par le conducteur. Comme celui-ci ‘est différent de (0), F # E.-
On en déduit que l'ensemble des points normaux n'est pas vide et que chaque point normal a
un voisinage normal. L'ensemble des points normaux est donc un ouvertr,ce qu'il fallait mon-
irer.

Tout point simple est normal; parce qu'un anneau local régulier est intégre et inté-
gralement clos (il est m&me factoriel, mais c'est beaucoup plus difficile & démontrer). Un
point singulieér peut trés bien &ire normal 1 par ex. le sommet du cdne xy = z2.

Proposition 3 :

Si E estnormal en p et sila fonctdon rationnelle f n'est pas définie en p, p est un

pSle de f. Il existe alors dans tout voisinage de p des points o 1/f est définie et y vaut 0.
D émon siration : .

Si 'p n'est pas un pdle de f; f appartient 4 la cldture intégrale de @p, donca @ B lui-méme,
et f est défini en p.

Si p estun pble de f, il appartient a 1*adhérence de 1 f(x) = 0. Il existe donc dans tout
voisinage de p des points q ou 1 /f est définie et vaue 0.

Corollaire.

Les points en lesquels une fonction rationnelle sur un ensemble algébrique normal n'est pas

définie est un sous-ensemble fermé purement de codimension 1. Il en est de m&me pour une
application radonnelle dans un ensemble affin.
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En effet les points ou f n'est pas définie sont les pdles de f, qui forment un sous-ensemble
fermé purementde codimension 1 . D'autre part tout ensemble affin peut 2tre réalisé comme sous-
ensemble d'un espace affin, Une application rationnelle de E dans un ensemble affin peut
donc &tre défini par les n fonctions coordonnées de l'image. L'application n'est pas définie
en un point de E si et seulement si une de ces fonctions n'est pas définie. Comme la réunion
d'un nombre fini de sous-ensembles fermés est de codimension 1, la propriété est aussi démon-
trée pour une application dans un ensemble affin.

Si p n'est'pas normal pour E, il 'se peut que f soit non définie en p sans que p
soit un pdle : Soit E la cubique a point nodal: y2 = x3 + x2 ; la fonction x/y est indéter-
minée A l'origide (elle y «vaut» 1 et- 1) mais I'origine n'est pas un pdle de x/y car le seul:
zéro de y/x est le point (- 1,0) (aucun autre point n'appartient 4 1'adhérence des points od
y/x est défini et y vaut 0).

Toute fonction rationnelle f d'un ensemble algébrique E peut &tre complétée en une
application rationnelle de E dans une droite projective. Nous définirons une droite projec-
tive de la maniére suivante : c’est la réunion de deux droites affines d; et 4, d'algebre

A, = k{x] et ‘A, = k[y] en posant y = 1/x, laou y # 0 et x # 0. On vérifie que tou-
tes les régles de I'art ont été respectées. L'origine de d, est le point «. pour la coordonnée x.

Si f estune fonction rationnelle et si p est un pointde E o) 1/f est définie et nulle, on
pose f(p) = = . f définit ainsi comme on le vérifie une application rationnelle de E dans
la droite projective.

Proposition 4.

Les points,ou une application rationnelle f d'un ensemble algébrique normal dans une droite
projective n'est pas définie, forment un sous-ensemble fermé de codimension au moins deux.
En effet les points ou f n'est pas définie appartiennent a I'ensemble polaire P de f, mais
aussi (p. ex. en permutant les rdles de x et de y) 4 1'ensemble Z des zétos de f. P est
de dimension n-1-Z N P ne contient aucune composante irréductible de P, donc

dim (Z N P) < n-2.

Cette proposition s'étend imm édiatement aux applications d'un ensemble algébrique normal -
dans un produit de droites projectives. Il 'sera étendu plus tard aux applications dans un en-
semble algébrique complet.

4., VALUATION '‘ASSOCIEE A UN SOUS- ENSEMBLE IRREDUCTIBLE DE CODIMENSION 1
D'UN ENSEMBLE NORMAL.

Soit W un sous-ensemble irréductible de codimension 1 d'un ensemble algébrique
normal ‘E. L'anneau local: @(W ;, E) est intégralement clos. Son idéal maximal M est I'idéal
des fonctions rationnelles qui induisent 0 sur W. C'est un idéal premier minimal. En effet
si pC 4, le sous-ensemble irréductible V correspondant de E contient W. Si dim =n-1,
V=Wetp=m ,sidim V=n, V= E et p = (0). 4v est donc 1'unique id éal
premier de © (W, E), qui est d'autre part un anneau noethérien intégralement clos. D'apreés
un théoréme d'algébre commutative (Zariski-Samuel; Commutative Algebra II p. 19) c'est
I'anneau d'une valuation discréte de rang 1 de son corps des fractions. 'C'est-a-dire qu'il -
existe un homomorphisme v du groupe multiplicatif de k(E) sur Z, l'anneau des entiers,
étendu par v(0) = + =, tel que v(x+y) >. min (v(x), v(y)) et que 6 (W, E) soit exactement
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l'ensemble des éléments de k(E) dont la valuation est non négative. La valuation d'une
fonction n'est autre quel'ordre du zéro de f en W (ou du pdle lorsque v(f) < 0). L'idéal wv
de @(WyE) est constitué des él éments des f de k(E) tels que v(f)> 0. Seit u € k(E)
tel:que v(u) =1.8i f em , v(f)> 1 et v(f|u) » 0, ce qui fait que g = f/u appartient
a G (W,E) et que f ¢ (u). Comme 4w C (u) et (u) C 4w, 4 estun idéal principal.
La dimension de 1*anneau local - @ (W, E) est 1 car dim transc. k(E) = n et dim transc.
G(W,E) /Mv = dim k(W) =n-1. Le nombre de générateurs de mv étant égal a la dimension
de G (W, E), @(W, E) est un anneau local régulier et le sous-ensemble W est simple sur E.
Nous avons ainsi démontré.
Proposition 1 :
Sur un ensemble algébrique normal, tous les sous-ensembles irréductibles de codimension 1
sont simples.
Corollaire.
Une courbe normale est non-singuliére.
En effet la proposition précédente nous permet d'affirmer que tous les points de la courbe
sont simples.

Soit E un ensembie normal défini sur le corps de base k. Si k; estune exten-
sion de k, l'ensemble algébrique E n'est pas nécessairement normal :sur k; , comme le mon-
tre 1*exemple suivant :

* *
Soit k un corps nop parfait de caractéristique p. Prenons a € k , a § (k)P ; le polynd-

me xP - a estirréductible sur k, ce qui fait que la courbe y2 = xP - a est normale (cf 1. ex.4)
sur k. Elke ne 1*est plus sur k[b] oa b = R/Mfa. Comme yz = (x-b)P, y/ x satisfait a

1" équation vZ = (x-b)P"2 et est entier sur k[x,y] sans y appartenit, E n'est donc pas nor-

male sur k; . Comme une coutbe est normale si et seulement si elle est non réguliére, on a
ar la m&me occasion un exemple de point simple qui devient singulier par extension du corps

P p 8 p 4

de base. Le point (b,0} qui est fermé sur k, est simple sur k, mais devient singulier sur

k[b] (en posant tZ2= x-b, P = le corps des fonctions ratdonnelles de E sur k, est

5 ? ¥ P 1
k (1), 1'anneau local de (b,0) est constitué par les fonctions rationnelles dont le dévelop-
pement taylorien autour de t = 0 ne contient pas de terme en ¢,... ,'fp’:z sonvérifie alors que

p
M/W2={c1t2+c2t})(pq€2),
5. THEOREME PRINCIP'AL DE Z ARISKI.

Soit f: U -+ V un morphisme-birationnel enire deux ensembles algébriques, f est
un isomorphisme d’un ouvert de U sur un ouvert de V. Il induit un isomorphisme de k (V) sur
k (U). Mais on ne peut pas affirmer que c'est un isomogphisme de U sur une partie de V. Il
peut y avoir par exemple des sous-ensembles de U de dimension positive appliqués en un point.

Projetons sur un plan une quadrique A parcir d'un de ses.points., C'est un morphisme biration-
nel du complémentaire du centre de projection par rapport 4 la quadrique dans le plan. Chaque
génératrice de la quadrique passant par le cenire de projection est appliquée sur un point du
plan. Il 'y a donc une infinité de points de la quadrique appliqués sur le méme point du plan.
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11 se peut aussi qu'il iy ait des points de V dont l'image inverse comprenne un nombre fini
de points qui est plus grand que un.:
Soit f le morphisme d'une droite sur une cubique nodale défini de la maniére suivante :

£y = (2- 1, t(t2- ).

£1(0,0) comprend deux points, A savoir T 1.

Il se peut aussi que f soit bijectif sans que £ 1 ne soitun morphisme.
Soit f le morphisme d'une droite sur une cubique & point de rebroussement, défini de la ma-
niére suivante :
£ = (&2, ¢%)
1'application f~ 1 prest pas un morphisme au point P = (0,0) car t # @P.

Les deux derniers exemples ne seraient pas possibles si le but du morphisme était un ensem-
ble algébrique normal, comme il résulte du

Théoréme principal de Zariski :
Soit f: U » V un morphisme birationnel, ot V est un ensemble algébrique normal, Si’
pour tout p € V, f’l(p) ‘est fini, f est un isomorphisme de U sur un ouvert de V.

On peut exprimer autrement ce théoréme, en fixant son attention sur f~ 1

Soit g:U -» V une application birationnelle, U étant une variété normale. Si il n'y a qu'un
nombre fini de points correspondant par G au point p de U, iln'y en a qu'un seul et gest
définie au point p. )

Dans cette deuxiéme formulation du théordme principal de Zariski, I'hypothése que g est bi-

rationnelle est superflue et il :suffit de supposer que le sous-ensemble fermé de V qui cor-

respond 4 pait une composante irréductible (sur k(p)) réduite a un point.

D émonstration : Séminaire Cartan-Chevalley 1955-56 exp. 10-11. S
S. Lang : Introduction to algebrai'c Geometry, Chap. V.

6. NORMALI'SE D'UN ENSEMBL E 'ALGEBRIQUE IRREDUCTIBLE.

Soit E un ensemble algébrique irréductible. Nous allons construire un ensemble
algébrique normal N birationnellement équivalent 4 E et un morphisme fermé n de N sur
E, tels que tout mosphisme ‘génériquement surjectif h d'un ensemble algébrique normal -U
sur E (c'est-a-dive tel :que h(U) soit dense dans E) puisse &tre factorisé en h =no g,
od g est un morphisme génériquement surjectif de U sur N. De plus I'image inverse
d'un point de E ne comprend dans N qu'un nombre fini de points.

Commencgons pat définir le normalisé lorsque E est un ensemble affin. Soit A son
algebre affine. Sa cloture intégrale A' définit un ensemble affin N. L'injection A C A’
définit un morphisme n de N sur E de la maniére suivante: si y € N, homomorphisme
de A* dans K qui par restriction de A définit un point x de E. Le morphisme n est sur-
jectif : soit x € E, p 1'idéal premier des éléments de A s'annulant en x. Comme A’
est entier sur ‘A, il existe un idéal premier q de ‘A’ tel:que 4 N A = p (cfZariski-
Samuel. Commutative Algebra p. 257). ‘A’ étant un module noethérien sur A, A' g estun
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module noethérien sur A/p C K. Puisque K est algébriquement clos, il ‘contient un sous-
anneau B isomorphe & A'/q . L'homomorphisme A' » B C K définit un point y de N se
projettant sur X. -

Soit F le sous-ensemble fermé déterminé dans E par le conducteur_f de A dans A’ et F'
celui déterminé par £ dans N. On vérifie facilement n(F') = F. D'autre part, d'apres la pro-
priété du conducteur f rappelée en 1, si 1'idéal premier p de A ne contient pas f, iln'y a
qu'un seul idéal premier g de 'A' au-dessus de p et Ap A'q . Le morphisme .n est donc un
isomorphisme de N-F' sur E-F, ce qui prouve qu'il ‘est birationnel. Comme il n'y a qu'un
nombre fini d'idéaux premiers de A' au-dessus d'un idéal premier de A, l'image inverse de
chaque point de E est finie. Pour montrer que n est un morphisme fermé, considérons un
fermé irréductible H de N. Soit p' l'idéal premier correspondant de A'. L'idéal de 1'adhé-
rence de la projection n (H) est _E: p' N A, Soit gl'idéal premier d'un point de cette adhé-
rence. Il suffit de montrer qu'il ‘existe un idéal premier g' de A'tel:que ¢'N A = q.
L'anneau A'/p' est entier sur A/p, dont g/p estun idéal premier. Il -existe donc dans A’ /p
un idéal premier s' tel que s' N (A/P ',ﬂ./L Soit q' I'image inverse de s' dans A'.
C'est un idéal premier qui satisfait aux conditions voulues.

Il nous reste 4 montrer que le normalisé a la propriété universelle annoncée. Soit
h un morphisme génériquement surjectif de U dans E. Il:suffit de démontrer la propriété
pour U affine.
Soit B l'algibre affine correspondante. Comme h est génériquement surjectif, A peut étre
identifié a un sous-anneau de B, et k(E) a un sous-corps de k(U). A' est contenu dans la
cldture intégrale de A dans k(U), donc dans B puisque B est intégralement clos. L'inclu-
sion A' C B induit un morphisme génériquement surjectif g de U » N tel que h = no g.

Si E n'est pas affin, on le recouvre par des ouverts affins E; . On construit le nos-
malisé N; de E; et l'on obtient l'ensemble N avec les propriétés requises en recollant les

N;.

Exemples :

1) Soit E la cubique y =x3. A = klx,y] avec y x3. En posant y x = ¢,
A' = k[t] ; N est une droite affine. Le conducteur de A dans A' est l'idéal principal (t ).
le mo:phisme n est défini par n(t) = , t ).

2) Soit E la cubique y2 =x24+x3. A = kix,y] avec y'2 = x2 + x3 . En po sant
ylx = t, A" = k[t] ; N estladroite affine. Le conducteur de ‘A dans A' estl'idéal
principal .(tz - 1). Le morphisme est défini par n(t) = (t2 =1, (:(t2 - .

7. INTERLUDE.

Etant donnés deux ensembles algébriques, supposons qu'il existe un isomorphisme
g de k(F) sur k(E). Nous allons construire une application birationnelle g de E sur F
qui induit l'isomorphisme g " Scut E' un ouvert affin non vide de E ayant A = k[xl,. o ]

comme algébre affine. Si x; = g (yi) choisissons un ouvert affin F' de F contenu daas !'in-
tersection des domaines de définition des y;. L'algébre affine de F' est de la forme

*
B =kly;sees¥ Vpsqsenes¥s] . Enposant x; = g (y;) pour i>r, ces x; appartiennent

au corps des fractions de A. Ils peuvent dés lors s’écrire sous la forme x.=u./v. avec
P i i’V
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u; et v; dans A, L'anneau A" = A[l/vi+1, ooy l/vs] , qui est isomorphe & B, est l'al-

*
gebre affine du complémentaitre E" des zéros de Vegpqpreees Vg dans E'. Comme g induit
un isomorphisme de B sur A", il définit un isomorphisme g de E" sur F'. Cet isomorphisme
peut s'étendre en une application birationnelle g de E sur F.

Une démonstration analogue montre que si une application rationnelle f générique-
ment sugjective dé E dans F induit un isomorphisme de k(F) sur k(E), c'est une applica-
tion birationnelle. Une application rationnelle génériquement surjective est appel ée une ap-
plication quasi-birationnelle si k (E) est une extension purement inséparable de k (F).

Si f: E » F estune application quasi-birationnelle, il :existe des ouverts E' et F' tels
que la restriction de f a E' soit une bijection sur F'.

Démonstration :

Comme k (E) est purement inséparable sur k (F), il -existe une certaine puissance m = p’
de la caractéristique p de k telle que [k (E)]™ C k(F) (natureliement p # 0). Nous pou-
vons supposer E et F affins et normaux. Soient A et B = A[xl, _..,xz] ‘Yes algeébres
affines de E et de F. Il existe y € A tel que les yx; soient entiers sur A. Posons

A' = A[1/y] et B' = B[1/y]l. Ce sont les algébres affines des complémentaires dans F
et E dulieudes zéros de y. B' et A’ sont toujours intégralement clos et B' est entier sur
A', Soit p € F'(un autre p que la caractéristique! ). Si m est I'homomorphisme corres-
pondant de A' dans K, il existe une et une seule fagon de 1"étendre en un homomorphisme
p de B' dans K : il suffit de poser

p(x;) = Vm («P)

Ceci a bien un sens car x?‘ € k(F) et x? est entier sur A’ ; comme A' est intégralement

clos x';‘ € A" et w(xT) est défini. D'autre part dans K il y a moyen d'une et d'une
seule fagon d'extraire la racine m-iéme.

Proposition 2 :

Soit f une application génériquement surjective de 1*ensemble algébrique E dans F.
Si k(E) est une extensjon algébrique séparable de degré n de k (F), il -existe un ouvert
partout dense V de F pour lequel f’l(y) , ¥y €V, contienne exactement n points.

D émon siration :

Comme k (E) est séparable de degré n sur k (F), on peut l'obtenir par adjonction 4 k (F)
d'un seul élément x vérifiant une équation de degré n A coefficient dans k (F). On se
raméne imm édiatement a la situation suivante (voir la démonstration de la proposition 1) :
f est un morphisme d'un ensemble affin normal - E dans un ensemble affin normal - F, x ap-
pariient 4 I*algébre affine B de E, qui est entiére sur l*algébre A de F ; les coefficients
de 1%équation minimale de x appartenant a A ; 1'algébre B, qui a m&me corps de fractions

que Alx]., en estla cldture intégrale, puisque B est aussi entiére sur A[x]. Soit c le
le conducteur de A[x] dans B. Si z' € ¢ la norme z de z; sur k(F) appartient 2 A

puisque k(E) est séparable sur k (F) et que A est intégralement clos. En adjoignant 1/2
4 A et a B, c’est-a-dire en supprimant les zéros de Z7 dans E et F, on se raméne ala
situation telle que, ouire les conditions précédentes, B = Alx] . Soit

= + alx"°i+m +a, =0
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1'équation minimale de x, les a; appartenant & A. Puisque k(E) est séparable sur k (F),

le discriminant d de cette équation est non nul :(en tant qu'él ément de k (F)). Il :s'exprime
comme polyndme & coefficients entiers enles a; , ce qui fait que d € A. Soit p un point

de F tel:que d(p) # 0. Alors I*équation
u + a () i g+ a ;(Plu+a =0

a2 n racines-distinctes u; dans K. Il .existe n homomorphismes p; de B dans K prolon-

geant ['homomorphisme T associé au point p, 4 savoir

P (x) = uy et p;(a) = w(a) = a(p) pour a € 'A.y

Chacun de ces homomorphismes définit un point de E dont l'image par f est p.

Etant donné une extension algébrique M d'un corps L, il :existe entte L et M une
plus grande extension purement inséparable N de L. La dimension de M par rapport 4 N
est appelé le degré séparable de l'extension M|L. On peut alors résumer les deux proposi-
tions précédentes :
Soit f : E » F une application génériquement surjective, telle que k (E) soit une exten-
sion algébrique de k (F). Il existe alors un ouvert V de F tel:que si p € V, f‘l(p) con-
tienne exactement n points, n étant le degré séparable de k (E) sur k (F). :
Cette proposition a une réciproque,

Proposition 3 :

Soit f une application génériquement surjective de E dans F, telle que l'image inverse de
chaque point soic finie. Alors k(E) est une extension algébrique finie de k (F).

D émonstration :

Montrons que si 'k (E) est iranscendant sur k(F), I'image inverse de chaque point d'un ouvert
dense de F contient une infinité de points. Soit u ; uy,...u; une base de transcendance

de k(E) sur k (F). Nous pouvons supposer E et F affins normaux d'algébres B et A, les

u; appartenant & B. Posons C = Alu ;o ,u 1. Clesttalgebre affine de Fxk® =G,

Les injections

A » C-> B

induisent des morphismes génériquement surjectifs

h
E 5 Fxk® — F

dont le composé est f. Le morphisme h est la projection sur le méme facteur de F xk®.k(E)
est une extension algébrique de k (G). Il :existe donc un ouvert partout dense U de G tel gue
tout point de U soit l'image d'au moins un point de E. L'image h(U) contient un ouvert A%
partout dense dans F puisque h est surjectif. Si ¢ € V, h"l(q) contient un ouvert par-
tout dense de k® et donc une infinité de points (non nécessairement rationnels). Il -en est

a fortiori ainsi de f~ 1(q).
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Corollaire :

Si f est une bijection de E sur F, k(E) est purement inséparable sur k (F).
En effet, d'aprés la proposition précédente, k (E) esi une extension algébrique de k(F).
Comme f‘l(q) ne contient qu'un point, le degré séparable de k(E) sur k(F) est 1.

8. NORMALISE D'UN ENSEMBLE ALGEBRIQUE IRREDUCTIBLE DANS UNE EXTEN-
SION 'ALGEBRIQUE FINIE DU CORPS DES FONCTIONS RATIONNELLES.

Soit E un ensembie algébrique irréductible. Etant donné une extension algébrique
finie L du corps k(E) on peut construire le normalisé F de E dans L en généralisant la
construction du normalisé ordinaire. On prend un recouvrement par des ouverts affins E;

dont les algébres affines sont A; . Si B; estla cldture intégrale de A; dans L, B; esy,

d'apreés une propriété énoncée au 1., une algébre affine et détermine donc un ensemble affin
F.. Par recollement des F; on obtient I'ensemble irréductible F. Celui-ci jouit de propriétés

analogues i celles du normalisé ordinaire de E:

Il existe un morphisme fexrmé r (qui est m&me propre cf. Bourbaki Topologie géné-
rale, Chap. I, 3¢ éd. § 9} de F sur E tel que I*image inverse de chaque point soit finie
et jouissant de la propriécé universelle suivancte ;: Si U est un ensemble algébrique normal :
etsi g: U - E estun mosphisme génériquement surjectif tel que 1'extension k({U) s k (E)
contienne une extension isomorphe a L, il :existe un morphisme h génériquement surjectif
de U dans F tel'que g = ro h. Si on suppose en plus E normal, le nombre de points de F
au-dessus de chaque point de E est au plus n, le degré séparable de L sur k(E); ce

nombre est atteint pour tous les points d'un ouvert de E.
Le fait que lorsque E est normal 1¢q) contient au plus n s fléments est consé
quence du fait que pour tous les ouverts affins E;, les anneaux A; sont intégralement clos.

Supposons d‘abord L npormal :sur k(E). On peut alors appliquer un théoréme d'algébre commu-
tative (Zariski-Samuel I p. 289) : Scit p un idéal premier d'un anneau intégralement clos A.

Si L est une extension algébrique normale du coeps et B la cldture intégrale de A dans L,
les id éaux premiers P; de B tels que Pi N A= p sontles conjugués de 1'un d'enire

eux par les automorphismes de L sur k (E). Le nombre de ces automorphismes est n_.
Si L n'est pas une extension normale de k(E), soit N une telle extension contenant L.
Notons H le sous-groupe du groupe des automorphismes de N qui laissent L invariant,
Deux exctensions P* et P" de p ala cldture incégrale de A dans N induisent le méme
idéal premier de B lorsque p'' se déduic de p' par un automorphisme de H. Comme toute

extension de p & B provient d'une extension de p ala cldture intégrale de A dans N,

on voit qu'on obtient toutes ces extensions comme conjugués de l'une d'entre elles par les
classes a gauche de G modulo H; G étant le groupe des automorphismes de N laissant
k(E) fixe, L'index de H dans G étant ng, ceci démontre la propriécé dans le cas général:

®
Montrons maintenant la propriéeé universelle de la normalisée. Soit h un isomor-
phisme de k(F) sur un sous-groupe de k (U) contenant g k (E). Comme au début de 7, cet
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isomorphisme définit une 3ppli-cation rationnelle h de U daas F, qui factorise g: g =roh
en effet I'isomorphisme h par hypothése prolonge l'isomorphisme g . Comme g est un mor-
phisme, les points de F correspondant 4 un x de U appartiennent & e 1(f (x)) et sont
donc en nombre fini, Puisque U est normale, on peut appliquer le théoréme principal de
Zariski sous sa 2e forme et en conclure que g est un morphisme.

Lorsque k (F) est isomorphe a k (U), le morphisme h est birationnel. ‘A ce moment,
il n'y aura en général :qu'un nombre fini de points de u au-dessus de chaque point de E.
Soit U' un ouvert de U tel :que g'l (g(x)) soit fini pour tout x € U'. L'image inverse d'un
point de F dans U par h est fini. En appliquant le théoréme principal de Zariski 'sous sa
premiére forme or conclut que h est un isomorphisme de U' sur un ouvert de F. Nous pou-
vons déduire de ceci, en tenant compte des propositions de la section précédente :

Proposition -

Soit f une application génériquement surjective de U dans E; dim U = dim E. Il existe
alors des ouverts non vides Uy et E, de U et de E tels que la restriction de f a U1 soit

un morphisme de U, sur E; et que I'image inverse d'un point de E; ait toujours le méme

nombre fini d'él éments, égal :au degré séparable de k(U) sur k(E).>

9., ENSEMBL ES ALGEBRIQUES COMPLETS.

Sur le corps des nombres complexes et avec la topologie ordinaire, les variétés pro-
jectives ont sur les variétés affines le grand avantage d'@tre compactes. Cette distinction
se perd dans la topologié de Zariski. Pour trouver une classe d'ensembles algébriques ana-
logues aux variétés analytiques complexes compactes, on s'inspire d'une autre propriété des
espaces compacts séparés : l'image d'un compact par une application continue est un compact,
donc un fermé. Si f applique la compact C dans V, le graphe G de f est fermé dans Cx V.
La projection de G dans V est fermée, car elle est égale 4 £f(C). Plus généralement on mon-
tre que la projection de tout fermé de CxV dans V est fermée (i.e, cette projection est une
application fermée). Cette propriété caractérise les espaces compacts : Soit C un espace
topologique séparé. C est un espace compact si et seulement si pour tout espace topologique
V, la projection de CxV sur V est une application ferm ée.(Voir Bourbaki, Topologie, Chap I
(3e édition) corollaire 1 p. 119)).
Définition :
Un ensemble algébrique E est complet, si pour tout ensemble algébrique T, la projection p

de EXT sur T est fermée (c'est-a-dire que si F est un fermé de E x T, p (F) est fermé
dans V.

Il est 4 remarquer que, comme la topologie de Zariski de U x T est plus fine que la topol o
gie produit, la propriété d'étre complet n'est plus équivalente a la compacité.

1. L'image d'un ensemble algébrique complet par un morphisme est un sous-ensemble fermé
et complet du but.

Cela découle immédiatement du fait que le graphe d'un morphisme est fermé.

2. Tout fermé d'un ensemble algébrique complet est complet, en particulier ses composantes
irréductibles. Réciproquement, si les composantes irréductibles d'un ensemble algébrique
sont complétes, l'ensemble algébrique l%est aussi.
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3, Toute fonction rationnelle réguliére sur un ensemble algébrique absolument irréductible
et complet est constante.

Si f est une fonction réguliére sur E, elle définit un morphisme de E dans la droite projec-
tive. L'image en V est un fermé évicant le point o . Elle ne comprend donc qu'un nombre fini
de points, L'image d'un ensemble connexe par une application continue est connexe. Comme
f(E) reste connexe sur la cldture algébrique de k, ceci ne peut se passer que si f(E) est
réduit 4 un point,

4. Plus généralement tout mocphisme d'un ensemble algébrique irréductible et complet dans
un ensemble affin est constant.

En effet un tel morphisme est défini par un nombre fini de fonctions rationnelles régulidres. -

5. Le produit de deux ensembles algébriques complets est complet.
La projection de E'x E" x T sur tpeut twre factorisée en

E'XE*"XT » E*xT » T

Lorsque E' et E" sont compldtes, ces deux projections sont fermées, donc aussi leur
composée.

6. La droite projective D est compléte.

Soit F un fermé de D x T. On peut supposer F irréductible et p (F) dense dans T. Soit

y € T ; remplacons T par un voisinage affin U de y. Il suffit de démontrer que; si

G = FD p"I(U)9 il :exi ste un point de G de la forme (z,y). Soit x une coordonnée sur
D: k(D) = k{xj. Supposons que (= ,y) n‘appartienne pas G. Si A estl'algébre affine de
U, le point y définit un homomosphisme h de ‘A dans K. Comme p(G) est dense dans U,
A peut &ire identifié 4 un sous-anneau de k (G). Notons u ['élément de k(G) induit par ia
coordonnée x sur D, L'annequ Aful esti‘algébre affine du sous-ensemble de G qui se
projette sur D - {oo} . Conseruire un point de G au-dessus de y différent de (w ,y) revient
a étendre i'homomorphisme h en un homomorphisme H de A[u] dans K. On ne peut écendre
h en h' appliquant A[ 1 /ul] dans K et 1/u sur 0, cet homomosphisme correspondant au
point (e ,y), que l'cn a supposé ne pas appartenir 4 G. Ceci veut dire que u est entier sur
A (cf. §2 proposivion 2 Soit

u® + alu““i e ta; =0

1*équation de dépendance incégrale de u sur A, Posens bj = h({a;) et choisissons dans K
une racine z de 1“équacion

v by vl b =0,

a
On peut prolonge: h en un homomorphisme H en posan: H{u) = z. Cet homomorphisme
corgespond au point (z,y) qui appartient a G.

7. On montre de maniére analogue que l'espace projeciif est complei, de méme que tout
sous-ensemble fermé de celui-ci.

8. Soit C une courbe affine non singuliére. On peut Ia compl éter par la courbe projective C'
correspondante ; on peut supposer C' non singuliére en passant éventuellement 4 sa norma-
lisée, C'est la seule maniére de complécer C en une courbe non-singuliére. En effet si C"
est une courbe compléte non-singuliére contenant un ouvert partout dense isomorphe a C, il-
existe une applicaiion birationnelie f de C" sur C' appliquant C considéré comme ouvert

de C" sur C considéré comme ouver: de C'.
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L'ensemble des points od. f n'est pas définie est un fermé nulle part dense, donc un
ensemble fini. Les courbes C" et C' étant normales, on peut appliquer le théoréme princi-
pal de Zariski : Il en résulte que f est un isomorphisme de C" sur un ouvert de C'. Comme
C" est compléte, f(C") est fermé dans C' et f (C") = C'. On peut donc parler de la com-
plétée d'une courbe. (Pour les ensembles de dimension supérieure ce n'est plus vrai ; d'une
part il peut y avoir beaucoup de complétés : par ex. : le plan projectif ou le produit de deux
droites projectives sont des complétés du plan affin ; d*autre part on ne sait pas si tout en-
semble algébrique est un ouvert d'un ensemble complet). Nous pouvons maintenant justifier en
un certain sens le terme de complet.

Etant donné un morphisme g d'une courbe non singuliére C dans un ensemble algébrique
complet E, il iexiste un morphisme g' dans E de la complétée C' de C qui est une exten-
sion de g.

En effet, soit F 1'adhérence du graphe de g dans C' x E. Sa projection sur C' est fermée,
donc C' toute entiére. On voit facilement en employant le théoréme principal :de Zariski et
I'unicité de 1a compl étion d'une courbe que F estle graphe d'un morphisme de C' dans E
prolongeant g. Cette propriété caractérise d'ailleurs les ensembles algébriques complets.
C'est une propriété analogue que A. Weil -emploie pour définir les variétés complétes.

8. Signalons finalement que J.P. Serre a démoniré qu'un ensemble algébrique défini sur le
corps des nombres complexes est complet si et seulement si en tant qu'espace analytique
complexe il -est compact (Annales Institut Fourier 6 (1955-5G) pp- 1-42).

10. L EMME DE CHOVW.

Il :existe des ensembles algébriques complets qui ne sont pas projectifs. D'autre
part, on ne sait pas si tout ensemble algébrique est un ouvert d'un ensemble algébrique com-
plet. Aussi le lemme suivant est-il ‘souvent le bienvenu.

Lemme de Chow.

Soit‘ E un ensemble algébrique. Il existe un sous-ensemble fermé W d'un espace projectif
ou d'un produit de droites projectives et un morphisme birationnel -f d'un ouvert U de W,
dense dans celui-ci, sur E. Le graphe de f est fermé dans Wx E. Si E est complet, U = W.

Démonstration :

Comme un produit de droites projectives peut &tre plongé dans l'espace projectif, il :suffit
de le démontrer pour le cas du produit de droites projectices. Le lemme est vrai pour un
ensemble affin. Un tel :ensemble est isomorphe 3 un fermé U d'un espace affin de dimen-
sion n, qui est de maniére évidente un ouvert du produit de n droites projectives. Si W est
1'adhérence de U dans ce produit, U est un ouvert de W et f est un isomorphisme de U
sur E. On vérifie facilement que le graphe de f est fermé dans W x E.

Nous allons démontrer le cas général par récurrence sur le nombre d'ouverts d'un
recouvrement de E par des ouverts affins., Soit E = E'U E" jou E' et E" est recouvert
par n-1 ouverts affins de E et E" est un ouvert affin. En vertu de 1*hypothése de récur-
rence, il :existe W', W", U',U" et f': U' » E' , f%*: U" » E" avec les propriétés
requises. Posons X = E*D E* | Y = W' xW",

W! contient un ouvert X' isomorphe & X, W* un ouvert X", Notons D la «diagonales de
X' x X", c'est-a-dire l'ensemble des couples (x',x") de X'x X" tels que f'(x’) = £"(x"),
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et W ['adhérence de D dans Y. W est un sous-ensemble fermé d*un produit de droites pro-
jectives. Soit U= V'UV" od V' =(U'xW"') N Wet V" =(W xU") AW Les ensembles
V' et V" sont ouverts dans W, donc U aussi. Définissons f(z) = f'p'(z) lorsque z € V'
et f(z) = f"p*(z) lorsque z € V" (p' et p" sont les projections de W' x W* sur les pre-
mier et second facteurs). L'application f est bien définie : si z € V' N V" | z se trouve
dans (X'xX") N W = D ; c'est-a-dire que z = (x',x") avec f'(x') = £" (x") . D'aprés la
définition de f, on a alors f(z) = f'p'(z) = f'(x') et f(z) = £* p"(z) = f"(x"); les deux
expressions coincident,.

Il est immédiat que f est un morphisme. Montrons que le graphe G de f est fermé dans

Wx E, Par induction le graphe G, de f' est fermé dans W' XE et celui de f" est fermé
dans W" x E, Soit y un point de 1'adhérence de G dans W x E. Supposons que sa projection
sur E appartienne & E'. Posons G' = G N (Wx E') et G"1 =G, N (WxE"Y).

Si'p' estla projection de W'x W" x E* sur W'xE*, p'(G') est contenu dans G'; puisque
p' estun morphisme. Donc p'(y) appartient & I'adhérence de G| dans W' x E' , c'est-a-dire,
en vertu de I'hypothése de récurrence, a G'; lui-m&me. Le point p’(y) est alors de la forme
(u*,v), avec u € U', vEE' et v=£f"(u"), et y=(u',u" v) od u"€ W", Ceci veut dire
que y appartient 4 V' x E’ et donc & G', puisque G est fermé dans U xE et G' l'est

dans V' x E°. .

Lorsque E est complet, comme le graphe G de f est fermé dans W x E, sa projec-
tion sur W est fermée. Elle est d'autre part dense dans W, puisque c'est'le domaine de dé
finition U de f. Celui-ci coincide donc avec W.

On peut perfectionner le lemme de Chow en supposant que W est normale (passer
éventuellement & la normalisée qui est aussi plongeable dans un espace projectif) et que les
sous-variétés exceptionnelles de f (celles correspondant aux points o f~ ° n'est pas dé-
terminée) soient toutes de codimension 1.

Proposition :

Soit f une application d'un ensemble algébrique normal E dans un ensemble algébrique
complet F-Les poin¢s od f n'est pas définie forment un ensemble fermé de codimension au
moins égale 4 deux.

Démonstration :

La propriété a déja été démontrée lorsque F est une droite projective (3. prop. 4). Si F
est le produit de s droites projectives, f est définie par s fonctions f; & valeur dans cha-

cun des facteurs. L'ensemble d'ind étermination de f est formé de la réunion des points ou
une des f; n'est pas définie. Comme une réunion finie d'ensembles de codimension au moins

égale a deux est encore de codimension au moins égale 4 deux, la proposition est encore vraie
dans ce cas ci. Dans le cas général, il suffit de supposer f génériquement surjective. Il:
existe alors un sous-ensemble algébrique fermé V d'un produit de droites projectives et un
morphisme birationnel g de V sur F. L'application rationnelle f de E dans F se factorise
en f=gohoa h: E » F ,estdéfini par h = g lof (ce composé a un sens). Comme

g est un morphisme, I"ensemble d'indétermination de f est contenu dans celui de h. On

peut considérer h comme une application de E dans un produit de droites projectives. Puis-
que V est fermé dans ce produit, les points d'indétermination de h sont les mémes pour les

deux points de vue. La proposition étant vraie pour h, elle 1'est a fortiori pour f.
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