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I. GENERALITES

1. ALGEBRES DE LIE

1.1, Rappelons qu'une algébre sur un corps commutatif K, est un espace
vectoriel V, sur K, muni d'une application bilinéaire (x,¥)—=x.¥
de VXV dans V,

1.2, 8i la loi produit satisfait & la condition =x(yz) = (xy)z
pour tout X ,y,z appartenant & V, on dit que l'algébre est associa=-

tive.
143, Si la loi produit satisfait aux deux conditions :

XeX = O

x(yz) + y(zx) + z{xy) = o

quels que soient x, y, z appartenant & V, on dit que l'algébre est

une algébre de Lie.

Beaucoup d'algébres de Lie étant construites & partir d'aigé-
bres associatives, on note en général le produit dans les algdbres

de Lie par le crochet [x,yi

Les conditions précédentes s'écriront donc
(1) [x, x]ﬁ o
(2) [x,[y,z]] + [y‘,[z,x]:l + f,[:r,y]] = o (identité de Jacobi)

I1 est immédiat que la condition (1) impligue que [ﬁ,y] est
une fonction bilinéaire alternée de x,v : ona [x,y]= - [&,x]

de sorte que 1l'identité de Jacobi peut encore s'écrire:

Gy [x 3] = [ [v. [ ]

1.4, Exemples

a) Soit U une algébre associative sur K. Pour tout x,y appartenant
a U, l'expression (x,y] = Xy - yx o3t une fonctiom bilinéaire
de x et y.

Il est facile de vérifier que le vectoriel U, muni de cette
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2.

loi de multiplication, érige U en une algébre de Lie sur X.

b) Si en particulier, on choisit dans l'exemple précédent, U =
l'algébre associative des endomorphismes d'un espace vectoriel
V, notée ngV.V),on obtient ce qu'on appelle l'algébre de Lie

des endomorphismes de V,, que l'on note gl(V).

On dit qu'une algébre de Lie of est commutative si pour tout cou=~
ple d'éléments x,y deag : Ex,yJ‘z )
Idéaux

On appelle idéal d'une algébre de Lie,g, tout sous-espace vecto=-
riel 8 def tel que [s£]cs

2. GROUPES ANALYTIQUES ET ALGEBRES DE LIE.

2.20

Rappelons qu'on entend par groupe aralytique (réel ou complexe)
un ensemble muni dune structure de groupe et d'une structurs de
variété analytique, telles que l'application de G x G —> G s
> m.y scit analytique,

(%.¥)
: i ) . 3
Soit x7 ( L = 1,2, o+ n) un systéme de coordonnées analyti-
ques dans un voisinage V de e, la derniére condition revient &
. . i sese. : : -
dire que les fonctions f~ définissant le produit de dsux éiléments
i 3 s
du groupe: (xy)~ = f (x1, oo X4 y1,°oyn) sont des fonctions

analytiques de leurs arguments.

Algébre de Lie AA{G) d'un groupe analytigue G

Etant donné un groupe analytique, la théorie de Lie permet ds
munir l'espace vectoriel tangern®t en L'éiément neutre de la varié-
té du groupe d'une structure d'algébre de Lie, & partir de la-

quelle le groupe peut &tre reconstruit localement.

Les éléments de 1l'algdébre A(G) c'est-i-dire les points de
l'espace vectoriel tangent, sont appelés les éléments dérivés

du groupe.

D'autre part, il existe une application, appelée exp. de
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AlG) G qui posséde les propridtés suivantes (et d'ailleurs définis

par ces propriétés)

Vx € A(G)  expltx + t'x) = exp(itx)exp (t'x)

@ exp (tx)) = x
dt
t =0

Pour tout x € A(G),exp(tx) est un sous-groupe 4 un paramétre de

Plus généralement, pour toute sous-algébre W,exp(W) engendre -

un sous-groupe analytique dont W est l'algébre de Lie.

8i G est connexe, W est un idéal<&—> exp(W) engendre un sous=

groupe invariant.

Un exemple de groupe analytique, est le groupe GL{V) des auto=
morphismes d'un espace vectoriel V (de dimension finie). On montre

que son algébre de Lie est 1l'algdbre gl(V) des endomorphismes de V.

3 DERIVATIONS

Zete

3.3,

On appelle dérivation d'une algébre de Lie £ toute application li-

néaire D de 5 —> ag, satisfaisant & la condition :

D [x,y:[ = [Dx,y] + [x,D;.f] v
pour tout x,y appartenant adl.

On vérifie immédiatement que 1'ensembied® (f) des dérivations
d'une algdbre de Lieog, est une sous-algébre de gl (f). On l'ap-°
pelle l'algébre de Lie des dérivations de o&,

Tout élément x deof définit une application linéaire defi—of:
Y —p [:xy] . Cette application s'appelis l'application linéairs

adjointe de x et se désigne par ad{x).

Soit £ une algébre de Lie.
a) Pour tout élément x de.f,ad(x)est upe dérivation de & (appelés

dérivation intérieure).
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b) L'application de L—>HWE): x —sad{x)est un homomorphisme 3de
1'algébre de Lie £ dans 1'algébre de Lied?(f) des dérivations.

¢) L'ensemble ad(ﬁ des dérivations intérieures de d est un idéal

de DP).

Lien entre les dérivations et les automorphismes d'une algébre de

- - - - - - - - - Ly " - - - - . - - -

Lie &

On montre que tout élément dérivé du groupe Aut.(£) des automer-

‘phismes de & est une dérivation de b et que réciproquement, pour

toute dérivation De®’'8), exp(D)est un automorphisme de L.

En d'autres termes, H(£) est L'algébre de Lie du groupe Avt ()

des automorphismes de 2.

De m&me ad($) est ltalgébre de Lie du grcupe des automorphismes

intérieurs de £.

4, REPRESENTATIONS LINEAIRES

Soient B une algébre de Lie sur K et V un espace vectoriel sur 1s
m2me corps K. On appelle représentation linéairé de & dauns v,

tout homomorphisme de £ dans 1l'algéhre de Lie gl(V).
Une représentation est dite fiddle, si elle est injsotive.

La représentation x —=adx de £ dans £ est appelée "représene

tation adjointe'" de 8.

Rappelons qu'on appelle représentation linéaire d'un groupe
analytique G, tout homomorphisme analytique de G dans le groupe

analytique GL (V) des automorphismes d'un espace vectorisl V .

Tout grcupe analytique G a une représentation linéaire parti-
défipit

culiére, définie de la maniére suivante: tout élément geG

- § gt s - -
un automoprhisme intérieur g de G : ¥ —= g. X.g. Cet avtomorphis-
me intérisur induit un automorphisme g dans L'algdbre ds Lie A(G)

de G. On montre que l'application h ¢ G—> Aut (/\('.'-)) : g———»;?
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est un homomorphisme analytique; c'est ce qu'on appelle la repré-

sentation adjointe du groupe.

Nous savons par ailleurs que tout homomorphisme analytigue de
groupes induit un homomorphisme entre les algébres correspondan-
tes; ainsi 1'homomorphisme h ci-dessus définit-il un homomorphisme
P de l'algibre de Lie A (G) de G, dans 1'algébre de Lied(A (a))
du groupe de Lie Aut (A (G)) des automorphismes de 1l'algébre A(G);
ceci donne donc une représentation linéaire de l'algébre

A(G) qui n'est autre que la représentation adjointe.

II. ALGEBRES RESOLUBLES

5. IDEAL CARACTERISTIQUE

Un idéal d'une algébre de Lie £, est un scus-espace vectoriel

de £, stable pour les dérivations intérieures de 2.

On appelle idéal caractéristique de L, un sous=vectoriel sta-

ble pour toute dérivation de J£.

idéal caractéristique) de £. Si T .est un idéal caractéristique ds S,

alors T est un idéal (resp. un idéal caractéristique) de £.

ristiques) de £, alors:

[S,T] = {[s,t_] %/‘ €set tel j est un idéal (resp. un
idéal caractéristique) de £

6. SERIE DERIVEE

L'idéal caractéristique [J’;,ﬁ] est appelé idéal dérivé de 1l'al-
génre D et est noté L'.

On appelle série dérivée la suite décroissante d'idéaux carace
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6'

téristique de f: £(°)= L ,J}..ﬁsl)... ol £(i+1)représente 1'idéal
dérivé de £4

2 e, 2®]

7+ ALGEBRES DE LIE RESOLUBLES

On dit qu'une algébre de Lie £ est résoluble, s'il existe un
entier n 2 o tel que &(n) = {o}.

Soient £ une algébre de Lie résoluble, ;£ {Oé et n le plus pe~-
tit entier tel que £(n) {O} . Dés lors £(n-1
tatif non nul de £ et, par conséquent of  ntest pas semi-simple.(cf,IV.10)

est un idéal commu=-

I1 est immédiat que toute sous-algébre d'une algébre de Lie ré-

soluble, est une algébre résoluble.

Proposltlon 4 Une algébre de Lie est résoluble si et seulement si

pour tout idéal H # {O} de -ﬁl il existe un idéal H, de H, de codi-

mension 1.

DEM Si & est réscluble, tout idéal H ¢ {O} de £ est également ré-
soluble, ce qui implique: H'# H.

]

Dés lors,il existe au moins un sous-espace H1 de H de codimen-
sion 1, contenant H'. Il est clair que ce sous~-espace est un idéal

de H.

Réciproquement, si pour tout idéal H # {05 de oﬁ, il existe
un idéal FI1 de H, de codimension 1 cela revient & dire qu'il existe
une suite décroissante: :ﬁ = .&OD 51 > £2 soe D £n_1 > f»n = {OS
de sous-algébres de £ telles que °8i+1 soit un idéal de codimension

1 deﬁ..

Comme pour tout J.nd:Lce i, .g C-ﬁ RUR établit facilement (
par induction) que ..9 i) < ’31 et donc que $ est résoluble.

7.1. Théoréme (Lie)

Soient £ une algébre de Lie résoluble sur un corps commutatif

K, de caractéristique 0, V # {QL un espace vectoriel de dimen-

sion finie sur ?(1 la_fermeture algébrigue de K, Dés lors, pour
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toute représentation fde £—-—>V, il existe un O# v € V qui soit

vecteur propre commun & tous les membres de f(ng).

DEM. Nous démontrerons le théoréme par induction sur dim. L. si
dim.£ = 1 le théoréme est trivial.

Supposons la proposition vraie pour toutes les algébres de Lie
résolubles de dim. < dim. b.

Soit S un idéal de £ de codimension 13 nous savons qu'un tel
idéal existe puisque £ est résoluble; de plus,S étant résoluble
satisfait aux conditions du théoréme. Il existe donc un vecteur
0 £ eoe V et une fonction linéaire f : S——»?(' tels que pour

tout élément s de S : j’(s).e° = f (s) €.
Soit x un élément de £, n'appartenant pas & S et posons:
- 5 P
e,ln)o(x).eo epz f(x) . 8
L'espace W engendré par tous ces e'p est l'espace cyclique (par

rapport a f(x))engendré par le vecteur e ; c'est un espace de di=-

mensions finie, invariant pour f(x).
f(x) posséde donc un vecteur propre O# v € W.

Nous allons montrer que v est un vecteur propre, commun & tous
les membres de f(,ﬁ)n

A. Pour tout indice p, et tout élément s€S:

p-l)
La proposition étant vérifiée pour p = o, supposons-la établie

f(s)ep z f (s) L modulo (e ,e s...e

pour p, dés lors:

fiore o= fepfere

)O([Sexj)ep + f(x)f)(S)ep

f([s,x]).ep + £ (s).f’(x}ep

mo‘if"‘:(eoue,- epl—l" f(x) LI f(x) ep-l)

(1)

£ (s).eP+1 mod.(eo,..., ep)

497
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Conséquences ¢

1°, W est invariant pour _f(ﬁ\, puisque quel que soit yed
¥ o= o X+ ﬁs avec d,(ééKet s€3

2o, 1 fs) = £ (s). dim. W

d'ou en particulier Tr f([x,s]) = T ([x,s]). dim, W = o
clestwa~dire f‘([k,sj) = 0.
Cette derniére remarque nous permet d'établir d'une maniére anale-

gue le :

B. Pour tout indice p, et tout élément s€S
(s)e_ = f(s).e
y P P
Mais dés lors, pour tout élément 's€S
fs)v
Py

]

f(s).v et pour tout élément yeoH
flogx+parv = xfav @ [isy

[0< f(x) + ﬁf(s) V. ce qui
démontre le théoréme.

n
L]

Corollaire

Soient Jf une algébre de Lie résoluble sur K et f’ une représen=-

’
tation de £ sur unm espace vectoriel de dimension finie V # {Oj

sur K. I1 est alors possible de trouver une base e€,,0.0., € de V

a
telle que tous les endomorphismes de‘V, appartenant a f(g),

s'expriment par des matrices triangulaires.

DEM. D'aprés le théoréme précédent,nous savons qu'il est possible
de trouver un vecteur propre e1# O commun & tous les membres de

f@g), Désignons par E, le sous-espace de V, engendré par e

1 1°

E1 étant invariant pour f@g), la représentation )oinduira une
représentation f: sur l'espace quotient V/E1, Si dim. V/E17£ ()
S€V tel que e, + E, € V/E1 soit

un vecteur propre commun & tous les membres de j;cg). En répétant

on pourra trouver un vécteur O # e

ua nombre fini de fois ce procédé,on finira par trouver une base

€y oo T, de V telle que pour tout x ek -

Y(x)ei =0 mod (e1, ,e,,ei)
Ceci exprime que la matrice de f(x), par rapport & la base €qreces

en est triangulaire.
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9.

IIT. ALGEBRES NILPCOCTEWTE S

3, ENDOMORPHISMES NILPOTENTS

Un endomorphisme N d'un espace vectoriel est dit nilpotent, si

pour certain entier k Do, Nk = 0o

$i A est une valeur propre d'un endomor-hisme nilpotent N et
e3# o un vecteur propre, ii vient Ne :.Xe et pour tout entier
i>o Ni
que Nk = 0, on aura AFe = o,ce qui implique )\: 0.

e = /\1e; en particulier si k est le plus petit entier. tel

Il en résulte ggye tout endomorphisme nilpotent admet comme seule

vaieur vropre O.

Un endomorphisme N d'un espace vectoriel V est nilpotent si et

seulement si il peut s'exprimer par une matrice triangulaire . avec

des zéros sur la-diagonale,

DEM. Soit N un endomorphisme nilpotent. Dés lors,il existe certaine-

ment un vecteur O# e, € V tel que Ne, = O.

I1 suffit par exemple de prendre pour e,, lL'un des vecteurs non

nuls, parmi les vecteurs non tcus nuls NE-d (0#e € V).

si E1 désigne le sous-espace vectoriel & une dimension, engendré

par e N induira un endomorphisme N1 dans l'espace quotient Q/E1,

s
Cet eldomorphisme étant & nouveau milpotent, si dim. V/E, # O nous
pourrons trouver un vecteur O # e, € V tel que (e2+E1) € V/E1»
soit un vecteur propre de N1. En continuant ce procédé, nous cbte-
nons finalement une base @qy cos € de V, telle que

P oL
palj désignant la sous-alezébre engendrée par les vecteurs el,.a. e

La matrice de N, par rapport & lLa bass e

I = I = "

kel =¢ Ne & o mod (elifo, e ) 2Lp. & 1
(el,noo e
19 cooy &y est dés lors
une matrice triangulaire avec des zéros sur la diagenale,

Réciproquement, soit (nij) une matrice n x n triangulaire avec

p-1

499
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10.

des zéros sur la diagonale. Si f1..., fn est une base de V, l'endo-

morphisme défini par Nfi = f nijf est un endomorphisme nilpotent.
- i=1

8.1. Définition Une algébre de Lie £ sur K est dite nilpotente si toutes

ses dérivations intérieures sont des endomorphismes nilpotents de

£.

Théoréme (Engel) soient V# {Qj un ‘espace vectoriel de dimension

finie sur K et £ une sous-algébre de gl(V), composée uniquement

d'endomorphismesnilpotents de V.

Alors : 1°) £ est nilpotente
2°) Il existe un u # O dans V tel que x (u) = o pour tout

x € B.

DEM. 1°) Il suffit d'établir que pour tout x 6.3, a%x est nilpotenté.
Or pour tout y € B, (adx)y = xy - yx, et par récurrence

on établit facilement que (adx)my est une somme de termes

de la forme Xx yx’ avec i + j = m.
Donc, si xk = 0, on aura (adx)aky_1 = 0 quel que soit yéuge

2°)On établit la seconde partie du théoréme, par récurrence
sur la dimension n de f. Le théoréme est trivial pour
n = 1. Supposons-le vrai pour les algébres de dimension
< n.
Nous allons d'abord établir que £ posséde un idéal de
dimension n - 1.
Soit H une sous-algébre de Lie de £, de dimension m < n.
Pour tout x € H, at?&x applique H dans lui-méme et définit
par passage au quotient, un endomorphisme o~ (x) de 1l'es-
pace fa/H. D'aprés le 1°, adpx est nilpotent, donc o (x)
est nilpotent. En vertu de 1'hypothése de récurrence, il
existe un élément {0} # y+H € &/m qui soit annulé
par tous les & (x), (x € H). Autrement dit, il existe
un y appartenant & £ et n'appartenant pas a H, tel que
adx (y) = [x,y] € H et ceci pour tout x € H.
I1 en résulte que H est un idéal dans une certaine sous-

algébre de dimension m + 1 de .,ﬁ
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1.

Y

0% en conclut (par itération & partir de H = {o} ) que
£ posséde un idéal S de dimension n - 1.

L'hypothése de récurrence nous permet d'affirmer qu'il
existe un {oj # u € V qui est annulé par tous les. élé=
ments de S. Désignons par U le sous-vectoriel, non nul .
de tous les vecteurs u € V, annulés par tous les éléments
de S. Montrons que U est stable pour tout a € £ et #’S.
En d'autres termes,que pour tout u € U, a(u) € U ou en-
core que pour tout s € S et tout u € U sa(u) = o.

Comme S est un idéal de £, [a,s] € S, donc pour tout
ueU Ja,s J(u) =0, clest-d-dire: as(u) - sa(u) = o}
o, s(u) = osdonc sau) = o,ce qui établit que U est sta-
ble pour a.

Puisque a est un endomorphisme nilpotent de V, a induira
dans U un endomorphisme nilpotent. Il existe donc, dans U,
un élément non nul qui est annulé par x, et donc par tout
élément de B

Corollaire 1. Reprenant 1'énoncé du théoréme précédent
nous pouvons encore affirmer qu'il existe une base €000y
& de V telle que tous les endomorphismes de £ s'expri-
ment dans cette base, par des matrices triangulaires avec
des zéros sur la diagonale.

D'aprés le théoréme précédent, nous savons qu'il est pos-
sible de trouver un élément O # e, € V qui soit annulé
par tous les endomorphismes € .8,

Désignons par E, le sous-espace de V, engendré par 8y

1
Tout endomorphisme x € $ induira un endomorphisme nilpo-

tent x, dans V/Eq. Si dim. V/EA_‘;?é 0 1'on pour-a trouver
5 € v, e27£ E1, tel que e, + E1 eV/E1 soit
annulé par tous les x, (x € ). En répétant un nombre fi=

un vecteur e

ni de fois ce procédé, on finira par trouver une base €4
ceoy € de V telle que pour tout x € £:

x (e;) =0 et x(e;) 3 omed fe 000, € ) 2<i<n

i-1
ce qui exprime que la matrice de x, par rapport & la base

€45 +oo 8 est triangulaire avec des zéros sur la diagonale.
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12.

gg:gg]_.}_gagg_go M&me énoncé que le corollaire précédent .
Si Xy9 Xpy ooy X (s > dim. V) sont des éléments de Jf,
alors XjeXye0eX = Oo

Ceci est une conséquence immédiate du corollaire 1.°

8.2, Définitior

Pour toute algébre de Lie 98, on appelle série centrale descen-

dante, la suite décroissante d'idéaux caractéristiques de L

£1= LD aﬁZD..a D£l> .eo définie par récurrence de la

maniére suivante:

£l 2 [, 5] P =1, 2.

ce. qui revient & dire :

+1
£P = {adxp. adx__ eec. adx,. adx, (x)} avec X, X,y ooe xpé.'.g

p-1

Proposition 5 Une condition nécessaire et suffisante pour gu'une

algébre de Lie soit nilpotente,est gqu'il existe un
entier k, tel que £5= {0}

DEM.Si 1l'algébre de Lie, ,ﬂ, est nilpotente, aég (£) sera une souse-
algébre de Lie de g1(f), composée d'endomorphismes nilpotents de

,,8u Mais dés lors, en vertu du corollaire 2 adx coe adxS =0

1° f
gy eeen X €l et s> dim.f clest-a-dire que £s+1= {o}

Aéciproquement, si pour certain k, £4 { } , le produit de k-1

pour tout x

dérivations intérieures quelconques sera nul, ce qui implique en.

particulier que toute dérivation intérieure est nilpotente.

Corollaire Toute algébre nilpo‘centeag ;4{.0} a_un centre non nul.

En effet si“k désigne le plus petit entier, tel que.ﬁ {0} ’
alors £k =i # {O} appartient au .centre de L.

Proposition 7 Toute algébre nilpotente est une algébre résoluble

DEM. Or établit immédiatement, par récurrence, que pour toute al-
gébre de I.:Le,,ﬁ £(1) < ,Si pour tout indice i. Comme pour un
certain indice k, ,,Bk = 05

£(k)c Qﬁk” = 0 , donc£ est résoluble.
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IV. FORME DE KILLING ET
ALGEBRES SEMI-SIMPLES

9. FORME DE KILLING

Soit,,g une algébre de Lie admettant une base finie. On appelle

forme de Killing, la forme bilinéaire symétrique.

B(x,y) = Tr{adx ady)

Propriétés de B (x,y)

9.1.

9.2.

9.3.

9.4,

10

Pour tout automorphisme o de £, B(o" x, oy) = B(x,y).

Quels que soient les éléments Xy, ¥y 2 de B :

(%) B(x, [yz]) = B(y,[zx]) =B (z, [xy])

Pour tout idéal S de,@, 1'orthogonal S'L de S pour B(x,y) est un
idéal.

La forme de Killing B! (x,y) de tout idéal S def, est la restric-
tion & S de la forme de Killing B (x,y) de B

ALGEBRES DE LIE SEMI-SIMPLES. ALGEBRES DE LIE SIMPLES

Cn appelle algébre de Lie semi-simple, toute algébre de Lie ayant
une forme de Killing non dégénérée. Une algébre de Lie £¥{o} est
dite simple si elle est semi-simple et si les seuls idéaux de
sont {O} etaf.

Il est immédiat que si S #{OS est un idéal commutatif d'une al-
gébre £. pour tout x, y de S, adx ady est l'application nulle, et
en conséquence B (x,y) = 0, c'est-a-dire que l'algébreog n'est pas

semi-simple.
Une algébre semi-simple ne contient donc aucun idéal commutatif
fol
P 10) -
En particulier, toute algébre semi-simple a pour centre: {O} o

(sa représentation adjointe est donc fidéle).
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Soient Jf une algébre de Lie semi-simpic et S un idéal de n8“§_}_

nous désignons par g l'orthogonal de S pour la forms de Kil-

ling B(x,y) de.f, alors :

L:S@S—L

Démonstration:

Nous savons déja (n° 93) que S'L est un idéal de.f. D'autre

part, comme B (x,y) est non dégénérée, dim. S + dim. S‘Lé dim.og

Soient x,y des éléments de 1'idéal S n S"L et z un élément quel~
wonque de f, daés lors, B( z,[x, y]) = B(x, [y,z]): 0. ce
qui implique, puisque B (r,y) est non dégénérée, que [x,y] = 0.

Donc Sn S est un idéal commutatif de ,8

Le seul idéal commutatif de £ étamt {0} , s 5= fof
Remarquons encore que S n S‘L = {O} implique en particulier
que S et :’S“L sont semi-simples (cf. n® .4)

Corrolaire : Toute algébre de Lie semi-simple est la somme direce-

te de tous ses idéaux simples.

81 nous remarquons que toute algébre semi-simple posséde au
moins un idéal simple, le théoréme précédent revient & dire gue

B 2st la somme directe de certains idéaux simples 3
£-5, @6, @ ..... &5,

Le corollaire nous apprend que les ssuls idéaux simples de£ sont
ces f o

Supposens que S # {O} soit un idéal simple de [ aifférent de
tous les ,ﬂi; dés lors .]_'f,i,sjciﬂin S = io} et par conséquent
[ﬁ.,s] = {O} , c'est-a-dire que S ¢ f)} appartient au centre
de .)3* ce gul est en contradiction avec ce que nous savons des al-

géhrzs semi-simples.
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sif est semi-simple, toute dérivation de f est intérieure.

Démonstration

Le centre d'une algébre de Lie semi-simple étant {O} s la re-
présentation adjointe de L est fidéle, et ad@f) est isomorphe éag.

D'autre part, nous savons que ad(gg) est un idéal de 1l'algébre de
Lie (8) des dérivations de £. L'orthogonal A de ad(@),dansoﬁ)(g\ ,
est donc également un idéal de H(£).

L'idéal A/) ad(f) est donc orthogonal & ad(B) pour la forme de
Killing de ad (8). Comme cette forme est non dégénérée: AN ad(,E):{oj.

Dés lors, soit D une dérivation de£ appartenant & A, Pour tout
x appartenant & L,on a ad(Dx) = [D,adx] € Apnadlf) = {Oi;
dfou Dx = O ou D=0

Par conséquent. A ={O] et ad () =9 (D

réels, le groupe des automorphismes intérieurs Int (,3) est la
composante connexe du groupe des automorphismes Aut (£). En par-

ticulier, Int () est un sous-groupe fermé de Aut (£).
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l. SOUS-ESPACES PROPRES DES ENDOMORPHISMES ad z

[1.i. Notation, sSoit L une algdbre de Lie sur 1 .

Pour tout z € £ et AN € K , on pose

Stzh) = {x € £ ; Jr naturel tel que (ad z - ?\I)k(x} =0}

c'egt un sous=-espace vectoriel de L ; 81 sa dimension n'est pas nu. .,

A et une valeur propre généralisée de l'endomorphisme ad 2z et £(Z,M
est le sous~espace propre généralisé correspondant. Notons aussitdt que ¢
est une valeur propre généralisée de tout endomorphisme ad z , Dpulsque

(ad z)(z) = 0 .

1i.2. Lemme. Pour tout z € &, N\ € kK , w€ Kk,
Lz, N, Lez, il Lz, v
En particulier, L{z,O} est une sous—algébre de L qui contient 2

Démonstration : Par inductlion, on démontre la relation
n n i n-1 i
(ad z = (A+p)I) [, x#] = ‘EO ¢, l(ad z - A1) xy , (ad z =~ pI) xM],
le cas n=1 découlant directement de la définition d'une algdbre de Lie.
Cela étant, si ye [L(z,N) ,L(z,u)] , on a y = [x>\, x#] avec
Xy € f(z,.k} et x# € E(z,p.). Pour de tels éléments, le second membre de

la rerarion ci-~dessus s'annule lorsque n egst suffisamment grand ; on en

deauit Lz, xlu]e Loz, +p) , arod 1e lemme.

11.3. Généralisation. Soit N un sous-espace vectoriel de J et a une

rorme linéaire dérinie sur XN . On note Va le sous-espace formé des x e L

vérifiant la propriété
- i3
"—_—i k naturel tel queu\v’z e N, (ad z ~ a(z)I) (x) = 0 .

8t x € 7, , 11 est clair que 1'égallté est véritiée pour k = dim (Vy?

i1 s'ensuit ane 7V, est formé des x € L vérifiant la propriété

- k
"Vz < W, —Je naturel tel que (ad z - a(z)I) (x) = 0 " ;

v, o= Q Lz, a(z))

a

autrement dit

Le lemme 11.2 entralne alors immédlatement le

Corollaire, [Va 5 Vﬁ] &= Va.,ﬁ

En particulier, V. est use
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12. S0US~ ALGEBRES DE CARTAN : EXISTEHNCE

hane les paragraphes qul sulvent, iy désigne une algddbre de Die
semi-zimple sur un corps K qul est supposé algébriquement clos et de
ravactdristique nulley 81 F est un endomorphlsme d'un espace vectorlel

ur &, V est donc somme directe des sous-esbaces propres générali-

i2.1. cérinition. Une partie H de L est appelée

sous—algébre de Cartan(l) si

a) H =22t une sous-algdbre abélienne maximale de iy

b} re H 1vendomorpnisme ad h est semi-simple.

utre part, solt df(z) la dimension de la sous=-algdbre £(z,<//

z € lj(z; 0), d(z) est strictement positive. On dit que =z est

un  élément régulier de & 51 a(z) est minimum. Il est & noter que
les é1éments réguliers de .53 forment un ouvert partout dense de £ muni
ds la topolougle de Zariski.
Posons H = 'E(kfo; 0)s h, étant un élément régulier de L.
les sous—espaces I, du paragraphe précédent scnt définis & partir de o,
Nuitre intention est de prouver que N est une sous—algébre de Cartan de .
12.2. Lemme. La sous—algébre H est nilpotente et égale 2 Vo o
Déminstration. Pour 2z = h, et A .= ¢ , e lemme 11.2 devient
M, La,, wl< Lta, o pi s
les aQue-e8paces (E{ho s hg) o A, =0, A o.es, /\_,f sont les valeurs prc-
pres-généralisées de ad k., , sont denc stables pour les endomorphismes

. ﬂ ezt somme directe de

as a4 (be W), comme K est algébriquement cl:

4 Vi 7 i
H o=t L7, 00 L = & E(ho, N;/ . et tout endomorphisme ad h (heHN)

i=i o ; )
i par ses restrictions 2 H et L' . Pour tout ke N, soit F(n)

aéri

in
4
le détermipnant de 1'endomorphisme (ad h)i £, Alors f est une fonetion

s 1
pelynfrme sur N gul n'est pas nulle en n, pulsque (ad ho)iﬂ nta au-
enng valeur propre générallsée nulle ; f n'eet donc pas nulle sur un ou-
yert pertout dense ® de K . Pour ke &, ltendomorphisme (ad i) L

i
de L a alors toutes ses valeurs propres générallisées.

semi-simples. 81 £ nves

La g

érinition cholsie est adaptée & 1'érude des ¢
iremant semi-simple, on appellera scus-algdbre de Cartan de £ toute ssus

pas nées
gébrs nilpotente qul est son Dropre normalisateur (ct. Chevalley, Théorie des groupes de
, Tome 3, p. 200). 81 1 est seml-simple, les deux définitions sont équivalentes,
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de ﬁ' & alors toutes szes valeurs propres généfalisées non nullesz, ce qui

prouve que L(h,0) est contenu dans N . Comme h, est un élément ré-

gulisr, on en déautt L(h,0) = ¥ ; par sutte, {1 existe un « naturel tel
que (ad h)K(x) = 0 81 et seulement si x € H ., Cette relation est vraie
pour tcut. hesd , lorsque « = dim (H) ; comme & est dense dans ¥ , on
a encore, pour x € ¥ et h € N, (ad 8)%(x) = 0, ce qui signifie préci-
aément que N ‘est nilpoteute. La seconds assertion en découle immédiate~

ment.

12.8. Proposition. N est une sous-algébre abélienne maximale -de L.
Démunstration. Soit A une valeur -propre non nulle de ad h, et B
la forme de Killing de E s brouvons dfabord que H et E(ho, A) sont
orthicgonaux relativement 3 B , soit B(x,h) = 0 pour x € E(ho, A) et
h & N ; cela vient de ce que l'endomorphisme (ad x)(ad k) applique
E(ho, A;) dans S(ho, A+X;J), qui a avec S(mc, A;) une intersection
nulle. En particulier, le crochet [hl’ h2] . est, pour h; et h, dans
H , trthogonal 2 E'. Dtautre part, N est nilpotent, donc résoluble
($ 8.2), de sorte qu'il existe une base de £ par rapport 3 laguelle tous
les eadomorphismes ad h (he H) sont exprimés par des matrices triangu-~

laires zupérieures'; utilisant une belle base, on veit que
Ir ((ed k) (cd hj)(ed hy)) = It ((ad h)(ad hy)(ad h;))

dcd l'om conclut que le crochet [h; , hy] est orthogonal 2 X ; 11 est
4one¢ O: thogonal 3 By » Ce qul niest posslbie que s'11 est nul puisque &
wisst pas dégénérée. Autrement dit, N est abélienne ; slle est de plus
maximale parmi les sous-algdbres abélfennes. sans quoi on pourrait trou=-
ver uu x hors de KN tel que [h,x] = 0 pour tout & dans ¥ ; choi-

sissant alors h = h, , on aboutirait & une contradiction.

12.4 Lemme. £ est somme directe des sous—espaces T et, pour h;
et #, dans N, B(h; , hy) = Z ., B(r;)B(hy)din (vg)
€
El(ho,ﬁ(hol) et que L= @ Ly, N,
K

ne
la premidre assertion revient A prouver que £(ho, A) est somme directes

Démcastration. Puisque Vﬁ

des Vﬁ tels que ﬂ(ho) = AN . Dfaprds le lemme 12,2, on peut supposer

A # 0 . Notons ad) h la restriction de ad b A E(ho , N) ; alors, l'ap-
plication ady : b = adh h  est une représentation de N dans E(ho, Ao
Puisque N est résoluble, il exlste une base €1 s+.., €5 de E(ho. A)
par rapport & laquelle tous les endomorphismes ady b (he€ ) sont repré-

Veir Efam[zun
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ERRATUM

La démonstration du lemme 12.4 (page 18) doit &trc rumplacee par la suivante :

Démonstration. D'aprés le lemme 12.2. H  est contenu dans £(h70) pour tout
he H; pour tout élément régulier h de H,onadonc £ (h,0) = H. Par suite, le

lemme 1.2 fcurnit, si I'on prend pour 2 un élément h régulier et si l'on pose A = 0

[H, L(h,ud)lc Lin,u)y .

Seit hy,..., hy une base de N formée d'éléments réguliers. L'inclusion ci-dessus
entraine que Ly (ha , # ) est stable pour ad hy s 1" est donc aussi stable pour ac h,

de sorte que

f = B*E(blyul)
M€K
Coummc +y s my s est stable pour adh-z , ona
Sy, e = 8 W (B, w ) Sl ey,
uzel(

En ttérant le procéd?, on obtient

B B e i N BT N R AL R
Si i on note oy T la forme linéaire prenant en h; lavaleur u; (i =1,....k}
est clair que chu}'“uk = £ (hl ,Hp) n .. ng thy , py) de sorte que
b “‘lwe-,wuk) e kM THrHy
ce qui ertratne
L= = Va

s . {
Pour prouver que cette somme est directe, choisissons un h' dans K pour lequel les B

tels que ’v’B # {01} aient en h' des valeurs distinctes ; alors Vﬁ est contenu dans

£ (h', B(h') et, puisque L est la somme directe des L (h* , B(h") ), la somme des
J[,, est directe ; en conclusion L' = @ \{

B'e X'
I.a seconde assertion se vérifie sans peine lorsqu'on choisit pour base de £ 1a réunion
dzs bases des £ (hy, A) telles que adh | £ (ho , A) soit représenté par une matrice

. s o . . . { -
triangulaire supérieure ; ce choix est possible puisque K est résoluble.

509
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sentés> par des matrices triangulaires supérieures, Scizsnt a (B) 5 eaeis as(h)
lsy éléments de 1a dilagonale, fonction linéaires de h et soit Kk la di-
mensl.n de E(ho, AJ). Pour\un a; donné, l'endomorphisme (adl\h.- aé(hiI)K
35t raprésenté par une matrice dont la sous-matrice carrée diagonale da'in=-

j tels que a.j = a, est nulle ; on en dédutt

(ady b~ at.(h)I)K (yg.) Ya dans le sous-espace W, . engendré
’ i i i

a7 lea vecteurs e, tels que a.j =a; ¢ autrement dit vaiC Va'i et,

come 2 .ﬁ(%.)\) est somme des K, , on obtient £=2 Vﬁ . Pour prouver
. 1

are catt‘e somme est directe, cholsissons un hl dans 14 pour lequel 1'es

= 0 pour

,B tels que V., # '{0} aient en h1 des valeurs distinctes ; alcrs I’IB

~ot contenu dans £(h1 ,ﬂ(hl)) et , pulsque £ est 1a somme‘directe des
E(.‘al ,ﬁ(.’;‘l)) , la somme des Vﬁ est directe ; en conclusicn L = V,B .
La ssvcnde assertion se vérifie sans peine lorsqu'on choisit pour base de

£ 1u réunion des bases utilisées dans les espaces .C(ho,}\}.

12.5, Théoréme. Toute algébre semi~simple contient des sous—algébres
de Cartan, par exemple K.
zstration. I1 reste a prouver gque, DCur tout A€ H , l'endomer-

2iilene ad % est semi-simple, Ecrivens ad B = § + ¥ ol § est semi-
simple ¢t N aflpetent, Utillisant 1la bage construite dans le lemme 12,4,
cnovelt gus  S(x) = B(k).x pour tout %€ Yﬁ . Montrons &lcrs que 5 est
wns dérivatlen 5 dteprds lemme 12,4, 11 suffit de preuver la relation habi-
turlle pour Xy € 7q €t xp€Vp : utilisant le corollaire 11.3, on a
Hlcg o ngl) = (a(h)#B(h) ) xg, xg) = lath)xy, xgl + lxg, Blhixgl

= late,), =) + [y, 5(x)] . Comme toute dérivation est intérieure, 11
exlcte f:@ tel que § = ad 4 . Comme ad 4 commute avec tous les 61¢-
nsuts de a2 N et que les algdbres ad { et [ sont isomorphes, on en
déuntit que /4 commute avec tout élément. de H , ce qui entratne qsﬂ
sutzque N est abélien maximal. On & donc d'une part S(x) = B(h)x pour
A& //3 et dfautrs part S(x) =,B(_/.3)x pour x €V, , car § ezt aussi lsa
partls cemi-simple de ad < . On en déduit B(3-h) = 0 pour tout B tel
awe g # {0} . D'aprds la seconde assertion du lemme 12.4, or obtient
alars B(f%-h,h'} = 0 pour tout k'e¢ N . D2s lors, 3~k , dé3d orthogonal
3 L7, est ausel orthogonal a N , donc & L , ce qui n'est possidle que
poeur Q=h o, Finalement, ad-h est semi-simple, et KN est une sons=algibre

de Cartan
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13. DECOMPOSITION RADICIELLE

Dane iss naraeraphes 13 et 14, N désigne une sous~algbbre,dé Car tan
quelcunque de & . Nous ne pourrons lui appliguer les résultats du pa=~
ragraphe 12 que s1 ceux-c! sont indépendants de la définition particu-

lidre de N dans ce paragraphe.

13.1. Définitions. Soit a wune torme linéaire définie sur K .
on note £a le sous~espace de '£ formé des x tels que, pour tout &
dans N . [h,x] = a(h)x . 81 Ea n'est pas nul, la forme linéaire a
est aprelée racine et Sa est le sous-espace radiciel correspond&nt 5
ces coucepts sbnt évidemment foncticns de L oer M.

I1 est clair que, pour tout x dans un sous-espace radiciel, [h,x] est
proportionnel & x quel que soit h dans H. '
Inversément, si x possdde cette propriété, 11 y a une application S :
H =& telle que [h,x] = B(h)x , et on vérifie immédiatement que [ est
linéaire, ce qui prouve que x est dans un scus-espace radiciel.

Notons enfin que le sous~espace Va du § 12 est le sous-espace radi-
clel £a parce que, pour un endomorphisme F semi-simple, les conditions

X
(F - ANI) (%) = 0 et (F - AI)(x) = 0 définissent le méme sous-espace.

0 a at, '
13.2, Lemme. L =N et I[L, ifﬁ L A
Démonstration. La premidre assertion découle de ce que H est avé-
lienne maximale, la seconde de l'identité de Jacobi
[n, [xa B x,B]] = [{n, x%], xﬂ] # [xa (&, xﬂ]] »

a
lorcgque heﬂ, X ef, et x_ €
o B

13.3. Théoréme. Soit A 1'ensemble des racines non nulles
(a) £ est la somme directe des sous—espaces radiciels
(b) Si a+ B#0, £a et & sont orthogonaux
(c) La restriction de B & N x H n'’est pas dégénérée., Pour toute
racine a , il existe un élément unique h, dans K tel que, pour tout
re N, Blhyhy) = a(h), '

a  a-a
(d) Si ae A, alors -~-aedl et [£,L 7] =1x hy . Plus précisément,

a -
si xavéﬂ et x_aeS: » [xa " xB] = ,.{y,“ N X,_.-’-’-,
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Démonstration., (a) Pulsque 1'ensemble ad(X) est un~ famille commuta-
tive d'endomorphismes semi-simples, on peut écrire L @ £1: od chaquel
est unidimensionnel et invariant pour les ad h(h€ ) ; pour tout i , il
existe donc une forme a telle que .E,;C_ Sa. d'od 1'on dédutt que L est
la somme des Sa . La démonstration de ce-que cette somme est directe est
la m&me que celle qui a permis de montrer, au lemme 12.4, que la somme de:
Vo était directe. '

(b) Soient x4 € 5, g€ Sﬁ ,oa o+ )2 # 0 ; d'aprds le lemme 13.2 , 1'en-
domorphisme ad x, ad Zﬁ applique 2 dans £a.¢~,6+'y , paur toute forme 1li-
néaire Y ;icomme a+B#o0, f,an £a+,3+'y = {0} da'aprds (a) ; utilisant
une bass convenadble, ad x, ad x,B est représenté par une matrice ‘doat 1
é1ément: de la dlagonale sont nuls. Par sulte B(x, , xﬁ) = 0, ce qul
prouve (b).

(¢) 81 la restriction de- B a KN x H étatt dégénérée, 11 y auralt un
heH et non nul, orthogonal & tout élément de W ; d'apr2s (b), h sera.
crthugonal 3 tout élément de £, ce qui est impossible car £ est semi-
simple, La restriction considérée est donc non dégénérée.

(d) Soit ae€ A; le sous-espace .Ea ne peut &tre orthogonal 2 £-a. car,
d'aprés (o), 11 serait orthogonal i toué les et par sulte, d'aprés (a),
sgralt orthogonal 2 .53 . Le sous-espace £,a n'est donc pas nul, et

- a€ DA, sotent x4 € f,a, x_a_ef,_a, heXN . on a, d'aprds la propriété 9.2,
B(lxy , x_g), ) = B([n, xq), %_gq) = Bla(hizg . x_g).

Utilisant alors la définition de hg » On obtient pour tout re N,

B([xa Y x_a] ; k) = B(xg , x.q) B(hyg ; k) ce qui implique

[xgq » x_gq) = B(xgq , %x_g)hq car B n'est pas dégénérée. Comme £ er £

a -
ne sont pes orthogonaux, on en déduit [L, £ 1 = & &y

13.4%, Corcllaire. Si a(k) = 0 pour tout o€l , alors h = 0. Par sui-
te les &, engendrent X .

En effet, a(h) = 0 équivaut & [h,x] = 0 pour tout x dans [l ; lihy-
porhdse du corollaire et le (a) du théordme 13.3 1impliquent [h,x] = 0 pour
tout x €L , d'od h = 0. Les racines engendrent donc le dual de N . Ces
racines étant les lmages des hq dans l'isomorphisme canonique de X sur

son dual (isomorphisme associé & B), les h, engendrent H.
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a -
13.5. Lemme. Soient e, € £, e.q €L tels que [ey , e gl = hy et
> . . o L +na
soit A une partie finie de % . Si L = est stable pour
) neEd -
ad e, et ad e_, , alors nEA (B + na)(hy) dim .C/, =0 .,
Démonstration., Calculons de deux manidres la tréce de la restriction
» . )
y L ae l'endomorphisme ad h, . Puisque h, est un crochet d'éléments
el
dont les adjoints conserveat L , on a d'une part l'rn,,(ad ho) = 0 .
+na
D'autre part, ad ha. laisse chaque espace invariant, s! bien que
o+

. na
I7ouled h) = ”EA (B+na) (h,) dim , d'0od le lemme,

13.6. Théordme. Soit o une racine non nulle

(a) Le vecteur h, n'est pas isotrope ; autrement dit oa(hy) # 0
. a

’b) Le sous—espace { est uni~dimensionnel,

Démonstration. (a) D'aprds le théor2me 13.3 (d), on peut choisir

a -a
cq €8 4 eg €L tels que [ey , e.q] = hy . B8oit S une racine quel-

.onque et soit 4 1l'ensembdble des entiers tels que ,[5 + na soit une racine.

+(n+l)a +na +(n-~1)a
fulsque ad ey(x) € f,b pour x € f,ﬁ et que ad e_g(y) € 5:’6

. +noL
pour y € 4 ; le lemme 13.5 est applicable. On obtiendrait, en supposant

+na
war 1l'absurde a(k_ ) =0, 2 ﬂ(ha) dim = 0, ce qui entrafneralc
a ned

-’3("0.} = 0 quel que soit la racine /J5 . Le ccrollalre 13'4 entralneralt
alors hy = 0 , ce qui contrediralt lthypothdse a = 0 . @
a
(p) Supposons par l'absurde dim(£ ) > 1 . 11 y a alors dans £ un vec-

tsur da # 0 , orthcgonal & e . Pour obtenir une contradiction, construl-

-

3ong, A partir de da une sulte infinie (an) de vecteurs non nuls, avec

T nao
2, e L ; c'est bilen absurde pulsque £ = _{0} pour n assegz grand.

a

Posons a, = dg €t :n = [ea » an-l] ;5 pbuisque ey € .E » an appartient,
n

par induction, & £ 7. Pour vérifier que a, nfest pas nul, on utilise

>
leq v Op 2 o -1 {n 1

qul se démontre aussl par induction, le premier terme de celle-cl exprimant

l'hypot?lése 3 rejeter ; en effet [e“a 5 an+1]

s leg s leg s 00) = ley , leg s a,] + o, [ey e_oJ]
= - n(n-1 -
= —-(-2-—-1 a(hgy) [ea , “n.—1] [ha ’ an]
*_"—"E‘:L)_ alhy) ay -~ na(hy) ay = - il‘.;i)l alhy) ap
L. formule est donc prouvée et a # 0 entrafne a_ # 0 .

n-1 n

13.7. Corollaire. Les dimensions de XN et de £ ont la méme parité.
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I4. CONFIGURATION DES RACINES

Proposons nous d'étudier, dans l'espace dual de XN , les positions rela=
tives des racines. On salt déji que l'ensemble des racines est symétrique

(théordme 13.3,d) et qu'il engendre le dual de X (corollaire 13.4).

a -a
4.1, Lemme. Soient e, € £, e_q € £ tels que [e, , e_ ] = b, et
. s *na
soit [r,s] un intervalle de 7 . Si £ est stable pour ad e,
n=r
et ade_, , alors 2 f(h,) + (r+s)al(h,) =

0 .
£ﬂ+na.
Démonstraticn., Pulsque la dimension de est I lorsque

B+ na #0 , le lemme 13.5 fournit d'abord
S

2, (Blhg) + malhg)) =0
Les termes du premier membre formant une progression arithmétique, on en

aéduit  (Blhg) + r alhy)) + (B(hy) + s alhy)) =0, d'od le leme,

I4,2. Théoréme. Soit a wune racine non nulle
(a) Si B est une racine, on obtient les racines de la forme B+ na

(n € i) pour tous les n tels que p < n < g ; avec ces notations,

prg . _ Plha)
2 a.(haj

(b) Les seules racines proportionnelles 4 a sont -a, 0 et a.
Démonstration. (a) Pulsque B est une racine, il existe un intervalle

[1‘,::] de 7 tel que ﬂ + na soit une récine pour 7 < n < s , mals non

s ghena
pour » = 7 -1 ou =n =3s + 1 ., Le sous-espace by est alors sta-
T es L Blhy)
ble pour ad e, ¢t ad e_, et le lemme 14.1 fournlt -2 = - —"o .
2 alhgy)
Comme tout intervalle [r’/,s’] ayant la méme propriété est disjoint de

[#,s], son milten T.* S’ est distinct de 7*S et ne peut donc &tre égal
2

——%_ . Ltintervalle [r,s] est donc unique.

a
(b) Cherchons 'd'abord les racines =na od =7 € Z . Comme £ est de
-a -a
dimension I , on a [.S s £ 71 = {0} » d'od 1'on déduit que le sous-ss-

g na
pace s O est stable pour ad e, et ade_, ; le lemme 14.1 four-
n=-1
nit alors g = 1 et le théortme 13.3 4 entrafne p = - 1 . 1les seuls mul-

tiples entiers de a qul sont des racines sont donc - a , 0 et a .
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Supposons l'existence d'une racine S =.ca od c € K-8 ;

(a) & cette racine, on obtient
multiple de 1/2,
et - ¢ a sont des racines, (g)
a/2
Cette contradiction prouve qu'il

-1, 0

nous venons de voir que, si

8l ¢ = ou I .,
14.3. Définition.
esat une racine non nulle, od S

a - échelle

L'ensenmble

court Z ) s'appelle
s'appeler a - échelons.

de 1'a - échelle.

4.4, Remarque.
sera précisé plus tard).

et un multiple impair puisque

passant par

Le nombre entier

En effet,

est une racine, a

n'y a aucune racine égale 2

des racines de la forme

est une racine quelconque et od =

9-9

sl une

s'appelle la.

24

en appliquant

£*9 = - ¢, ce quil prouve que c. est un
c € X-% , Comme a, c @
entratne que a/2 est une racine. Mals

ne peut en 8tre une.

ca , sauf

B +na (od a

par-

B, ses éléments pouvant

longueur

La longueur de toute échelle est < 3. (ce résultat
a - échelle avait une longueur

plus grande, elle aurait au moins cing a - échelons S-2a,fB-a, B, f+a

B+2a ; - p+2a

passant par

et

seralt alors une racine, de sorte que la J-échelle

2a~f5 passeralt aussi par 2a+/0 ; elle contiendralt alors

théordme 14.1.a) 1'échelon 2a , ce quil est impossible d'aprds 14.1.b.

14.5. Théordme. Si a et f
a a+
alors [E ’ Eﬁ] =0 b
. a
Démonstration. Pulsque [L »

sont deux racines telles que

P o om 2P ¢

a‘*ﬁ#"n

1, 11 suffit

de prouver que [Ea , Sﬁ] = 0 entrafne ﬂa*b= {0} . st [£a 5 Ifﬁ =0,

o +na
1'espace Z; est invariant pour
. n=
que @¢@=0 ; m
a+t
£ 7= {o} .

ad e, et ad e_g »
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V RACINES ET GROUPES ENGENDRES PAR DES REFLEXIONS

par J. TITS

Notes rédigées par F. BUEKENHOUT et J. JACOBS

15. RACINES ET GROUPES DE WEYL.

15.1. INTRODUCTION. Soit & une algébre de Lie semi-simpie, B la forme de K‘illing
[al i - -~ .
de 4 , H une sous-algébre de Carran de " et A l'ensemble des racines non-nulles

L0 - s K
de 4. par rappost a H.

'n a démontré dans le chapitre précédent que pour tout «, PeA onr a

() B(x,a) # 0

» 2B {«,B)
2 B ) est entier

. 2B(a,P)
3y p- B(u,ﬁa(A

i5.2. SYSTEMES DE RACINES. Soit V un espace vectoriel a un nombre fini de dimen-
sions sur le corps des complexes C, muni d'une forme bilinéaire symgtrique B .
On dit qu'un sous-ensemble fini A de V estun systéme de racines si A jouit des
propriétés (1), (2), (3) du 15.1.
Liésignons par p, la réflexion (syméerie) par rapport a I'"hyperplan Hy orthogonal
(pour B) al'élément o« de V. La condition (3) revient & dire que A est invariant

par p, pour tout ac A.

i5.3. ETOILES RADICIELLES. On dit qu'un ensemble fini S de droites de V .estune
droile radicielle si paur tout a¢ S on a

(1) o n'est pas isotrope

(2) S estinvariant par Py (od p, désigne la réflexion par rapport a

1'hyperplan orthogonal a la droit «).

(1) il n'est pas exclu que ‘B -soit dégénérre,
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2¢

Tout systéme de racines détermine, de maniére évidente, une éroile radicielle.

15.4., ETOILES RADICIELLES IRREDUCTIBLES. Une étoile radicielle est di;e irréduc-

tible si elle n'est pas la réunion.de deux étoiles radicielles orthogonales l'une &
l'autre. Un systéme de racines est dit irréductible s'il détermine une étoile radicielle
irréductible.

Si la réunion de deux étoiles radicielles S; et S, orthogonales est encore une étoile

radicielle, alors S; et S, sont disjointes (sinon la condition (1) (15.3) serait en
défaut).

15.5. GROUPE DE WEYL d'une étoile radicielle S. C'est le groupe engendré par les
réflexions p, pour tout ae S,

Un groupe fini de transformations linéaires, engendré par des réflexions est toujours
le groupe de Weyl d'une étoile radicielle.
15.6. Théoréme. Soit S une étoile radicielle et W le groupe de Weyl de S. Alors

i) S est réunion d'un ensemble d'étoiles radicielles irréductibles Si (1£igp)
orthogonales deux @ deux et disjointes deux a deux.

(it)  Si V; désigne le sous-espace engendré par S; et si V, désigne le sous-espace

P
orthogonal au sous-espace 2 1Vi ona V = (5 V.
i= i=o
i p
~ * 7’ ’ Iy
(iii) La restriction de lo forme B au sous-espace V = 8 V. estnon-dégénérée.
i=1
(iv) Soit B; la forme définie par B, ViX Vk = 858y, BI"VI'X v, (1<isp ,
0<j,k<p). Alors les seules formes bilinéaires symétriques invariantes par W

p
sont les formes 2 ¢; B; , c¢;¢ C(0<1<p), B, étant une forme quelconque,
1=0

nulle sur VXV,

v) W estun groupe fini.
Jémonstration.

* * . . . i
1) Soit V le sous-espace engendré par S. V estinvariant par W et W‘V* , restriction

* . Rye . z
du groupe W a V  est un groupe fini. En effet, considérons une base de V formée de
vecteurs de longueur yp appartenant i des droites de S. Il y a un nombre fini de bases

ayan: ces propriétés et elles sont permutées entre elles par W.
Comme un groupe fini de transformations linéaires complexes est totalement réductible,
il existe des sous-espaces Vf (1 <Pi < p) de V  invariants par W et tels que Wiy,

i

*
est irréduccible. De plus, V = _91 Vi
i=

517
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c) Soit « une droite non-isotrope de V. Les sous-espaces in variants par p, sont contenus
dans Hq ou contiennent . Si a estune droite de S, les V; sont invariants par Py
et si V., est contenu dans Hg, pour tout i, V* est contenu dans H_ . Mais ceci est
impossible puisque o ¢ V* est non-isotrope. Donc, pour tout o ¢ S il existe un

i(lgigp) tel que aCV;.

d) Chacun des sous-espaces A con*tient au moins un élément de S car les V; qui contiennent
des éléments de S engendrent V .

e) Soit S; l'ensemble des droites de S contenues dans V.
Pour tout j # i V.

)
donc orthogonal & «).. S; engendre V, et de ce fait Vj est orthogonal & V, .

est orthogonal & S; (pour tout o€ S;

3 Vi est .contenu dans He,
f) Les S; sont des étoiles radicielles orthogonales deux a deux (et disjointes). Supposons
que Si se décompose en deux étoiles radicielles S% et S% orthogonales. Les ensem-
bles Sil et Szi sont invariants par W et il en est de méme des espaces Vil et V%
qu'ils engendrent.
Comme W| V; estirréductible, l'un des Vi1 . V% est nécessairement nul. De ce fait, S,

1
est irréductible et (i) est démontré.

g) Le noyau de B| V. x vy, €stun sous-espace de V. invariant par W|y .
i i i
Comme ce dernier est irréductible et que Vi contient des vecteurs non-isotropes, le
noyau est nécessairement nul. La restriction de B a V; X V; est donc non-dégénérée et

* gen s -
il en va meéme pour la restriction de B a4 V . (ii) et (iii) en résultent.

(h) Soit i wuc forme bilinéaire symétrique invariante par W. Les formes (- A B) | V; sont
invariantes par le. pour tout A ¢ C. L'une de ces formes est nécessairement dégé-
1
nérée. Soit (I'-A; B) | V. une forme dégénérée. Son noyau est différent de {04 et

invariant par W ; ce noyau est donc V; etona T | Vi = A; BIV;. (iv) en résulte.
i

(i

~

(v) estimmédiat puisque W|y* est fini et que W|y se réduit a la transformation
identicue. °

15.7. Théoréme. Soit V un espace vectoriel complexe, de dimension finie, muni d'une
forme bilinéaire symétrique non dégénérée B et soit W un groupe fini irréductible
de transformations orthogonales.

Alors il existe un ¢sous-espaceréels Vp de V, invariantpar W et tel que

1) dimp Vg = dimpV 2) la restriction de B a Vp est définie positive.

Démonstration.

a) Désignons par 5 1'application linéaire de V dans son dual V' définie comme suit
4 P



b)

c)
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< xB,y> = B(x,y).

© © i _ .
Ona 2 =& puisque B est symétrique. On sait que le groupe W conserve une
forme hermitienne définie positive H. Celle-ci détermine une application semi-linéaire
H de V dans V', définie comme 2 ci-dessus et telle que 'H =

R 2. § o -rm i g ;
YHE lﬁ) = HELH est une application linéaire de V sur V' qui détermine une
forme bilinéaire symétrique A, invariante par W.

Les formes AB - A (Ae C) sont également invariantes par W et I'une d'elles, au moin-
est dégénérée. Comme W estirréductible, il existe donc un ke C tel que kB = A.

Montrons que k est réel positif. Comme k& = H E-1X
H(x HED | xHED = cxHETH | xHEYSs = kaxB, xNE1>

= k<x,x k> = k H(x,x).
. : . r ,r——v\'i 4r_,'! 8 [ B 2 :
U application 7 = 'k ) K& est semi-linéaire de V dans V et [ “= 1 (puis-
cue k estréel posirif) .

wolicarion U commute avec V. denc ensemble Vi des points fixes de [ est
invariant par W. On va montrer que \  répond aux conditions du théoréme. Soit
Xj. .. Xgoun ensemble maximal de vecteurs de VR linéairement indépendants dans
et supposons qu'il existe un élément y ¢ V tel que y ¢ <Xy oyoeee s X > (sous-espace
engendré par les x;).

Pour tout Ae C , Xy +2 I(y) estun point fixe de [ et appartient donc a

<Xy, e, x> On en déduit :,ussitét que ye < xy,..,X > etpar conséquent

m = dim~ V. L'élément y = .Zzlhi x; estun point fixe de T si et seulement si les
° m_

h; sont réels car I'(y) = izzllxi x; -

On a donc prouvé que V estun espace vectoriel réel de méme dimension que V. La

restriction de I a Vg estl'identité, donc sur Vg , - (\/k )"1 H et B = {\/—k—_)IH
est définie positive, ce qui achéve la démonstration.

.8. Corollaire. Soit V un espace vectoriel complexe, de dimension finie, muni d'une

forme bilinéaire syméirique quelconque B et soit W un groupe fini de transforma-
tions orthogonales engendré par des réflexions. Alors il existe un « sous-espace réel»
Vg de V invariant par W et tel que

1) dimp Vp = dimg V 2) VR =V @ V" ou V' estun sous-espace dont
tous les points sont fixes pour W et V" un sous-espace ou B est définie
positive.
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Démonstration.

Soit S 1'ensemble des droits o contenues dans V telles que la réflexion Pge W. S est

une étoile radicielle et donne lieu 4 une décomposition de V en V = iéo V; (théoréme 15.6).
Wi V. ( Ligp) estirréductible et Bj y. non dégénérée. Sur A (1<i<p) on peut donc
applxiquet la théoréme 15.7 ce qui foumlit des V;p réels de méme dimension que les V; et

sur lesquels B est définie pdsitive.

Soit V' un sous-espace réel quelcongue de V, de méme dimension que V_ et

P
v = i@ lvm ‘Alors V' et V" satisfont aux conditions de 1'énoncé.

15.9. Remarque. Le théoréme 15.7 peut aussi se déduire plus rapidement, mais de fagon

moins élémentaire, des théorémes généraux sur les sous-groupes compacts maximaux
des groupes de Lie.

15. 10, Théoréme. Soit. A un systéme de racines. Alors

(i) A estréunion d'un ensemble de systémes de racines irréductibles Ai (1<i<p).

(ii) Si Vp; estle «sous-espaces de V formé des combinaisons linéaires réelles
en les éléments de D;, Vp; estengendré par des éléments linéairement

indépendants dans V et R| est définie positive a un facteur complexe prés.

VRi
(iii) Le groupe de Weyl W conserve Vp .
i

Démonstration (i) est immédiat grace 3 15.6 et ({ii) également.

Dans Ai soient o, ..., G, un enéemble maximal d;éléments linéairement indépendants
dans B

Alors tout autre élément de Ai est combinaison linéaire réelle des «o; . En effet, soit

B = g c;a; . Alors

1

i=1
B(a; , B) n B(a; , «;)
j _ ic 7 . : s
2 m—iilci.ZW I<jis<n qui est un systéme
[ | = [ |

d'équations lih éaires 4 coefficients entiers dont le déterminant est non nul (parce que B
est non-dégénérée sur V).

Les c¢; sont donc réels.

Comme W|y, = estirréductible, ce groupe conserve une forme bilin éaire symétrique

définie positive. Il résulte de 15.6 (iv) que B|ly est égale a cette forme 4 un
" Ri

facteur complexe prés.
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16. GROUPES FINIS ENGENDRES PAR DES REFLEXIONS.

16,1, DEFINITION. On appelle domaine préfondamental pour un groupe G opérant sur un

ensemble E, toute partie PC E telle que PN Pg = ¢ pourtout ge G, g # 1,
L'existence d'un domaine préfondamental implique que G opére effectivement sur E.

16.2. Théoréme. On se donne 1) un espace affin réel A ; 2) un ensemble {H;i(iel)

a)

b)

d)

d'hyperplans dans A ;. -3) pourtout iel, une réflexion affine p; dontl'ensemble
des points fixes est H; ; 4) pourtout iel, l'un des deux demi-espaces ouverts

déterminés par H;, demi-espace qui sera désigné par B;.

On suppose vérifiées les conditions suivantes 1) B :[9 B, # & 2) pour tout

i #jel Bii = B;N Bi est un domaine préfondamental pour le groupe W;’j- en-

gendré par p; et Pj
Alors 1) B est un domaine préfondamental pour le groupe W engendré par les
p; (i€ 1) ; 2) si 2 kii est l'ordre du groupe Wi' » W est défini, en tant que

!

groupe abstrait , par les relations (p; pl.) ij = Pé = 1 pourtout i ¥ jel.

Démonstration.
3
Soit W le gml;pe abstrait epgendré par des éléments ;p,’f (iel), et défini par les rela-
i - %2
’;) =py" =1
sur W (qui applique p} sur p;) et de ce fait W* opére sur A. Pour tout we W* |

tions (p% p (i # jel).]Il existe un homomorphisme naturel de W*
L(w) désigne la longueur minimale de w considéré comme mot en les p”i‘ .

On achéve la démonstration a4 1'aide des assertions suivantes qui seront établies plus
loin.

(ln). Pour tout i €I et tout we W* avec 'f;(w) = n, Bw est contenu soit dans
Bi , soit dans B; p; et dans ce dernier cas ‘t(w pi) = 'f/(w) - 1.

(Zn).Pour tout i ¥ j. €l ettout we W* avec &(w) = n,il éxiste w;, ¢ W.. tel que

BwcC Bii wgoet Lw) = U(w. w;il ) + f/'(wii) Y Y

€A désignant la longueur de Vi dans Wij ).

Montrons que (1,) implique |'énoncé. Soit we W* tel que Bw 1B # ¢ . L'ensemble
Bw est contenu dans B, , pour tout i¢l (grace a (1)), donc Bw est contenu dans B.
De méme, Bwlc B, donc. B C Bw. Par conséquent B = B w.

Alors Bwp; = Bp; C B;p;, L (w p;) = L(w) -1 pour tout i€l et w est1l'élément

neutre de W*. De ce fait, B est un domaine préfondamental pour W*, ce dernier opére
effectivement sur A et W* est isomorphe 4 W.

Lorsque cardl = 2, (ln) et (Zn) sont susceptibles de vérification élémentaire. Dans le

cas général nous procédons par induction sur n ((10 et (?0) sont évidents )
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e) (10) et (2n) entrainent (ln+lf)'

si L(w) = n+ 1, il existe jel et w'e W tels que w = w' p; avec f(w) =n
1°) si i=j, Bw=Bw' P; est contenu soit dans Bi P » soit dans Bi en vertu
de (1)) et dans le premjer cas Uw pi) =d(wy=a-1=2Lw-1

20) si i j,il existe w.. € W..

ij ij teli que Bw' 4 B;; wy; avec

1j
L =tewwin+ Uy .
— Al -
Alors Bw = Bw P; 1% Biiwii Py = Bii w'ii avec \w'ii € w‘ii .

Comme (1) est vérifié pour W w3

w0 - 1.

Mais wp; = (w'. Wi-il) (Wij Pj Pi) entraine

ij B est contenu soit dans B; , soit dans B; p;

et dans ce dernier cas 'f/'(wii P; Py )

ij

Lwep) < Ly - Uy + Liwg e )

£ o- ‘t‘(wii) + 't'(wii pjj -1

£ =
et comme ﬂ(w) = n+1, ona ﬁ(w pi)=“ et 'f/(w pi) = f/(w)-l
£) (1,) et (2, ;) entrainent (Zn). Soit we W¥* avec f/(w) = n.

Pour tout jel , B w est contenu soit dans Bi , soit dans Bi p; -

Pour i #“i €I on peut se ramener i deux cas.

1°) Bw est contenu dans B; et Bj , don¢ dans Bii etona (2,).

2°) Bw est contenu dans B;p;. Si w'=wp; , Ly = L(w Py = L(w)- 1 =n-1
donc il existe Wi € W“ tel que Bw' C Bii w;; avec Lw') = t(w'.w"ili) + '{/'(wii).
Alors Bw = Bw' P; [« Bii Wi Pi- Puisque Bw C Bi p; ona, i

compte tenu de d) ‘E‘(wii) = f"(wii pi) - 1. Donc finalement

f/(w) = t(w') +1 = &(w;'w-ilj ) + 't'(wii pi) ce qui achg¢ve la démonstration.

16.3. EXEMPLE. Dans le plan euclidien, le groupe engendré par les réflexions
Py Py P3 Ppar rappert aux cotés d'un triangle équilatéral est défini en tant que

groupe abstrait par les relations pi2 = (p; pi) 3= Gi+#j=1,23).

16.4, MATRICE DE ‘COXETER, On appelle matrice de Coxeter K = (kij) , i, jel,
route matrice carrée d'ordre ﬁni( D , a éléments entiers ou infinis tels que

kij = kii > 2 pourtout i # j et kr;; = 1 pour tout iel.

(1) La restriction a 1'ordre fini n'est pas essentielle pour les résultats quirsuivent, mais elle
facilite I'exposé.
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GROUPE DE 'COXETER. Soit K = (kii) , i,j€l, une matrice de Coxeter.

Considérons le groupe C engendré par des générateurs p; (i€eI) et défini par
les relations (pi .) ) =1 pour tout i, jel (si kii = o, on convient

que la relation est triviale). On appelle groupe de Coxeter C(K) de type K, le
groupe C dans lequel le systéme de générateurs { Pi } est distingué ou encore,

par abus de langage, le groupe C lui-méme.

DIAGRAMME DE :COXETER. On appelle diagramme de Coxeter d'une matrice de
Coxeter K, ou du groupe C(K), une figure form ée de points et de traits, déterminée
comme suit :les points sont en correspondance biunivoque avec les p; etles

points correspondants a P; et p; sont reliés par un trait (kii - 2) - uple.

Ainsi pour 'exemple 16.3 ci-dessus, le diagramme est un triangle.

SOMME DIRECTE. Soient K' et K" deux matrices de Coxeter d'ordre n' et n"
respectivement. On appellie matrice \somme directe de K' et K" la matrice de
Coxeter K, d'ordre n = n' + a" définie par kii = k‘ii (1gi,j €Y,

— " L} 5 3 S (3
kii =k (ien") (en") (n* <i, j<n) et kij = 2 dans les autres cas. Une matrice de
Coxeter K sera dite irréductible si elle n'est pas somme directe de deux matrices
de Coxeter.
Si K est somme directe des matrices K' et K", le groupe de Coxeter C(K) est
produit direct des groupes C(K') et C(K").
Aux facteurs directs d'une matrice K correspondent biunivoquement les « compo-
santes connexes » du diagramme de K , en particulier, K estirréductible si et
seulement si son diagramme est.connexe.

Théoréme. On se donne une matrice de Coxeter K d'ordre n»un espace vectoriel
réel V de dimension n, un ensemble { H;} I < i < n d'hyperplans linéairement

indépendants dans V et pour chaque i, un demi-espace ouvert B; délimité par H;.
Alors il existe des réflexions p; ayantles H; pour hyperplans de points fixes et

satisfaisant aux conditions du théoréme 16.2 ou les [ ij sont les éléments de la
matrice K.

Démonstration. Dans V', l'espace dual de V, H; détermine une droite sur laquelle
on choisit un vecteur u'i (pour tout i€ I). Les u'; forment une base et nous con-
L

sidéroqs l? forme bilinéaire- F sur V'xV' définie par F (“_li u‘i) = -cos kii
Soit p} l'application de V' sur V' définie par x > x - 2 F(u' ,x).u; et p;

I'application contragrédiente de p' dans V, définie par < pi('x) P (> =<x,y>
pourtout xe V, ye V', On véri}ie aisément que les p; répondent aux conditions

de 1'énoncé.
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16.9, REPRESENTATION NATURELLE. On appelie représentation naturelle d'un groupe
de Coxeter C(K) toute représentation du type décrit dans 1'énoncé du théoréme 16.8.
Lorsque nous parlerons de [a représentation naturelle de C{(K) il s'agira toujours
de celle qui a été explicitée dans la démonstration du théoréme 16.8.

16. 10. MATRICES SPHERIQUES, EUCLIDIENNES ET HYPERBOLIQUES.

On dit qu'une matrice de Coxeter K = (kii) (i, j eI} d'ordre n est sphérique
(resp, euclidienne, hyperbolique) s'il existe un simplexe sur une sphére ( resp. dansun

espace euclidien, dans un espace hyperbolique.) de dimension (n- ‘,), dont les faces
de codimension un sont indexées par I de telle maniére que 1'angle des faces d'in-

™
dices i,j soit égal 4 k. pour tout 1 Li,j <n.
1]
En 16.3 on a un exemple de matrice euclidienne.

16, 11. Théoréme. Etant donnée une matrice de Coxeter K, les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) K est sphérique
(ii) C(K est fini

™
(iii) iZi(— cos T; x;x;) est définie positive

(iv) C(K) posséde une représentation naturelle par un groupe d'isométries d'un
espace euclidien.

Dans ce cas C(K) posséde une seule représentation naturelle, a équivalence

prés.
Démonstration.

a) (i) implique (ii). En effet, en projetant le simplexe sphérique depuis le centre de
la sphére on obtient un céne simplicial B dont les faces ont des angles Eﬂ—
ij
L'application du théoréme 16.2 fournit une représentation naturelle dont le domaine
préfondamental B posséde un angle solide fini non nul. Ce domaine B ne posséde
donc qu'un nombre fini de transformés

(ii) implique (iii).Il suffit de considérer le cas ot K estirréductdble. Si C(K) est

fini, la représentation naturelle possede une forme définie positive invariante, Comme K
est supposée irréductible, les réflexions Py de C(K) déterminent une €toile radicielle
irréductible, donc la représentation naturelle de C(K) est irréductible et il n'y a qu'une

seule forme invariante 4 un facteur prés. Comme 2 (-cos T X; X; ) est positive
1) ii
!

b

feg

sur la base, on a (iii).

~—r

c) (iii) impligue (iv) . Evident.

(iv) implique (i). Une sphére est coupée par le domaine préfondamental B suivant
28

d

—r

un gimplexe qui posséde les propriéiés requis
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Partons d'une représentation naturelle guelconque. Elle conserve une forme définie posi-
tive parce que C(K) est fini. L'angle des hyperplans H, et Hi est _I_ en vertu

1)
de 16.2 et 16.8 donc notre représentation n'est autre que la représentation naturelle.
La derniére assertion du théoréme est donc démontrée.

12. Nous donnons les résultats qui suivent sans démonstrations.

Etant donnée une matrice de Coxeter K les propriétés a) (resp. b,c.d) ci-dessous sont
équivalentes.

a. (i) K est sphérique.
(ii) Dans toute représentation naturelle de C(K) le céne Q réunion des adhérences
de B et de ses transformés .est l'espace tout entier.

b. (i) K est euclidienne.

™
(ii) La forme quadratique 2, (- cos T X; xi) est semi-définie positive et de rang (n-1).
1,] ij

(iii) Le cone Q2 estun demi-espace.

Lans ce cas il n'y a gu'une représentation naturelle « projective » de C(K) a équi-
valence prés.’

c. (i) K est hyperbolique.
Le cdne Q estun cdne quadratique ouvert d'indice un (plus l'origine).

Dans ce cas il n'y a qu'une représentation naturelle de C(X) et la forme quadratique
associée est hyperbolique normale.

d. (i) K est sphérique, euclidienne ou hyperbolique.
(i) Tous les diagrammes résiduels de K , obtenus en retirant un sommet du diagramme
de K et tous les traits qui y aboutissent, sont du type sphérique.
13. DFAGRAMMES SPHERIQUES, EUCLIDIENS ET HYPERBOLIQUES.
Nous donnons une description complére de ces diagrammes. Pour les démonstrations
on peut se référer a :
H.8.M. COXETER - The complete enumeration of finite groups of the form
RS = (R;R;) 5 =1 J.Lond. Math. Soc. 10 (21-25). 1935

F. LANNER - On complexes with transitive groups of automorphisms
Medd. Lunds-univ. Math. Sem. 11(1-71) 1950

E. WITT - Spiegelungsgruppen und Aufzihlung halbeinfacher Liescher Ringe
Abh. - Math - Sem-Univ, Hamburg 14 (289-322) 1941.
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Diagrammes sphériques irréductibles

Les autres diagrammes sphériques sont donnés par toutes les réunions disjointes des
diagrammes ci-dessus.

Diagrammes euclidiens :

Ces diagrammes sont tous irréductibles.
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Diagrammes hyperboliques : ces diagrammes sont tous irréductibles.

m (4] m,n,p quelconques (sauf ceux qui sont sphésiques ou euclidiens)

16.14 Théoreme. Soit V un espace vectoriel euclidien de dimension n, H un ensemble
d'hyperplans tel que le groupe W engendré par les réflexions py por rapport aux

hyperplans H ¢ ¥ conserve i'ensemble ¥ et soit fini. Appelons chambres, les
composants connexes du complémentaire de UH et murs d'une chambre. les H qui
€

contiennent une face de codimension un de la chambre. Alors

(i) W est simplement transitif sur les chambres.

(ii) Les chambres sont des cénes simpliciaux et le groupe W est engendré par les
réflexions par rapport aux murs d'une chambre.

(iii) W est une représentation d'un groupe de Coxeter.

(iv) Les seules réflexions appartenant ¢ W sontles py avec H ¢ o,

Démonstration.

*
a. Soit C une chambre et Hy,...,H  les murs de C. Le groupe W engendré par les

n
p; =Py, 1 €1 n estun groupe de Coxeter C(K) en vertu du théoréme 16.2.
1

Comme W est fini, C(K) est fini et si T

est l'angle des hyperplans H; et Hi
ij

m

(i £i,j € n),latorme Z (~cos xixi) est définie positive.
1,)

ij
b. Montrons que les Hi(l &£ i € n) sontlinéairement indépendants. Il leur correspond
des droites du dual V' sur lesquelles nous choisissons des vecteurs u; (i<i<n).
™

L'angle f,\ui—rru .-
ij

o
Supposons que = a;u; =0, Alors X (ui’“i) a;a; =0, (,) désignant la forme métrique
i=1 i
de V'. On a donc

™

2 cos a.a;, =0 d'on a, =0 our tout 1£ign.
5 k;; %% i p

OUn a donc prouvé que les chambres sont des cénes simpliciaux.
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c. Soir Q la réunion des adhérences de C et de ses transformés. par W*.
Tout point frontiére du céne Q est point frontiére de C ou de l'un de ses transformés.
Or les éléments des facés de codinrension un d'une chambre ne peuvent étre des points
frontiere de Q. Il en résnlte que la frontiére est contenue dans une réunion finie de
faces de codimension deux. Cette situation étant impossible le cone S estl'espace
tout entier.

d. Il en résulte que W* est transitif sur les chambres et simplement transitif puisque la
chambre C est un domaine préfondamental pour W*. Il suffit de montrer que W¥ = W
ou encore que W* contient toutes les réflexions Py - Soit H un hyperplan dans 34
11 est le mur d'au moins une chambre Cy. Il existe we W* tel que Hw soit un mur

de C. Donc Hw = H; et comme py ¢ w*, w PY. wl= oy appartient également
1 4 -
a W,
e. Si py estune réflexion appartenant & W avec H n'appartenant pas a H, H traverse

une chambre C et alors CNC Py n'est pas vide ce qui est impossible.
(iv) est donc établi.

16.15. Théoréeme. Les hypothéses étant cellies du théoreme 16.14. soit C une chambre,
et F une face relativement ouverte'? de C. Alors le groupe de stabilité de F
est aussi le groupe de stabilité de chacun de ses points. Il est engendré par les
réflexions par rapport aux murs de C qui contiennent F et il est simplement tran-
sitif sur les chambres dont F estune face.

Démonstration.

Soit P un point de F et Vll‘espace orthogonal @ F en P’ Nous considérons V,
comme un espace vectoriel centré en P. Alors V, NcC = C; estlocalement un céne

simplicial. Les murs de C qui contiennent F découpent dans V les murs de C;.Les

réflexions par rapport aux. murs de C qui contiennent F induisent dans V; les réflezions

par rapport aux murs de C, . Les transformés du cone C; par ces réflexions et jeurs
produits remplissent V| (par le théor. 16. 14). Soit G le groupe engendré par les ré-
flexions par rapport aux murs de C qui contiennent F. Localement C est produit direct

de F ct ducéne Cjy. Par conséquent, les transformés de C par les éléments du groupe G
forment un ouvert entourant P. On a donc simultanément les résultats qui suivent : le

groupe G estle groupe de stabilité de P, le groupe G est transitif sur les chambres

dont F . est une face, F estinvariant par G donc le groupe de stabilité de P conserve F.
Pour achever la démonstration il suffit de constater que toute transformation w conservant F
envoie C surune chambre C' dont F estune face. De ce fait w appartient au groupe G
caril n'y a qu'une transformatior dans W qui envoie C sur C'. Le groupe de stabilité

de F est donc confondu avec celui de P.

(1) i.e.ouverte dans la variété lin€aire qu'elle engendre.
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16. 16. Corollaires .

{i) Si un point d'une face est invariant, tous les points de la face sont invariants et
si une face est invariante, tous ses points le sont.

(ii) Si un hyperplan H e ¥ contient un point d'une face, il contient toute la face.

(iii) Chaque hyperplan He N détermine une partition de l'espace. Alors la partition
intersection des précédentes est constituée exactement par les faces des chambres.

(iv) Deux faces d'une méme chambre ne sont jamais équivalentes.

(v) S.i un point P d'une face F,; de la chambre C, est adhérent a une face F,
d'une chambre C,, F; est adhérent a F,.

(vi) Soit un ensemble d;hyperplans Hy,Hy, oo, Hp linéairement indépendants,
appartenant a H. Alors il existe unc chambre C telle que Hl:Hl 0 Hyy ooy

H 1”“2 {'\Hp contiennent respectivement des faces de ccdimension 1.2,...,p
L] «

Démonstration.
a, (i), (ii) , (iii) sont immédiats.

b. Prouvons (iv). Si we W transforme une face F; de la chambre C en une face F,
de C zlors w transforme C en une chambre C' qui contient F, . En vertu du théo-
réme 15.15, il existe une transformation: w' du rgroupe qui conserve F, etramz- 7'
sur C. Alors, ww' conserve C et est donc l'identité, Il s'en suit que
Fo= -1 ¥
fl—sz —sz—Fz.

c. Prouvons (v). Comme P e F, estadhérenta C, et C,, il existe une transformation

du groupe qui transforme C, en C, et qui conserve F; et P. Alors F, et F, sont des
faces de-C’, eton-est " ramené 4 un cdne simplicial od (v) est évident.

d. Prouvons (vi). HN ... NH_ estune variété linéaire de codimensipn p qui con-
tient certainement des faces de codimension p. Soit CP une telle face. H;N .., ('\Hp_l
est couvert pa®les adhérences de faces de codimension (p-1). Pami celles-ci, il en est
qui contiennent un point de C_ dans leur adhérence et de ce fait elles contiennent C
dans leur adhérence (corel. v). En procédant par induction sur p, (vi) en résulte.

16.17. DEMI - ESPACES RADICIELS FONDAMENTAUX.

Conservons les hypothéses du théoréme 16.14. Nous appelons hyperplans radiciels

les murs de toutes les chambres et demi-espaces radiciels, les demi-espaces fermés

limités par des hyperplans radiciels.

Etant donnée une chambre C, nous dirons qu'un demirespace radiciel est fczjamen-
- tal (par rapport & C) s'il contient C et si sa frontiére est un mur de C.

Si H estla frontiére du demi-espace radiciel D on désigne par pp la réflexion py .
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16. 18. Théoréme . Les hypothéses étant celles du théoréme 16.14 soit C une chambre,
D un demi-espace radiciel fondamental et we W tel que Dw soit également fon-
damental. Alors il existe une décomposition w = Wy, wo. w. . wy telle que
D,i =Dwy, wy. .. w; .foit fondamental pour tout 1 <igp et que w;4] appar
tienne au groupe engendré ;par Py et PD'+1 sauf si Bp, = pp . auquel cas
R . . i , i i i+
w;,, appartient a un groupe engendré par pDi et une autre réflexion py .
j

Démonstration.

Nous procédens par induction sur le nombre n d'hyperplans radiciels qui séparent C et Cw
(ce nombre s'avére égal 4 la longueur de w comme mot en les Py

Soit Hy un hyperplan radiciel qui sépare C et Cw et considérons le groupe G engendré
par_py et py .Lediédre E = Dy NDw estun domaine préfondamental pour ce groupe
et I'un de ses tr¥nsformés contient Cw . Soit E_, ce transformé avec o engendré par
. P
pHI et py . Alors pr n'est séparé de C que par des hyperplans contenant leur face
w A

commume de codimension deux c'est-a-dire par des hyperplans qui délimitent des diddres
transformés de E par G. De ce fait les hyperplans qui séparent C et Cw_ séparent éga-
lement C et Cw et le nombre d'hyperplans séparant pr et Cw est strictement infé-

rieur 2 n. Donc le nombre d'hyperplans séparant C et Cw. w;l est également strictement
inférieur & n.

La démonstration s'achéve par induction sur p. Il suffit de montrer que Dw. w;l est fon-

damental et que. w

P appartient au groupe engendré par py i et pp = pPp
p- P

w
Pour vérifier que Dw. wp"l
fondamental par rapport a pr ou encore que Hw est un mur de pr . Mais ceci résulte

est fondamental par rapport & C il suffit de vérifier que Dw est

du fait que Hw est un mur du diédre Ew
engendré par pDP

Enfin pour montrer que A4S appartient au group.

1 €t Ppw il suffit d'ogserver que pr,l et que cette der-

niére réflexion est dans G.

P -1
Dw.wP

16.19. Théoréme. Etant donné un groupe de Coxeter C(K) il y a équivalence entre les
propriétés suivantes :
(i) Les deux générateurs p; - et p; sont conjugués dans C(K).
(ii) Il existe une suite d'indices i =iy, ig, ...’ ip =j telle que kic vy bprd
soit impair (= n'est pas impair).

Ceci est un corollaire immédiat du théoréme précédent (lorsque C(K) est fini) mais on
peut aussi en donner la démonstration trés simple suivante

a. (ii) implique (i). Il suffit de montrer que 'ky; impair implique que p; et p; sont
conjugués. Soit kii = 2k -1

| - - - & -
(pypy)* i py . est une ipvolution qui‘transforme p, en

- - 2k-1
(e pypy-pilpap = (pyp) ! by =0y
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b) non (ii)impliquenon(i) . Soit K' la matrice de Coxeter définie par k'ii = kii
. ; . . : .

si kii est impair et kii =2 si kii est pair.

Il existe un homomorphisme naturel de C(K) dans C(K').

Soient P et p, deux générateurs distingués de C(K), et py ‘l.éF"p'i les générateurs
correspondants de C'(K). S'il n'existe pas de suite du type (ii) p; et p'; soat repré-
sentés par des sommets du diagramme de K' appartenant 4 des composantes connexes dif-
férentes ; ils appartiennent donc 2 des facteurs directs distincts de C(K') et ne peuvent
étre conjugués. Il s'en suit que p; et p; me sont pas conjugués dans C(K).

16.20. Remarque. Moyennant certaines précautions les résultats obtenus de 16.15 a
16. 18 demeurent valables pour un groupe de Coxeter quelconque.

17. SYSTEMES DE RACINES.

17.1. RAPPELS. Soit A un systéme de racines irréductible dans I'espace vectoriel V
sur C muni de la forme bilinéaire symétrique B et soit Vp 1'ensemble des combi-
naisons linéaires réelles des racines. La restriction de B 4 Vp est définie posi-
tive 2 un facteur complexe prés et nous supposons toujours que B a été choisie de
maniére 4 ce que ce facteur soit réel positif. L'espace Vg est engendré, sur R,
par des éléments linéairement indépendants dans V (15.10),

Le groupe Weyl W du systéme A est un groupe de Coxeter (16.14) du type sphé-
rique. Dans ce qui suit nous travaillons dans V.

17.2. SYSTEMES DE RACINES DE RANG DEUX (W posséde deux générateurs).
B 2 .
.f.r_(_ai)__ est entier,

B{a, a). B(B,B)

donc 4cosz(c:B) est entier et on a les relations cos2 (;E) = 0, %_. . _lr . %_, 1

Si a et P sont deux racines d'un tel systéme,

ou ofE: 900 , 60° , 45° , 30° , 0° , L'ordre k de ('Po:'pﬂ ) “dans le groupe de
Weyl prend les valeurs k = 2, 3,4,6,0.

La condition 2:B(%,B) entier signifie que la projection de P sur x est un

B(a, «)
multiple entier de _‘;_.. En pardiculier, si @ = mP avec |m| > 1 on doit avoir
m =311 ou m =1 2,

Examinons les différentes valeurs de k.
%,

k = 2 fournit un systéme réductible
= —TOF T T 4
k 3 | AN i
’
N
I - _— |
7 [

K = 4 :/ : : \\_g‘ =
L i
L
I \\ H : //|
| <Y v |
] N |
| 8 ’ |
| NN
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La fléche placée sur un trait se dirige de la racine la plus grande vers la racine la
plus petite. Un sommet entouré d'un cercle représente une paire de racines dont
1'une est double de 1'autre.

SYSTEMES DE RACINES IRREDUCTIBLES DE RANG QUELCONQUE.

Krant donné un systéme de racines A, le groupe de Weyl qu'il détermine est iso-
morphe a4 un groupe de Coxeter sphérique. dont il fournit une représentation naturelle.
801t € une chambre fondamentale dans cette représentation. A chaque sommet du
diagramme de Coxeter correspond un mur de C, donc une racine au moins dans A7

Deux ratines linéairement indépendantes déterminent un plan et un sous-systéme de
racines de rang deux, auquel correspond une liaison binaire du diagramme de Coxete:.
Cette liaison binaire est éventuellement complétée par une fléche ou un cercle entou-
rant un sommet suivant les conventions introduites en 17. 2.

Le diagramme complété de A estle diagramme de Ceoxerer dont chaque liaison bi-
naite est complétée de la maniére indiquée ci-dessus.

Theoréme. Un systéme de racines irréducti ble A est déterminé par son diagramme
complété. Pour qu'un diagramme complété connexe soit le disgramme d'un sysiéme

de racines il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient satisfaites :
(i) Le diagramme de Coxeter sous-jacent est sphérigue.

(ii) Chaque liaison binaire est de l'un des types

1o I o 00}-————{:?‘:1@21%

Démonstration .

2. Si un diagramme complété est le diagramme d'un systéme de racines il satisfait (i) et
(ii) gracea 17.2). .

b. Supposons (i) et (ii) vérifiés et soit C une chambre fondamentale dans la représenta-
tion naturelle du groupe de Coxeter sous-jacent au diagramme. Pour chaque hyperplan
fondamental H on choisit une racine orthogonale @ H et l'on s'atrange pour que la
coudition 15.1. (2) soitrespectée pour ces racines ce qui est possible grace au fait
yu'il n'y a pas de cycles dans les diagrammes

(1)

i-ion utilise partiellement la classification des diagrammes sphériques. On pourrait-s'en passer

en ajoutant une condition a 1'énoncé du théoréme.
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On transforme toutes ces racines de toutes les maniéres possibles par le groupe de Weyl %

et on obtient un ensemble de racines pour lequel nous devons vérifier les conditions

15. 1. (2) . (3).

Notons qu'a ce stade nous avons prouvé l'unicité de la solution car la construction indi-
quée ci-dessus est possible d'une seule fagon (i une homothéthie prés). .
Pour les hyperplans fondamentauxz on n'a pu obtenir de nouvelles racines. En effet si H;
et H, sont deux hyperplans fondamentaux et si we W transforme H; en H, lesté-

1

533

n

flexions correspondantes Py €t P, sont reliés par une chaine du typet—— beca
dans le diagramme de Coxeter. De ce fait les racines correspondant. aux extrémités de
la chaine ont méme longueur. )

Il reste a prouver que deux racines quelconques vérifient la condition d'entier.

Soient oj, a, ces racines et H;, H, les hyperplans correspondants. Le corollaire
16.16 (vi) nous apprend qu'il existe une chambre C' telle que Hy,H; 1 Hy con-
tiennent des faces de codimension 1,2 de C'. Parune transformation du groupe de
Weyl on peut se ramener au cas od C' est la chambre fondamentale C, H; un hyper-
plan fondamental et H, un hyperplan qui contient une face de codimension deux de C.

Soit H'z 1'hyperplan fondamental qui contient H,; n H, L'hyperplan H, est conju-
gué soita H') soita H; (théoréme 16.15) et de ce fait on est ramené & une vérifi-

cation pour le.rang deux.

17.5. DESCRIPTION. DES 'SYSTEMES DE RACINES.

3]
£
o3 o e e D
A
~N

oy
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7.6, RACINES POSITIVES ET RACINES SIMPLES.

Soit A un systéme de racines irréductibles dans Vy avec B définie positive.
Considérons un hyperplan ne contenant aucune racine et appelons racines positives,
toutes les racines situées d'un méme c6té de I'hyperplan. Les racines positives en-
gendrent un cone convexe et nous appelons racines simples, les plus petites racines
situées sur les arétes du céne.

17.7. Théoréme. Soit A un systéme de racines. Alors

(i) Pour tout systéme de racines simples dans A , il existe une chambre fondamen-
tale telle que les racines simples soient orthogonales aux murs.

(ii) Tous les systémes de racines simples sont équivalents pour le groupe de Weyl

(iii) Toute racine positive est combinaison linéaire & coefficients entiers positifs
de racines simples.

(iv) Si o estune racine positive non simple, il existe une racine simple o telle
que o~ a; soit une racine positive.

(v) Si « estune racine simple, p, transforme toute racine positive non propor-
tionnelle @ a« en une racine positive.

Démonstration.

En se donnant un systéme de racines simples dans A on a choisi un hyperplan H. Soit d
la droite orthogonale & H. Alors d est dans une chambre C (sinon il y aurait des racines
dans H).

Les racines positives situées sur les droites perpendiculaires aux murs de C engendrent
un cone convexe y intérieur au cone convexe des racines positives. Toute racine positive
est intérieure 4 y sinon I'hyperplan correspondant traverserait C. De ce fait y coincide
avec le céne des racines positives €t' (i) est établi. Comme toutes les chambres sont équi-
valentes pour le groupe de Weyl (ii) résulte de ce qui précéde.

Soient «p, ...,y les racines simples. Alors pour toute racine positive « on a

a =

‘Msn

lci o ot c; 2 0. pour tout 1 £ i < n.

1

n
Comme 0 < B(x,a) = i§1 c; B(aj, a) et que B est définie positive 1'un au moins
des B(“i’ o) est strictement positif .

Donc pour toute racine positive « il existe une racine simple a; dont 1'angle :avec «

est inférieur & 9o Alors « - «, estune racine et méme une racine positive (a et o
déterminent un sous-systéme de rang deux et il suffit de vérifier la propriété pour tous ces
ces systémes en 19.2). On a donc prouvé (iv).
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P

Prouvens (iii). Soit  une racine positive et B = 2 y ¢, % ol on suppose
i=

cette fois que les c; sont strictement positifs (donc p < n)

Dans le sous-systéme de racines engendré par «; ,..., & il y a une racine simple

P
o, (1£i g p) telle que P - a soit racine positive. Ce raisolnnement peut &tre répété

poui (P - cxi) .etc... Il en résulte que les c; sont tous entiers.

Pour prouver (v) on estimmédiatement ramen€é d une vérification pour les systémes
de rang deux.

17.8. SYSTEMES EQUIVALENTS.

Théoréeme. Scient V, V' des espaces vectoriels réels de méme dimension, A et A’
des systémes de racines qui engendrent V et V' respectivanent. Cn suppose donnée
une application biunivoque ¢ de A sur A’ telle que pour tout x,y ¢ A on ait
efxty) = ¢, * ?, et réciproquement (a des racines opposées correspondent des
racines opposées). Alors ¢ s'étend de maniére unique en une application linéaire

Y deV sur V' telle que dans chaque partie irréductible V; la forme quadratique

Ly(B/Vi) = kiB'/‘P(V,;)

Démnnstr~*nn.

Soit une base de racines X e ,"‘up dans V et {0, q;(ap ) leurs images dans V'.

Le choix de cette base détermine une application linéaire y de V dans V' dont la restric-
tion 4 A est ¢ grice au théoréme 17.7. Alors l'image de V par y dans V' est V' lui-
méme puisque A' engendre V',

Pour la derniére partie du théoréme on peut se limiter 4 la considération des parties irréduc-
tibles V; et il suffit de se rappeler qu'iln'y a qu'une seule forme quadratique invariante par

e groupe de Weyl dans Vi (15.6).
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VI BASES DE CHEVALLEY

par Jacques TITS

exposés rédigés par Pierre DELIGNE

1.. Preliminaires.

< . . . (el . ~
On a vu que toute algébre de Lie semi-simple J contenait une sous-algébre de Cartan,
Si N estl'une d'elle, H est muni d'un systéme de racines A et L se décompose en somme

« a
directe £ = K @QA £ onles «Ca sont unidimensionnels. Pour eae.C ”
a€
[h e, = atb)e, (hel¥)
[ea,eB] =r 0 si a+PB #0, a+PEA
N, a,p S XHPEA, Ny #O
[ea,e_a] = B(ey, e_g) hy, 00 by estle vecteur de H tel que a(h) = B(hc,h)'B(ea, e_g)#0

he

Posons H, = 2 m , et prem.ms des e, tels que [ea, e_a] =Hy . Alors,
B(hu,hp)

[Ho:v ep] = 2 W € out le coefficient est entier. En particulier ,

[(Hy, eq] = 2eg[Hye o J=-2e_g, le, e_o.( ]_ =Hy et Hy, eq, €e_q florgnent lal baj‘)e .
d'une sous-algébre isomorphe'a SL, , une base correspondante de SL, étant( 0 lx(:) O)(l 0)

L'existence d'une décomposition du type précédent caractérise les algébres de Lie
semi-simples

Proposition 1

i
Si une algébre de Lie sans centre S admet une décomposition & = H & & £ ou
i i€1
. d T .
a) K est commutative et les L sont unidimensionnels

b) [H, fl] c pour e € f‘, [h,e]l = «; (h)e. Les o; sontnon nuls et distincts
¢ Vic3dj etunedroite d dans H tels que 408 ® £ soit isomorphe & SL,

Alors £ est semi-simple.
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DEMONSTRATION.

Les algébres de Lie semi-simples sont celles dont le radical r, plus grand idéal résoluble,.
est nul. Le critére de Cartan exprime 1'équivalence de cette condition avec la non dégénérescencc
de la forme de Killing - £ étant un N - module semi-simple, r est somme de sous-espaces
unidimensionnels stables par K. sicNH # 0, le centre étant mul, il existe i tel que

1
[r OX,L 1 # 0. De toute fagon donc un L' esc dans « ,si t # 0, ce qui est absurde car
alors l'intersection de r et d'une sous-algébre isomorphe a SL, serait non nulle, et le radical

de SL, estnul (exercice)

£ détermine complétement la structure des systémes de rdcines de ses sous-algébres de
Cartan. De fagon plus précise
Proposition 2 .
Dans une algébre de Lie semi-simple L, les sous-algébres de Cartan sont conjuguées par
automorphisme intérieur. ,
DEMONSTRATION .

Soit H une sous-algébre de Cartan,

a; .
Posons e, e Li ersoit g: CAxH- L£: exp (tleal)..-;exp(:n °u") [hi , ou

«; ... @, estune énumérations des racines. La différentielle deg pour t; = 0 est

dey a(h) e, +...+dt, o (h) e, ,derang maximum lorsque h n'est sur aucun hyperplan
n

radiciel, et d'image transversale & H. Si U estl'ouvert de H complémentaire des hyperplans

radiciels, ( CA x U) contient un ouvert, U est un ouvert de Zariski et ¢ est algébrique,
parce que les e, sont nilpotents ; (C™ x U) est donc une partie quasi-fermée pour Ia topo-
logie de Zariski, et puisqu'elle contient un ouvert, elle contient un ouvert partout dense. -

Soit Hjune seconde sous-algébre de Cartand et Uy le co&:plémentaire-dans H, de ses
hyperplans radiciels, ¢ ; comme plus havt. ¢(C2xU)Np; (CT1x U;) # ¢, car ce sont

deux partics quasi-fermées denses. Il existe donc u €U ,u, €U, ,0¢ ine (L) , 01 eint(L)
tels que o(u) = oy (uy), uy Cﬂ'll, o (u) : uetu; sont conjugués par a'{ o elnt(f) .
Comme H et Hj sontles centraliseurs de uet u; ,ona o'll o (H). = H,.

Pour démontrer 1'existence et 1'unicité des algébres de Lie correspondant aux diagrammes

sphériques, la méthode la plus élégante est de passer par la théorie des représentations. L'es-
prit est le suivant (voir Jacobson ; Lie Algebras) :

a) on considére 1'algébre de Lie L' engendrée par N et des E ., E correspondant a un

systéme de racines simples, et soumis aux seules relations : -

X commutatif ,

[H, Ell = a(H) E4 [H,E ] = -(WE_, ,

[EQE_ol= Hy,

[ EwE—a] = 0. (N.B: si aetP sontracines simples, a~ P n‘est pas racine)

b) on étudie les représentations irréductibles fini-dimentionnelles de cette algébre (de dimension
infinie), la théorie des poids dominants s'applique ,

c) le quorient L de & par 1'annulateur de toutes les représentations irréductibles fini-dimen-
tionnelles est l'algébre de Lie correspondant au diagramme considéré.
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La lacune de cette méthode est de ne pas rournir de formules explicites. Dans ce qui suit,
on va trouver une base dans laquelle le crochet s'exprime simplement. et avec des coefficrents
entiers, ce qui est important lorsqu'on passe des groupes analytiques aux groupes algébriques :
cela permet des réductions modules p .

En fait, plutdt qu'une base, on prendra les H_, et des e, judicieusement choisis, déter-
minés a partir d'un choix arbitraire des e, , e_, (ol [eq ;€ ].= H, ) correspondant a un
systéme de racines simples. Ce choix n'influencera pas essentiellement le résultat final, en
vertu du

Lemme 1 :

Si S estun systéme de racines simples, tous les choix de e, , e_ tels que Legs el

. . . . g Yy {
« € S sont équivalents par les automorphismes intéri.urs définis par les exp b, b € K.

DEMONSTRATION.

ec((l-.) €y

exp(h).e, = , et les o sont linéairement indépendants, donc les & (5 e )

quelconques.

2. Le groupe SL,(C).

Proposition 3,
Le groupe SL,(C) est simplement connexe. -

Raisonnons par récurrence sur n, le cas n = 1 étant trivial (1e}. Seit v ¢ C* , son sta-
biltsateur. SL (C) est un espace fibré de fibre G, et base SLn(C)/G1= Cc"o} simplement

connexe. Soit T un hyperplan supplémentaire de v. G est produit semi-direct de SL(m) et du
groupe des transformations T telles que T(x) -~ x # v, et ce dernier est isomorphe en dual
de w (f - (x- (x+ f(prgx) v)) od prg est la projection sur 7 ) , donc simplement
connexe. On applique alors I'hypothése de récurrence- et le théoréme gu'un espace fibré (loca~
lement trivial) de base et fibre simplement connexes et connexes est simplement connexe.

L'algébre de Lie de SL,(C) est la seule algébre de Lie semi-simple de rang 1, elle est
formée des matrices 2 x 2 de trace nulle. Une sous-algébre de Cartan est formée des matrices
diagonales, et on a

10 -1 0
H, ::( ) H_, = ( -] ,les couples (ey, e_g) tels que [ea, e,_q_] = H, érant

0 0 1
0 a 0 0

ey = ey = 1 . Le normaliseur N du groupe H engendré par la scus-
0 0 a~lo

algépre de Cartan H est formée des transformations conservant globalement les deux directions
respectées par H, soit les

a 0 0 a |
( \) (34 \ N/H agiscant sur N est isomorphe au groupe de Weyl
0 a! ~a~’ vy
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A chaque couple (e, - e_ ) on peutassocier un élément de N, par
0 a 0 0 0 a
e ow o=
0 0 —alo -a~lo
2 .0 m A N s
On vérifie que w = exp ("'2—' (eq - ea)," = expley) exp (~e_) exp(ey) (on seraméne a
a =1 par le lemme 1, alors eé =0 ,donc exp(ey) =1+ ey ; e, —e_, estune toration
infinitésimale).
Réciproquement, w détermine les couples (eq » e-a) et (- e g ea) , ce derpier relatif
a H_,; on note p, w 1'élément de £ tel que si 1€ L est 1'élément satisfaisant a

[eﬁ’w;f] = Hp,onait w = exp (-;—(eﬁvw-'f)\).

Proposition ¢

1) w2 = exp (imH,) est1'élément central du groupe , wi = e .
2) By = “CBu-1 > [eﬁw,c_p"-!] = HB'
3) w(Hy) =-Hy , wiey) =~ e_q, wle_g) = ~e_g pour [ea . e_u] = Hg,

Proposition 5.

Soit G un groupe de Lie semi-simple simplement connexe, { son algebre de Lie, N une
sous-algébre de Cartan, a une racine, et G, engendré par CH,, Lo, L% . Alors

G, estisomorphe 2 SL,(C).

A priori, G, estisomorphe 42 SL, (C) ou SL,(C) modulo soa centre. Il suffit donc de véri-
fier que exp(im Hy) # e. '
Puisque toute racine fait partie d'un systéme de racines simples, et que les H, pour o simple

sont linéairement indépendants, cela résulte de la
>
Proposition 6.

1) le réseau X engendré parles Hy est engendré par les Hy pour o simple,

2) le noyau de la représentation exp: N - G est 2mwiX.

DEMONSTRATION.

(Hg, Hp) (hghg)
1 = t demi-entier : les H_ f t éme de racine (les
) (HG,HPS (hp'hg,) es emi-entier es o ormen I..In systeme de racine ( €s

autres conditions sont aisément vérifiées), et les H, pour a simple en formentun svstéme

de racines simples, d'ou 1),
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2) a) dans SL,, qui est simplement connexe, exp (2mi Hy) = e. Le noyau est donc au
moins celui indiqué,
b) si une forme linéaire A sur ¥ est un poids, c'est-a-dire si les A(H,) sont entiers, il
existe une représentation p, et v € V pour lesquels Hv = A(H)v, d'od exp(H) v=ehHiy,
Si exp(H) = e, on a donc A(H) €2 w. Z pour tout poids. Les poids étant toutes les appli-
cations” X 5 Z, et X étant libre, cela émplique H €27X.

« .o "
Puisque G, = SL, , les e, € £ sont en cofrespondance avec des éléments

11
wo=exp (5 (ey-e ) de: Gg.
Si hlHy,[h, ey ] = 0,etdonc wo(h)=h, wo(Hy) =-Hg; wy

de H, et son action sur N est celle de Py - wg = exp (imH) est 1'élément central de

est dans le normalisateur

4
ar Vg = €-

3. Les groupes de rang 2.

Si G est un groupe semi-simple simplement connexe, algébre de Lie L, sous-algébre
de Cartan ¥, Wy un w correspondant & la racine «, on se propose d'expliciter les relations
entre les w, , et d'exprimer [eu, wg ! ¢"P'w ] a1'aide: de la loi de groupe. Si « et B
sont deux racines, A' le sous-systéme de racine qu'elles engendrent, Gp+ le sous-groupe
de rang 2 correspondant, engendré par Hwﬂp et les Ey(y € A'), toute relation vérifiée dans

Gp' ‘le sera dans G. On va donc commencer par 1'étude des groupes de rang 2. -

Si o et B sont deux racines linéairement indépendantes, G, opére de fagon irréductible
. B+na £ﬁ+ nq  étant propres pour Hy . SL,(C) n'ayant qu'une représen-
sur ® § , les
n€Z
tation irréductibles de dimension donnée, cette représentation est connue a isomorphisme prés, .
Choisissons e , e donc w_ . Tout ce qu'on a fait étant canonique, on a

- ? [+ 4
Wy (eﬁ, wl = epa(p), wowwgl * En outre, si wg (ea,w) = % €p,w O si
wé(epw) = ieﬂ‘ ,onademéme wg ww;l = wi],‘ ou wg w w_(x2 = wil selon le cas,

pour la méme raison. Rappelons que
Proposition 7,

Si V estune représentation irréductible de dimension d de SL, (C), et si on a choisi

H, EY,E€ SL, donc w €SL,, V admetune base unique a un facteur prés,
d-1

Vepr V=p+1 - Vip ot p = —HF— , telle que
Hv = 2nv,
ptn
E“"vn = (p-n) Vot w(v,) = (-1) Voo

E"v, = (-p-(-n) v,

n
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Tous ces renseignements permettront d'obrenir les formules explicites, dans chaque cas.

On pose w(w') = ww'w! (représentation adjointe)
a) X X -—
Wy (WB) = wp , c'est-a-dire WoWp = Wp Wy [ed 3 eﬂ] =0 (1)
b) X—X
La méthode appliquée a
a et p donne wi vp w;z = wBl , et wa(cﬁ WB) = e-yfwawﬂ‘;';l

(eﬂ vg’ €y. A w;l)est une base a laquelle s'appliquent les formules

dée la proposition 7.

leg wo ep’wB] = eu+B'waw[5w;1 (2) pour tout systéme de

racines simples

i I'identité d i -1 _-1
Exprimons en e Jacobi pour ec‘_wc : eB.wﬁ et e_),.‘wu‘,B vy

[e_y'waw_ﬂlw—ul '[ed‘wu’eB,Wp‘] .= [e—’/‘wa(w_ﬁl)’ eY"Cx(wB,] -’H__},f'—"Y

= [[e_.y Waw—plw—al].; ep_wﬂ] +[euwa, e—y‘wa("’_ﬁl]’eﬁ'wﬁ]]

]

[e_B,wa(\va(wB)) ’ eﬁ.wB] ” [°a.wa " eaLwplwglwg D)
Puisque wi (WB) = wé:l " fe premier terme est H_B , le second est donc H.q,e€til
faut que Wy = Wp(wc(wa(wp)) k(i L wa] = -Hg = H_g )
-1 -1 = 3 = = 2 =
Wo T WRWoWgW,l Wg o WoWgWg = W Wy W (WaWﬁ) wrowwa)(waawﬁ) Vo VB Vg VB Vg

= wawﬁ(wéwﬁw&z) wazwa:wawﬁ w'slwuz Wy = w: = e

(wy wﬁ)3 = e et wawi wél -’—‘wé wé (3)
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Y 5
p
R o\
c) X=X o
la méme méthode appliquée a B et o donne wé (wg) = wal et
[e , € ] = e -1 .
B,WB o, vy a+ﬁ,w‘3wawB (4)
Appliquons-la maintenant & o et PB. Puisque w (eﬂ WB) = ey W (wﬂ)' et que (4),

une base a laquelle s'appliquent les formules explicitées de la proposition 7 -est

1 i
7 ey, WB(w;l) " es‘wa(wﬂ)) . wé a pour action 1'identité, il est denc dans le

(eﬁ’wﬂ’
Gy s H . I‘P, £Y . .5:8. et de mé&me avec oC/_B, £,_Y, £—5

centre du groupe (commute avec

. o1
(e )=—e, _ donc wa(wy)—»wy s

Vol fy, v, Y,

) -1
wc(wB(wa)) = (wﬁ(wa)) i wawaqul w'l = wﬂw wB wg = waé Wa Vg = wél w;l W:WF
-1 _ -1 _ 2 -1 2 - 2 inli
VaWpWaWp Vo T WoWRWg WR WR W T WoWaWoWpWoWp T wpiw, wiwg . Muldpliant
w

: s g -1 ve 4
a gauche par wowp eta droite par wp , on trouve kwawﬁ)

(WGWB)4 = wé wp wi’ W-B' = wy wa\vé w‘—u1 == wi wé (5Y
[ 1 _ - . . o
En outre, Ea,wc y 3 ey’wﬁ(w—al)] = ES,WU(WB" (proposition 7} , ce qui peut s'écuire
= N -1 - =1 .
[eo{ vy ey w ]»-2&35“,,6 ol wswawy T W (6)

En effet, (worwﬁw-o(])wm(wcx Wﬂwa)"’l = Wa“’ﬂ“’_al wélw‘; = wa(wa(wgl}’,:

= wa(w ) = (wy lW ) = w

a) B x==x %

Toujours la méme méthode, pour B et «, puis pour P et ¢ donne

Wé (wg) = W;I wé (we) = w;l et

[eﬁx wﬁ B ea,wa] = eq+ﬁ,WﬁwawB-l [EBW"g ,eE’wE]= eﬂ'ke ) WBWEWEI (7)
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Pour acetP,ona wu(eﬂ,va) = e ,wa(w5) ’ “’a(ey,wr) = e5.,wu(w),) , et (7),d'ou i'on

) 1 1
déduitque (ep yys 37 ey uplugh) s T g wolwplwg) » e wolwg) €5t UDE base d laquell:

s'appliquent les formules de la proposition 7. Si on applique la méthode & o . et u,on trouve
Ve Wy T Wy Wae

Un w, est wa(wa(Wp)) , et donc (WquWﬂw;iw.El)wa = wu(Wﬁ WaWﬁW.'.ul WE:I) .

w;l wEl =Wy wcz‘ wEl = wq wp W?x car wé (Wﬁ) = wEl. Remplagont dans le 22 membre wglwél
par cette valeur, et multipliont & droite par w;'l wg Wy on trouve
(wﬂwa)6 = e Yo wé w;l = ‘wﬁwé wEi = wi wé (8)
. ( 1 1
I.a proposition 7 donne ‘G.'a' 3 ¢y v"p("Zl’] =2.73 es"u("p(“’u))
: L -

ex €a Wy ? 3 es,wa(Wﬂ(yu»‘ = € ,Wa('ﬂ) , soit

= _ o -1 _

[ea,wa » 'ey,wY]'_ -2 °8,vv¢‘wy'\w:1 [ea,wa,es,wsl "3ee,ws OU W WoWe = Vg
9

Pour la derniére formule en effet (wawbw;’l ) wu(wawaw' ) = Vo wach'l w—al= wu(wa(wa))

4. Base de Chevalley.

Soit G un groupe Lie semi-simple simplement connexe, algébre de Lie £, sous-algébre
de Cartan X, systéme de racines A, et soitSun systéme de racines: simples. Pour « € §, choi-
sissons E € L% et donc E_, € L« W, . Soit W le groupe engendré par les w, . Des cal-

cuis. faits en 3 résulte que les wg et (wy wg ) ') sont des éléments d'ordre 2 de H.
1 )
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Proposition 8,

1) HN i'v_ est le groupe des éléments d'ordre 2 du tore H, c'est un groupe d'ordre Zf' ou {
est le rang ,

2) HV estle groupe engendré par les normaliseurs des C. H, dans G, (x € A) , et est donc
indépendant du choix particulier de S et des E, .

3) w/ u n;’ = Ha/ I » @gissant sur N, est isomorphe au groupe de Weyl agiscant sur H,

4) iﬂGa est un groupe cyclique d'ordre 4, engendré par un certain w_ correspondant a la

«
racine a (x€A).

DEMONSTRATION.

D'aprés la proposition 6, le groupe des éléments d'ordre 2 de H est engendré pa; les
exp(imH,) , €S, c'est-a-dire par les wg (x€8);il est contenu dans W. Les formules explicitées
montrent alors que V module ce groupe (distingué) est isomorphe a W : si 'w € W est hors de
ce groupe, w ne centralise pas H, dans w ¢H 1)et3) sont ainsi vérifiés. Si P estune
racine simple, et si W€ W transforme P en o, w v w-1€ Gy, W estun certain w, cor-

«
respondant 4 la racine o . Si u est un autre élément de G, nW , soit u €H, et u estle cen-
de G car d'ordre 2, soit u § H et _u-'lwwﬂw"1 €EH,u=(w vp w~1)77. A chaque racine «

on associe ainsi deux w, , les générateurs de VN Gy - exp(C.Hy) (G W) est le normalisaceur

de CH, dans G, et 2) estaisément vérifié.
Définition .

Les Hy et % Eu,w (w générateur de E’ NG,) sontune «base» de Chevalley. ; est un

groupe de Weyl étendu.

Si S' estun nouveau systéme de racines simples, prenons un w, dans V (xes) ; les
w, engendrent un groupe de Weyl relatifs @ H et S', et ce groupe ayant m&me ordre que 7
coincide avec lui. Si on garde S, mais qu'on change le choix des E; (a€S), le lemme 1 montre
que le nouveau groupe obtenu est transformé du précédent par un automorphisme intérieur défini
par un élément de H

Proposition 9,

Tous les groupes de Weyl étendus, et toutes les «bases» de Chevalley correspondant a la sous-
algébre de Cartan X sont conjugués par les automorphismes intérieurs définis par les éléments

de

Théoréme 1

A) Dans une «bases de Chevalley, la structure de l'algébre -de Lie est définie par les formules
explicites

(Hﬁ , Ho)

a) H est commueatif .. [H_, Eg WB] (e Hx)
’ B 7P

Eﬁ,wB ; [Ep’wh,E_u'w;l].:.Ha
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b) si a et B sont deux racines linéairement indépendantes
1) si a+Bén [Ea,wa , Eﬁ,wa] =0
2) si la o - échelle par B a deux échelons, P étant le premier
[Ea,wa,Eﬂva] = Ew@,wawﬁw;x
3) pour
N -1_ _-1
[an,EﬁwH ZEc”ﬁw ol wy wowl = wg
B
4) pour
Eqwy Ep,wg! ™ 2 Eqip,w, gy
—= 5 -1 _
[Ea'wcx y EY’WY]“ 3 Efx+y,w5 ol Wyw,Wg = Wy

B) les coefficients sont entiers : l'q.lge‘bre de Lie donnelieu a une algébre de Lie sur les entiers
C)  si pour chaque racine on choisit un des deux E ,, et qu'on pose [Ea Eﬁ} = Nq-t—ﬁ E'a+ﬁ Con

suppose [Eg E_ ] = HY)

1) pour o+ B racine, |Ng ;3] = 1-p, na+ P étant racine pour p<n < q

2 Nep = ~Ngp '
DEMONSTRATION . - Seul C) 2) est encore a vérifier. Soit o la transformation linéaire de L
définie par o(Hg) = Heq , 0(Eq, wcr)’ = Foq f‘wa .

De la forme des formules explicites: résulte que o est un. automorphisme (involutif) de L.
[Ea 3 EB] = Not[f) Eoc-#[& entrai’ne. LE_ o F’B] ={-E "C"Wa' - E_ﬁ,WBJ = U(Na,ﬁ' Em_ﬁ) :—Na,ﬁ F“(“*B)

Le théoréme 1 permet de reconstruire 1'algébre de Lie a partir du systéme de racines et
du groupe de Weyl étendu. Les résultats de C permettant en outre de définir ce dernier &
isomorphisme prés par générateurs et relations. On a donc 12 une méthode pour montrer 1'exis-
tence des algébres correspondant aux diagrammes sphériques, Il se présente cependant des dif-
ficuleés :

a) il n'est pas évident & priori que le groupe W obtenu est réellement une extension de W
par ua groupe d'ordre 27, ni que w_ # wal . Il est cependant possible de définir autre-

ment que par générateurs et relations une telle extension de W, pour laquelle on peut
vérifier que par miracle les relations a satisfaire dans W sont satisfaites,

b) W est engendré par les w, pour.o-parcourant un systéme de racines simples S, etil
spo - + & 3 -~
faut encore définir wglpour B racine quelconque. Si w € W, w(a) = B, on posera

+ +1 - L P B : 5
WBI =wwy W 1 mais il faut montrer que cette définition ne dépend pas du w choisi ;
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on peut se ramener a ne devoirle:vérifier qu'en rang 2.

c) Il faut montrer que la structure obtenue est une algébre de Lie, Il suffit de vérifier
I'identité de Jacobi pour les triples de E,, on se raméne 4 un probléme de rang 3,
et il suffit de montrer directement le théoréme d'existence pour r £ 3. L'algébre
sera semi-simple grace & la proposition 1.

5. Applications .

On garde les notations du début de. D. Soit B le groupe de Borel engendré par ¥ et

« ~
les £ pour o » 0. On montrera ultérieurement que G = BWB (décomposition de Bruhat).:
S'appuyant sur ce résultat, on va préciser la position de H dans G,

Proposition 10,
H est son propre centraliseur, et WH est son normaliseur.

Si g:€G normalise H, l'automorphisme intérieur adg conserve K, donc le sysiél.ne
de racine: A , et transforme la chambre fondamentale C. en wC = adw'C (WEW, w' €W
au-dessus). w~1' g normalise H et conserve C, donc normalise B. w b g ne peut donc &tre
dans un BwB (w€.6\ O: vl g € B.

L'algébre de Lie = de B est produit semi-direct de. Hetde N = &go Da, ‘B est donc

I'image d'un produit semi-direct des groupes correspondants : _w_:l'g € H, il existe u € N qui

normalise H. N étant nilpotent, il existe aussi u € hn tel que exp( u) normalise H ; l'ensem=

ble de ces u est stable par l'action de H, donc non discret, et N contiendrait un sous-groupe
connexe normalisant H. C'est absurde car N est son propre normaliseur dans 2. Dés lors

vloeH , B € WH. Le centraliseur de H est dans WH , et il est clair que c'est H.

Coroliaire: 1:
e centre de. G estdans H'.

Corollaire 2:

Soit A' un sous-systéme de racine de. A, £

a -a S
= 3 (CH,+ £ + & ,et G le sous-
A’ AeA'( « d A’ §
groupe engendré par £Al' . GA' est simplement connexe.
DEMONSTRATION.
GAI est clairement semi-simple ; on a une application GA' -+ G ou GA' est le revéte-

ment universel de GA' . Il résulte de Ia proposition 6 que cette application, restreinte a HA‘

est injective. Le noyau dewant &tre dans le centre, est nul d'aprés le corollaire 1.
Corollaire 3 :
Le groupe des automorphismes extérieurs de £ , c'est-a-dire le quotient du groupe des automor-

phismes par le groupe des automorphismes-intérieurs; est un groupe isomorphe au groupe des
automorphismes du schéma de Dynkin.
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DEMONSTRATION .

Si o estun automorphisme du schéma de Dynkin, il donne lieu a un automorphisme du
systéme de racine conservantla chambre fondamentale. ‘Il. résulte aisément du théoréme 1
que ce dernier peut étre étendu de fagon unique a un automorphisme intérieur prés en un automor
phisme de £, qui ne peut &tre intérieur si o n'est pas 1'identité, car tout automorphisme intérieur
conservant ¥ et sa chambre fondamentale est I'identité sur N (proposition 10). Réciproquement,
tout automorphisme o transforme N et la chambre C en une sous-algébre de Cartan X', et
une chambre C'. Il existe un automorphisme intérieur T transformant aussi ¥ en N', Cen C'
(appliquer la proposition 2, puis la proposition 8 3)) , T 'c conserve N et sa chambre fonda-
mentale, donc est du type précédent.
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