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SUR LES CONVEXES UBIQUITAIRES

G. COQUET ET J. C. DUPIN

In this paper we develop and generalize some previously
announced results concerning ubiquitous convex sets. We
show two conditions which are sufficient to assert that a
convex set which is ubiquitous-elementary or ubiquitous-basic
is also linearly bounded. In showing the essential part played
by the ubiquitous convex sets of countable infinite dimension
we establish that in an infinite-dimensional real vector space
every ubiquitous convex set contains a linearly bounded ubi-
quitous convex set of a specific type.

I* Introduction* Les convexes ubiquitaires ont ete introduits
et etudies par Klee dans [5] et [6] et leur interet a ete mis en
evidence dans de nombreux articles du meme auteur; Γexistence dans
tout espace vectoriel reel de dimension inίinie, d'un convexe ubiquitaire
lineairement borne a ete remarquee et utilisee par Klee dans [6].

Dans [1] et [3], nous avons caracterise les convexes ubiquitaires
en tant que sur-ensembles de convexes ubiquitaires particuliers: les
"convexes ubiquitaires-elementaires" et les "convexes ubiquitaires-
basiques".

Dans [4], nous avons enonce deux criteres permettant d'affirmer
qu'un convexe ubiquitaire-elementaire ou un convexe ubiquitaire-basique
est lineairement borne et avons enonce le resultat suivant: tout con-
vexe ubiquitaire est sur-ensemble d'un convexe ubiquitaire lineairement
borne.

Dans cet article, nous demontrons les criteres precedents (Theore-
mes 3.1 et 3.2) et generalisons le resultat dont il est question precedem-
ment a partir du theoreme suivant (Theoreme 5.1): Dans un espace
vectoriel reel de dimension infinie, tout convexe ubiquitaire contenant
Γorigine est sur-ensemble de Γenveloppe convexe d'une reunion de
convexes qui sont tous de dimension infinie denombrable et ubiquitaires
dans les sous-espaces vectoriels qu'ils engendrent, la somme de ces
sous-espaces vectoriels etant directe et egale a Γespace tout entier.
De ce theoreme, nous deduisons, en outre, un nouveau theoreme de
caracterisation des convexes ubiquitaires (Theoreme 5.2) plus general
que celui enonce dans [4] et qui etablit le lien etroit existant entre
les convexes ubiquitaires et les convexes ubiquitaires lineairement
bornes de dimension infinie denombrable.

IL Rappels* Dans toute la suite les espaces vectoriels sont reels
et les relations d'ordre sont notees ^ .
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On designe par N Γensemble des entiers ^ 0, par N* Γensemble
des entiers > 0 et par Rl Γensemble des reels > 0.

A etant une par tie d'un espace vectoriel E, nous notons S[A] le
plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A (si S[A] est de
dimension finie, A est dite de dimension ίinie); nous notons C[A]
(resp.: CS[A]) Γenveloppe convexe (resp.: Γenveloppe convexe symetri-
que) de A; nous notons lin A Γensemble A U Una A, Una A designant
Γensemble des points x de E qui sont lineairement accessibles de A
(x est dit lineairement accessible de A s'il existe a e A, a ^ x, tel que
[a,x[czA);A est dite ubiquitaire (resp.: proprement ubiquitaire) si
lin A — 2£(resp.: lin A — E et AΦ E); A est dite lineairement bornee
si son intersection avec toute droite est bornee (cette droite etant
munie de la topologie naturelle), si A est convexe, alors A est
lineairement bornee si et seulement si elle ne contient aucune demi-
droite.

Nous allons maintenant nous borner a rappeler les definitions et
les resultats obtenus dans [1], [2] et [3] qui seront utiles pour la suite.

2.1. Notion de famille de decomposition.

2.1.1. DEFINITION (voir [1], paragraphe 3.1 ou [2], p. 899).
Soient E un espace vectoriel de dimension infinie et g@ — (β i) i ez

une base bien ordonnee de E (on suppose done que I est bien
ordonne).

Soit (fijjej une famille de vecteurs (resp.: une base) de E avec
fj = Σiez^i,^ϊ. Soit r = (Ti)ieI un element fixe de (Rf)1.

Posons, pour tout iel,

Qt(r) = {v3ii\j e Pt(r)f v3>i = a" 1 .

Si, pour tout iel, Qt(r) n'est pas borne dans R, on dit que (fj)3 ej
est une r-famille (resp.: r-base) de decomposition de E associee a &.
Si, pour tout iel, Qi(r) n'est ni majore ni minore dans R, on dit
que (fj)jej est une r-famille (resp.: r-base) de decomposition forte de
E associee a ^ . Si, pour tout r e{R%Y, {f 3)3&J est une r-famille
(resp.: r-base) de decomposition de E associee a έ@, on dit que (f3)3ej
est une famille (resp.: base) de decomposition de E associee a g£f.
Si, pour tout re(RXY, (f3)3ej est une r-famille (resp.: r-base) de
decomposition forte de E associee a &, on dit que (f3)3eJ est une
famille (resp.: base) de decomposition forte de E associee a &.
Remarquons que si (f3)3ej est une r-famille de decomposition forte
ou non associee a &, alors I est sans plus grand element.
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2.1.2. THEORΪ ME 2.1 (voir [1], Theoreme 3.1 et 3.1. bis ou [2],
p. 900). Soient E un espace vectoriel de dimension infinie, {e^)ι&1 une
base bien ordonnee de E, r un element quelconque de (Rt)1 et (fj)jeJ

une r-famille de decomposition (resp.: decomposition forte) de E
associee a (ei)iBI. On a alors:

CS[U {e,)\ + CS[U {/,}] = E
ίeI j eJ

(resp.: CS[[J {e,}] + C[\J {/,}] = E) .
ie I j eJ

2.1.3. PREMIER EXEMPLE (voir [1], paragraphe 3.3.1—ou [2], p.
900).

Soient E un espace vectoriel de dimension infinie denombrable,
(en)neN* une base de E(N* est muni de Pordre naturel).

Soit (m(w))weJV* une suite strictement croissante d'entiers avec
m(l) > 0. Posons, pour tout neN*,

fn = α*,iβi + α Λ ι 2 β 2 + + an)m{n)em{n) ,

les anti verifiant les proprietes P^n), P2(n), P3(n) suivantes:

P^n): \an>i\ ^ n pour 1 <* i S m(n — 1) .

P2(n): II existe i avec m(n — 1) < i ^ m(n) tel que anΛ Φ 0 .

|α Λ f < + 2 |
^ n pour 1 ^ i <̂  m(w — 1) .

On peut verifier que (fn)neN* est une famille libre de decomposition
de E associee a (en)neN*.

Si de plus, les anΛ verifient les proprietes P4(n) suivantes:

P4(n): anΛ est du signe de ( — l)n+i pour l g i ^ m(n — 1) ,

(fn)neN* e s t alors une famille libre de decomposition forte de E associee

2.1.4. SECOND EXEMPLE (voir [1], paragraphes 3.3.2 et 5.1.2).
Soient E un espace vectoriel de dimension infinie denombrable,

(β*)«eiv* une base de E. Soit Φr Pensemble des applications φ de N*
dans J?* telles que:

lim ?>(") = + o o .

Soit φeΦ'. Posons, pour tout neN*,
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/ . = Σ (-iy+1-*<P(n + 1 - P)ep .
p=ί

(fn)neN* est une base de decomposition forte de E associee a (en)nen*.

2.1.5. Le theoreme suivant donne un resultat dans le cas oύ I
est un ensemble produit et permet ainsi de construire des families
de decomposition dans tout espace vectoriel de dimension inίinie.

THfiORέME 2.2 (voir [1], Theoreme 3.2—ou [2], p. 901). Soient S
et T deux ensembles bien ordonnes, S etant non vide et T etant
infinί; soίt I = S x T suppose bien ordonne par I'ordre lexicographic
que. Soit E un espace vectoriel somme directe φs&s^s oύ, pour tout
s e S, Es est un espace vectoriel ay ant pour base (ef)teτ. Considerons,
pour tout seS, un element donne rs = (rs

t)teτ de (R%)τ et designons
par r = {rx)iBI Velement de (R%Y tel que, pour tout i — (s, t) el, on
ait rt — rs

t.
Si, pour tout seS, la famille (fs

u)ueu de vecteurs de ^ est une
rs-famille (resp.: rs-base) de decomposition (forte) de Es associee a
la base (ef)teτ, alors la famille (f£)(8,u)esχu est u n e τ-famille (resp.:
r-base) de decomposition (forte) de E associee a la base (eO<«,ί>e/

2.2. Notion de convexe ubiquitaire-elementaire et de convexe
ubiquitaire-basique.

2.2.1. BASE TRIANGULAIRE (voir [1], Definition 5.1—ou [3], p.
1168). Soient E un espace vectoriel, (ei)ieI et (fi)iei deux bases bien
ordonnees de E. On dit que (fi)iei est une base triangulaire de E
relativement a la base {e^)i&1 si, pour tout j el, f3- — Σιei^j,i^i avec

ajyί = 0 pour tout i > j

ajj Φ 0.

2.2.2. DEFINITIONS (voir [1], Definitions 5.2 et 5.3—ou [3], p. 1167).
Soient E un espace vectoriel de dimension infinie, {eτ)ieI une base bien
ordonnee de E (sans plus grand element), (fj)j&J une famille de de-
composition forte de E associee a (et)ie z telle que, pour tout j e Javec
fj Φ 0, la derniere composante non nulle de fs dans la base (e j i e /

soit < 0. Posons:

iel JBJ

Soit (ct)iβz une famille de points de Γx tous distincts de 0 tels que,
pour tout iel, la derniere composante non nulle de ct dans la base
(e^iei ait un indice > i.
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Posons

Λ = cί~Λ U (U {βi + tei\tQ]0, 1]})] .

Tout convexe du type Γx est appele convexe elementaire et tout con-
vexe du type Γ2 est appele convexe ubiquitaire-elementaire.

Si, en outre, (fj)jeJ est une base triangulaire de E relativement
a la base {e^)ieI (on suppose / = I), Γx est appele convexe basique et
Γ2 est appele convexe ubiquitaire-basique.

Les definitions qui precedent sont justifiees par le theoreme suivant:

THEORέME 2.3 (voir [1], Theoreme 5.1 -ou [3], p. 1167). Tout
convexe ubiquitaire-elementaire (done tout convexe ubiquitaire-basique)
est proprement ubiquitaire.

2.2.3. Rappelons aussi quelques resultats qui seront utiles dans
les demonstrations de cet article.

LEMME 2.1 (voir [1], Lemme 5.1—ou [3], p. 1168). Soit, dans
un espace vectoriel E, un convexe ubiquitaire C contenant Γorigine.
Si y e E, il existe x e C tel que, pour tout t e ]0, 1], y + txeC.

LEMME 2.2 (voir [1], Lemme 5.5), Soient, dans un espace vec-
toriel E, n con vexes Aί9 A2, , An tels que CfUJU At] = E, et A[, A'2t

• , Ar

n des translates respectifs de Au A2, , An dans des translations
ti912, , tn. Alors, on a C[\Jn

i=lA'<\ = E.

2.4 (voir [1], Lemme 5.4 et Theoreme 5.2). Soit, dans
un espace vectoriel E de dimension infinie denombrable, un convexe
ubiquitaire U contenant Γorigine. Alors U contient un convexe
ubiquitaire-basique qui est associe a une base de E indexee par iV*
muni de son bon ordre naturel.

2.3. Notion de cone d'infinitude.

2.3.1. DEFINITION (voir [1], Definition 1.1). Soit, dans un espace
vectoriel E, une partie A; le cone d'infinitude de A, note ^~[A],
est le cone pointe de sommet 0 qui est reunion des demi-droites issues
de 0 dont une translatee au moins est contenue dans A.

2.3.2. Rappelons quelques proprietes indispensables dans la suite.

PROPOSITION 2.1 (voir [1], Proposition 1.7). Une partie A convexe
dfun espace vectoriel E est lineairement bornee si et seulement si
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JT[A] = {0}.

THέORfiME 2.5 (voir [1], Corollaire 2.3). Soient, dans un espace
vectoriel E, deux convexes A et B lineairement bornes dont Vun est
de dimension finie. Alors A + B et C[A U B] sont lineairement
homes.

REMARQUE. Notons que dans le theoreme precedent la condition
de dimension finie est essentielle ainsi que le montre le procede de
construction de convexes A et B lineairement bornes et tels que A +
B et C[A U B] soient non lineairement bornes (voir [1], page 17).

LEMME 2.3 (voir [1], Lemme 2.5). Soient, dans un espace vectoriel
E, n parties Alf A2, , An et n points xl9 x2, , xn. Posons, pour
1 <̂  i 5g n, A'i = At — {Xi\. Alors, on a:

2.6 (voir [1], Theoreme 2.3). Soient, dans un espace
vectoriel E, une somme directe F = φ i 6 I i?{ de sous-espaces vectoriels
Ei de E et, pour tout iel, un convexe At de E{. Alors, on a:

Ill* Deux conditions suffisantes permettant d^affirmer qu Jun
convexe ubiquitaire-elementaire (resp.: ubiquitaire-basique) est line-
airement borne* Ces conditions (Theoremes 3.1 et 3.2) reposent sur
les Lemmes 3.1 et 3.2.

3.1. DEFINITION 3.1. Soient E un espace vectoriel non nul,
& = (e^ej une base totalement ordonnee de E et (gj)^j une famille
de vecteurs de E. Designons, pour tout i e I, par /* Γensemble des
j eJ pour lesquels gs a une derniere composante non nulle dans &
d'indice i.

Si, pour tout iel, Ji est fini, on dira que {g3)i&J possede la pro-
priete & relativement a &.

3.2. LEMME 3.1. Soit A une partie (resp.: une partie convexe)
d'un espace vectoriel E. A ne contient pas de demi-droite (resp.: A
est lineairement bornee) si et seulement s'il existe une famille (Ej)jeJ

filtrante croissante de sous-espaces vectoriels de E telle que E — \J3ejE3

et telle que, pour tout j e J, A Π E3 ne contienne pas de demi-droite
(resp.: A Π E3 soit lineairement bornee).
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Demonstration. Supposons (Tabord que A soit une partie quel-
conque. La condition necessaire est evidente: II suffit de prendre pour
famille (E3)j&J la famille reduite au seul element E.

Montrons que la condition est suffisante. Soit A une demi-droite;
il existe j eJ tel que A c Eά. Si A etait contenue dans A, on aurait
Aa AC) Eά.

Le cas oύ A est un convexe est une consequence du cas precedent
et du fait qu'un convexe est lineairement borne si et seulement s'il
ne contient aucune demi-droite.

3.3. LEMME 3.2. Soit & — (ei)ieI une base bien ordonnee de
Vespaee vectoriel E et soit (CΪ)ieI une famille de convexes de E posse-
dant les proprietes (hi) et (h2):

(hi): Pour tout ie I, les points non nuls de Ct ont une derniere
composante non nulle dans & qui est < 0 et qui a pour indice i.

(h2): Pour tout iel, Ct est lineairement borne et de dimension
finie.

Alors le convexe C = C[\JieICi\ est lineairement borne.

Demonstration. D'apres le Theoreme 2.5, C (resp.: Ct) est line-
airement borne si et seulement si C[C U {0}](resp.: C[Ci U {0}]) Test aussi;
on peut done supposer dans la suite que chaque C* contient 0.

Posons, pour tout ϊ e I, #, = S[\JW {*,}], Γz = C[\Ji%ι Ct].
D'apres (hi), il est clair qu'on a:

(1) vl e I, Γ, = C n #, .

Montrons maintenant par recurrence transfinie sur I que, pour tout
lei, Γt est lineairement borne, ce qui assurera d'apres le Lemme 3.1
que C est lineairement borne.

La propriete est vraie pour le plus petit element i0 de / car Γio =
Ch. Soit lei) supposons la propriete vraie pour tous les iel tels
que i < ϊ, et montrons qu'elle est vraie pour I.

Posons A - C[\Jt<ιCt].
La propriete (hi) montre qu'on a:

(2) yfi<lyDιnEi = Γt.

D'apres Γhypothese de recurrence, pour tout i < I, Γt est lineairement
borne; il en resulte, d'apres (2), Γinclusion Dt c {Ji<t Et et le Lemme
3.1, que Dx est lineairement borne.

Puisque Γt = C[A U Cz], il resulte de (h2) et du Theoreme 2.5 que
Γt est lineairement borne.

3.4. THfiORέME 3.1. Soit & — (ei)ieI une base bien ordonnee
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de Γespace vectorίel E; soit (gj)jej (resp.: (fj)jej) une famille de
vecteurs de E (resp.: une famille de decomposition forte de i?associee
a &) telle que, pour tout j eJavec g5 Φ 0 (resp.: f5 Φ 0), la derniere
composante non nulle de gά (resp.:/^) dans <S$ soit < 0. Posons

Soit (Ci)ieI une famille de points de ΓΊ tous distincts de 0 telle que,
pour tout ie I, la derniere composante non nulle de ct dans & ait
un indice > i. Posons

Γ2 = c [ Λ U + tet \t e ]0, 1]})] .

(a) Si (Qj)jej possede la propriete 3? relativement a &, alors
le convexe C[(\JieI { — ej) U (\Jjej {QJ})] est lineairement borne.

(b) Si (fj)jej possede la propriete ^relativement a &, le convexe
elementaire Γλ est lineairement borne. Si, de plus, {c^)ίeJ possede la
propriete & relativement a ^, alors le convexe ubiquitaire-element-
aire Γ2 est aussi lineairement borne.

(c) Tout convexe basique est lineairement borne.
(d) Si (fj)jej est une base triangulaire de E relativement a <S§

et si (Ci)ieI possede la propriete & relativement a 3$, le convexe
ubiquitaire-basique Γ2 est lineairement borne.

Demonstration. Demontrons Γassertion (b); les autres assertions
se demontrent d'une maniere analogue (une base triangulaire de E
relativement a & possede evidemment la propriete & relativement

a ^ ) .
Designons, pour tout iel, par Jt (resp.: It) le sous-ensemble de

J(resp.: /) constitue par les indices iGJ(resp.: j e I) pour lesquels
f3- (resp.: c3) ait une derniere composante non nulle dans & d'indice i.

II suffit de poser, pour tout i e I,

C, = cΓ{-βJ U ( U ί/i}) U ( U {ej + tcs\t e ]0, 1]})]

et d'appliquer le Lemme 3.2 et le Theoreme 2.5.

3.5. Cas particulier de la dimension inίinie denombrable.

THEOREME 3.2. Avec les notations du Theoreme 3.1, si E est de
dimension infinie denombrable et si I = N*, oύ iV* est muni dyun
bon ordre isomorphe au bon ordre naturel, on a:

(1) Les assertions a et b restent vraies lorsqu'on remplace
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Vhypothese "{g3)jzj (resp.: (fj)jej) possede la propriete & relativement
a &" par Vhypothese "(gj)jej (resp.: (/i);6j) est libre".

Les assertions b et d restent vraies lorsqu'on supprime Vhypothese
"(c^iei possede la propriete & relativement a &".

(2) Soit (Kp)p&p une famille finie non vide de convexes line-
airement bornes de E tels que, pour tout p e P, les points non nuls
de Kv aient une derniere composante non nulle dans & qui est < 0.
Alors le convexe C~ C[\JpeP Kp] est lineairement borne.

Demonstration. (1) Cette par tie resulte du fait que, lorsque iV*
est muni d'un bon ordre isomorphe au bon ordre naturel, la famille
(cdiei veriίie la propriete & relativement a ^ et la famille (gj)jej
verifie & relativement a & si elle est libre.

(2) Designons, pour tout neN*, par Fn Γensemble des vecteurs
de E forme par le vecteur 0 et par les vecteurs non nuls dont la
derniere composante non nulle est < 0 et a pour indice n.

II suffit de poser, pour tout neN*, Cn = C[\JveP (Kp Π Fn)\ et
d'appliquer le Lemme 3.2.

IV* Remarques* Les remarques qui suivent montrent Γimpor-
tance des hypotheses mises en jeu aux Theoremes 3.1 et 3.2 et au
Lemme 3.2.

4.1. L'exemple suivant montre Γimportance de Γhypothese de
bon ordre faite sur I au Lemme 3.2 et au Theoreme 3.1.

EXEMPLE. Soient E un espace vectoriel de dimension infinie
denombrable, & — (eΛ)Λe/v une base de E supposee totalement ordonnee
(mais non bien ordonnee) de la faςon suivante: Γordre sur iV* est
Γordre inverse de Γordre naturel et 0 est decrete < a tout element

de N*.
Posons <7o = — &Q et, pour tout n e N*, gn = 2neQ + en+ί — en.

La famille (gn)neN possede la propriete & relativement a & et est
telle que, pour tout neN, la derniere composante non nulle de gn

dans & est < 0. Pourtant le convexe C — C[\JneN { — ew, gn}] n'est
pas lineairement borne. En effet, pour tout neN*,

%n = —(9i + gz + + 9n) = (n + l)e0 + — en+1 - —eι e C ,
n n n

doncl*. + UM-
2 2L
2 2Ln n J 2 2

Ainsi C cont ient la demi-droite Δ = {λβ0 — l/2β 3 | λ ^ 1}.
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4.2. L/exemple suivant montre que le (a) du Theoreme 3.1 est
mis en defaut lorsque la famille {g3)jej ne possede pas la propriete
& relativement a έ%.

EXEMPLE. Soient E un espace vectoriel de dimension infinie de-
nombrable, & — (ejweyv* une base de E supposee bien ordonnee de
la faςon suivante: tout entier pair est < a tout entier impair, Γensemble
des entiers pairs et Γensemble des entiers impairs etant ordonnes par
Γordre induit par Γordre naturel sur iV*; on definit ainsi un bon ordre
sur N*.

Posons, pour tout n e N*, gn = e9n — ne^
La famille (g%)neN* est telle que, pour tout neN*, la derniere

composante non nulle de gn dans £%? est < 0, mais ne possede pas la
propriete & relativement a &.

On verifie aisement que le convexe C[\Jne^ { — en, gn}] contient la
demi-droite Δ = {λejλ ^ - 1/2}.

4.3. L'exemple suivant montre que le (b) du Theoreme 3.1 est mis
en defaut lorsque la famille (fj)jeJ ne possede pas la propriete &
relativement a ^\ ainsi il existe des convexes elementaires non line-
air ement bornes.

EXEMPLE. Soient E un espace vectoriel de dimension infinie
denombrable, & — (en)n£N* une base de E supposee bien ordonnee comme
a Γexemple precedent.

Soit φeΦ'(voir 2.1.4).
Posons, pour tout n e N*, f4n = e2n — nelf et, pour tout neN,

= Σ (-
1-p<P(n + 1 - p)e2p+1

p = l

On verifie aisement que la famille (fn)neN* est une famille de
decomposition forte de E associee a £$ qui est telle que, pour tout
neN*, la derniere composante non nulle de fn dans & est < 0; elle
ne possede pas la propriete & relativement a &. On verifie aisement
que le convexe elementaire 71, = C[[JneN*{ — en, /»}] contient la demi-
droite Δ = {λejλ ^ -1/2}.

4.4. L'exemple suivant montre que le (d) du Theoreme 3.1 est
mis en defaut lorsque la famille (Ci)ιeI ne possede pas la propriete
& relativement a έ%\ ainsi, bien que tout convexe basique soit line-
airement borne, il existe des convexes ubiquitaires-basiques non line-
airement bornes (et ceci meme en dimension infinie denombrable).
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EXEMPLE. Soient E un espace vectoriel de dimension infinie
denombrable, & = (en)neN* une base de E supposee bien ordonnee
comme a Γexemple precedent.

Soit (/2Jwe;v*(resP : (f2n+dneκ) une base triangulaire de decomposi-
tion forte de S2 = S[\Jne!y*{e2n}] (resp.: St = S[U*e;v {β2»+i}]) associee a la
base(β2Λ)Λeiv (resp.:(e2n+1)Λ6Λr) de S2(resp.:Sx) telle que, pour tout ne
iV* (resp.: neN), la derniere composante non nulle de f2n (resp.: f2n+1)
dans & soit < 0.

La famille {fn)neN* est une base triangulaire de decomposition
forte de E associee a & (voir Theoreme 2.2) et le convexe Γ1 =
C[U»ejv*{ —β», /»}] est un convexe basique.

Soit (cn)neN* une famille de points de Γ1 telle que, pour tout ne
N*, la derniere composante non nulle de cn dans & ait un indice
> n et telle que, pour tout neN*, c2n = —eλ. Puisque 2n < 1, il est
clair que la famille {cn)nem ne possede pas la propriete & relativement
a &.

Montrons que le convexe ubiquitaire-basique Γ2 avec

Γ2 = U ( U K + tcn\te]O, 1]})Ί

n'est pas lineairement borne.
Γ2 contient A = C[U eΛ. {-««•}], J? - C[U e .̂ K. - βj] et C =

C[U eiv ί/2n}] Ainsi le cone d'infinitude de ^ contient le cone d'
infinitude de C[AU B U C]. Puisque —A est un translate de £, le cone
d'infinitude de C[A{jB{jC] coincide avec celui de C[A I) (-A) U C]
(voir Lemme 2.3) qui n'est autre que S2 tout entier car C[A U ( — A) (J
C] = S2 (voir Theoreme 2.1). Ainsi, Γ2 n'est pas lineairement borne
car son cone d'infinitude n'est pas reduit a {0} (voir Proposition 2.1).

4.5. Lorsque le bon ordre sur N* n'est pas isomorphe au bon
ordre naturel, Γexemple du 4.2 montre que la partie 2 du Theoreme
3.2 est mise en defaut: En effet les convexes C[\JneN* {— en}] et
C[\Jneπ* {gn}] sont lineairement bornes car les families (—en)neN* et
(gn)neN* sont libres (voir Theoreme 2.6 et Proposition 2.1). Lorsque
le bon ordre sur N* n'est pas isomorphe au bon ordre naturel, Γex-
emple du 4.3 (resp.: 4.4) montre qu'une famille libre de decomposition
forte (fj)jej (resp.: une famille (Ci)ieN*) ne verifie pas necessairement
la propriete & relativement a & = (en)neN* et montre aussi que, meme
en dimension infinie denombrable, un convexe elementaire (resp.: un
convexe ubiquitaire-basique) peut etre non lineairement borne.

V* Convexes ubiquitaires et convexes ubiquitaires lineairement
bornes de dimension infinie denombrable*
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5.1. LEMME 5.1. Soient E un espace vectoriel de dimension
infinite, £& ~ {e^ieI une base Men ordonnee de E, (fj)j€j une famille
de decomposition forte de E associee a &. Posons:

A = C[yk}] et B = C[(|J {-eή U (jj {/,})] .

On a alors 2B + A = E.

Demonstration. Soit k un indice fixe dans I. Posons Bf = B +
{ek} et A' — A — {ek}. On a:

(1) 2B + A + {ek} = 25' + A' .

Montrons que C[B ϋ A] = E.
En eίfet C[JS U A] contient CS[\Jtei {βj] et C[U;ej {/,-}].
Ainsi, on α:

et le Theoreme 2.1 montre que C[B (J A] = E.
On en deduit, d'apres le Lemme 2.2 que C[Br U A'] = E. Puisque

0 6 JS' Π A', il en resulte que C\2Bf U A'] = E, done que 2J5' + A' = E.
D'apres (1), on a alors 2B + A = #.

5.2. LEMME 5.2. Soient E un espace vectoriel et U un convexe
ubiquitaire dans E. Supposons qu'il existe une famille non vide
(Fj)3 ej de sous-espaces vectoriels de dimension infinie denombrable
de E telle que la somme ΣjejFj soit directe et de codimension denom-
brable dans E et telle que, pour tout j eJ, U Π Fά soit ubiquitaire
dans F3 . Alors, il existe une famille (E^i&Ide sous-espaces vector iels
de dimension infinie denombrable de E telle que la somme Σiei Et soit
directe et egale a E et telle que, pour tout iel, U ΓΊ Et soit ubiqui-
taire dans Et.

Demonstration. Si ®jeJ F$ = E, e'est termine. Supposons done
que (BjejFj Φ E. Soit S un sous-espace vectoriel supplementaire de
(BiejFj dans E et soit (βι)lGL une base de S (L est denombrable).

Soit jo un indice quelconque dans J. Posons:

( Gβ = Fj pour tout j eJ~ {j0} .

Puisque U est ubiquitaire dans E, pour tout (I, n)eL x Z, il existe
xa>n} e U tel que Γon ait (1):

( 1 ) {Xnei + (1 — λ)α?(lιH) | λ e [0, 1[} c U.
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Designons, pour tout (ϊ, ri) eL x Z, par K(l, ri) le sous-ensemble fini
de J constitue par les indices j tels que xiltn) ait une composante no^
nulle suivant G3 (remarquons que E = φ3eJ G3). Posons

(l,n)eLxZ

K est un sous-ensemble denombrable de J et pour tout (£, ri) eL x Z,
α?(ifΛ) e ?7n Φiex Gy. Posons I = {j0} U (J~ K), Eh = φy e * G; et, pour
tout j eJ ~ K, E3 = Gy. La famille (Ei)ieI verifie les conclusions du
lemme: En effet, les Et sont tous de dimension infinie denombrable;
leur somme est directe et egale a E (car E = φy e J G3). En outre,
pour tout j e J — K, lin (U Π i?i) = lin (U Π i^ ) = jFy = Έ3 (par hypo-
these); d'autre part, par construction de E3Q et, compte tenu de (1),
UΓ)E3o contient les intervalles ]neh xa>n)], done lin (Z7f! Eίo) contient
les net done aussi S. De plus, par construction de E3Q, lin (Ϊ7Π EJQ)
contient, pour tout j eK, lin (C/ΊΊ F3) done aussi F3 (par hypo these);
par suite, lin (U Π £ί0) = 23y0.

5.3. THέORέME 5.1. Soiί, dans un espace vector iel Ede dimen-
sion infinie9 un convexe ubiquitaire U contenant Γorigine. Alors il
existe une famille (E3 )jeJ de soΰs-espaces vectoriels de Etelle que Von
ait (i), (ii), (iii) avec.

( i ) Pour tout j e J, E3 est de dimension infinie denombrable.
(ii) La somme des E3 est directe et egale a E.
(iii) Pour tout j eJ, Uf) E3- est ubiquitaire dans E3.

Demonstration. Soit {g^)iBl une base bien ordonnee de E telle
que, pour tout iel, ^ e U (ceci est possible car S[U] = E).
Considerons, sur Γindice I e J, la propriete recurrente P(l) suivante:
II existe un sous-espace vectoriel Ex de E tel que Γon ait (h^ et (h2)
avec:
(hi): ou bien Eι = {0}.

ou bien Ex est de dimension infinie denombrable et U Π Ex est
ubiquitaire dans Et.
(h2): la somme Σ*^i Et est directe et contient gx.
Pour tout lei tel que, pour tout i < l(ie J), P(i) soit verifiee, on
pose Fx = φ ί < α E,.

Deux cas exhaustifs peuvent se presenter:

ler cas. II existe I e I tel que Γon ait P(i) pour tout i < l(i e I)
et tel que Ft soit de codimension finie.

L'ensemble des i < I tels que Et Φ {0} est non vide puisque E est
de dimension infinie; le Lemme 5.2 montre alors que le Theoreme 5.1
est vrai.
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2e cas. Pour tout lei, si pour tout i < I, on a P(ϊ), alors JPZ

est de codimension infinie.
Montrons alors par recurrence transfinie que P(ΐ) est vraie pour

tout lei. Soit lei; supposons P(i) vraie pour tout i < I et montrons
que P(£) est vraie.

Si gteFly on choisit 2?z = {0} et alors P(l) est vraie. Supposons
que gι $ Ft.

Construisons, par recurrence sur Γentier n, une suite libre (en)neN*
de vecteurs de E et une suite libre (/Λ)weiV de vecteurs de E satis-
faisant aux proprietes R^ri), R2{ri), Rs(n), R4(n), Rδ(n) suivantes:

Rx(n): -eneU.

R2{n):enϊFι®S[Ke2i . . ,en_J] .

Rs(n): fneU.

RJjπ): fn = anΛex + an>2e2 + + an>nen ,

les anti verifiant les proprietes Px{n), P2(n), P3(n), P4(n) suivantes:

P^n): \antί\ ^ n pour 1 ^ i ^ n — 1 .

P2(n):an>n = - 1 .

* P3(%): . • 'α"'^| _ , , - — r ^ w P ° u r ! - i = w ~ X

,P4(n): an>i est du signe de ( — l)n+i pour 1 <̂  i <Ξ % — 1 .

-Ba(^): βΛ_! — teneU pour tout £ e ]0, 1] (w > 1).
On pose / x = — βx = ̂ .̂

Supposons el9 e2y , en, / 1 ? /2, •••,/» construits .
Considerons un vecteur w = Σ J = 1 6^^, les coefficients 6̂  verifiant les
proprietes P^(n) et P[{n) suivantes:

2 + |6 2 | + |6 8 | + •••

P[{n): bt est du signe de (- l)-+ 1 + ΐ pour 1 g i g n .

Puisque !7 est un convexe ubiquitaire contenant Γorigine, il existe
(d'apres le Lemme 2.1):

( 1 ) xeU avec w + x e U ,

( 2 ) c'n e U avec, pour tout t e ]0, 1], 4en + tc'neU .

Posons SΛ = S[{el9 e2, , βΛ}].
Puisque JPZ φ Sw est de codimension infinie dans E (car Ft Test),

il existe un vecteur gv appartenant a la base de depart n'appartenant
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pas a ί Ί 0 S r II en resulte qu'il existe:

(3) λe]0, 1] avec gv + Xc'nZ Fι<&Sn .

Puisque U est un convexe ubiquitaire contenant Γorigine, il existe:

( 4 ) x' e U avec, pour tout μ e ]0, 1], — x + — {gv + λc^) + μxf e U .

On a done, a cause de (1) et (4):

(w + *) +

μx ']e ^
Puisque gv + Xc'n £ Ft 0
faςon que

(6) j(9,

On pose alors:

( 7 ) en+ι =

( 8 )

S. (d'apres (3))

, + λβO + ^ ί

fn+1 = — W ~
Δ

, on ]

- e M + i »

e'est-a-dire:

( 9 ) a>n+i,i — —fr* pour 1 ̂  i ^ n .

en+i et / Λ + 1 satisfont a Γhypothese de recurrence: En effet R^n + 1)
est verifi.ee a cause de (1), (4) et (7); P2(n + 1) est verifiee a cause de
(6) et (7); R3(n + 1) est verifiee a cause de (5), (7) et (8); R4(n + 1)
est verifiee a cause de Pί(n), P[{n) et (9).

Montrons que Rδ(n + 1) est verifiee: Pour tout £e]0, 1], on a:

en - ten+1 = en + γ [ γ ( λ ^ + βv) +

= ^(4e n + t\c'n) + \-tgx, + ±
4 4 2

done en — ten+ί e U a cause de (2) et compte tenu du fait que tgv e U
et tμx' e U.

Posons, pour tout neN*, ea>n) = eH, fa>n) = /„ et c(l,n, - - e H + 1 .
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Posons: Et = S[\JneN*{e{l>n)}] et

Γl=c\\J {-ea,n),fa>nhea,n) + tca,n)\te]O 1
\_n e JV*

Puisque, pour tout neN*, R4(n) est vraie, il en resulte cΓapres le
2.1.3 que la famille (/<i,»))nejY* est une base triangulaire de decomposi-
tion forte de Ex associee a la base ^ = (ea>n))neN* de Eι telle que,
pour tout neN*, la derniere composante non nulle de f{l>n) dans &x

est < 0. Puisque, pour tout n eN*, cUtn) = — e{hn+ι)y il en resulte que
Γ\ est un convexe ubiquitaire dans Eι (c'est meme un convexe ubi-
quitaire-basique de Eu d'apres le 2.2.2).

Puisque, pour tout n e N*, Ri{n), R3(n) et Rδ(ri) sont vraies, Γ[
est contenu dans U Π Et et ainsi U Π Et est ubiquitaire.

D'autre part, puisque e(ltl) = e1 — — gt et que, pour tout neN*,
R2(ri) est vraie, la somme Σ<*ι -^ e s t directe et contient gt.

Ainsi (/̂ i) et (/̂ 2) sont bien verifiees au rang I] notons que pour
amorcer la recurrence transίinie, on procede comme precedemment en
partant de FiQ — {0} (ί0 designe le plus petit element de /).

La recurrence transfinie est ainsi achevee.
Soit maintenant (Ej)jeJ la sous-famille de la famille {E^)ieI com-

posee des Et Φ {0}. Cette famille verifie les conclusions du theoreme.

5.4. Theoreme de caracterisation.

THEOREME 5.2. Soit E un espace vectoriel de dimension infinie.
1. Une condition necessaire et suffisante pour quyune partie

convexe U de E contenant Γorigine soit ubiquitaire est qu'il existe
une famille {E3)jeJ de sous-espaces vectoriels de E telle que Von ait
(i), (ii), (iii) avec:

( i ) Pour tout j eJ, Ej est de dimension infinie denombrable.
(ii) La somme des Ej est directe et egale a E.
(iii) Pour tout j eJf U Π Ej est sur-ensemble d'un convexe ubiqui-

taίre-basique lineairement borne de Ej.
2. En consequence tout convexe ubiquitaire (resp.: convexe ubiqui-

taire contenant Γorigine) C est sur-ensemble d'un convexe ubiquitaire
(resp.: convexe ubiquitaire-basique) lineairement borne.

Demonstration. 1. La condition necessaire resulte du Theoreme
5.1, du Theoreme 2.4 et du Theoreme 3.2.

Montrons que la condition est suffisante.
Designons, pour tout j e J, par Γ[ le convexe ubiquitaire-basique

lineairement borne de Ej contenu dans U f] Ej.
On peut supposer, d'apres le Theoreme 2.4, que Γ{ s'ecrit sous la
forme
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Γ{ = c\r{ u ( U K ,»> + tcβtn) \t e ]0, 1'

avec

oύ (e(y,Λ))n€iV* est une base de i?y (JV* etant muni du bon ordre naturel),
oύ (f(j,n))neN* est une base triangulaire de decomposition forte de E3

associee a (e(3jn))neN* telle que, pour tout n e JV*, la derniere composante
non nulle de /(yιΛ) dans la base (e{3}n))neN* soit < 0, et oύ (c(3>n))neN*
est une famille de points de Γ{ telle que, pour tout n eN*, la derniere
composante non nulle de c(ί >Λ) dans la base (e{3jn))neN* ait un indice > n.

Le Theoreme 2.2 montre que Γ2 = C[\J3eJ Γ
j

2] est un convexe
ubiquitaire-basique de E (qui est lineairement borne d'apres le (d) du
Theoreme 3.1). Puisque Γ2aU, U est ubiquitaire.

2. Si C contient Γorigine, cette deuxieme partie est une conse-
quence de la demonstration qui precede.

Si C ne contient pas Γorigine, il suffit d'effectuer sur C une
translation qui Γamene a contenir Γorigine.

5.5. REMARQUE. On pourrait montrer la condition suffisante du
1 du Theoreme 5.2, sans avoir recours a la notion de convexe ubi-
quitaire-basique, en utilisant la propriete elementaire suivante:

PROPOSITION 5.1. Soit, dans un espace vectoriel E, une famille
(Ej)3'ej de sous-espaces vectoriels telle que E — Σie jJ^ (la somme
n'etant pas necessairement directe). Si U est une partie convexe de
E telle que, pour tout j eJ, U f] Eό est ubiquitaire dans E3, alors U
est ubiquitaire dans E.

Demonstration. Soit xeE; montrons que x e lin U.
x s'ecrit sous la forme x — Σie* $i oύ F est une partie finie de

J et oύ, pour tout j e F, xό e Eά. Soit n le cardinal de F. Puisque,
pour tout jeJ, Uf]Ej est ubiquitaire dans Eo , il existe yόeUΓ\Eά

tel que pour tout λ e [0, 1[ , Xnxό + (1 — X)y3 e UΠ E3.
II en resulte que, pour tout λ e [0, 1[,

1 1xx + (l — λ) Σ—Vά — — Σ (λwίfy + (l — λ)^) G u,
jeF n % jeF

done que x e lin U.
Nous remercions le Referee pour Γetude detaillee de notre article

et pour ses aimables suggestions.
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