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Let A be a complex Banach algebra, using subharmonic
functions we extend results of Le Page, Hirschfeld and
Zelazko in showing the equivalence of the four properties:
A/Rad A is commutative, the spectral radius is uniformly
continuous on 4, the spectral radius is subadditive on A,
the spectral radius is submultiplicative on A.

1. Introduction. Dansla suite A désigne une algébra de Banach
complexe munie de la norme || || et, pour xe A4, p(x) est le rayon
spectral, c¢’est-a-dire lim,_. || 2" |[", ou encore Max |\ | pour \eSpz,
0(x) est le diamétre de Spz, ¢’est-a-dire Max | N — | pour )\, ¢ € Sp=.

Un des premiers articles a s’intéresser a la caractérisation des
algébres de Banach commutatives est celui de C. Le Page [6]. 1l
y démontre, en particulier, les résultats suivants, dans le cas ot A
est unifére:

—Si p(x) = ||z || quel que soit x € A alors A est commutative.

—8’il existe « > 0 tel que ||2y|| < a||yz]|| quels que soient 2, yc A
alors A est commutative.

—Si p(xy — yx) = 0 quels que soient z, y € A alors ay — yx € Rad A.

Un peu plus tard, R. A. Hirschfeld et W. Zelazko [5] démontrérent
par une méthode absolument identique 4 celle de Le Page que, si 4
est quelconque et si alflz| < p(x) pour tout xc A, alors A est
commutative et méme, c’est une algébre de fonctions, c’est-a-dire
une sous-algébre fermée de Z(X), pour un certain X localement
compact, avec la norme équivalente o(x). Dans cet article ils énoncérent
deux conjectures qui, malheureusement, ne sont pas encore résolues.

Congecture 1. Si|l || et p sont équivalents sur toute sous-algébre
commutative de A, alors A est commutative.

Conjecture 2. Si p est continu sur A et o(x) = 0 impliques x = 0
alors A est commutative.

Depuis, on a donné des exemples d’algébres non commutatives ou
o(x) = 0 implique « = 0 (voir par exemple J. Duncan et A. W. Tullo
[2] ou 'exemple sans diviseurs de zéro donné par R. A. Hirschfeld
et S. Rolewicz [4]). Gh. Mocanu [7] a trés légérement étendu un
des résultats de Le Page en prouvant que s’il existe @ > 0 et une
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24 BERNARD AUPETIT

norme || ||, telle que, sur A unifére, on ait ||zy|, < a|/yx||, alors
A est commutative.

Tous ces résultats qui précédent vont étre généralisés par les
théorémes suivants:

THEOREME 1. Soit A une algédbre de Banach complexe, avec unité.
Les propriétés suivantes sont équivalentes:

—1° A/Rad A est commutative.

—2° 0 est uniformément continu sur A.

—3° 1l existe un voisinage V de Uunité et k > 0 tels que |po(x) —
o) =kllx—yll, pour », ye V.

—4° il existe un wvoisinage V de Uunité tel que p(x + y) < p(x) +
o(y), pour x,yeV.

—5° il extste un voisinage V de Punité tel que o(xy) = p(x)o(y),
pour x, y € V.

—6° il extiste k > 0 tel que o(x + y) < k(o(x) + o(y)), pour

ol —z) <1l e po(1l—y)<l.

—T7° 1l ewiste k> 0 tel que o(xy) < ko(x)o(y), pour x, y € A.

—8° 0 est uniformément continu sur A.

—9° 4l ewiste un wvoisinage V de Vumnité et k>0 tel que |o(x) —
oW =kl —yll, pour z,yeV.

—10° 2l existe un wvoisinage V de Vunité et k >0 tel que pour
z,yeV on ait o(x + y) < k(6(x) + 0(y)).

THEOREME 2. Soit A une algébre de Banach complexe, sans
unité. Les propritétés suivantes sont équivalentes:

—1° A/Rad A est commutative.

—2° 0 est uniformément continu sur A.

—3° 1l existe k> 0 tel que | o(x) — o(y)| = k|2 — y||, pour x, y € A.
—4° 4l existe k> 0 tel que o(x + y) < k(o(x) + o(y)), pour x, y e A.
—5° 1l existe k> 0 tel que o(xy) < ko(x)o(y), pour x, y € A.

—6° 0 est uniformément continu sur A.

—T7° 4l existe k>0 tel que |0(x) —o(y) | =k|lz—y||, pour x, yec A.
—8° il existe k > 0 tel que o(x + y) < k(0(x) + d(y)), pour z, y € A.

A Dorigine, les démonstrations de ces deux théorémes étaient
élémentaires, mais trés calculatoires. C’est ce travail, annoncé dans
les Notices of the American Mathematical Society 18, p. 191 (1971),
sous le titre “Almost commutative Banach algebras”, qu’a utilisé
D. Z. Spicer [9] pour donner une généralisation assez triviale de ces
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résultats. Depuis, 'utilisation des fonctions sous-harmoniques, dont
le coup d’envoi a été donné par Vesentini [10], nous a permis de
grandement simplifier ce travail et méme, de ’améliorer fortement.

2. Quelques lemmes préliminaires. Soit D un domaine de
C 6: D— R |J{—<} est dite sous-harmonique si:
(a) ¢ est semi-continue supérieurement sur D, ce qui équivaut
a dire que
Im 6(0) = 6(\)
iy
L€ 1)
quel que soit )\, € D.
(b) ¢ posséde la propriété de moyenne, ¢’est-a-dire que:

1
(N) =
@(o)_2_[

4

|, 60n + reyan
0
pour tout N\, €D et » > 0 tel que B\, r)< D.

Rappelons quelques propriétés classiques de ces fonctions:

—1° Toute somme finie de fonctions sous-harmoniques est sous-
harmonique.

—2° Si f est convexe ef croissante et ¢ sous-harmonique alors fo¢
est sous-harmonique.

—3° Si¢g,=¢,= -+ =0, =--- est une suite décroissante de fonc-
tions sous-harmoniques alors ¢(A)=1lim¢,(\) est sous-harmonique.

—4° Si ¢ est sous-harmonique, ¢ = 0, telle que |e**|g(\) est sous-
harmonique pour tout a € C alors Log ¢ est sous-harmonique.

—5° Si ¢(\, t) est une famille de fonctions sous-harmoniques en )\,
intégrables par rapport a ¢ pour une mesure [ positive et

finie, alors +r(\) = gp'(,\,, t)d(t) est sous-harmonique.
—6° Si on désigne M(r, ) = Max ¢(\), pour |x| =7, et si

i M0, 9) _

0
r—= Log

alors ¢ est constante (analogue du théoréme de Liouville).
—T7° Théoréme d’Oka-Rothstein: si ¢ est sous-harmonique sur un
domaine D contenant 0 et si /7 est un arc de Jordan contenu
dans D, d’extrémité 0 alors:
6(0) = Tim 6(1) .

70

On pourra trouver les démonstration de ces résultats dans
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Vladimirov [12].

LEMME 1. St ac A et st U est un ouvert contenant Spa alors
il existe r > 0 tel que ||b — al] < r implique Spbc U.

DEMONSTRATION. Voir Rickart [8], Théoréme 1.6.16, p. 35-36.

COROLLAIRE. La fonction x— 4(x) est semi-continue supérieure-
ment sur A.

LEMME 2 (Vesentini [10] et [11]). St M— f(\) est une fonction
analytiqgue d’un domaine D de C dans A alors »— o(f(\)) et
A — Log o(f (V) sont sous-harmoniques.

DEMONSTRATION. (a) Montrons d’abord que »— Log || f(V) ]| est
sous-harmonique. C’est évident qu’elle est continue. D’aprés la
formule de Cauchy pour les fonctions analytiques on a:

FOu) = = S”f(xo + ret)do
2 Jo
done:

17O S o= |17 00 + re) 1 do
T Jo

D’aprés la propriété 4° il suffit de prouver que »—|e*? ||| fF(N) ]| est
sous harmonique, mais c¢’est évident car |e**| || F(N) || = || e f (V) ]| et
A — e f(\) est analytique.

(b) Pour xc A on sait que la suite || 2*" |['*" est décroissante et
tend vers po(x), donc d’aprés la propriété 3°, n— Log o(f(\)) est
sous-harmonique, puisque Log o(f(\)) = lim,_.. 1/2" Log || f(M)*|l, ou
A — f(A)" est analytique.

(¢) La fonction t—ef est convexe et croissante, done, d’aprés
la propriété 2°, A — o(f(\)) est sous-harmonique.

LeMME 3. Pour zeA, soit Y(x)=1/2xn SM Log o (exp (e”z))do.
]
Elle possede les propriétés suivantes:

—1° 0= v(x) £ o(x), quel que soit x e A.

—2° (%) = 0 implique que le spectre de x a un seul point.

—3° 8i M— f(\) est une fonction analytique d’un domaine D dans
A, alors x—Y(f(\)) est sous-harmonique.

DEMONSTRATION.

—1° Comme 1 = p(exp (¢“’x))p (exp(e‘?+™x)) il est immédiat que
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Y(x) = 0. l’autre inégalité résulte du fait que o (exp (¢"2)) =
exp (0(¢“’x)) = exp ().

—2°  Soit ¥(8) = Log p(exp (¢’x)) + Log o (exp(—e*“x)) = 0.
Cette fonction est continue, puisque p est continu sur la sous-algébre
commutative engendrée par x et ’on a:

¥(z) = 2% S W(0)do

Done si 7(x) = 0 alors ¥(0) =0, pour 0 <6 <, ce qui implique que
Sp (exp (¢?x)) est contenu dans un cercle centré en 0, quel que soit 4,
donc pour X, #€Spx on a Ree(n — p) = 0 quel soit 6, soit » = p.

—38° C(Cela résulte immédiatement du Lemme 2 et de la propriété 5.

LEMME 4. Si quels que soient x, y € A, Sp(xy = yx) a un seul
point, alors A/Rad A est commutative.

DEMONSTRATION. Soit 7 une représentation irréductible sur un
espace de Banach E. Si dim E =1, quel que soit &, ¢’est terminé.
Supposons donc dim E > 1. D’aprés le théoréme de transitivité des

algébres irréductibles, pour &, 7 indépendants dans E, il existe z, y ¢ 4
tels que:

@ =71 wHYE=0
m@y =0 7wy =2¢
alors

w(xy — yx)e = —¢& et w(xy —yx) =7

done {—1, 1} C Sp n(xy — yx) C Sp (xy — yx), ce qui est absurde.

LEMME 5. Si | |est une semi-norme sur A, telle que |x| < o(x),
quel que soit x € A, alors |xy — yx | = 0, quels que sotent x, y € A.

DEMONSTRATION. (a) Soit M — f(\) une fonction holomorphe
de D dans A, alors » —| f(\)]| est continue car:

N = 1 =170 = f() ] = o(F(N) — f(9)
=[fO) = f() ]l

Elle est sous-harmonique, car évidemment:

FOD 1= o |17 + 7e) | do
T Jo
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(b) Soient z, yc A et f(\) = e**ye**. (C’est une fonction holo-
morphe de C dans A, méme si A n’a pas d’unité, car

2
ey =y + N, y] + ;—,[x, [@, y]] + -~ €A

Aussi
v+ M, o1+ X lo, Lo wll + -+ | = plewe) = o)
done
L | <yt o)
R R
Mais »— [z, y] + 72|z, [2, y]] + --- | est sous-harmonique, d’aprés

ce qui précéde, et tend vers 0 quand M\ tend vers U'infini, done cette
fonction est identiquement nulle, soit |[x, ¥]| = 0.

Ce lemme est une généralisation du résultat de Hirschfeld et
Zelazko. L’énoncé qui suit est un cas particulier de la formule de
Trotter.

LEMME 6. Supposons A avec unité et x, ye A. On a:

6x+y — hm (6235 R ely)lll
i

et 1l existe une swite (\,) tendant vers 0, avec \, > 0, telle que:

o(e**¥) = lim ‘0(62%“” - gtn¥)idn
N—0

DEMONSTRATION. Il existe » > 0 tel que si {A| < 7 also
e - e’ — 1] <1,

done Log (¢*-¢") est alors parfaitement défini. Considérons la
fonction définie par:

W(y) = exp (% Log (¢ - e“’)) §i0< N <7 et w(0) = e

Il n’est pas difficile de voir que cette fonction est analytique pour
IN| < r. D’aprés le théoréme d’Oka-Rothstein, si on prend I" = ]0, 7],
il existe une suite (\,), », €I telle que:

(™) = lim p((e** - ¢'*)'1n) .

Mais si Loga est défini et 22> 0 on a p(a”) = p(e*****) = p(a)* car
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c’est vrai pour y rationnel et il suffit d’étendre le résultat par con-
tinuité, puisque o est continu sur la sous-algébre avec unité engendrée
par a.

LEMME 7. Quel que soit xc A, le diametre du spectre de x
vérifie
o(x) = Max (Log p(e*") + Log 0(e7*))

St v— f(\) est une fonction analytique de D dans A alors N —
Log o(f(\)) est sous-harmonique.

DEMONSTRATION. (a) Soient \, A, € Spz, tels que |\, —N\,|=0d(x).
Alors Log p(e**) + Log p(e™*") = Log | e | + Log | e~**2| = Re (a(M, — o)),
donc en prenant a@ = ¢, ou 6 = Arg (A, — \,) on obtient:

6(z) = [N = M| = Max (Log 0(¢*) + Log p(¢™)) .

Dans D'autre sens, la fonction a — Log p(e*”) + Log p(e™**) est semi-
continue supérieurement, donc atteint son maximum sur {z]|z2]| = 1}
en un point @, Choisissons \, et \, de facon que [e*| = p(e*®) et
le"®%2] = o(e”*%). Alors

Max (Log o(¢*) + Log p(e™)) = Re (at,(v — W)
= = = 0)

(b) Pour a fixé, ¢.(\) = Log p(exp (wf (M) + Log o(exp (—a f()\)))
est sous-harmonique, d’aprés le Lemme 2. D’ou:

Max 6,(00) < —- Max S 6,00 + 7€?)d0
0

lal=1 T lal=1

= 1 S " Max N + ret?)db
2w Jo  Jal=1
done A— d6(f(\)) posséde la propriété de moyenne, mais la semi-
continuité supérieure résulte du corollaire du Lemme 1.
(¢) Sion remarque que [e**|o(f(N)) = d(e**f(\)) on conclut que
X\ — Log 6(f(\)) est sous-harmonique, d’aprés la propriété 4°.

3. Démonstrations des théorémes. D’abord, donnons celle du
premier théoréme.

1°=n°, 2<n <10. Comme Spx = Sp&, ou & est la classe de
2 dans A/Rad A il est clair que

oz + y) = o(& + ¥) = p(&) + (%) = o(x) + o(¥)
p(xy) = p(Ey) < p(®)o(y) = p(x)o(y)
lo@) — o) = px —y) =l —yll.
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De plus o(x) = d(x) = Max | y(¢) — (&) |, pour tous les ¥, 7 caractéres
de A/Rad A donc:

x + y) = d(x) + d(y)
[o(@) — o) | S ox —y) S o(x —y) = lle—yll.

2° =38°. Soit ¢ > 0, il existe &« > 0 tel que ||z — ¥ || < @ implique
|o(x) — p(y) | <e. Soient x+# y quelconques, prenons a=ax/(2 ||z —y ||)
et b=ay/@2llx — yl]), alors {la — b|] < a, donc

Lo(x) — o) | < e —y ]
[44

pour z, y € A.

3°=1°. Soient z, ye A et M tel que ||z||, ||¥||<M. Choisissons
ri> 0 de fagcon que ¢*, e’ € V et p(e*), p(¢*”) = 1/2 pour | M| = 7, ce
qui est possible car p est continu sur la sous-algébre commutative,
avec unité, engendrée par un élément.

Alors

| Log o(e**) — Log o(e") |
< 2[p0(6") — p(e™) | = 2k || 6 — e ||

done

| Log p(e*) — Log o(e)| = 2kr |[o — v || + 4k 3, P

Posons 7,.(x) = 1/(2xr) Szx Log p(exp (re?’x))dd. D’aprés la définition de
0

Y donnée dans le Lemme 3, il n’est pas difficile de voir que 7(x) =

7.(x) done que:

1Y(@) — YY) < 2k || — || + dkre” si 0<r=1.

En faisant tendre » vers 0 on obtient |7(x) — Y(y)| £ 2k||z — v ||
pour x, y € A.

Prenons x = e**be™* et y = Aa, b] + /2! [a, [a, b]] + ---, alors
d’aprés ce qui précéde v(y) =< Y(e**be**) + 2k ||b]| < (2k + 1)||b]| puisque
Y(e*be ™) < p(e**be™**) = p(b) < ||b]|. Ainsi

_ @+ D]

A A2
(1, 81 + 2o la, b1] + 2o, [0, fa, 001 + ) 1

En appliquant le Lemme 3 et la propriété 6° on obtient que
Y(ab — ba) = 0 quels que soient a, be A, donc que Sp(ab — ba) a un
seul point, mais alors d’aprés le Lemme 4, A/Rad A est commutative.
4° —1° Posons () = lim,_, (| o(1 + »x) — 1])/|n]|. C’est évident
AF0
que 0 = 0(») =< o(x).
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De plus

0(ax):m|p(1+xax)—ll'[

A0—0 l’ A )
L0 !

pour « = 0 et 6(0) = 0. Montrons maintenant que 0(x + y) < 0(x) +
0(y). Pour \ assez petit, 1 + \x, 1 + Ay et 1 + Ma + ¥)/2 sont dans
V, donc:

aj=lalb(x),

02+ Mz + y) = o(1 +ax) + o(1 + \y), soit,
0(LEY) = = (@) + o))

qui avec ce qui précéde, donne d(x + y) = 20((x + ¥)/2) < 6(x) + O(y).
D’aprés le Lemme 5, on a donc O(xy — yx) = 0, quels que soient
x,y€ A. Supposons que f(a) = 0 et soit « + 18 Spa, alors 1 + ha +
MBeSp (1 + xa) done o(1 + ha) = (1 + ) + NBH)Y* alors

(L naf £y —1 o
A

quand » — 0, ce qui implique a@ = 0, soit Spe C *R; mais on a égale-
ment 0(ia) = 0 done Spa C R, soit p(a) = 0.

Ainsi, d’aprés le Lemme 4, puisque Sp (xy — yx) = {0}, quels que
soient z, y € A, alors A/Rad A est commutative.

5° =1°, Posons v(x) = Log p(¢*), montrons que
V(@ + y) = v(@) + Uy) .

D’apres le Lemme 6, il existe une suite (A,) tendant vers 0, avec
A, >0, telle que p(e*'?) = lim, .. p(e*” - ¢*¥)"*», Mais pour \, assez
petit e** et e*»* sont dans V, donc on a:

o) < Tim [o(e™) - p(e)]' = p(e?) - (e”) ,

d’ou le résultat.
D’une facon identique on obtient v(—(z + ¥)) = v(—a) + Y(—vy),
d’oll puisque 0(x) = Max,,_, (W(ax) + y(—ax)), on a:

o(@ + y) = o(x) + a(y) .

Comme il est évident que 0 =< o(x) < p(x) et que o(aw) = |a|d(x)
pour «eC et v A, d’aprés les Lemmes 4 et 5, A/Rad A est com-
mutative.

6° = 1°. Supposons que (b —1) <1 et que ac A. Alors
o(e*be ™ — 1) = p(e*(b — 1)e™*) = p(b — 1) < 1,
donec  p(7[e, b] + N/2!a, [a, B]] + ---) =< k(o(b — 1) + o(e*be™* — 1))
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soit

A 2ko(b — 1)
(1o, 81 + la, [a, b1l + - ) < HEE D)

D’aprés la propriété 6°, on obtient o(ab — ba) = 0. Maintenant si b
est quelconque, pour \ assez petit o((1 + nb) — 1) < 1, d’ou d’aprés
ce qui précéde o((1 + ab)a — a(l + \b)) = || p(ab — ba) = 0, ainsi,
d’aprés le Lemme 4, A/Rad A est commutative.

7° = 3°. Montrons d’abord que d(:, Spy) < kllx —y]||, si v e Spz,
ou d(n, Spy) = Inf |\ — |, pour peSpy. Supposons que pour un
reSpx on ait d(:, Spy) > k|x — y]||, alors A — y est inversible et
A—zxz=0—-9Y1+On—9)(y — )], mais:

o — )y — @) = ko((v — y) Holy — @)

_koly—2) _ply—2) 4
dn, Spy) iy —al

done, A — x est inversible, ce qui est absurde. D’une facon identique,
on prouve que d(y, Spx) < k|l — v, pour ¢ eSpy, done:

@) — o) = ke —yll.

8° = 9°, Démonstration identique a 2° = 3°.

9°=1°. Comme Sp(l + 2) =1+ Spz, on a o1 + rx) = |\ |d(x)
quels que soient ncC et xcA. Six, yec A, pour )\ assez petit, on
al+rxxeVetl+ayeV done.

IMTo@) —o(y) | =01 + ar) — o1 + M) [ = kNl —yll,

soit |o(x) — o(y)| = k|lx — y||, quels que soient z, y € A.

En reprenant, avec 0, la fin de la démonstration de 3° = 1°, on
obtient que d(ab — ba) =0, quels que soient a,bec A donc que
Sp (ab — ba) a un seul point, mais alors d’aprés le Lemme 4, A/Rad A
est commutative.

10° = 1°. Soient z, y € A, pour \ assez petit, 1 + \x, 1 + Ay sont
dans V, donc 8(2 + Mx + ¥)) = [N o(x + ¥) £ kN (6(x) + 6(y)), d'oti
oz + y) = k(d(x) + (y)) quels que soient «, y € A. On obtient comme
plus haut que:

A 20(b)
a(m, b) + 2 Lo, Lo, b1 + ) s 20

donc, d’aprés les Lemmes 4 et 5 que A/Rad A est commutative.

Pour le deuxiéme théoréme, la démonstration est identique. Il
suffit seulement de remarquer que, si @, b€ A, alors ¢*® n’est pas défini
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dans A, mais, par contre, e*®be™** = b + \[a, b] + \¥}/2!][a, [a, b]] + ---
Pest.

REMARQUE 1. Dans M,(C), considérons V = {x ||| — 1] < 1/2}.
C’est un voisinage compact de 1, de plus la fonction x — po(x)/|| x|
est continue sur V, donc atteint sa borne inférieure v = 0. Si ¥ =0,
alors il existe a e V, tel que p(a) = 0, ce qui est absurde car:

1=p<1)§p(a)+p(1—a)§nl~aug—;‘-.

Done o(x) = 7 ||z]||, sur V, ce qui implique que pour z, y€ V on ait
ez +y) =lle+yll =zl + [yl S 17(o(x) + o(y)) et

owy) < llay|l < o]y < ;1- o@)o) .

Cet exemple prouve que, dans les propriétés 4° et 5° du Théoréme 1,
on ne peut pas avoir o(z + ¥) < k(o(z) + o(%)) ou p(zy) < ko(z)o(y).
Nécessairement il faut &k = 1.

4. Quelques corollaires. Une algébre avec involution est dite
symétrique si, pour tout élément hermitien h (c’est-a-dire vérifiant
h=h*), on a Sphc R. V. Ptdk (voir [2]) a prouvé qu’en posant
lz| = po(x*x)"? |x]| est une semi-norme sous-multiplicative sur A4, telle
que |x| = o(x) pour z€ A et |x| = p(x) pour x normal (c’est-a-dire
vérifiant x*x = xx*).

COROLLAIRE 1. A/Rad A est une algébre symétrique commutative
st et seulement st p(x*x) = o(x)}, quel que soit x € A.

DEMONSTRATION. La condition nécessaire est évidente. Reécipro-
quement supposons que p(x*z) = p(x)’, quel que soit xc 4. Si 4 a
une unité, prenons x = ¢'*, pour h hermitien et alors p(e*) =
o(e*e™) =1, De la méme facon p(e ™) = 1. Ces deux résultats
prouvent que Sp e est contenu dans {z]|z| = 1}, donc que Sph C R,
d’ot A est symétrique. Si A n’a pas d’unité c’est un peu plus
difficile de prouver qu’elle est symétrique. Supposons qu’il existe &
hermitien tel que Spi & R; on peut supposer que « + ¢ €Sph. Soit
B une sous-algébre, fermée, involutive, commutative, maximale,
contenant h; on sait alors que Sp,« = Spzx, quel que soit zeB.
Posons v=( — a + ni)"heB. Comme « ++t€Sp,h = Spzh, il
existe un caractére y de B tel que x(h)=a +i=0. Alors
1) = (n + 1)"i™(a + ¢) donc po(v) = (n + 1)™(1 + a®)*®. Mais v*v =
((h — a) + n¥)™h* donc p(v*v) < p(h)[(o(k) + | @ |)* + »’]™ on obtient
ainsi (n + 11 + a®) < p(h)[(o(h) + |a|)? + n?]™, d’ou:
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(n + 11 + @)™ < p(h)™[(0(h) + ||} + n']

soit en faisant tendre m vers Vinfini (n + 1)* < (o(h) + | a |)* + n?, ce
qui est absurde pour 2n 4 1 > (o(h) + | |). Sachant maintenant
qu’elle est symétrique, alors d’aprés Ptak o(x) = x|, ou | | est une
semi-norme, done d’aprés le Théoréme 1, A/Rad A est commutative.

REMARQUE 2. Dans le cas ou A a une unité, on est capable de
prouver beaucoup mieux: A/Rad A est symétrique et commutative
si et seulement si o(x*x) = o(x)* dans un voisinage V de !'unité.

La démonstration de la symétrie se fait de la méme facon, sauf
qu’on remplace h par Mh avec M€ R, assez petit pour que e¢**e V.
Ainsi, d’aprés Ptak, on a |x| = o(x) quel que soit et |z| = p(x)
pour z€ V. Raisonnons dans A’ = A/Rad A, ou || = 0 implique
2= 0. Soit xc A’ alors ¢”*" ¢ V, pour n assez grand donec:

lexl é |ex/2 Iz § . é Iez[znlzn — ‘o(ezlzn)zn — p(ex) g Iezl

soit |e”| = p(e?), que que soit .

Posons k = Inf,., p(x)/|z| £ 1 et choisissons une suite (x,) telle
que o(z,) < (k + 1/n) |z,|, quitte & multiplier les «, par une constante
on peut aussi supposer que |x,| = 1/(k + 2/n). Alors

u)é_k_jﬂb_

1
k+ 2/n <

oz

done, il existe u, tel que 1+ z, = ¢*», mais alors d’aprés ce qui
précéde p(1 + x,) = |1 + 2,| et de plus, si on suppose k < 1/3, alors
|z,] > 1, a partir d’un certain rang, done:

1

k+1/n
k+2/n

<|l4+a,| =01+ x,) +k+2/n

soit £ =1/3, d’ou absurdité. Ainsi o(x) = 1/3 | x| quel que soit 2 € 4/,
d’ou, d’aprés le Théoréme, 1, A/Rad A est commutative.

Dans [1], nous avons démontré que si o est sous-multiplicatif
sur ’ensemble des éléments normaux de A involutive alors le spectre
est uniformément continu sur cet ensemble. C’est la méthode de
démonstration que nous exploiterons pour prouver le:

COROLLAIRE 2. Supposons que A est une algébre involutive
vérifiant:
1° quel que soit xe A on a o((x + x%)/2) < o(x).
2° il ewiste a > 0 tel que p(xy) = ap(x)o(y), pour =,y NOrmMaUL.
Alors AJ/Rad A est commutative.
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DEMONSTRATION. Nous donnerons les grandes idées, dans le cas
avec unité, en priant le lecteur de se reporter a [1] pour la démon-
stration des propriétés que nous énoncerons.

Posons |z| = aInf 3|\, | o(u;), pour toutes les décompositions
finies ® = 3, N, - u; + v, oi A, €C, u, unitaire et v € Rad A. On vérifie
que c’est une semi-norme sur A telles que |h| < a(l + VvV 2)p(h) si
h est hermitien, donc pour x € A on a, d’aprés I’hypothése 1°:

= at + VD) (p(ZEE) + o(221))

A

2 2
< 2a(1 + 1/ 2)p(2) .

+|

En appliquant le Lemme 5, on conclut que |ab — ba| = 0, quels que
soient @, be A. Mais, dans [1], aprés quelques calculs on peut obtenir
que |z|= p(x), quel que soit ze€ A, ainsi p(ab — ba) = 0, soit en
appliquant le Lemme 4, A/Rad A est commutative.

Additif sur épreuves (30/4/76). Depuis, nous avons résolu nega-
tivement la seconde conjecture de Hirschfeld et Zelazko.
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