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ANDRE GOLDMAN

Let E be a locally convex space and #: Y — F an FE-valued
vector measure, absolutely continuous with respect to a
scalar measure p; to each pair (7, ) we can associate a
cylindrical mesure 1 on E. It is shown some Radon-Nikodym
theorems can be deduced from the properties of the cylindri-
cal concentration of A. It is shown also that the s-dentability
properties of certain subsets of £ are closely related to some
particular conditions of cylindrical concentration (these
conditions are introduced by A. Badrikian and S. Chevet in
the recent book “Mesures cylindriques, espaces de Wiener et
fonctions aléatoires gaussiennes”). Finally, we consider the
particular case of a measure 7 which takes its values into
the positive cone of a measure space such as M,(T) (tight
measures), M,(T) (smooth measures), or M (T) (separable
measures introduced by Dudley).

La théorie des mesures vectorielles est étroitement liée 3 celle
des mesures cylindriques. En effet si m: ¥ — E est une mesure
vectorielle 4 valeurs dans un espace localement convexe (en abrégé
elc) E absolument continue par rapport a4 une probabilité ¢ sur (2, X)
Papplication L, qui a '€ B’ (dual de E) associe la densité scalaire
foe L2, 2, ) de la mesure 2’ o m par rapport a g, définit sur F
une mesure cylindrique n. Il est bien classique que si E est un
espace de Banach et m a variation bornée alors le couple (i, t)
admet une densité Bochner-intégrable si et seulement si A est de
Radon sur E (ou sur (E, o(E, E'))). Cette correspondance entre
mesure vectorielle et mesure cylindrique fut par exemple exploitée,
dans le cadre des espaces de Banach, par L. Schwartz et B. Maurey
[20] qui retrouvent de cette maniére des résultats de Uhl, Rieffel,
Stegall ete.

On se propose d’approfondir l’influence mutuelle des propriétés
du couple (m, #) et de la mesure cylindrique » associée. A cet effet,
on prendra du recul par rapport a la situation classique des espaces
de Banach en se placant d’emblée dans le contexte des espaces locale-
ment convexes généraux.

Dans le premier paragraphe on précise le cadre de 1’étude et on
rappelle les relations connues qui existent entre le couple (m, ) et
la mesure cylindrique A associée. On retrouve ainsi les théorémes
du type Radon-Nikodym, de Metivier [16], de Uhl [24] etc. Ces
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résultats sont bien connus; nous en donnerons des démonstrations
trés sommaires.

Dans le paragraphe suivant on donne, en faisant intervenir les
propriétés des ensembles S, = {m(B)/(B); B 3 ,, {B) + 0}, un critére
important de concentration cylindriqgue pour la mesure N. On en
déduit des conditions suffisantes pour que )\ soit de Radon sur E;
si de plus, pour tout ¢ > 0, la mesure A est concentrée a &-prés sur
des disques faiblement compacts de E (pour la topologie o¢(E, E'))
alors il existe une densité faible f: T — E. Les résultats redonnent
en particulier les théorémes du type Radon-Nikodym, de J. Pellaumaill
[17], J. Kupka [12] et D. J. Hebert Jr. [8]. Dans le cas particulier
ol K est un espace quasi-complet souslinien, on obtient des conditions
nécessaires et suffisantes pour qu’il existe une densité -mesurable,
ce qui permet de retrouver certains des critéres établis par E. F.
Thomas [22] pour qu’une fonction intégrable au sens de Pettis soit
sommable.

Le troisiéme paragraphe traite de l’influence des propriétés de
o-dentabilité [18] des ensembles S, sur la mesure N. A cet effet,
nous ferons appel 4 de récents résultats de A. Badrikian et S. Chevet
[3] concernant des conditions de concentration cylindrique. On dira
qu’une probabilité cylindrique » sur E vérifie la condition (B) lorsque
pour tout ¢ > 0 et tout voisinage de zéro V dans E il existe un
compact K; tel que P'on ait V(K% + V) =1 —e. Si toute mesure
cylindrique sur X vérifiant (B) est de Radon alors on dit, en suivant
[3], que E est un “bon espace”: par exemple, les espaces de Fréchet
sont de “bons espaces.” Le lien entre la o-dentabilité et la condition
(B) est trés précis: si pour tout AeX, p(A4)=+0 il existe BeX,,
¢(B) # 0 tel que S; soit o-dentable, alors A\ vérifie la condition (B).
Ceci redonne dans le cas ou K est un espace de Banach (donc un
“bon espace”) le théoréme classique de Rieffel [18]. En fait, 1’étude
des conditions équivalentes 4 (B) nous améne a introduire des notions
de o-dentabilité quelque peu plus faible que celle définie par Rieffel
[18], et ceci méme pour les espaces de Banach. Finalement on
montre, en suivant de prés le résultat similaire de Maynard [15],
que tous les bornés d’un espace quasi-complet E sont o-dentables si
et seulement si toute mesure M\ associée aux couples (m, ) vérifie
la condition (B). Si cette condition est vérifiée, 'espace E n’est pas
pour autant un espace de Radon-Nikodym faible. Pour des exemples
d’une telle situation on consultera le Paragraphe IV. Inversement,
un couple (7, £) peut trés bien admettre une densité faible f: T — E
sans que pour autant la mesure cylindrique associée ) soit de Radon
(et cela, méme si E est un espace de Banach).

Dans le dernier chapitre on envisage le cas particulier des couples
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(m, ¢) ou la mesure vectorielle m est a valeurs dans le c651e positif
M+(BT) des mesures de Radon sur le compactifié de Stone-Cech d’un
espace complétement régulier T. Les résultats essentiels sont les
suivants. Si % est 4 valeurs dans Uespace M;(T) [1] des mesures de
Radon sur 7 alors il existe toujours une densité faible f 2 — MHT);
de plus, la mesure cylindrique » est de Radon sur M;(T) et, pour
tout & > 0, concentrée a e-prés sur des ensembles H, vérifiant la
condition de Prokhorov. Dans le cas de ’espace M (T) des mesures
de Baire sur T, si toute mesure provenant d’un couple (7, ) est
de Radon alors le replété vT [4] de T est universellement Radon-
mesurable (ou hyporadonien en suivant [21]). Si on suppose que T
est métrisable séparable alors la condition T est radonien équivaut
au fait que tout couple (m, #) soit densitable. Ce dernier résultat
permet de donner des exemples d’espaces complets dans lesquels
toutes les parties bornées sont o-dentables et qui ne sont pas des
espaces de Radon-Nikodym faibles. Pour établir ce dernier point,
on fera appel aux résultats obtenus par J. Berruyer et B. Ivol [4]
ainsi que par M. Rome [19] dans l’étude des espaces de mesures
M, (T) et M=(T).

1. Etude preliminaire. Dans tout ce travail on désignera par
m: Y — FE une mesure vectorielle i valeurs dans E, définie sur une
tribu Y construite sur un ensemble 7. L’espace E est localement
convexe et supposé toujours séparé. On notera encore par [ une
mesure scalaire positive définie sur l’espace mesurable (7, ). Une
fonction f: T — E est dite totalement mesurable lorsqu’elle est 3-
mesurable (relativement a la tribu borélienne de FE) et d’image
presque séparable sur chaque ensemble g-intégrable Ae 3. En fait
cette notion n’a d’intérét que si E est métrisable. Ainsi, 4 'excep-
tion de ce cas, on distinguera essentiellement les différentes notions
de fonctions mesurables:

(a) fonctions scalairement mesurables

(b) fonctions ¥-mesurables et

(c¢) fonctions Lusin-mesurables, lorsque 7 est un espace
topologique et ¢ une mesure de Radon.

Les notations concernant les mesures cylindriques sont celles de
[1] et [3]. Pour tout AcC T on désignera par 3, la trace de la
tribu 3 sur A.

Notre but est la recherche des conditions d’existence d’une
densité faible f: T — E c’est-a-dire d’une fonction f scalairement
mesurable vérifiant 2'om = (2'o f)-¢ pour tout 2’ E’, les mesures
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m et (¢ étant évidemment reliées par la- condition: pour tout AeX
tel que p(A) = 0, on a m(A) = 0 (on note @ < ). On peut raison-
nablement supposer que la mesure g est concassable (on dit aussi
strictement localisable); il existe donc une partition (4;) de T formée
d’éléments de I vérifiant ((A4,) < + o de sorte que 'on ait y(B) =
Ju(BN A;) pour tout Be X, Il est clair que si m,; et p, désignent
les restrictions respectives de m et ¢ a l’ensemble A, alors on a
encore m,; < /;. Par conséquent, pour qu’il existe une densité faible
f (resp. une densité 3-mesurable) il faut et il suffit qu’il en soit
ainsi sur chaque ensemble A,. On pourra donc supposer, sans
restreindre la généralité des résultats, que la mesure / est bornée
sur T.

D’une maniére générale, dans la recherche d’une densité (faible
ou forte), on est amené pratiquement dans tous les cas 4 utiliser la
propriété du relévement [10] et [11]. Classiquement, pour que cette
méthode s’applique, il est indispensable que le couple (m, ft) vérifie
la condition supplémentaire suivante:

Ve > 0 il existe A€ X tel que p(T — A) < ¢ et tel que ’ensemble

S, = { m(B)/i(B); BeZX,, t(B) # 0 | soit borné dans E.

Si cette condition est vérifiée, il existe une partition dénombrable
(4,), n =1, de T formée d’éléments de ¥ de sorte que pour tout
n = 1 'ensemble S, soit borné dans E. Mais en vertu de ce qui
précéde, il suffit de faire I’étude pour tout = du couple (m,, ££,). En
conclusion, on supposera toujours dans tout cet article les conditions
suivantes réalisées:

(a) La mesure 2 est une probabilité;

(b) Pour tout AeX tel que p(4) = 0, on a wm(A4) = 0;

(¢) L’ensemble S, = | m(4)/i(4); AeX, (A) =0} est borné
dans E.

Soit @ une mesure cylindrique quelconque sur K.

Rappelons la définition suivante (voir [1]).

DEFINITION 1.1. Soit @ une mesure cylindrique sur E, Z une
topologie sur E' et L: B'— L°(X, 2, 7) une fonction aléatoire associée
a a. On dit que a est d’ordre p (p€l0, +o]) si pour tout «'c¢ K’
L) e L(X, 2,7). On dit que @ est de type (¥, p) st Uapplication
L est continue de (E', &) dans L*(X, 2, 7).

Soit (m, £) le couple introduit ci-dessus; pour tout z’€ E' on a
o’ om < . Il existe donc une densité scalaire f,. € L(T, ¥, ). Ilest
clair que ’application L: E'— L°(T, ¥, pt) définie par L(z') = f, est
une fonction aléatoire sur E’. Il lui correspond donc une mesure
cylindrique » sur E. On dira que A est la mesure cylindrique associée
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au couple (m, ¢). On peut déja donner quelques précisions sur les
propriétés de )\ avec le théoréme suivant (qui reproduit un résultat
de [20] énoncé pour les espaces de Banach).

THEOREME 1.2. Le couple (m, l) définit sur E une mesure
cylindrique N d’ordre +oco et de type (&5 1) od &, désigne la
topologie sur E' de la convergence uniforme sur les parties bornées
de E. St Uespace E est quasi-complet alors N est de type (&, 1),
ou &, désigne la topologie sur E' de la convergence uniforme sur
les disques faiblement compacts de E.

Inversement toute mesure cylindrique N sur E (non nmécessaire-
ment quasi-complet) d’ordre + o et de type (&, 1) provient d’un
couple (m, p') satisfaisant aux conditions (a), (b), (c) énoncées ci-
dessus.

Preuve. Le fait que \ soit d’ordre -4 - provient de la condition
c¢). La continuité absolue de m par rapport a £ entraine que M\ est
de type (&%, 1). Dans un espace quasi-complet le rang <#Z(m) de la
mesure m est faiblement relativement compact, donc dans ce cas
particulier A est de type (&, 1). Quant 4 la propriété réciproque
du théoréme, c’est une simple application du théoréme de Hahn-
Banach. :

On se propose de retrouver des théorémes connus du type
Radon-Nikodym en wutilisant ’outil des mesures -cylindriques.
Donnons tout d’abord le résultat trés simple suivant.

N

ProprosITION 1.3. Relativement & un couple (m, fr) il ewiste
toujours une densité f: T — E" pour dualité (B, E').

Preuve. L’application L:(E', ¥,)— L~(T, X, it) est continue.
Avec [10] il existe une isométrie I de L>(T, 3, ¢) dans l’espace
B>(T, 3, tt) des fonctions numériques, mesurables et bornées sur T.
11 suffit alors de poser {(f(t), 2') = I(L(z')) pour tout '€ E’.

On retrouve alors le résultat suivant de Metivier [16].

THEOREME 1.4. Supposons que pour tout € > 0 il eviste A, €%
tel que (T — A) = ¢ et S, soit inclus dans un disque faiblement
compact de E. Alors il existe une densité faible f.

Preuve. On se raméne trés facilement au cas ou S, est lui-méme
inclus dans un disque compact de E. Et tout résulte de (1.3).
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On obtient de méme le résultat suivant

THEOREME 1.5. Supposons que E soit semi-réflexif, alors il existe
une densité faible f T—E. St de plus E est un espace de Fréchet,
alors la densité f est totalement mesurable.

Preuve. 11 est clair avec (1.8) ou (1.4) qu’il existe une densité
faible /. Si E est un espace de Fréchet, I’application. L: (&', &¥,) —
L=(T, 2, tt) est continue. En étudiant ’application transposée
Lt LT, %, ) — E, on établit facilement (voir par exemple [20]) que
# est a4 valeurs dans un sous-espace séparable de E et ainsi f est
totalement mesurable.

Donnons finalement une démonstration du resultat classique
suivant:

THEOREME 1.6. Tout dual séparable E' d’un espace de Banach E
est un espace de Radon-Nikodym.

Preuve. 1l est clair que S; est inclus dans un disque o(E', E)
compact. Il existe donc une densité f: T — E’ pour la dualité (&', E).
Soit # un point de la boule unité B” du bidual E”. Comme B” est
o(E", E') métrisable, il existe une suite (z,) incluse dans la boule
unité B de E qui converge vers x pour la topologie ¢(E", E'). Ainsi
(F(R), 2) = lim,_.,.. (f(t), z,), de plus ’ensemble (L(z,)) est borné dans
L=(T, 3, tr). 1l résulte du théoréme de Lebesgue que la fonction
gof est p-intégrable ce qui suffit.

II. Quelques conditions de concentration cylindrique. 1l
s’agit de donner des renseignements plus précis que ceux décrits dans
le Paragraphe I sur les relations entre le couple (m, ) et la mesure
cylindrique A associée. On désignera par Z(E’) 1’ensemble des
parties finies de E’ et pour toute partie N = {z}, ---, z.} € Z7(E’) on
notera par II, ’application de E dans R" définie par I1,(x) = (xi(x))
1415 n.

Commencons par établir un théoréme mettant en évidence l’ex-
istence d’un lien étroit entre propriétés des ensembles S, (4 €3) et
les propriétés de concentration cylindrique de la mesure cylindrique
N

THEOREME 2.1.
(a) Soit A un élement de la tribu 3 tel que p(T\A) < &; alors
pour toute partie finie NCE' on a:
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MIIF v (SN =1 —e.

(b) Inversement, soit C un disque de E tel que MII5 (I1y (C))) =
1 —¢. Alors il eviste une partie AcZ de sorte que Uon ait:

() (T —A)=s

(8) S,cCm=e,

Preuve. (a) Soit N = {x}, ---, 2,} un élément de ZF(E’'). Pour
tout @;€ N il existe une fonction mesurable f,, partout définie sur
T et vérifiant aiom = f,;- .

Désignons par fy l’application définie sur T par fy(t) = (fy(t)
1<i7<n. Par définition méme de » on a MII (IIy(B)) =
15Ty (B))). Nous allons établir que f3(Ily (B)) DA p-presque
partout. Supposons le contraire réalisé, alors l’ensemble P =
{te A; fyt)eIly (B)} est de mesure non nulle. Remarquons que le
complémentaire D de [y (B) dans R" est réunion dénombrable de
pavés P, = TIx, Jar, b7 verifiant: P,cD VYm. Il existe ainsi un
pavé P, tel que l'’ensemble PN f3'(P,,) = P’ soit de mesure non
nulle. On en tire (SP FuOdut) / p(P’)) & [a™, b™)] pour tout 1 < i < n,
ainsi [Iy (m(P")/(P")) € P,,c D. Or l’ensemble P’ est inclus 4, ce qui
est en contradiction avec l’inclusion ci-dessus.

(b) Pour tout Ne Z(E') posons Dy = Il (C).

On a comme en 1. u(f7'(Dy)=MII7(Dy)=1—e. Posons Ay =
f7(Dy), la famille (4,)(N e Z(E')) est filtrante décroissante. Soit
A la borne inférieure latticielle de la famille (Ay) dans le lattice
complet L°(T, X, ¢, R). 1l est bien connu qu’il existe une suite
(Ay)pe N de sorte que A= NAy, pp.p., ce qui nous donne
MT — A) < e. Soit maintenant #’ un point du polaire C° de C, alors
fu@®) ea’(C) c[—1, +1] pour p-presque tout t€ A. Il en résulte que
pour tout Bed,, tel que pB)*=0 on a {(m(B)/UB),x)y =

(Sfo'dﬂ/ﬂ(BDe[—l, +1] et ainsi S,cC.

THEOREME 2.2. La mesure cylindrique est de Radon sur
(E", o(E", E')) et elle est portée par U'adhérence S7*"%" de S, dans
(E", o(E", E')).

Preuve. En effet, d’une part Sg®"F" est un compact dans
(E",o(E", E')) et d’autre part, avec le Théoréme 2.1, on a
MIT7 (I0x (So)) = 1. 1l suffit d’appliquer le théoréme de Prokhorov.

COROLLAIRE 2.3. St pour tout ¢ >0 4l ewiste Ae€ZX tel que
MT — A) < ¢ et un compact faible K C K tel que S, C K, alors la
mesure cylindrique ) est de Radon sur (E, o(E, E')).
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On obtient encore comme conséquence de (2.1) le résultat suivant.

THEOREME 2.4. Supposons que pour tout € >0 il existe un
disque faiblement compact D, C E tel que N*(D.) =1 — ¢ (M est alors
de Radon). Dans ces conditions il existe une densité faible f: T — E.

Preuve. 1l résulte de la seconde partie du Théoréme 2.1 qu’il
existe A€X de sorte que 'on ait (T — A) < e et S, D.. 1l suffit
d’appliquer le Théoréme 1.4.

REMARQUE. On trouvera des variantes de ce résultat dans [3]
et [20], dans les deux cas la démonstration s’inspirant d’une idée
de Kwapien [13].

J. Pellaumail [17] et indépendamment J. Kupka [12] ont généralisé
le théoréme de M. Métivier que nous venons d’appliquer ci-dessus
sous la forme suivante.

THEOREME 2.5. St pour tout ¢ > 0 il existe une partie Acl et
un compact faible K, de sorte que Uon ait p{T — A) < et S,C K.,
alors il existe une densité faible f: T — E.

L’originalité de ce théoréme réside dans le fait que, contraire-
ment 4 (1.4), le compact K, n’est pas nécessairement un disque. En
fait ce résultat n’est qu’en apparence plus général car on peut facile-
ment se ramener au cas ou K, est un disque et ceci par la méthode
suivante.

Tout d’abord, par un raisonnement décrit dans le Paragraphe I,
on peut supposer que A = T. Rappelons encore que si la mesure
scalaire est atomique alors il est tout a fait évident qu’il existe une
densité. Ainsi en décomposant £ en sa partie diffuse et sa partie
atomique, on raméne le probléme au cas ou ¢ est une mesure diffuse.
Tout est conséquence du résultat suivant.

PROPOSITION 2.6. On suppose que la mesure pt est diffuse et qu’il
existe un compact faible K C K tel que S, C K. Alors pour tout
€ > 0 1l existe une partie AcX et un disque compact K. tels que
T —A)seet S,CK..

Preuve. L’hypothése S, C K implique que le rang Z(m) de la
mesure vectorielle m est inclus dans ’enveloppe équilibrée ¢(K) du
compact K. L’ensemble ¢(K) est évidemment lui-méme compact; de
plus, d’aprés un résultat de Tweddle [23] généralisant le théoréme
classique de Liapounov [14], I’adhérence de .<Z(m) est un ensemble
convexe. Considérons le disque compact D enveloppe convexe de
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{#(m)} U {—<Z(m)}, alors ona K C U,z nD. En vertu du Théoréme
2.1, » est de Radon sur (E, o(E, E’)). Pour tout ¢ > 0, il existe
donc un entier n, de sorte que Mn.D) =1 —e. On termine avec le
Théoréme 2.4.

REMARQUE. Dans [8] D. J. Hebert Jr. donne un théoréme du
type Radon-Nikodym avec les mémes conditions que dans (2.5) en
rajoutant ’hypothése que les compacts K, sont métrisables, ce qui
est tout a fait inutile. De plus, pour démontrer son résultat, Hebert
utilise un théoréme de décomposition établi par lui-méme dans [7]
dont la démonstration nous semble fausse. En effet, il affirme que
lorsque tous les compacts de E sont métrisables alors la tribu cylindri-
que contient les parties compactes, ce qui est généralement inexact.
Ce dernier point nous a été signalé par M. W. Schachermayer.

Le cas particulier des espaces sousliniens quasi-complets. Com-
mencons par rappeler quelques propriétés fondamentales des espaces
sousliniens (on pourra consulter par exemple [1]).

A. Soit E un espace souslinien (localement convexe séparé) alors
la tribu borélienne <# de E coincide avec la tribu cylindrique o%.

B. Toute mesure borélienne sur E est une mesure de Radon.

C. Tout compact K de E est métrisable.

Ces propriétés particuliéres des espaces sousliniens permettent
de répondre d’une maniére trés précise au probléme de l’existence
d’une densité.

THEOREME 2.8. Soit E un espace souslinien quasi-complet, les
assertions suivantes sont équivalentes:

(a) La mesure cylindrique \ est de Radon sur E;

(b) La mesure cylindrique \ est de Radon sur (E, o(E, E'));

(¢) Il existe une densité faible f: T — E;

(d) Il existe une densité Z-mesurable unique f: T — E.

(e) Pour tout ¢ >0 ¢l ewiste AeX et un compact (resp. un
compact faible) K, tels que Uon ait: (T — A) < ¢ et S,CK..

Preuve. Si &, et &, sont deux topologies sousliniennes com-
parables, elles sont Radon-équivalentes, ce qui prouve (a) = (b). Il
résulte des points A et B cités ci-dessus que s’il existe une densité
faible f: T— E alors \ = f(¢) est une mesure borélienne, donc de
Radon, ce qui montre (¢) = (a). L’implication (c) < (d) résulte du
point A.

Montrons que ’on a (a) = (¢): la mesure A étant de Radon sur
E, il existe une suite (K,) de compacts métrisables et un ensemble
négligeable N de sorte que £ = NU(UK,). Le résultat est consé-
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quence du Théoréme 2.4.
(a) <= (e): c’est un corollaire du Théoréme 2.1.

REMARQUE. Toute fonction f: T — E m-sommable au sens de
E. Thomas [22] (ou intégrable au sens de Pettis) définit un couple
(7, ) de telle sorte que f en est la densité faible. Il est alors trés
facile de retrouver, par l’intermédiaire de la mesure A associée,
certains résultats de E. Thomas [22] sur les fonctions m-sommables
a valeurs dans les ele sousliniens et quasi-complets.

A titre d’exemple, demontrons le Théoréme 5 du Paragraphe 3
de [22].

THEOREME 2.9 (E. Thomas). Soient E et E deux espaces quasi-
complets avec E espace de Souslin. Omn suppose que E est un _sous-
espace vectoriel de E et que [imjection canonique j:HE— E est
continue. Soit f: T — E une fonction wvectorielle & valurs dans E,
posons f* = jof. La fonction f est m-sommable si et seulement si

' est m-sommable et pour tout Ac on a S f’dpeeE.
A4

Preuve. Le point difficile ¢’est de démontrer que la condition
est suffisante. On a besoin pour cela du résultat du type Orlicz-
Pettis suivant (cité par E. Thomas dans [22]; on pourra consulter
également [6] ou [5]):

LEMME. Sotent &, et &, deux topologies sousliniennes sur un
elc E. On suppose que &, est moins fine que %, et que l’espace
(E, €,) est quasi-complet. Alors les espaces (E, &) et (B, &, ont
les mémes sous-séries convergentes [6].

Revenons a la preuve de (2.9); 'application m: ¥ — E définie par
m(4) =\ f'dp est une mesure vectorielle & valeurs dans E muni
A4

de la topologie &, induite par celle de E. C’est donc en vertu du
lemme une mesure & valeurs dans E muni de sa topologie initiale
%,. La mesure cylindrique ) associée est de Radon sur (E, &%)
(lorsque m est 4 valeurs dans (K, &%)); de plus, elle est scalairement
concentrée sur les disques compacts de (¥, &) (lorsque m est prise
a valeurs dans (#, &)). Ceci prouve que A\ est de Radon sur E
muni de sa topologie initiale %, donc avec (2.4) f est une densité
3 valeurs dans E.

On dit qu'un elc E est un espace de Radon-Nikodym (resp.
Radon-Nikodym faible) lorsque tout couple (i, () admet une densité
f Z-mesurable (resp. une densité faible). Pour un espace souslinien
ces deux notions se confondent. Donnons quelques propriétés de
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stabilité de la classe des espaces de Radon-Nikodym sousliniens.

THEOREME 2.10. Soit E un espace de Radon-Nikodym souslinien
(non nécessairement quasi-complet). Tout sous-espace fermé F de
E est un espace de Radon-Nikodym (souslinien).

Preuve. Soit m: 3 — F une mesure vectorielle 4 valeurs dans
F. Déja il existe une densité f i valeurs dans E et la mesure M\
associée a (m, ft) est de Radon sur E. D’aprés le Théoréme 2.1 elle
est portée par F, ainsi on a p(f (E\F)) = ME\F) = 0 ce qui suffit.
La méme méthode permet de démontrer le résultat suivant.

THEOREME 2.11. Soit E un espace de Radon-Nikodym souslinien.
Alors tout sous-espace souslinien F C E de codimension dénombrable
dans K est un espace de Radon-Nikodym.

Preuve. Considérons un couple (m, ) ot m: 3 — F est a valeurs
dans F. Soit G un supplémentaire algébrique de F. Il existe une
densité f: T— E et la mesure )\ = f(¢t) est de Radon sur K. Elle
est done encore de Radon sur 'espace souslinien F' @ G somme directe
topologique de F et G, ce qui nous raméne aux hypothéses du
Théoréme 2.10.

REMARQUE. Sidans un elc F il existe un sous-espace F' souslinien
de codimension dénombrable dans E alors l’espace E est lui-méme
nécessairement souslinien.

III. Concentration cylindrique et o-dentabilite dans les ele
quasi-complets, Commencons par préciser quelque peu le lien
entrevu dans (2.1) entre les ensembles S,(Ae€X) et la mesure
cylindrique M.

THEOREME 3.1. Sott E un espace localement convexe, les asser-
tions sutvantes sont equivalentes:

(a) Pour tout ¢ >0 et pour tout V woisinage de zéro dans H,
il existe un compact Kt C E, tel que V(K + V) =1 — e.

(b) Comme (a) avec un sous-espace vectoriel de dimension finie

s CE a la place de K.

(¢) Pour tout ¢ > 0 et pour tout V voisinage de zéro dans E,
il existe AeX et un compact K, CE, tels que (T — A) ¢ et
S, cK; + V.

(d) Comme (c) avec un sous-espace vectoriel de dimension finte
G:CE a la place de K&,
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Preuve. On a I’équivalence (a) = (b) pour toute mesure cylindri-
que sur E ecar tout espace localement convexe vérifie la propriété
(P) de [3].

(a) = (¢) On se raméne facilement & supposer que K% est un
disque et V un disque fermé, on est donc dans le domaine d’applica-
tion du Théoréme 2.1.

(b) = (d) C’est le méme démonstration que celle de 1’équivalence
précédente.

REMARQUE. La condition (a) du Théoréme 3.1 n’est rien d’autre
que la condition (B) dont nous avons fait mention dans 1’introduc-
tion.

Le résultant que nous venons d’établir peut encore s’améliorer.
En effet, on peut énoncer: '

THEOREME 3.2. Soit E un espace localement convexe, les asser-
tions sutvantes sont équivalentes:

(a) Pour tout € > 0 et pour tout V woisinage de zéro dans E,
il existe AeX et un compact Ky C E, tels que Uon ait (T — A)Ce
et S,C K, + V.

(b) Pour tout ensemble A €3 de mesure non nulle et pour tout
V wvoisinage de zéro dans E, il existe Be 3 et un compact K, C E,
tels que Uon ait Sz C Ky + V avec B de mesure non nulle et inclus
dans A.

(¢) Comme (a) avec un sous-espace vectoriel de dimension finie
G, C E a la place de K&.

(d) Comme (b) avec un sous-espace vectoriel de dimension finie
G, CFE d la place de Ks.

Preuve.

(a) = (b) Soit A un élément de ¥ de mesure non nulle. Il existe
A’'eX et un compact K C E, tels que l'on ait #(T — A') < (1/2)(4)
d’ume part et S, cK+V. Posons B=ANA’, alors S;cS, cK+V
et d’autre part

((B) = 1(A) — HA\B) Z pH4) — —(4) > 0.

(b) = (a) Soit V un voisinage de zéro dans E. Avec 'axiome
du choix, il existe une suite (4,),s; d’éléments de 3 deux a deux
disjoints vérifiant:

() UA, =T p.p.p. et 'on a ¢(A,) > 0 pour tout » = 1.

(8) A chaque ensemble A, correspond un compact K, C E (que
’on peut toujours supposer disqué), de sorte que S, C K, + V pour
tout » = 1.
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Soit maintenant ¢ > 0: il existe un entier N = 1 tel que l'on ait
w(T\UY 4,) < e. Posons A = UV 4, et soit K = I'(UY K,) 'enveloppe
disquée de la suite (K,),<.<y. L’ensemble K est un disque compact
et il est facile de vérifier que S,c K + V.

() = (d): C’est la méme méthode de démonstration que celle
décrite précédemment.

(@) = (c): Ce point est démontré en (3.1).

Il est facile de vérifier que lorsqu’on remplace le compact K de
(8.1) (resp. de (3.2)) par un disque faiblement compact alors on a
encore (a) = (c) comme dans (8.1) (resp. (a) = (b) comme dans (3.2)).
Pour plus de clarté, isolons cette propriété sous la forme de théoréme.

THEOREME 3.3. Soit E wun elc, les assertions suivantes sont
équivalentes:

(a) Pour tout € > 0 et pour tout V wvoisinage de zéro dans F,
il existe un ensemble Ac X et un disque faiblement compact D; C H,
tels que Von ait (T — A)<e et S, cD; + V.

(b) Pour tout ensemble A €3 de mesure non nulle et pour tout
V' wvoisinage de zéro dans E, il existe un ensemble BC A, Be X de
mesure non nulle et un disque faiblement compact Dy C E, tels que
Von ait S;c Dy + V.

(¢) Pour tout € > 0 et pour tout V wvoisinage de zéro dans E,
il existe un disque faiblement compact Dy C E, tel que N*(Dy + V) =
1—e.

REMARQUE. Si E est un “bon espace” [3] alors le Théoréme 3.1
(resp. le Théoréme 38.2) donne des conditions nécessaires et suffisantes
pour que la mesure A soit de Radon sur E.

DEFINITION 3.4. Soit E un espace localement convere séparé.
Si pour toute mesure cylindrique o sur E les conditions qui suivent
sont équivalentes, on dira que E est un B — F' espace:

(a) La mesure o est de Radon sur (E, o(E, E'));

(b) Pour tout € >0 et pour tout V woisinage de zéro dans
E, il existe un compact faible D C E, tel que Uon ait a*(Dy + V) =
1—e,

La théorie des “bons espaces” repose sur un résultat de De
Acosta (Lemme (IV, 2, 1) de [3]). On peut encore montrer que ce
résultat est valable lorsque’on remplace mot pour mot compact par
faiblement compact, ce qui permet de donner des conditions néces-
saires et suffisantes pour que « soit de Radon sur (¥, o(%, E')). Par
exemple on le résultat suivant (analogue au Théoréme (IV, 2, 1) de

[3].
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THEOREME 3.5. Soit E un elc complet et soit & mesure cylindri-
que sur E. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) La mesure « est de Radon sur (E, o(E, E);

(b) Soit Z un systeme fondamental de voisinages disqués de
2éro dans E. Pour tout € >0, et pour tout Ve, il existe un
compact faible K; C E, tel que Uon ait a*(Nye (Ky + V) =1 —¢
pour toute partie finie I C Z.

Nous n’avons pas ’intention de faire une étude systématique des
B — F espaces. Contentons-nous de remarquer, que si un B — F-espace
E est Radon-équivalent 4 son affaibli (&, o(H, E')), alors c’est égale-
ment un “bon espace.” On peut montrer facilement que tout espace
de Fréchet est un B — F espace.

Liaison avec la o-dentabilité. Considérons un couple (m, ) ou
m: 2 — FE est une mesure vectorielle a valeurs dans un espace de
Banach. Le résultat classique de Rieffel [18] assure que si tout
ensemble A €3 de mesure non nulle contient un élément Be 3 égale-
ment de mesure non nulle et tel que S; soit o-dentable, alors le
couple (m, ¢t) est densitable. Nous allons montrer que ce résultat
peut s’améliorer, et ceci en introduisant une notion plus générale de
o-dentabilité.

Pour toute partie bornée D C E on désignera par ¢(D) ’ensemble
des sommes X\,x, supposées convergentes construites 4 partir de
points z, € D et de scalaires », > 0 tels que ), = 1.

Introduisons les définitions suivantes:

DEFINITION 8.6. Soit # une famille de parties de E. Un
sous-ensemble A C E sera dit F-o-dentable st pour tout voisinage
de zéro V de E il existe un point xc A et un ensemble Be F tels
que x ¢ o(A\(B + V)).

Plus particulierement, lorsque & est constituée de parties finies,
on parlera de parties o-dentables; lorsqu’on prend pour .# 1’ensem-
ble des sous-espaces vectoriels de dimension finie de E on dira que
A est linéairement o-dentable; finalement on parlera de parties K-o-
dentables si & coincide avec la famille des parties faiblement com-
pactes de E.

Il est clair que toute partie o-dentable est linéairement o-denta-
ble, et que si E est normé, toute partie bornée linéairement o-dent-
able est K-o-dentable.

Le théoréme qui suit justifie I’introduction de ces notions.
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THEOREME 3.7. Relativement @& un couple (m, tt), avec m: 3 — E,
supposons la condition suivante réalisée:

Pour tout Aecl, p(A) > 0, il existe Bel inclus dans A et de
mesure non nulle tel que Sy soit linéairement o-dentable (resp. K-o-
dentable).

Alors pour tout AeX, p(A) >0, il existe BeX inclus dans A
et de mesure mon mnulle et um sous-espace wvectoriel de dimension
finie FCE (resp. un compact faible KC E) tels que lon ait
S;CF + V (resp. S;C K + V).

Preuve. Soit donc Ae X, (4) >0, il existe Be X, BC A, ((B) >0
tel que S; soit linéairement o-dentable (resp. K-o-dentable). Ainsi,
V étant donné, il existe un point x € S,, et un sous-espace vectoriel
FCFE (resp. un compact faible KC E) tels que ¢ d(Sx\(F + V)
(resp. 2¢0(S;\(K + V))). On peut écrire z = m{B)/¢{B,), avec
B,eX, B,C B et #(B,) > 0. Alors, ou bien il existe B C B,, B2,
HMB') >0 tel que Sy CF + V (resp. Sz, K+ V) ou, dans le cas
contraire, il existe avec ’axiome du choix une partition (B;) de B,
constituée d’ensembles B,€Y de mesure non nulle et vérifiant
m(B,)/t{(B,) ¢ F + V(resp. m(B,)/i{B,)¢ K + V). Ainsi le point
x = m(B,)/tB,) s’écrit
< (By) . 4B

"= 2B B

et on obtient une contradiction.

Comme application du Théoréme 3.7 on obtient, dans le cas des
espaces de Banach, le résultat suivant (généralisant un théoréme clas-
siqgue de Rieffel [18]).

THEOREME 3.8. Soit E un espace de Bamnach, on suppose la
condition du Théoréme 3.7 réalisée. Alors il existe une densité f
totalement mesurable.

Preuve. 11 suffit de construire, pour tout & > 0, par récurrence,
une suite (A4,) d’éléments de Y et une suite (K,) de disques faible-
ment compacts de E vérifiant.

(a) (T — A)=e2™.

(b) A,.CA,et 4, — A,,) =< 27"

(e¢) S,,cK,+ B(,1/n) ou B0, 1/n) désigne la boule de rayon
1/n du Banach E.

Posons A=NA4, et K= N(K, + B0, 1/n)), alors K est un
disque compact et 'on a (T — A) < e et S,C K, ce qui termine.

H. Maynard [15] a démontré en 1978 qu’un espace de Banach F est
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un espace de Radon-Nikodym si et seulement si tout borné de E est
o-dentable (au sens de [18]). Ce résultat se généralise agréablement
au cas des espaces quasi-complets sous la forme suivante.

THEOREME 3.9. Soit E un elc quasi-complet, les assertions
sutvantes sont équivalentes:

(a) Tout borné B de E est o-dentable,

(b) Tout borné B de E est linéairement o-dentable,

(¢) Toute mesure N provenant d’un couple (m, ) vérifie la con-
dition (B). Si de plus E est un “bon espace,” ces conditions sont
équivalentes a:

(d) Toute mesure n provenant d’un couple (m, 1) est de Radon
sur K.

Preuve. 1l est clair que 'on a: (a) = (b) = (¢) = (d). Le point
délicat c¢’est la démonstration de 'implication (¢) = (a). Partant du
fait que K posséde un borné D non o-dentable, il faut mettre a
défaut la condition (B). Les idées de R. E. Huff [9] et H. Maynard
[15] vont nous guider dans cette démarche. Considérons pour cela
Pintervalle T = [0, 1], et soit g la mesure de Lebesgue sur 7. 1l
existe une suite 7, = (42),2.,>: de partitions dénombrables de l’inter-
valle T, une suite (x7),s.,= de points de F, une suite (€2),5, > de
nombres positifs non nuls et un voisinage V de zéro dans K,
vérifiant les points suivants:

(a) Pourtoutn =1, ona x,,, ==, (7,,, est plus fine que x,);
de plus, chaque ensemble A" est un intervalle de la forme
43 = [, Bl

(b) Pour tout double indice (n, p) notons par k{n, p) ’ensemble
des entiers ¢ =1 tels que Pon ait A" C A7, On a alors A" =
quk(n,p) A;LH-

(¢c) Pour tout couple (n, ) on a Dcrmm i = &, et 'entier
% =1 étant fixé on a >, er = 1.

(d) Pour tout couple (n, p) on a 3wy = Dijecrwmn SeTart.

(e) Pout tout couple (n, p) notons par K(n, p} 'ensemble des
couples d’indices (r, s) vérifiant A7 D A%, on a alors

vyt e D\({al; (r, 8) € K(n, p)} + V)
pour tout
q € k(n, p) .

Passons 4 la construction explicite. Soit 2, un point de D;
comme D n’est pas o-dentable, il existe un voisinage V de zéro dans
E tel que z,eo(D\V). Il en résulte que z, est de la forme
2, = > ekwl avee €5 >0 Vp, e, =1 et x5 = D\V pour tout p = 1.
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Posons A =[0,¢i] et AL, =1[ei + -+ + &, 61+ --+ + & + &,,[ pour
tout p = 1. Les éléments (A.),., constituent la partition z,. Sup-
posons la construction réalisée jusqu’au degré n > 1. Fixons un
point %, ’ensemble D n’étant pas o-dentable, on a

+o0 -0
erpl = q_};, ertigril  avee &b = q}_]le;‘ﬁ;(s;‘j,l > 0)

et a7 e D\({a:; (r, s) € K(n, p)} + V). Décomposons V’intervalle A% en
une suite d’intervalles consécutifs Ar:' (de la forme |[a, ) de
longueurs égales respectivement a &*%'. En réunissant les ensembles
(ArtY,1,0210 les points (237")p21,021, 1es nombres (e7%Y),21,021 €t €n re-
numérotant, on obtient des suites vérifiant les conditions (a), (b), (¢),
(d), (e) relatives au degré n + 1. Désignons maintenant par 3, la
tribu engendrée par =, et par 3 la tribu engendrée par ’anneau
P = U D  Considérons ’application i, <& — E définie par
m{Ar) = e3wy; elle se prolonge en une mesure vectorielle m: Y — K.
En effet, posons f; = Dz x;"lA; et soit m, la mesure vectorielle sur
S définie par i, (A) = SAﬁdy pour tout AeX. Fixons Ac, il est

facile de vérifier (en approchant A par des ensembles Be <) que la
suite (M,(4)),z, est de Cauchy dans E. Comme E est quasi-complet
elle converge; posons m(4) = lim,_.. m.(4), il résulte du théoréme
classigue de Nikodym que m est une mesure vectorielle sur X
prolongeant m,.

Notons par P la jauge de V; il existe une constante K > 0 telle
que P’on ait P(m(4) — m(B)) < K¢#(A4B) pour tout couple 4, Be .
Montrons maintenant que le couple (m, ¢) ne vérifie pas la condition
(B). Fixons pour cela BelX, p(B) > 0, et ¢ > 0; il existe un entier
M, =1 et une suite (A41),.s, de sorte que U,es,A®DB et
t(Upes, As\B) < e(B). On en tire facilement qu’il existe un entier
€S, tel que on ait p(Az\(47e N B)) < ep(AzeN B). Posons Ay = C,
et Az’ B = B, on a alors

M(Co) _ ﬁb(BO) 1 Dy =
P<#( %) #(Bo)> = #(Bo) Y P(m(B,) m(C,)

. Pl et(By) &'1(B,)
PORB) = K(fs 2 + Sohg) s ke

6'
T @By + By

ol la constante &’ est évidemment définie par ¢ = p(C,) — (B, < e.
Avec le choix ¢ = (1/3K) on a done P(m(C,)/t{C,) — m(B,)/4(B,)) < 1/3.
On réitére la construction en prenant B, 4 la place de B et, ainsi de
suite par récurrence. Ce procédé permet d’obtenir une suite décrois-
sante (C,),.z d’éléments de la forme A2, et une suite décroissante
(B.).zo d’éléments de I vérifiant: P(m(C,)/x(C,) — m(B,)/(B,)) < 1/3.
Mais il résulte de la condition (e) ci-dessus que pour tout couple
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d’entiers n = n’ on a P{m(C,)/t(C,) — m(C,)/p(C,)) = 1. Ces deux
inégalités impliquent que pour tout couple d’entiers = == n’ on a
P(m(B,)/i{B,) — m(B,)/t{B,)) = 1/3. En conclusion on a établi que
I’ensemble S, n’est pas précompact dans (F, P). Cette propriété
étant indépendante du choix de Be X, p(B) # 0, elle contredit mani-
festement le point (b) du Théoréme 3.2, ce qui termine cette preuve.

Donnons finalement le résultat suivant qui permet de construire
des exemples non triviaux d’espaces localement convexes dont toutes
les parties bornées sont o-dentables.

ProposITION 38.10. Soient E un espace wvectoriel, (E, P, ;) un
systeme projectif d’espaces localement convexes (les applications P, ;
sont linéaires et continues) indexé par I, et (f);c; une famille cohé-
rente d’applications linéaires de E dans E,. On munit E de la
topologie localement convexe imitiale associée aux applications (f).
Alors, pour qu'une partie A C E soit o-dentable (resp. linéairement
o-dentable), il faut et il sufit que pour chaque i€l, fi(A) soit o-
dentable (resp. linéairement o-dentable).

Preuve. Fixons un indice 1€l et soit V un voisinage de zéro
dans F,. Supposons la partie A o-dentable, il existe une partie
FcCFE et un point z€ 4 tels que xz¢ad(A\(F + f7%(V))). Le point
fi{x) appartient & f,(A) et vérifie f,(x) ¢ o(f(ANF(F) + V).

Réciproquement, soit U un voisinage de zéro dans E. On peut
le supposer de la forme U = f;(V) ou V est un voisinage de zéro
dans E,. Il existe un point « € f;(4;) et une partie finie F, C E, tels
que o ¢o(f,(ANF, + V)). Soit z un point de A4, tel que fi(x) = a;
soit également F' une partie finie de £ de sorte que f(F) = F, 1l
est facile de vérifier que 'on a z ¢ o(A\(F + U)).

On démontre d’une maniére identique la proposition pour les
parties linéairement o-dentables.

REMARQUE. On voit avec (3.10), que si pour tout ¢ € I les bornés
de F; sont o-dentables, alors il en est de méme pour les parties
bornées de K. C’est par exemple le cas lorsque les espaces E, sont
des espaces de Banach qui possédent la propriété de Radon-Nikodym.
En fait il n’est pas indispensable que la topologie & de E soit du
type de celle de la Proposition 3.10. Il suffit qu’elle soit plus fine
qu’une telle topologie et que sur les parties bornées de (E, &) les
deux topologies (induites) coincident.

La situation considérée dans la Proposition 8.10 a précisément
lieu dans le cas des espaces M,(T) étudiés par B. Ivol et J. Berruyer
ainsi que dans le cas des espaces M>=(T) étudiés par M. Rome dans
[19]. Revenons sur la théorie de ces espaces en rappelant que ’on
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note par M,(T) le dual compactologique de ’espace compactologique
(C~(T", 5#°7) ou C~(T) est I'espace des fonctions continues et bornées
sur un espace complétement régulier T et od S# désigne la com-
pactologie constituée d’ensembles qui sont les enveloppes disquées
fermées des suites équicontinues, uniformément bornées et conver-
gentes simplement vers zéro. L’espace M,(T) est muni de la topologie
de la convergence uniforme sur les parties He 5777,

En suivant [19] on désigne par M>(T) le dual compactologique
de I’espace compactologique (C=(T), 5#~) ou 57~ désigne ’ensemble
des parties équicontinues et uniformément bornées sur 7. L’espace
M=(T) est muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
parties He 57 ~. L’intérét de ces espaces, en ce qui nous concerne,
réside dans le résultat suivant di & Madame Bucchioni.

PROPOSITION 3.11. Les espaces M (T) et M=(T) sont des elc com-
plets dont toutes les parties bornées sont o-dentables.

Preuve. Donnons la démonstration pour ’espace M=(T); elle se
fait l'une maniére identique pour les espaces M, (T). Pour toute
partition continue de l’unité ¢ = (@,);.; on considére I’application
fot M=(T) — 1'(I) définie par f,(¢) = (¢{p,))iel. Munissons l’espace
vectoriel M>(T) de la topologie initiale & @ associée aux applications
(f,) (¢ décrivant ’ensemble @ de toutes les partitions continues de
I'unité). La topologie & @ est moins fine que celle de ’espace M=(T)
et, en vertu de [19], ces deux topologies admettent les mémes
parties bornées avec les mémes topologies induites sur les parties
bornées. Comme tout espace du type I'(I) posséde la propriété de
Radon-Nikodym, il résulte de la Proposition 3.10 ainsi que de la
remarque ci-dessus que toute partie bornée de M=(T) est o-dentable.

Exemple et contre-exemples. Les Théorémes 2.4 et 2.5 donnent
des conditions suffisantes pour qu’il existe une densité faible f. On
peut se demander si, avec ces mémes conditions, il n’est pas possible
d’obtenir mieux, par exemple, lorsque T est un espace topologique,
que f soit Lusin-mesurable. Il n’en est rien avec ’exemple suivant.

ExEMPLE 1. On pose T =[0,1], E = R", on prend pour p la
mesure de Lebesgue sur T et on définit une mesure vectorielle m sur

la tribu des ensembles g-mesurables par m(4) = (wt = StlAdp> ,

teT
alors on a:

(a) K est un espace de Radon-Nikodym faible et toute mesure
¢ provenant d’un couple (m, ) est de Radon.

(b) La fonction f définie par flz) = (z,) #; = 1lsiz < ¢ et 2, =
sinon, est une densité faible pour (m, t).
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(c¢) Le couple (m, ¢t) n’admet pas de densité Lusin-mesurable.

Preuve. Tout est évident sauf peut-étre le point (¢). Pour le
montrer, raisonnons par l’absurde en supposant qu’il existe une
densité f' Lusin-mesurable. Il existe donc un compact K T de
mesure non nulle tel que la restriction de f’ & K soit continue. De
plus il est facile de montrer qu’il existe un point ¢,€ T tel que l’on
ait a la fois #(J0, t,]N K) > 0 et x([t,, 1]NK)>0. Posons B=10,t]N K
et f;o(x) = %,; on a évidemment fzo =1; p.p.p. dans K, ce qui est
absurde puisque f}, est continue.

Les conditions du Théoréme 8.1 sont réalisées lorsqu’il existe
une densité f T — E Lusin-mesurable (aveec T espace topologique).
Par contre il peut trés bien exister une densité faible sans que les
conditions du Théoréme 8.1 aient lieu et ceci méme lorsque E est
un espace de Banach. On peut le voir avec ’exemple suivant qui nous
a été suggéré par ’étude de I’exemple que E. Thomas considére dans
le Paragraphe 2 de [22].

EXEMPLE 2. On pose T = [0, 1] et E = L>=(0, 1); en prenant pour

¢ la mesure de Lebesgue sur 7, on définit une application f: T — E
par f{t) = 1,,. Pour tout 2’ € L0, 1) on pose (i(A), 2’ = S of o fidt.
Alors les propriétés suivantes sont réalisées: ‘

(a) m(A) appartient & L pour tout A appartenant a la tribu
borélienne de [0, 1].

(b) L’application A — m(A4) est une mesure vectorielle 4 valeurs
dans L~=([0, 1]) (muni de la norme).

(¢) La fonction f est une densité faible pour la dualité
o(L=, (L7)).

(d) La mesure )\ est de Radon sur (L=, ¢(L>, L')) mais elle
n’est pas de Radon sur L-.

(e) Aucune des conditions des Théorémes 3.1, 3.2, et 8.3 n’est
satisfaite.

(f) La fonction f n’est pas une densité Lusin-mesurable.

Preuve. Avec le théoréme de Fubini on montre que 2'cf est
p-intégrable pour tout '€ L'. Donc m est une mesure a valeurs
dans (L=, o(L=, L')). En fait pour tout 2’ < (L>) la fonction 2'o f est
Riemann-intégrable sur [0, 1] donc Lebesgue-intégrable, ce qui montre
encore que 7 est une mesure i valeurs dans L. On a ainsi prouvé
les points (a), (b) et (¢c); pour plus de détails, on consultera [22].

Il est clair que ) est de Radon sur (L>, ¢(L*, L')) puisque S,
est borné donc compact pour la topologie o(L~, L'). Remarquons
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maintenant que m(4) est la fonction de L définie par m(A)(u) = 1 A0t
qui est évidemment continue. Ainsi m est i valeurs dans l’egpace
C=([0, 1]) des fonctions continues sur 7 alors que la densité f est a
valeurs dans L=\C=. Supposons que )\ soit de Radon sur L=; elle
est portée par C= et il existe done une densité faible f, a valeurs dans
C=; c’est encore une densité dans I’espace souslinien (L=, o{(L>, L"),
on a done f, # f p.p.p. ce qui est absurde. Ainsi A n’est pas de
Radon sur L~. Comme L> est un B — F-espace et un “bon espace,”
aucune des conditions mentionnées n’est vérifiée.

De méme JF n’est pas Lusin-mesurable puisque M n’est pas de
Radon.

REMARQUE. Pour voir que A n’est pas de Radon sur L> on aurait
pu procéder différemment. En effet, il est clair que ) est de Radon
sur (L=, o(L>, L"), que ) est ’image par f de la mesure g et qu’elle
est portée par ’ensemble f(7T) = {1 t €0, 1]).  L’ensemble f(T) est
une partie discréte dans L* (pour la topologie de la norme); la mesure
N\ n’étant pas atomique, elle ne peut étre de Radon pour la topologie
de L*. On peut se demander si un elc complet F dans lequel tout
borné est o-dentable est un espace de Radon-Nikodym faible (ce qui
est évidemment le cas lorsque E est un espace de Banach ou, plus
généralement, un “bon espace”). Il n’en est rien; nous en donnerons
des exemples dans le paragraphe suivant.

IV. Espaces de mesures sur un espace topologique complete-
ment regulier et propriété de Radon-Nikodym. Dans ce paragraphe,
nous traitons de mesures vectorielles a valeurs dans l’espace M*(8T)
des mesures de Radon positives sur le compactifié de Stone-Cech BT
de T. Etant donné un couple (m, £t) avec m 3 valeurs dans le cone
positif M;(T) [1] des mesures de Radon sur T (resp. M;(T) [4] des
mesures de Baire positives sur T) muni de la topologie induite par
la topologie étroite o(M(BT), C*(T)) (de la convergence simple sur
I’espace C=(T') des fonctions continues et bornées sur T) on se propose
de répondre essentiellement aux questions suivantes:

(a) Existe-t-il une densité faible f:Q— M(T) (resp. f:
Q — M,(T)) associée a (m, p)?

(b) La mesure cylindrique A associée au couple (m, () est-elle
de Radon sur M,(T) (resp. M,(T))?

Dans le cas de l'espace M,(T) la réponse est, comme nous allons
I’établir, affirmative. On a méme mieux car, non seulement X\ est
de Radon, mais en plus, pour tout € > 0, elle est & e-prés concentrée
sur des parties de T vérifiant la condition de Prokhorov [1], ce qui
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est tout a fait exceptionnel puisque hors mis le cas ou T est un
espace de Prokhorov (par exemple polonais ou localement compact)
les compacts de M;(T) ne satisfont pas la condition de Prokhorov.

Par contre, dans le cas de l'espace M,(T), il n’existe génerale-
ment pas de densité faible f associée au couple (m, ), ce qui impli-
que d’ailleurs que )\ n’est pas de Radon. Dans le cas particulier ou
T est métrisable separable, le fait que tout couple (m, ft) soit
densitable équivaut a la condition: T est radonien [1] et on a alors
M(T) = M(T).

Ce dernier résultat va nous fournir, comme nous l’avons signalé
a la fin du Paragraphe III, des exemples d’espaces qui sont complets,
dont tous les bornés sont o-dentables et qui ne sont pas pour autant
des espaces de Radon-Nikodym faibles.

Pour toute partie H < M,(T) on notera par I'(H) son enveloppe
disquée fermée et par I'.(H) la trace de I'(H) sur le cone des
mesures positives. Rappelons que l'ensemble S, = (m(A4)/m(A); Ae
3, M(A) # 0) est supposé borné dans M,(T).

Commencons par traiter le cas particulier ou 7T est un espace
compact.

THEOREME 4.1. Supposons que T est compact et soit (m, tt) avec
m: 2 — M(T) une mesure vectorielle d valeurs dans le cone positif
M*(T) des mesures de Radon sur T muni de la topologie étroite
o(M(T), C~(T)). Alors les conditions suivantes sont réalisées:

(a) Il existe une densité faible f: 2 — M*(T) associée au couple
(W, ) telle que ()< T .(So).

(b) La mesure cylindrique N associée au couple {(m, tt) est de
Radon sur M*(T).

Preuve. Par hypothése ’ensemble S, est borné dans M{(T), donc
relativement compact (pour la topologie étroite); il résulte done de
(2.1) que \ est de Radon et portée par I’adhérence S, de S, dans
M(T). Comme S, est lui-méme inclus dans le cone positif M*(T), le
point (b) est acquis.

Pour établir (a) on procéde comme dans la preuve ce (1.3). Si
0 est un relévement sur L>(2, ¥, ), pour toute point w € 2 et pour
toute fonction g e C=(T) on pose {(f(®), g> = p(f,) (w) oi f, désigne
la densité scalaire (en fait sa classe dans L=(£2, X, 1)) associée au
couple (gom, ). On vérifie facilement que pour toute g appartenant
au polaire S% on a N=(f,) £1 donc [p(f,)(@)| £1 pour tout we 2.
Ainsi la fonction f: @ — f(w) est une densité associée au couple (i, ff)
et on a f(Q)cI'(S,).

De plus, pour tout 4 € 3 et pour toute fonction positive g € C2(T)
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on a {m(4), g> = S f,Ar = 0; il en résulte que f, = 0 p-presque partout
et, en vertu d’uneAdes propriétés du relévement [10], on a o(f,) =0
partout. Ainsi pour toute g€ C3(T) on a <f(a)), g> = 0, ce qui signifie
précisément que f est 3 valeurs dans le cone positif M*(T).

REMARQUE. On aurait pu, soit en utilisant la technique des
dérivants de J. Pellaumail [17] et J. Kupka [12] soit 4 laide du
Théoréme 2.6, affiner quelque peu le point (a) et établir qu’il existe
une densité a valeurs dans 1’adhérence S,.

Passons maintenant au cas ou 7T est complétement régulier
quelconque.

THEOREME 4.2. Soit T un espace completement régulier. Con-
sidérons un couple (m, ) aveec m: X — M;(T) une mesure @ valeurs
dans le come positif des mesures de Radon sur T. On a alors

(a) I ewiste une densité faible f: 2 — Mi(T) associée au couple
(m, ) telle que f(Q) soit borné dans M;(T).

(b) La mesure cylindrique N associée au couple (m, tt) est de
Radon sur M, (T). De plus, pour tout ¢ > 0, il existe une partie
H,.c M;(T) satisfoisant d& la condition de Prokhorov et telle que \
s0it concentrée a c-prés sur H..

Preuve,

(a) Commencons par remarquer que pour tout A€ la mesure
m(A) est absolument continue par rapport a la mesure m(2). Soit
maintenant (K,), n = 1, une suite de parties compactes de T deux
3 deux disjointes et telle que ’ensemble T\(U/ > K,) soit m(Q)-néglige-
able (donc encore m(A)-négligeable pour tout Ae€X). Pour tout
n = 1, définissons une application m,: ¥ — M*(K,) par m,(4) = 1 -
m(A) ot 1, désigne évidemment la fonction indicatrice du compact
K,. On a le résultat élémentaire suivant

LEMME 1. L’application m, est une mesure vectorielle.

Preuve du lemme. Soit (4,), p = 1, une suite d’éléments de ¥
deux a deux disjoints. Alors pour tout compact L C T on a

g m,{A,) (L) = g m{4,)(K, N L) = M(tj ANK,NL)= mn(ijAn)(L)

ce qui termine la preuve du lemme.

D’aprés le Théoréme 4.1 il existe une densité faible f,: 2—MH(K,)
associée au couple (., £). L’application w — 3.2 (fu(®), 1,5 de 2
dans R* est évidemment g-mesurable, donc pour tout A€ on a
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|, 2 A@), 1dpe) = 3| (fi(@), dp@)
= S AAK,) = AANT) <+ .

Il en résulte que ;= f.(w) e MH(T) p.p.p.

Ainsi en posant flw) = 312 f.(w) aux points @ ou la suite (f,(®))
est sommable dans M:(T), et f(w) = 0 ailleurs, on obtient une densité
associée au couple (m, ¢). De plus il est tout a fait évident que
Von a

55 (@), 1) < sup (D)) <+

p-presque partout, donc la densité f peut étre prise a valeurs dans
une partie bornée de M;(T). Ce qui termine la preuve du point (a).

(b) Nous venons de voir ci-dessus que la série >~ (@), 1)
converge pu-presque partout. Il résulte du théoréme d’Egoroff qu’elle
converge p-presque uniformément. Fixons ¢ > 0; il existe done
AeZ, m(T\A) <e, de sorte que la série >~ {fu(w), 1;> converge
uniformément sur A. Posons L, = fl4) = {v = 3= f.(0); w € A}.

On a alors le résultat suivant

LEMME 2. La partie L, satisfait a la condition de Prokhorov.

Preuve du lemme. Fixons ¢’ > 0; il existe un entier N > 0 tel

que Pon ait >33, {fu®), 1) < & pour tout we A. Mais cela signifie
exactement que pour tout ve L, on a y(T\(UY K,)) < ¢ ce qui, joint

au fait que f(R2) est borné dans M;(T), prouve le lemme.
Pour terminer nous avons besoin du résultat élémentaire suivant

LEMME 3. Soit Ael, p(A) # 0, alors Pensmble S, est inclus
dans Venveloppe disquée fermée I'(f(A)) de ensemble f(A).

Preuve du lemme. Cest une conséquence immédiate du théoréme
de Hahn-Banach. En effet, si g appartient au polaire f(A)°, alors

pour tout Be>,,, #(B) # 0
m(B)
< “(B)’ g>|
ce qui suffit.

Revenons 4 la démonstration du point (b). L’enveloppe disquée
fermée d’une partie de M,(T) vérifiant la condition de Prokhorov la
vérifie également. Il résulte des Lemmes 1 et 2 que pour tout & > 0
il existe AeX, p#(T\A) < ¢ et une partie de Prokhorov H, = I" (L,)

|, <o),

o
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de sorte que S, C H,. D’aprés le Théoréme 2.1, la mesure cylindri-
que )\ est cylindriquement concentrée a ¢-prés sur H, mais les ensem-
bles de Prokhorov étant relativement compacts dans M(T) la mesure
cylindrique » est de Radon sur M;(T).

Nous allons maintenant considerer le cas de ’espace M;(T) des
mesures de Baire sur 7. Comme nous I’avons dit au Paragraphe III,
on peut soit munir M, (T) de la topologie de la 2#° -convergence [4]
soit de la topologie étroite o(M,(T), C=(T)). En fait, pour des
problémes du type Radon-Nikodym, il est indifférent de considérer
I’une ou l’autre topologie. En effet, ces deux topologies admettent
les mémes parties compactes et les mémes parties bornées. Les mesures
vectorielles a valeurs dans M,(T) sont done les mémes pour ces deux
topologies, les couples (m, ) également. Il est clair aussi qu’elles
admettent les mémes mesures cylindriques et les mémes mesures de
Radon.

Rappelons maintenant les définitions suivantes:

DEFINITION 4.4. Un espace topologique T est dit radonien [1]
lorsque toute mesure borélienne positive et bornée sur T est de
Radon. :

DEFINITION 4.5. Un espace topologique T est dit universelle-
ment Radon-mesurable [21] lorsqu’il est une partie universellement

Radon-mesurable du compactifié de Stone-Cech BT de T.

Rappelons également que ’on a M (T) = M, (vT) ou vT désigne
le replété de T [4]. Ainsi, pour alléger l’écriture, on suppose dans
toute la suite que T est replet c’est-a-dire T = vT.

On peut déja donner pour un espace complétement régulier T
quelconque le résultat suivant

THEOREME 4.6. Supposons que pour tout couple (i, t), avec
m. 3 — MHT) a wvaleurs dans le come positif Mi(T), la mesure
cylindrique associée )\ soit de Radon. Alors Uespace T est univer-
sellement Radon-mesurable.

Preuve. Commencons par établir le lemme préparatoire suivant
LEMME 1. Supposons que T ne soit pas universellement Radon-
mesurable. Il existe alors une probabilité de Radon p sur BT telle
que T soit de mesure intérieure (., (T) nulle et de mesure extérieure

p¥(T) égale @ un.

Preuwve du lemme. 1l est immédiat que si T n’est pas Radon
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universellement mesurable alors il existe une mesure de Radon % sur
BT telle que Von ait 7,(T) = a <9*(T) = B. Soit (K,) une suite de
parties compactes de 7T telle que «a = p(UK,), alors la mesure
V=1pyg, 7 est telle que v, (T) =0 et v*(T) = B —a. Soit finalement
un ouvert L de BT contenant T et tel que y(L) = 8 — «, alors la
mesure 1/(8 — a)-1,-v = ¢ satisfait aux conditions désirées.

Revenons i la preuve du théoréme. Notons par m la mesure
vectorielle sur la tribu borélienne <Z(BT), a valeurs dans M;(T),
définie par (m{4), B) = ¢*(4A N B) pour tout borélien A e Z(BT) et
toute partie de Baire Be <Z,(T). En vertu des hypothéses, la mesure
cylindrique \ associée a (m, ) est de Radon. Fixons ¢ > 0, il existe
donc un compact Kc BT, pBT\K)<e¢ et un disque compact
D, c M(T) tels que Sy © D.. On peut méme supposer que le compact
K est le support de la mesure induite p, sur K. Il est également
clair que K n’est pas inclus dans 7. Soit donc a € K\T; par hypothése
T = vT; ainsi il existe une fonction continue f sur BT qui vaut
zéro au point a et qui ne s’annule pas sur T. Pour tout entier
n=1, posons F,={xecK;|f(x)|<A/n)} et H,=F,NTeZ(T). Alors
d’une part U'intérieur F', est non vide done H(F,) = 0 et d’autre part
NH,=qg.

La suite (v, = (m(F,)/i(F,))) est incluse dans D, donc relative-
ment compacte. D’aprés [1] on doit avoir sup,s; |V.(H,)| —n-+s 0, Ce
qui est évidemment absurde puisque v, (H,) = 1.

On s’apercoit donc déja du role important que vont tenir les
propriétés de mesurabilité de T pour que tout couple (m, f)
(m: 2 — M;(T)) soit densitable. Dans le cas particulier ou 7T est
métrisable séparable on a la caractérisation trés précise suivante.

THEOREME 4.7. Soit T un espace métrisable séparable. Les
conditions suivantes sont équivalentes.

(a) T est radonien

(b) M,(T)= M(T)

(¢) T est Radon-universellement mesurable.

(d) Pour tout couple (m, ) avee m:>S— M (T) la mesure
cylindrique associée N est de Radon.

(e) Pour tout couple (m, tt) aveec m:3 — MI(T) il existe une
densité faible associée f: 2 — M(T).

Preuve. (a) = (b): c’est immédiat compte tenu de la définition
des espaces radoniens puisque sur T les mesures de Borel et les
mesures de Baire sont exactement les mémes.

(a) = (c): c¢’est immédiat également d’aprés [1] puisque le completé
de T est polonais donc radonien.

(b) = (d): c’est le Théoréme 4.2.
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(d) = (e): ce point résulte du Théoréme 2.4.

(e) = (c): c’est le point difficile. Supposons que 7T n’est pas
universellement Radon-mesurable, alors en vertu du lemme du
Théoréme 4.6 il existe une probabilité p¢e M(BT) telle que ’on ait
2(T) =0 et p*(T) =1. On définit une mesure borélienne p, sur
T par p.(B) = p(B') avec B’ borélien quelconque de T vérifiant
BNT=DB. On -considére maintenant 1’application mesurable
h: (T, Z(T)) — (T x BT, #(T) R Z(LT)) définie par h(t) = (¢, t) et
notons par v la mesure image par ’application % de la mesure p,.
Tout repose sur le lemme suivant

LEMME 1. Il n’existe pas de désintégration stricte (v,), se BT,
de la mesure v.

Preuve du lemme. Supposons qu’il existe une désintégration
(v,), se BT, de v. Pour tout ensemble A € Z(T) R < (BT) I'applica-
tion s — V(A(:, s)) est p-mesurable et 'on a v(4) = SDS(A(" s))dp(s).
En effet, on remarquera que la mesure image de v par la projection
sur T c’est précisément la mesure g. La diagonale 4 = {(t, t);te T}
appartient 4 la tribu produit <Z(T) ® ' (BT) (qui, T étant métrisa-
ble séparable, coincide aveec la tribu borélienne <Z(T x BT) de
I’espace produit) et l'on a uy(4) =1, mais comme I’ensemble
B = {s; v,(s) # 0} est p-négligeable on a également S v,(4(-, s))du(s) = 0.
On obtient done une contradiction.

Revenons a la preuve de (e)= (¢). Considérons la mesure
vectorielle m: Z(BT)— M;(T) définie par m(A)B) = v(A x B) =
(AN B) pour tout Ae < (BT) et toute partie de Baire Be .7, (T).
Par hypothése il existe une densité faible f: 8T — M,(T) associée au
couple (m, ¢). On vérifie facilement que la famille (f(s)), s BT, est
une désintégration de v, ce qui est absurde en vertu du Lemme 1.

REMARQUE. Lorsque T est métrisable séparable on a évidemment
MAT) = M~(T) = M,(T) (voir [4] et [19]).

On tire du Théoréme 4.6 ’exemple suivant (annoncé 3 la fin du
Paragraphe III).

ExeMpPLE 4.8. Soit ¢ la mesure de Lebesgue sur I=1[0,1] et
soit 2C[0,1] un ensemble non g-mesurable. On munit ’espace
M, (£2) = M~(2) de la topologie de la SZ°5-convergence [4]. Alors les
propriétés suivantes sont réalisées.

(a) M,(2) est un elc complet et toute partie bornée BcC M (2)
est o-dentable.

(b) L’espace M,(2) n’est pas un espace de Radon-Nikodym
faible.
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Preuve. La condition (a) est satisfaite pour tout espace M, (T).
La condition (b) résulte de (4.6).

REMARQUE. Dans la démonstration de l’implication (e) = (c), le
fait que T soit métrisable séparable permet d’assurer 1’égalité des
tribus F(T) R ZF(BT) = <Z(T x BT). Si on suppose que T est
seulement métrisable, on n’a plus cette égalité. Tout ce que nous
sommes en mesure de dire se résume dans la proposition suivante.

ProrosiTION 4.9. Soit (T, &) un espace métrique qui n’est pas
universellement Radon-mesurable. Alors il existe un sous-espace
fermé séparable 2 < T tel que M (2) ne soit pas un espace de Radon-
Nikodym faible.

Preuve. Reprenons la preuve de (4.6). Soit g la probabilité sur
BT telle que ¢ (T) = 0 et £*(T) = 1. Tout résulte du lemme suivant.

LEMME. Soit S le support de la mesure p alors lensemble
Q=80T est métrisable séparable.

Preuve dw lemme. Sur 2 = SNT considérons la mesure g,
définie par p,(B) = ((B') avee Be .Z(2), B e<Z(S) et BNL=B.
Il est clair que la mesure g, est bien définie et qu’elle admet comme
support l’espace tout entier. Fixons » = 1 et soit M, un ensemble
maximal (pour la relation d’inclusion) dans la famille des parties M
de £ vérifiant: 2z, yeM z#y=4d(x y) > 1/n. Il est clair que
I’ensemble M, est dénombrable et que la réunion M = U,», M, est
dense dans 2.

Ainsi, partant d’un ensemble métrisable T non universellement
Radon-mesurable, on se raméne a un ensemble 2 avec ces deux
mémes propriétés qui, de plus, est séparable et fermé dans 7. Une
démonstration point a8 point identique & celle du Théoréme 4.6
permet de voir que l'espace M,(2) n’est pas un espace de Radon-
Nikodym faible.
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