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COMPACTS DE ROSENTHAL

GILLES GODEFROY

We study in this work a class of compacts spaces which
extends in a natural way the class of metrizable compact
spaces. We clarify stability properties of this class under the
usual operations, and some topological properties of these
compacts spaces. Applications are given on property (%) of
Banach spaces, on sub-algebras of ~~(N), on Boolean sub-
algebras of Z#(N).
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On appelle dans ce travail “compacts de Rosenthal” les espaces
compacts qui sont homéomorphes a des compacts de fonctions de
premiére classe de Baire sur un espace métrique complet séparable
P, la topologie considérée étant la topologie de la convergence ponc-
tuelle sur ’espace P.

Les compacts de Rosenthal furent introduits par H. P. Rosenthal
afin de caractériser les espaces de Banach séparables qui contiennent
un sous-espace isomorphe a < (N) (voir par example [10], [8]). IIs
ont été ensuite étudiés en détail par J. Bourgain, D. H. Fremlin et
M. Talagrand ([3]). Tout compact métrisable K est un compact de
Rosenthal; en effet K apparait comme un compact de fonctions con-
tinues sur 1’espace métrique complet séparable & (K). Il existe des
compacts de Rosenthal séparables non métrisables; citons-en quatre
exemples:

— Le “compact de Helly” des fonctions croissantes de [0, 1] dans
lui-méme.

— Le ecompact [0, 1] X {0, 1} muni de l’ordre lexicographique
(“intervalle éclaté”).

— Le compact K=[f:[0,1] > R|f(0) =0, Vif =1}

— La boule unité du bidual d’un espace de Banach séparable ne
contenant pas #(N) et a dual non séparable ([7]), munie de la topologie
pré-faible ..*.

Les compacts de Rosenthal forment donc une classe de compacts
qui étend naturellement la classes des compacts métrisables, et qui
est distincte de la classe des compacts d’Eberlein. Nous allons main-
tenant étudier cette classe plus en détail.

Dans un premier paragraphe, on va donner des caractérisations
topologiques des compacts de Rosenthal séparables (Remarque: il
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existe des compacts de Rosenthal non séparables, par exemple K =
{X.,l2e[0,1]} U{0}), et en déduire les résultats suivants:

— La classe des compacts de Rosenthal n’est pas stable par
image continue.

— La classe des compacts de Rosenthal séparables est stable par
image continue ouverte.

— Si K est un compact de Rosenthal, alors 1’espace M;(K) des
mesures de probabilité sur K, muni de la topologie vague, est un
compact de Rosenthal.

—Si K est un compact de Rosenthal, toute mesure de Radon
sur K a un support séparable.

Dans un deuxiéme paragraphe, on donnera des caractérisations
utilisant ’espace % (K) des fonctions continues sur K. On en déduira
divers résultats de stabilité, ainsi que quelques applications aux sous-
algébres de #*(N) et aux sous-algébres de Boole de P(N).

NOTATIONS ET DEFINITIONS. On appellera espace polonais tout
espace métrique complet séparable. On dira qu'un espace topologique
est analytique s’il est image continue de ’espace N¥; tout espace
polonais est analytique; la famille des sous-ensembles analytiques de
R contient la tribu des boréliens. Un espace mesurable (F, 7) sera
dit souslinien s’il est isomorphe en tant qu’espace mesurable, & un
sous-ensemble analytique de R muni de la tribu des boréliens. Une
référence standard pour ces notions est [4]. Tout espace analytique
est souslinien pour sa tribu borélienne. L’ensemble P(N) des parties
de N, identifié a {0, 1}, sera muni de la topologie produit, qui en
fait un compact métrisable. Tout filtre sur un ensemble dénombrable
D pourra donc étre considéré comme un sous-ensemble du compact
métrisable P(D). On dira alors que F, filtre sur D est un filtre
analytique si F s’identifie 4 un sous-ensemble analytique de P(D).

Enfin, si E est un espace de Banach, on notera ... la topologie
faible sur E, c’est-d-dire la topologie de la convergence simple sur le
dual E* de E. On notera ..* la topologie pré-faible sur E*, c’est-
a-dire la topologie de la convergence simple sur E.

Rappelons enfin qu’une fonction définie sur un espace polonais
P est dite de 1”° classe de Baire si elle est limite d’une suite de
fonctions continues pour la topologie de la convergence simple; une
fonction f est de 1°° classe si pour tout fermé F de R, ’ensemble
fYF) est un Go de P.

Un espace réquliér séparé est dit “angélique” si:

(1) Tout ensemble relativement dénombrablement compact est
relativement compact.

(2) L’adhérence d’un ensemble relativement compact est exacte-
ment ’ensemble des limites des suites de cet ensemble.
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On montre que ’espaces des fonctions de 1°° classe de Baire sur
un polonais est angélique ([3]); en particulier tout compact de
Rosenthal est angélique. Donc, dans un compact de Rosenthal, tout
point adhérent a une partie X sera limite d’une suite d’éléments deX.

I. Caracterisation topologique des espaces de Rosenthal
applications.
Posons tout d’abord une définition.

DEFINITION 1. Soit A un ensemble dénombrable, Z une structure
uniforme sur A. On dira que % est analytique si le filtre des en-
tourages de 7 est une partie analytique de FP(4 x A).

Pour une définition des espaces uniformes, voir [1]. On a alors
le lemme.

LEMME 2. Soit A un ensemble dénombrable, Z/ une structure
uniforme analytique sur A. Alors l'ensemble S des fonctions bornées
de A dans R uniformément continues relativement d Z est une
partie analytique de R™.

DEMONSTRATION. On a S = U,.» (SN B,), ou B, =[—n, +n]*.

11 suffit de montrer que pour tout n, I’espace (SN B,) est analytique.

Considérons le compact K, =[—mn, +n]* x {0, 1}4*4; soit ke N.
On pose F, = {(u, X)e K,|V(h,1)e X, |u(h) — NQ)| < (1/k)} F, est un
fermé de K,. On a ueSNB, = Vk,3XecZ tel que (u, X)eF,. On
On a donec SNB,=Nkex ILEFE N {—n, +0]* X %)) ou [, est la
projection de K, sur [—m, +n]*. Ceci montre que SN B, est une
intersection dénombrable d’analytiques, done un analytique. O

Le lemme suivant nous sera utile.

LEMME 3. Soit X un espace topologique analytique. Soit (f,)nen
une sutte de fonctions boréliennes sur X. Soit F un filtre analytique
sur N tel que lim, f, existe; on mote f = lim,f,. Alors f est une
Sfonction borélienne sur X.

DEMONSTRATION. Soit X' = [[.cx fu(X).
Les fonctions (f,) étant boréliennes, ’espace X’ est analytique.
On note + ’application de X dans X’ définie par

g X— X’
& — (fo(¥)nex -

On a alors f, = [I,o4. On considére ’espace E = X'{x0,1}". On a
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fxela, Bl = Ve, Ipe F tel que f(x)ela —¢, 8+ c]vnep. On pose
alors &, = {(u, p) e E|Il(u)c[a — ¢, B + €]Vn € @} & est un fermé de
E. On a

Ipe F tel que f,(w)ela —¢, B+ elVnee

ﬂ

Y@ e I1(Z. N K" X F)

done

e 8D = N~ T (@0 0 (K % F)) |
fa, B) est donc analytique dans X pour tout couple (a, B)(a < )
de réels d’aprés ’'analyticité de F et le caractére borélien de ; le
théoréme de séparation montre alors que f est borélienne. N

On peut 4 présent énoncer le résultat principal.

THEOREME 4. Soit K un compact séparable. Les énoncés suivants
sont équivalents:

(1) K est un compact de Rosenthal.

(2) Pour toute partic dénombrable D dense K, la structure
uniforme Z/p induite sur D par la structure uniforme de K est
analytique.

(8) Pour toute partie dénombrable D dense dans K, l'espace
& (K) muni de la topologie de la convergence simple sur D est ana-
lytique.

DEMONSTRATION. (1) = (2). Soit K un compact de Rosenthal
séparable, D une partie dénombrable dans K. Soit X espace polonais
tel que K soit homeomorphe a4 un compact de B,(X), espace des
fonctions de premiere classe sur X. On note D = {f,},cy. Soit
définie par

¥ X X N— (D x D)
@, 1) — {(fu £ €D X DI @) ~ @] = 1} -

Les fonctions {f,} étant boréliennes sur X, on vérifie aisément
que -y est borélienne. Par conséquent (X x N) est un sous-ensemble
analytique de (D x D). Le filtre des entourages de %, est le filtre
engendré par (X X N); or un filtre engendré par un sous-ensemble
analytique de (D x D) est lui-méme analytique (utiliser la continuité
de P'application “intersection” et la compacité du graphe de la relation
“inclusion”); done %, est analytique.
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(2) = (3). Le sous-ensemble dénombrable D de K étant dense dans
K, 'espace #°(K) muni de la topologie de la convergence simple sur
D-que nous noterons désormais & ,(K)-¢’identifie au sous-ensemble de
R? formé des fonctions uniformément continues pour %,. Le Lemme
2 termine la démonstration.

(8) = (1). Soit D une partie dénombrable dense dans K. L’espace
& p(K) est analytique. On pose &(K) = A. Soit &7 (4; R) I’ensemble
des application de A dans R.

On considére

o:. K— 7 (A; R)
T8, f—— f(x)

Papplication ¢ est une injection, continue lorsqu’on munit & (4; R)
de la topologie de la convergence simple sur A. L’ensemble @(K) est
done un compact, isomorphe 4 K, de fonctions sur 1’espace A. Si
xeD, la fonction @(x) est continue, d’aprés la définition de D.
Montrons que pour tout x € K, la fonction @(x) est borélienne.

Soit en effet D' = D U {z}. Par hypothése, I’espace & H(K) est
analytique. Ecrivons D = {z,}. Soit % la trace du filtre des voisi-
nages de x sur D. On a

FePD); Fe 7 — fe&(K) telle que f(x) =0, et
flx,) >1 VvneCF.

Soit B={fe&HK)|f(x) =0}. L’ensemble B, fermé dans un
analytique, est analytique.
Soit « P’application

a: B— FP(D)
fr—{z,eD|f(z,) >1}.

On vérifie aisément que ’application a est borélienne; donc a(B)
est analytique. Or le filtre .# est ’image de a(B) par I’application
X — CX, qui est un homéomorphisme de Z#(D); le filtre # est done
analytique. On peut écrire ¢(x) = lim.- ¢(x,), et déduire du Lemme
3 que @(x) est une fonction borélienne.

@(K)apparait 3 présent comme un compact de fonctions boréliennes
sur A, contenant une partie dense de fonctions continues; on sait
qu’alors (voir [3]), (K) est formé de fonctions de 1°° classe sur A.

Soit enfin A une surjection continue de N?¥ sur A. Soit K, =
{foh|fep(K)}. L’espace K, est un compact de Rosenthal isomorphe
a K. |

REMARQUE. Les équivalences ci-dessus montrent que les compacts
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séparables qui apparaissent “naturellement” -c’est-d-dire sans l'usage
de P'axiome du choix- sont “en général” des compacts de Rosenthal;
en effet, les sous-ensembles explicites des compacts métrisables sont
“en général” analytiques, et méme boréliens. Avec les notations
ci-dessus, le filtre %, des entourages de % sur D sera donc une
partie analytique de (D x D) si K est donné explicitement. Les
compacts de Rosenthal ayant de bonnes propriétés (ils sont en par-
ticulier angéliques, voir [3], Déf. 3, A) on obtient un résultat positif
sur les compacts séparables “naturels”.

Passons a présent aux applications. Le classe des compacts de
Rosenthal est clairement stable par sous-espace fermé et par produit
fini ou dénombrable. On a malheureusement le résultat négatif
suivant.

PROPOSITION 5. La classe des compacts de Rosenthal séparables
n’est pas stable par image continue.

DEMONSTRATION. On va montrer qu’il existe une image continue
du compact “intervalle éclaté”’-c’est-a-dire [0, 1] {0, 1} muni de l'order
lexicographique- qui n’est pas un compact de Rosenthal.

Soit X un sous-ensemble non analytique de [0, 1]. Soit K le compact
obtenu a partir de [0, 1] x {0, 1} en identifiant let points (x, 0) et
(z,1) pour tout x€[0, 1\X; le compact K est image continue de
I'intervalle éclaté de facon naturelle. On définit le sous-ensemble Y
de #(K) de la facon suivante:

Y = Xtw0,0ml® € X} U {60, 0m € X}

si D est une partie dénombrable dense de K, ’ensemble Y apparait
comme un fermé de Z,(K); c’est en effet ’ensemble des fonctions
croissantes a valeurs dans {0, 1}. Si K était un compact de Rosenthal,
I’ensemble Y serait donc analytique. Mais 1’espace X est image
continue de Y, et n’est pas analytique, ce qui est absurde. ]

REMARQUES. On peut également remarquer que l’ensemble des
compacts de Rosenthal séparables a la puissance du continu, puisqu’il
est image surjective de l’ensemble des parties dénombrables de
Vensemble B,(N?), qui a la puissance du continu; or, l’intervalle
éclaté a 2° images continues non homéomorphes deux a deux.

Nous allons voir dans la suite que sous certaines conditions
restrictives, on a des résultats de stabilité.

On a en effet le résultat suivant.

PROPOSITION 6. Soit K un compact de Rosenthal séparable, o
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une surjection continue ouverte sur un compact K'. Alors K’ est
un compact de Rosenthal.

DEMONSTRATION. On sait ([2]) que si K est un compact de
Rosenthal, K contient une partie dense de points &,.

Soit donec K un compact de Rosenthal séparable, A l’ensemble
des points &, de K. Tout élément de K est limite d’une suite
d’éléments de A, puisque K est angélique ([3]). On peut done trouver
une partie dénombrable dense D de K formée de points &;.

Soit @ une surjection continue ouverte de K sur un compact K’.
Soit D' = @¢(D); D' est une partie dénombrable dense de K’, formée
également de points &,. On considére ’application

pXp: KX K— K' X K’
(@, b) —— (@(a), (b)) .

C’est clairement une application ouverte de K x K dans K’ X K'. Soit
Papplication de P(Dx D) dans P(D’x D’) définie de la facon suivante

W = FP(D X D)— F(D" x D
X+— o x pX)N (D" x D

ou X désigne l'adhérence de X dans K X K.

Montrons que ’application +» est borélienne. Soit a et b deux
points de D' X D', et soit w = {Ye P(D' X D")|Y2a, Y #b}. Ilsuffit
de montrer que pour tout ouvert @ ainsi défini, (@) est une partie
borélienne de (D x D). On a

XN x@)yia)#Q

Xev @ = 2 o x o) = > .

Le point a étant un point <&, le fermé (p X @) (a) est également
un fermé Z,. Soit (@ X @) (@) = Npexy O.. On a

XN X @)yHe)+ 0
=V, XNO0,# @
=Vn, XNO,+#* O .

Or, l'ensemble w} ={XePD x D)|XNO,+* @} est un ouvert de
P(D x D), et done G ={XeP(D x D)|XN(p X ®)(a) = @} est un
ensemble &, de P(D X D).

De méme on a

XN xe)'(d) =g
=3V, tel que XNV, = @, ot (¢ X ®)"'(b) = Ny V.
—= 3V, tel que XNV, =9 .
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Donc 1’ensemble G’ = {XeP(D x D)| XN (® X ®)7'(b) = @} est un
ensemble F',. Or, on a « Yw)=GNG, ce qui montre que + est
borélienne.

Notons maintenant que le filtre des entourages de la structure
uniforme de K est le filtre des voisinages de la diagonale A de
Kx K dans Kx K. On en déduit, avec les notations du Théoréme 4,
que (%) = Zp». En effet, application @ étant continue et ouverte,
I’image de tout entourage est un entourage. D’aprés le Théoréme 4,
le filtre %/, est analytique, I’application « étant borélienne, le filtre
7/} est analytique.

En reprenant la méthode employée dans la démonstration de
(8) = (1) du Théoréme 4, on fait alors apparaitre K’ comme un compact
de fonctions sur NV qui contient une partie dense de fonctions con-
tinues, et qui est par ailleurs séquentiellement compact, comme image
continue d’un compact séquentiellement compact. On sait qu’alors
([3]), K’ est formé de fonctions de 1°¢ classe sur N?; donc K’ est
un compact de Rosenthal. ]

Etudions maintenant 1’espace des mesures de probabilité sur K.

ProposITION 7. Soit K un compact de Rosenthal. L’espace
ATHK) des mesures de probabilité sur K, muni de la topologie
vague, est un compact de Rosenthal. '

DEMONSTRATION. Placons nous tout d’abord dans le cas ou K
est séparable. Soit D une partie dénombrable dense de K. L’espace
& p(K) est analytique; la boule unité de Z&,(K), qu’on note B, est
fermée dans cet analytique, donc analytique. K apparait comme un
compact uniformément borné de fonctions de premiére classe sur B.
On sait qu’alors ([3], Théoréme 5.E), I’enveloppe convexe fermée-pour
la topologie de la convergence ponctuelle- de K dans .&# (B; R) est
un compact de Rosenthal. Or, cette enveloppe convexe fermée
g’identifie 4 _Z"(K).

Une méthode un peu différente (diie & M. Talagrand, qui nous a
gentiment autorisé i la reproduire ici) permet de se passer de I’hypo-
thése de séparabilité.

On considére K comme un compact de B,(X), ou l’espace X
est polonais. Soit Y l’espace somme directe des espaces (X*),s..
L’espace Y est analytique. Pour tout (¢, ¢, ---, t,) €Y, on définit

g)tl'tzv"'vtn: K'__> R
x— I] x(t,;) .
i=1

Les fonetions (@,),., séparent les points de K. D’aprés le théo-
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réme de Stone-Weierstrass, l’espace vectoriel engendré par les
(Prrtyeenstn)tpstyeniner €St normiquement dense dans = (K).
Les fonctions

Z:Y—R
(tl, t2; ot tn) f— (ptl,tz,n-,tn(x)

ou z € K, forment un compact de fonctions de 1°° classe sur Y, donc
I’enveloppe convexe fermée s’identifie a . #,*(K), d’ou le résultat. []

On en déduit la

PrOPOSITION 8. Soit K un compact de Rosenthal, et f une mesure
de Radon sur K. Alors le support de ft est séparable.

DEMONSTRATION. On peut évidemment prendre pour £ une mesure
de probabilité. On sait que g appartient a I’adhérence vague de
I’ensemble des mesures de probabilité a support fini inclus dans
Supp(t). Mais le compact .7 *(K) étant un compact de Rosenthal,
il est angélique; il existe donc une suite (g,),.y de telles mesures
convergeant vers g. Soit F, = Supp(,). L’ensemble D = ,.v F.
est un ensemble dénombrable dense dans Supp(z). ]

REMARQUE. La démonstration de la Proposition 7 permet de
montrer que si K est un compact de Rosenthal, tous les compacts de
(Z(K)*, ™) sont des compacts de Rosenthal.

11 existe, comme on I’a vu, des compacts de Rosenthal non sépara-
bles—par exemple le compactifié d’Alexandroff d’un ensemble discret
de cardinal c-ce qui donne son intérét a la Proposition 8.

II. Espace des fonctions continues sur un compact de
Rosenthal. Soit E un espace de Banach. On notera Cyl(E) la tribu
“cylindrique” de E, c’est-a-dire la tribu engendrée par les formes
linéaires continues sur £; d’aprés un résultat d’Edgar ([6], Théoréme
2.3), la tribu Cyl(F) coincide avec la tribu engendrée par les fonctions
continues sur (K, ..). Par contre, la tribu Cyl(#) est en général
distincte de la tribu des boréliens de la topologie faible. On montre,
par exemple, que si E est un Banach séparable ne contenant pas
/(N), alors la tribu Cyl(E) et la tribu de boréliens de la topologie
faible coincident si et seulement si E’ est séparable.

On a le résultat suivant.

THEOREME 9. Soit K un compact séparable. K est un compact
de Rosenthal st et seulement si ’espace mesurable (7 (K), Cyl(Z€ (K)))
est un espace souslinien.
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DEMONSTRATION. Supposons que K soit un compact de Rosenthal.
Soit D une partie dénombrable dense dans K. L’espace &,(K) est
analytique d’aprés le Théoréme 4, et toute mesure de Radon sur K
est une fonction de 1°° classe sur cet espace. La tribu Cyl(#(K))
s’identifie alors a la tribu induite par la topologie de &,(K); elle est
done souslinienne.

Inversement, supposons gque (Z(K), Cyl(¢’(K))) soit un espace
mesurable souslinien. Considérons ’application identité de (ZF(K),
Cyl(Z(K))) dans &,(K); c’est une application borélienne 4 valeurs
dans un espace mesurable a base dénombrable; on en déduit que &»(K)
est un espace métrisable souslinien, donc un espace analytique (voir
[4]); ceci pour toute partie dénombrable D dense dans K. Le

Théoréme 4 termine la démonstration. ]

REMARQUES. (1) La caractérisation ci-dessus ne s’étend pas aux
compacts non séparables.

En effet, si K est le compactifié d’Alexandroff d’un espace discret
de cardinal ¢, la tribu Cyl(Z”(K)) n’est pas i base dénombrable, done
n’est pas souslinienne, mais K est un compact de Rosenthal.

(2) Soit @ une surjection continue d’un compact de Rosenthal
séparable K sur un compact K, qui n’est pas de Rosenthal. L’ense-
mble F = {fop|fe&(K,)} est un sous-ensemble faiblement fermé
de °(K) qui n’est pas souslinien dans (¥ (K), Cyl(#(K))), et en par-
ticulier non borélien dans (2’ (K), Cyl(#’(K))). On a donc ici un autre
exemple d’un borélien de la topologie faible qui n’appartient pas a
la tribu cylindrique. On voit par ailleurs que la mise en évidence
de @ revient a mettre en évidence un sous-ensemble non souslinien
d’un espace souslinien, donec un sous-ensemble non analytique de R,
d’oli le caractére essentiellement nécessaire de 1’exemple donné dans
la démonstration de la Proposition 5.

(8) La classe des compacts de Rosenthal séparables n’étant pas
stable par image continue, on ne peut espérer une bonne caractérisa-
tion en termes de topologie ou de tribu borélienne déduite d’une
topologie sur % (K)-voir la Remarque (2) ci-dessus-. Il semble
que le Théoréme 9 soit la bonne caractérisation en termes d’espace
& (K).

(4) On montre aisément les équivalences suivantes: K est un
compact de Rosenthal = il existe une partie A, totale dans Z(K),
souslinienne dans (Z°(K), Cyl(Z(K))) = la tribu Cyl(Z"(K)) est raffinée
par une tribu souslinienne.

Déduisons maintenant du Théoréme 9 quelques résultats de
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stabilité.

ProrosiTioN 10. Soit K un compact de Rosenthal séparable.

(1) Soit ¢: K— K' une surjection continue, soit X = {fo@| fe
& (K")}). 8’il existe une injection continue de l’espace = (K),, dans
/(N)—en particulier st & (K),, est séparable—le compact K’ est un
compact de Rosenthal.

(2) Soit K un compact de Rosenthal séparable, K' un compact
séparable. St les espaces (& (K), <) et (& (K'), «.) sont homéomorphes,
alors K' est un compact de Rosenthal.

DEMONSTRATION. (1) Soit £ un Banach. On a 1’équivalence: il
existe une injection continue de E dans /*(N) < l’espace (E*, ..*) est
séparable.

Si donc l’espace ((&(K),y)*™) est séparable, 'espace (X*, ..*)
qui s’y identifie est séparable. IL’espace X est donc une intersection
dénombrable d’hyperplans fermés de = (K), et done X e Cyl(z(K)),
I’espace & (K'), isomorphe a X, vérifie done (& (K’), Cyl(&(K')))
souslinien; ce qui montre que K’ est un compact de Rosenthal.

(2) Siles espaces (B(K), «) et (Z°(K’), «) sont homéomorphes,
les espaces mesurables (&7(K), Cyl(&"(K))) et (&"(K"), Cyl(&"(K"))) sont
isomorphes, puisque la tribu cylindrique est la tribu engendrée par
les fonctions continues; le Théoréme 9 termine la démonstration. []

REMARQUE. La démonstration du (1) ci-dessus montre que le
compact des mesures de Radon de masse inférieure ou égale i 1 sur
I’intervalle éclaté n’est pas héréditairement séparable; en effet, si K’
est image continue de l'intervalle éclaté par o, ’ensemble {fop|f e
& (K"}* n’est pas ..*-séparable. L’intervalle éclaté est donc un
compact héréditairement séparable, tel que le compact des mesures
de masse inférieure ou égale 4 1 ne soit pas héréditairement séparable.
Notons cependant qu’on montre que I’espace des mesures de probabilité
sur Pintervalle éclaté est héréditairement séparable.

On a également.

ProrosiTiON 11. Soit K un compact de Rosenthal, K' un espace
compact. S’il existe une surjection linéaire continue de = (K) sur
& (K", alors K’ est un compact de Rosenthal.

DEMONSTRATION. Soit 4 une surjection continue de & (K) sur
& (K". Soit K, = ‘“4({e,|x€ K'}). L'espace K, est un compact
homéomorphe a K’, lorsqu’il est muni de la topologie ..*. D’aprés
la Proposition 7, et la remarque qui suit la Proposition 8, le compact
K, est un compact de Rosenthal, ainsi que K'. ]
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H. H. Corson a défini dans [5] la propriété (Z”) des espaces de
Banach de la facon suivante: on dira qu’un espace de Banach F a
la propriété (&) si toute famile de sous-ensembles fermés convexes
de E d’intersection vide contient une sous-famille dénombrable
d’intersection vide. Tout espace de Banach séparable a clairement
la propriété (). La propriété (&) a été étudiée par R. Pol dans
[9], qui a montré en particulier que ’espace des fonctions continues
sur ’intervalle éclaté a la propriété (%), et qui a posé la question
suivante: ’espace des fonctions continues sur le “compact de Helly”
a-t’il la propriété (z°)? On va répondre positivement a cette question,
en montrant que la propriété est vérifiée pour tout compact de
Rosenthal.

PROPOSITION 12. Soit E un espace de Banach. Si l’espace me-
surable (E, Cyl (E)) est souslinien, et si le compact (B(E*), ..*) est
séparable, E a la propriété (&°).

DEMONSTRATION. KEn effet sous les hypothéses ci-dessus, le compact
(B,(E*), «.*) apparait comme un compact séparable de fonctions boré-
liennes sur un espace souslinien, done de fonctions boréliennes sur
N¥. Lecompact (B,(E*), ..*) étant séparable, il est alors homéomorphe
([3]) & un compact de Rosenthal. On sait ([9]) que la propriété (%)
se caractérise de la facon suivante:

E a la propriété (&)= la boule unité B, (E*) de E* munie de
..* vérifie: si € AZ B(E*), il existe un sous-ensemble dénombrable
C de A tel que e CO**(C).

Or, si (B,(E*), -*) est un compact de Rosenthal, tout x adhérent
a4 A est limite d’une suite d’éléments de A, d’aprés l’angélicité, et
done la propriété ci-dessus est a fortiori vérifiée. 1

REMARQUE. On voit facilement que le compact (B,(E*), ...™) est
séparable si et seulement si E est isométrique 4 un sous-espace de
#“(N).

On déduit de la Proposition 12 le

THEOREME 13. Soit K un compact de Rosenthal. Alors ’espace
Zz(K) o la propriété (&).

DEMONSTRATION. Si K est un compact de Rosenthal séparable,
I’espace & (K) vérifie, d’aprés le Théoréme 9, les hypothéses de la
Proposition 12; d’ou le résultat. Dans le cas général, on remarque
que (B,(E*), ..*), compact de Rosenthal, est angelique, d’ou le re-
sultat. O
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Terminons ce travail par quelques applications des résultats de
[3], en particulier du Théoréme 2.F. Ces résultats se déduisant aisé-
ment de [3], sont donnés ici sans démonstration.

Sous-algebres de #“(N). Soit E ne sous-algébre unitaire fermée
de 7*(N), analytique dans RY muni de la topologie produit. Deux
cas sont possibles, que nous désignerons par “type 17 et “type II”.

Type 1. (E, Cyl(E)) est un espace souslinien.

= (K, Cyl(E)) est a base dénombrable.

= (B,(E*), ..*) est un compact de Rosenthal.

= Pour tout application v: /“(N) — «=(N) linéaire continue, (&)
est une partie analytique de R?.

= E a la propriété (&).

= Card E* = C.

Type 1I. 3Ie P (N) tel que [[,(&) = 7~(1).

= 3 une application linéaire continue @: /“(N)— E qui n’est pas
faiblement compacte.

= 3 une surjection linéaire continue +: E — #°(N).

= Card B’ = 2°.

= (K, Cyl(F)) est un espace mesurable qui n’est pas a base
dénombrable.

On a ainsi une classification des sous-algeébres “analytiques” de
/“(N) -en particulier de celles qui sont des parties boréliennes de
Ry-.

Sous-algebres de Boole de &7 (N). D’aprés le théoréme de repré-
sentation de Stone, toute sous-algébre de Boole A de F(N) est
isomorphe a l'algébre des ouverts-fermés d’un compact totalement
discontinu K, séparable, et inversement. On voit aisément, en
employant le Théoréme 4, que si K, est un compact de Rosenthal,
Palgébre A est une sous-algébre analytique de .Z#(N).

Inversement, soit A une sous-algébre de Boole analytique de
F(N). Deux cas sont possibles, que nous désignerons l1a encore par
“Type I” et “Type II”, ces deux cas s’excluant mutuellement.

Pour tout Y€ P(N), on note A, ={XNY|XeA}. L’ensemble
A, est une sous-algébre de Boole de F(Y).

Type I. 1l existe une partie infinie Y de N telle que 4, = F#(Y).

Type II. Pour toute partie infinie Y de N, il existe Z, partie
infinie de Y, telle que A, soit I’algébre des sous-ensembles finis ou
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cofinis de Z.

REMARQUE. On notera -sans surprise- l’aspeect “Propriété de
Ramsey” de ces derniéres propriétés.
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