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DERIVATIONS, ET HAUTES DERIVATIONS,
DANS CERTAINS CORPS GAUCHES

DE SERIES DE LAURENT

FRANCOIS DUMAS ET ROBERT VIDAL

Let k be Ά field of characteristic zero, F = k((Y)) the local
field of Laurent series in a variable Y, and 8γ the usual deriva-
tion of F. The purpose of this paper is the complete description
of /c-derivations on the formal pseudo-differential operator skewfield
K — F((X, ΘY)) . An application of this result is given to study the
structure of higher derivations in skewfields of characteristic zero.

I. Presentation du probleme.

1.1. Anneaux de Cohen et hautes derivations, Les anneaux de va-
luation discrete complets non commutatifs et les corps gauches lo-
caux (qui sont leurs corps de fractions) ont ete intensement etudies
au cours des derniernes annees (cf. bibliographic). Un outil essentiel
pour cette etude est la notion de haute σ-deήvation au sens de P. M.
Cohn (cf. [2]), d'un corps non necessairement commutatif. Dans cet
article, comme en [1], [3], [4], [5], [6], [10], [11], [12], on s'interesse
plus particulierement aux hautes derivations, c'est-a-dire au cas oϋ
σ est Γapplication identique. Rappelons-en la definition: une haute
derivation d'un corps non necessairement commutatif K est une suite
S = (δn)n>o d'applications additives de K dans K, avec <Jo = id# ,
telle que Ton ait, pour tous a et β dans K, et tout entier naturel n:
δn(aβ) = <50(α)Δg(£) + di(a)A»(fi) + + δn(a)A»(β), oύ la famille
(Δ^)w>o;o<κw duplications additives de K dans K, dite famille des
iteres de 5 , est definie par les relations de recurrence Δg = δn et

Δ? = δ^zl + <5iΔ?:f + δ2A
rllι +"' + δn-A\Z\ pour 1 < i < n .

Si S = (δn)n>o est une haute derivation de K, on peut munir
Γensemble des series formelles en une indeterminee X, a coefficients
dans K, d'une structure d'anneau, pour Γaddition usuelle terme a
terme, et pour le produit defini a partir de la relation de commu-
tation: Xa = δo(a)X + δ{(a)X2 + + δn{a)Xn+ι + pour tout
a e K. L'anneau obtenu, note K[[X, S]], est un anneau de Cohen au
sens de [11], c'est-a-dire un anneau de valuation discrete complet non
commutatif admettant un sous-corps de representants de son corps
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residuel. Reciproquement, tout anneau de Cohen est de ce type (cf.
[11] Theoreme 1). Conformement a la definition donnee en [11], un
element X' = a0 + axX + a2X

2 + de A = K[[X, S]] (at e K
pour tout i) est une uniformisante si et seulement si αo = 0, a\ Φ 0
et OL\ appartient au centre Z de K. Pour toute uniformisante X1 de
A, il existe une haute derivation S' de K telle que A = K[[Xf, S']].
Reciproquement, deux hautes derivations donnees S et S' de K sont
dites equivalentes si elles definissent sur K le meme anneau de Cohen,
c'est-a-dire s'il existe dans Γanneau A = K[[X, S]] une uniformisante
X1 telle que A = K[[Xι, S']].

1.2. Hautes derivations d'un corps de caracteristique nulle. Soit iΓ
un corps gauche, de centre Z il est bien connu (cf. [2], [10], [11],
.. . ) que, pour toute derivation δ de K, la suite (δn)n>o des puis-
sances de composition de δ est une haute derivation de K. Le corps
des fractions de Γanneau de Cohen K[[X, (δn)n>0]] est alors sim-
plement un corps d'operateurs pseudo-differentiels formels (cf. [7]).
Plus generalement, si K est de caracteristique nulle, on a indique
en [3], [5], [6] une methode pour construire des hautes derivations
dont chaque terme est un polynόme differentiel formel suivant une
meme derivation de K. Pour cela, a partir d'une derivation δ de
K et d'une suite a = (an)n>\ d'elements de Z , on definit (par des
relations de recurrence complexes, figurant en [5] ou [6]) une famille
Φnj)n>\\\<j<n d'elements de Z , et Ton pose δo = id# et, pour
tout entier n > 1, δn = bn^ \δ + bn^δ2 H 1- bn^nδ

n (δn est "sans
terme constant", de degre inferieur ou egal a n, et, lorsque δ n'est
pas interieure, le coefficient du terme δ de degre 1 est bn,\ — an).
La suite S = (δn)n>o ainsi obtenue est une haute derivation de K,
dite monogene determinee par δ et α. On trouvera en [3] la forme
explicite des premiers termes de S, et en [6] tous les details de la
construction, que Γon ne peut reprendre ici. A noter cependant que
si a\ = 1 et an = 0 pour tout n > 2, S n'est autre que Γexemple
(δn)n>o evoque plus haut.

L'importance des hautes derivations monogenes est mise en evi-
dence par le theoreme suivant, publie en [3] et demontre en [6]: si
K est un corps commutatif de caracteristique nulle, alors toute haute
derivation de K est monogene. Lorsque K n'est pas commutatif, il
existe des hautes derivations de K qui ne sont pas monogenes (cf. [5]
et [6]) et Γon reformule le probleme sous la forme plus generate sui-
vante: toute haute derivation d'un corps gauche de caracteristique nulle
est-elle equivalente a une haute derivation monogeneΊ. Si tel etait le cas,
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les hautes derivations monogenes suffiraient a decrire tous les anneaux
de Cohen K[[X, S]] que Γon peut construire sur K, et Γon pourrait
envisager de classer toutes les hautes derivations de K par un critere
d'equivalence analogue au Theoreme 1 de [4], Rappelons les elements
de reponse au probleme ci-dessus actuellement connus; pour cela, con-
venons d'appeler Z-haute derivation de K toute haute derivation
($n)n>o de K telle que δn{a) = 0 pour tout a e Z et tout n > 1.
Designonspar ΌQΪZK le Z-espace vectoriel des Z-derivations de K,
par IntAΓ le sous-espace des derivations interieures de AT, et par εκ

la dimension (finie ou infinie) sur Z du quotient ΌeτzK/lniK. On
verifie aisement que 8κ n'est autre que la dimension sur Z du pre-
mier module de cohomologie de Hochschild Hι(K, K) de K (con-
sidere comme Z-algebre) a coefficients dans K (considere comme
ΛΓ-bimodule). Les principaux resultats de [5], demontres en [6], sont
alors: toute haute derivation de K qui n 'est pas une Z-haute derivation
est equivalente a une haute derivation monogene, de sorte qu'il suffit
maintenant d'etudier les Z-hautes derivations de K, pour lesquelles
on a: si 6κ < 1, toute Z-haute derivation de K, et done toute haute
derivation de K, est equivalente a une haute derivation monogene.
Pour e^ > 2, on ne sait pas, pour Γinstant, resoudre le probleme
en toute generalite. La principale difficulte reside dans le fait qu'il
semble alors necessaire de connaitre explicitement la structure des Z-
derivations de K (question dont la resolution est rarement immediate)
avant d'envisager Γetude des Z-hautes derivations. II est cependant
des exemples de corps pour lesquels on peut donner une reponse:

1.3. Le resultat principal L 'object de I'etude qui suit est de constr-
uire un corps non commutatif K de caractέristique nulle, de centre Z,
dont on sait decrire toutes les Z-derivations, tel que 8% = 2, et dans
lequel toute haute derivation est equivalente a une haute derivation
monogene.

II. Construction du corps K. Soit k un corps commutatif de ca-
racteristique nulle, et F un corps local commutatif de corps residuel
k. D'apres le theoreme de Cohen, pour tout choix d'une uniformisante
Y de F, F s'identifie au corps de series de Laurent k({Y)). Con-
siderons dans F la derivation dy par rapport a la variable Y, et
construisons le corps d'operateurs pseudo-differentiels formels K =
F((X, dγ)) = k((Y))((X, dγ)). Le produit non commutatif dans K
est defini a partir de la relation de commutation: Xt = Σ/> 0 dγ(t)Xι+ι



280 FRANCOIS DUMAS ET ROBERT VIDAL

pour tout teF, que l'on peut ecrire: Xt-tX = [Σi>\ d
Xdγ{t)X, o u e n c o r e : tX~ι - X ~ ι t = d γ ( t ) p o u r t o u t teF. E n p r o -
longeant la derivation dΎ a K par: dγ(ΣntnX

n) = Σn

dY^n)Xn,
[oύ tn e F pour tout n > -oo], on etend aisement la relation ci-
dessus en:

(*) tX~ι -X~ιt = dγ(t) pour tout t e K.

En particulier: 7X" 1 - Z " 1 ] ^ = 1 il en resulte par recurrence que,
pour tout entier relatif n, YX~n - X~nY = nX~n+ι = dχ-χ{X-n), et
finalement:

(**) - ίΓ = djT-i(ί) pour tout teK.

On deduit sans difficulte des relations (*) et (**), ou encore du corol-
laire du Theoreme 2 de [4], que le centre Z de K est le corps k.
L'etude des Z-derivations de K repose done sur la determination
des ^-derivations de K.

III. Structure des Z-derivations de K.

3.1. Construction de derivations non interieures de K. Notons | |
la valeur absolue sur K definie par la valuation discrete Oχ de K
et, pour tout operateur u de K, ζMineaire et lipschitzien, ||κ|| =
SuPteK t^o lw(0l/kl ^a n oπne ultrametrique associee. On designe par
Sx (respectivement sy) Γautomorphisme interieur de K determine
par X (respectivement Γ) , verifiant done Sχ(t) = XtX~x (respec-
tivement sγ(t) - YtY~ι) pour tout teK. On peut remarquer
aisement que, pour tout t non nul de AT, on a θχ(sχ{t) - t) > θχ(t)
et ox(sγ(t) -t)> ox{t), d'oύ \\sx - iάκ || < 1 et \\sγ - iάκ \\ < 1. En
utilisant la Proposition 2 de [12], on construit alors deux derivations:

(3.1.1) dx = χ ; [(-l)n-ι/n](sx - id*)w =
n>\

et

(3.1.2) dY = Σ [(-l)n~ι/n](sγ - id*)* =
n>\

II est clair que:

(3.1.3) dx et dy sont des fc-derivations de K, et

(3.1.4) dx(X) = dγ(Y) = 0.

I I r e s u l t e d e l a r e l a t i o n ( * ) d u p a r a g r a p h e I I q u e , p o u r t o u t t e K ,
{sx - idjcXO = XtX~l - t = X{dγ{t) + X~ιt) - t = Xdγ(t). En
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particulier: (sx - idκ)(Y) = X et (sx - iάκ)
n(Y) = 0 pour tout

n > 2; d'oύ, avec (3.1.1):

(3.1.5) dx(Y) = X.

On montre de meme, avec (**):

(3.1.6) dγ(χ-ι) = γ-1.

Si dx etait interieure, il existerait t G K tel que dx = adt. On
aurait en particulier, avec (3.1.4), (3.1.5), (*) et (**): 0 = dx{X~l) =
X'h - tX~λ = - 0 r ( ί ) et X = dx(Y) = Yt-tY = dx-i(t) d'oύ

t G λ;((X)) et 5^-i (ί) = X, ce qui est impossible; done:

(3.1.7) la k -derivation dx de K n'est pas interieure.

On etablit de la meme faςon:

(3.1.8) la k -derivation dy de K n'est pas interieure.

II est clair enfin que dx et dy sont lineairement independantes sur
k, et Γon peut alors decrire toutes les /c-derivations de K:

3.2. THEORfeME. Pour toute k-derivation d de K, il exίste un
unique couple {a, b) d'elements de k, et un element e de K, deter-
mine a un element de k pres, tels que: d = a dχ + b -dγ + ade . // en
resulte que ε^ = 2.

Preuve. Soit d une /c-derivation quelconque de K. Designons
par a G k((Y)) le coefficient de X dans le developpement de d(Y)
dans K suivant les puissances de X . L'element d{Y) — aX est alors
integrable par rapport a X~ι, et il existe done un element / de K,
determine a un element de k((Y)) pres, tel que:

(3.2.1) d(Y) = aX + dx-ι(f).

Par ailleurs, appliquons d a la relation YX~ι - X~ιY = 1 definisant
le produit dans K\ il vient: d(Y)X~ι - X"1 d(Y) + Yd(X~ι) -
d(X~ι)Y = 0, soit, avec (*) et (**):

(3.2.2) dY[d(Y)] + dx-l[d(X-l)] = 0.

Reprenant (3.2.1), on obtient: dx-i[d{X~1)] = -dγ(a)X-dYdx-χ(f)
= -dY(a)X-dx-ιdγ(f),d9oh dY(a) = 0 et dx-ι[d(X-ι) + dY(f)] =
0, et done a e k et d(X~ι) + dY(f) e k{(Y)). Posons b e k le
coefficient de Y~ι dans le developpement de d(X~ι) + dγ(f) dans
k((Y)), de sorte qu'il existe g G k((Y)), determine a un element de k
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pres, tel que d(X~x) + dγ(f) = bY~x + dγ{g), c'est-a-dire d{X~x) =
bY~~x - dγ(f - g). En resume, et en rappelant (3.2.1), on a montre
qu'il existait, pour toute /c-derivation d de K, un unique couple
{a, b) d'elements de k et un element e = f - g de K 5 determine a
un element de k pres , tels que d{Y) = aX + dx-\[e) et ^(X" 1) =
bY~x -dγ(e). Onendeduit, avec (3.1.4), (3.1.5), (3.1.6), (*) et (**),
que les ^-derivations d et a dx + b dy + #<4 coincident en Y et
en X~x, et sont done egales sur K. II resulte alors de (3.1.7), (3.1.8)
et de la fc-lineaire independance de dx et dγ, puisque Z = k, que

IV. Structure des hautes derivations de K.

4.1. THEORfeME. 5ozY K le corps gauche construit et etudiέ aux
paragraphes precedents. Toute Z-haute derivation de K, et done toute
haute derivation de K, est equivalente a une haute derivation mono-
gene.

La demonstration, proposee plus loin en 4.5, repose sur deux
lemmes. Le premier est un resultat technique sur certains change-
ments d'uniformisantes.

4.2. LEMME. Soit S — (δn)n>o une haute derivation de K. On
designe par A Γanneau de Cohen K[[V, S]], en Γindeterminee V.
On note (V) Γideal maximal de A. Soient V et V" deux uni-
formisantes de A, de hautes derivations associees respectives S' =
(δ'n)n>o e t S" = (δ'ή)n>o \ o n a les deux assertions suivantes:

(i) s'il existe un entier m > 1 tel que V - V" e ( F ) m + 1 , alors

δ'n = &n Pour t°ut entier naturel n < m — 1.
(ii) s'il existe un entier m > 1 et un element u de K tels que

V = V + uVm+x, alors δ'n = δn pour tout entier naturel n <m—\ et
δ'm=δm- adu.

Preuve. Soit T = V - V" e (V)m+X. Pour tout a e K, on a d'une

part V"a = Σn>oδn(a)v"n+l > e t d'autre part

V"a = (V1 - T)CL = Σδ'n(a)V'n+x - Ta.
n>0

Or, pour tout n > 0,

ytn+\ _ ryti _j_ j-\«+l _ yim+\ _^ jr
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oύ Tn e {V)m+λ. Comme Ta e ( F ) m + 1 , on peut done ecrire V"a =
Σn>oδ'n(a)v"n+l + U> avec U G ( F ) m + 1 . En identifiant les deux
developpements suivant les puissances de V", on obtient δ'ή = δr

n

pour tout n < m - 1, ce qui etablit la premiere assertion. Choi-
sissons maintenant V" = V et V = V + wKm + 1, oύ u G K, de
sorte que, pour n > 1, F / A 2 + 1 = (V + uVm+ι)n+ι = Vn+ι + Tn

avec Tn € (F ) m + 2 . De plus Γα = # m + 1 α = uaVm+ι + Γ ; avec
V e ( F ) m + 2 . On peut alors reprendre le developpement de V"a
sous la forme δ'0(a)(V + uVm+ι) + Σ w > i ^ ( α ) K Λ + 1 - uaVm+ι + U
oύ U G ( F ) m + 2 . En rappelant que <% = id/^, le coefficient du terme
K m + 1 du developpement est an + δ'm(a) - ua, d'oύ le resultat. A
noter que cette demonstration reste valable si Γon remplace K par un
corps gauche quelconque.

En vue du second lemme, rappelons les elements suivants:

4.3. DEFINITION ET NOTATION. Soit S = (δn)n>o une haute deriva-
tion de K, distincte de (id#, 0, 0, ... , 0 , . . . )• O n appelle ordre
de S Γentier p > 1 tel que <?,- = 0 pour 0 < / < p et δp Φ 0.
L'application δp est alors une derivation de K. Par ailleurs, pour
toute derivation δ de K et toute suite a = {an)n>\ d'elements du
centre Z de K, on note HD(δ, a) la haute derivation monogene
determinee par 5 et a. Si J Φ 0, Γordre de HD(δ, α) est celui de
la suite α.

4.4. LEMME. Considerons le corps K = k((Y))((X, dγ)) construit
et etudie aux paragraphes precedents. Soient T = (dn)n>o et V =
{d'n)n>o deux k-hautes derivations de K, de meme ordre p. Supposons
qu βil existe un entier n > p + I tel que dt = d\ pour tout i < n - 1,
et que la k-derivation dp soit de la forme dp = a dx + β dγ (avec
a G k et β G k). Alors il existe un έlέment c de k et un element e
de K tels que dn - d'n = c dp + ade.

Preuve. Avec les notations et hypotheses du lemme, on note D\
(respectivement D'/) le terme general de la famille des iteres de T
(respectivement V). Soient x et y deux element quelconques de
K. Par definition d'une haute derivation, on a:

n+p

(4.4.1) dn+P{xy) = Σ di{x)D^p(y).
/=o

Mais Γ est d'ordre p , d'oύ dx — 0 si 1 < / < p - 1 a Γaide des
relations de recurrence definissant les applications Dj, on verifie aussi
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q u e D " + p = 0 ύ l < n + p - i < p - l , c ' e s t - a - d i r e s i n + l < i <
n + p - 1. La relation (4.4.1) s'ecrit:

n

(4.4.2) dn+p{xy) = x dn+p{y) + £ d^x) D?+P(y) + dn+p{x)y.
i=p

De meme:

(4.4.3) d'n+p(xy) = xd'n+P(y) + E d'^D'^iy) + d'n+p{x)y.
i=p

Or dt = d\ si i < n - 1, et done D^p = D'?+p si i > p + 1 la
difference membre a membre de (4.4.2) et (4.4.3) conduit alors a:

(4.4.4) (dn+p-d'n+p)(xy)

- x(dn+p - d'n+p)(y) + (dn+p - d'n+p)(x)y

(dn - d'n)Dn

n

+p{y) •

Un calcul annexe permet d'etablir Dn

n

+P = (n+l)dp et D^+p-Dp

n+P =
(p + \){dn - d'n). Posons enfin d = dn-d'n. (4.4.4) devient:

(4.4.5) (dn+p-d'n+p)(xy)

= x(dn+p - d'n+p)(y) + (dn+p - d'n+p)(x)y

+ (p+l)dp(x)d(y) + (n+l)d(x)dp(y).

Par ailleurs,

dn(xy) = Σ di{x)Γη{y) = xdn(y) + ]Γ di(x)D?(y) + dn(x)y
i=Q i=p

et
n-\

d'n{xy) = χd'n(y) + Σ d'i(x)DT(y) + d'^y
i=p

Comme, pour p < i < n, dx• = d\ et 2)f = Df, on obtient:
{dn-d'n){xy) = x(dn-d'n)(y) + (dn-df

n)(x)y, de sortc que d = dn-d'n
est une derivation de Â  (et meme une fc-derivation puisque T et Γ7

sont des /c-hautes derivations). II existe done, d'apres le Theoreme 3.2
ci-dessus? a e k, &G/C et ^GίΓ tels que d = a - dx + b - dy + ade ,
d'oύ, avec (3.1.5), (3.1.6), (*) et (**): d(Y) = aX + dx-ι(e) et
^(X-1) = ^y-i - dγ(e). De meme, dp = a - dx + β dγ par hy-
pothese, d'oύ dp(Y) = αX et ^ ( X " 1 ) = jffF"1. Des lors, si Ton ap-
plique dn+p - d'n+v aux deux membres de Γegalite YX~X - X~ιY = 1



DERIVATIONS ET HAUTES DERIVATIONS 285

definissant le produit dans K, on obtient, grace a (4.4.5):

Y{dn+P - d'n+p)(X-1) + (dn+p - d'n+p){Y)X-x

+ {p + \)abXY-χ -(p + \)aXdγ{e) + {n + l)aβXY~ι

+ (n + l)βdx-ι(e)Y-1 - X-l(dn+p - d'n+p){Y)
x-ι(e)Y - X(dn+p - dn+p)

- (dn+p - d'n+p){X-x)Y - (p + l)βaY-ιX

- (/? + l)βY-ιdx-i(e) -(n + l)baY-ιX

qui devient, avec (*) et (**):

n+p dn+p){X)]

dY[{dn+p - d'n+p){Y) + {n + \)aeX - (p + \)aXe]

(p+ l)abXY~ι -(n+ \)aβXY~x -(n+ l)βdχ-ι(e)Y~ι

(p+ \)βaY-χX + {p + \)βγ-ιdx-χ{e) + (n+ l)baY~ιX.

Le coefficient de X dans le developpement suivant les puissances
de X dans K du second membre est: (n + l)(ba - aβ)Y~ι -
(p + \)(ab - βa)Y~ι. Dans le premier membre, ce coefficient est
nul dans le premier terme, et de la forme dγ{t) dans le second
terme [avec t e k((Y))]. En identifiant, on en deduit que: dγ(ί) =
(n - p)(ba - aβ)Y~ι, et done, puisque n - p > 0, ba = aβ. Si
a = 0, alors, comme dp Φ 0, β Φ 0 et a — 0 on pose c — b/β. Si
β = 0, b = 0 et Γon prend c = a/a. Si a φ 0 et β Φ 0, c =
<z/α = 6//?. Dans les trois cas, on a d = c*dp + ade , ce qui acheve la
demonstration du lemme.

4.5. Demonstration du Theoreme 4.1. Puisque le centre Z de K
est k, il suffit de montrer le theoreme pour les Λ>hautes derivations.
Soit S = {δn)n>o une telle fc-haute derivation. Si

*S est monogene, determinee par la derivation nulle et une suite a
quelconque d'elements de k. Sinon, soit p Γordre de S. La deriva-
tion δp est une ^-derivation de K en appliquant le Theoreme 3.2, il
existe a e k, β e k et e e K tels que δp = a dx + β dy + α ^ .
D'apres le Lemme 4.2(ii), S est equivalente a une haute derivation
Sλ = (<5i5rt)w>o d'ordre /? telle que δ\yP = a - dx + β - dY. On a
montre en [6] que, dans un corps gauche quelconque de caracteristique
nulle, toute haute derivation equivalente a une Z-haute derivation est
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elle-meme une Z-haute derivation. Done ici, S\ est une fc-haute
derivation de K. Appelons δ la ^-derivation a dx + β dγ.

Soit a\ = (fli,i)/>i la suite d'elements de k definie par a\ίP = 1
et a\j = 0 si i φ p. Posons T\ = HD(δ, #i) = (έ/i,π)π>o On a
d\9i = δ\9i pour tout z < p . Appliquons le Lemme 4.4 avec T = S\,
T' = Tι et n = p + I. II existe 6p +i G fc et ^ + 2 Ξ A: tels que
<5j p + 1 = ̂  p+ι+bp+ιδ+ade + 2. La derivation 5 n'etant pas interieure,
le coefficient de δ dans d\jP+\ est a\9p+ι = 0, et done le coefficient
de δ dans le polynόme diίFerentiel formel d\9P+\+ bp+\δ est bp+\.

Soient alors, dans Γanneau de Cohen A = K[[X\ 9 S\]], Γuniformi-
sante X2 = ̂ i +^p+2^f+ 2

? et S 2 = (^2,«)«>o la /c-haute derivation
associee. D'apres le Lemme 4.2(ii), (52,/ = ^i,/ pour z < p , et
^2,p+i = ^i,p+i +bp+ϊδ. On designe par Λ2 = {a2j)i>\ la suite
d'elements de k definie par α 2 > p = 1, <z2,/?+i = i^+i et α 2 j ; = 0
sinon. Soit Γ2 = HD(δ, α2) = (<^2,n)w>o Comme α i ) 7 = α 2 j 7 pour
tout j < p9 et comme a\yP+ι = 0 alors que α 2 > p+i = 6 p + i , on a
^i ,7 = ̂ 2,7 pour tout j < p, et ^ 2 , p + i = ̂ i ,p+i + δ^+i^. Π en resulte
que δij = ̂ 2,/ po^Γ tout z < p + 1. Appliquons alors le Lemme 4.4
avec T = S2, T = T2 et n=p + 2. II existe bp+2 e k et ep+3 e K

tels que δ2iP+2 = d2jP+2 + bp+2δ + ade^ .

Soient alors dans A Γuniformisante X3 = X2 + ep^X^3 et S3 =
(^3,n)n>o la fc-haute derivation associee. D'apres le Lemme 4.2(ii),
<>3,i = δ2J pour tout i < p + 1, et ^3,^+2 = ^3,p+2 + Z?p+2^. Le
coefficient de δ dans d2yP+2 est Λ 2 ) P + 2 = 0, done le coefficient de δ
dans le polynόme differentiel formel δiyP+2 est bp+2. On designe par
a3 = (a2j)i>\ la suite d'elements de k definie par a^>p = 1, a^fP+i =
bp+ι, α 3 > p + 2 = ^ + 2 , et a 3 > i = 0 sinon. Soit Γ3 = i/D((5? α3) =
^ > o Comme α 2 j 7 = a^j pour tout 7 < p + 1, et comme

= 0 alors que <z3>/7+2 = bp+2, on a d 3 j 7 = d2J pour < p + 1 ,
et d 3 ) / 7 + 2 = d2yP+2 + bp+2δ. II en resulte que δ^j = dτ,j pour tout
z < p + 2. On applique ensuite le Lemme 4.4 avec T = £3, T' = T$
et n= p + 3.

En reiterant, on construit ainsi par recurrence:
- une suite b = (/>/)/> 1 d'elements de A:, d'ordre /?, avec bp = 1
- une suite (Xw)«>i d'uniformisantes de A, definie a partir d'une

suite (β|)i>p+2 d'elements de K par la relation:

(4.5.1) Xn = Xrt_! + ep+nXE» pour tout n > 2,

telles que, si Ton appelle, pour tout n > 1:
- 5Λ = (ίΛ,i)i>o la Λ>haute derivation associee a Xn, et



DERIVATIONS ET HAUTES DERIVATIONS 287

- Tn = (dnj)i>o la Λ -haute derivation HD(δ,an) oϋ an =

(<V/)/>o verifie:

( 4 5 2 ) (&n9i = bi sip<i

\ an 9 i = 0 sinon,

<i<p

alors

(4.5.3) δn9i = dn9i pour tout i <p + n.

Posons Γ = i/Z>(<5, b) = (di)i>o. II resulte de (4.5.2) que:

(4.5.4) di = dn9i pour tout n > 1 et tout i <p + n.

Par ailleurs, notons, pour tout n > 1, Xn = Z)/>i^n,/^i (^«,/ ^
ΛΓ; x n ? i = 1). L'egalite (4.5.1) se traduit par:

(4.5.5) xn,i = χn-\,i pour tout n > 2 et tout i <p + n .

Construisons une suite (xΛ)Λ>i d'elements de ^ en posant: X\ = 1,
^2 = ^3 = * * = Xp = 0 (ceci lorsque p > 1), et x p + ί = X|>/H_,- pour
tout i > 1 d'oύ Γon deduit, avec (4.5.5):

(4.5.6) Xi = xn,i pour tout n > 1 et tout i <p + n.

L'uniformisante X = Σ/M^i^i 1 ^e 4̂ est la limite de la suite de
Cauchy {Xn)n>\ > et Γon designe par ^ = (5w)Λ>o la /:-haute derivation
associee, qui est, par construction, equivalente a S. Appliquons le
Lemme 4.2(i) avec m = p + n > 2 (4.5.6) conduit a: 5/ = δnj pour
tout n > 1 et tout / < p + ft - 1, ou encore, avec (4.5.3) et (4.5.4):
Sf = di pour tout ft > 1 et tout / < p + n -1. On conclut que S = T,
et done que S est equivalente a la Λ -haute derivation monogene T,
ce qui acheve la demonstration.
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