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REMPLISSAGE DANS DES RÉSEAUX DE Q-RANG 1 ET
DANS DES GROUPES RÉSOLUBLES

Cornelia Druţu

We prove that for certain solvable groups and for cer-
tain non-uniform irreducible lattices of Q-rank 1 in semisimple
groups of noncompact type without compact factors the order
of the Dehn function is “asymptotically” less than cubic. The
main tool we are using is the asymptotic cone.

1. Introduction.

Dans cet article on étudie l’ordre de la fonction de remplissage dans certains
groupes de Lie et l’ordre de la fonction de Dehn associée à certains groupes
infinis de présentation finie Γ = 〈S|R〉.

La fonction de Dehn dans un groupe de présentation finie, A : N∗ → R, est
l’équivalent combinatoire de la fonction de remplissage définie en géométrie
riemannienne (définition dans la Section 2.2.2). La fonction de Dehn dépend
de la présentation choisie pour le groupe Γ, mais pas son ordre, défini ci-
dessous.

Si deux fonctions réelles f1 et f2 vérifient une relation de type f1(x) ≤
af2(bx+ c) + dx+ e, où a, b, c, d, e sont des constantes positives, on dit que
l’ordre de f1 est au plus l’ordre de f2 et on le note par f1 ≺ f2.

Si f1 ≺ f2 et f2 ≺ f1 on dit que les deux fonctions sont du même or-
dre. La relation même ordre est une relation d’équivalence entre fonctions
numériques.

On rappelle que deux espaces métriques X et Y sont dits quasi-isométri-
ques s’il existe une fonction f : X → Y et des constantes L ≥ 1 et C ≥ 0
telles que:
• 1
L
d(x, y)− C ≤ d(f(x), f(y)) ≤ Ld(x, y) + C

• ∀y ∈ Y, ∃x ∈ X tel que d(y, f(x)) ≤ C.
Une telle fonction f s’appelle une quasi-isométrie.

On a le résultat suivant:

Théorème 1.1 ([Al]). Soient Γ = 〈S|R〉 et Γ′ = 〈S′|R′〉 deux groupes
de présentation finie. Si les espaces métriques (Γ, dw) et (Γ′, d′w) sont quasi-
isométriques (où dw et d′w sont les métriques des mots définies sur Γ et Γ′

relativement aux systèmes de générateurs S et S′, respectivement), alors les
fonctions de Dehn associées aux deux présentations ont le même ordre.
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Ce théorème implique en particulier l’indépendance de l’ordre de la fonc-
tion de Dehn de la présentation choisie pour Γ. L’invariance sous quasi-
isométries de l’ordre de la fonction de Dehn est une des raisons pour lesquelles
celui-ci est intéressant à étudier. Une deuxième raison est que cet ordre
mesure la complexité de l’algorithme des mots.

Dans ce papier on s’intéresse à l’évaluation de l’ordre de la fonction de
Dehn pour des réseaux Γ non-uniformes irréductibles de Q-rang 1 dans des
groupes de Lie semisimples G de R-rang plus grand ou égal à 3 (définition
dans la Section 3.3).

Cas connus: Si Γ est un réseaux non-uniforme irréductible de G et le R-rang
de G est 1, alors la fonction de Dehn est polynômiale de degré 2 ou 3, selon
la classe du groupe unipotent maximal de G ([Gr1] et [Pi]). Si le R-rang de
G est 2, la fonction de Dehn de Γ est exponentielle ([PL]). Si le R-rang de
G est plus grand que 2, on sait seulement que la fonction de Dehn de Γ est
au plus exponentielle ([Gr3], [Le], Corollaire 4.2)

Thurston a conjecturé dans [ECHPT] que SLn(Z), n ≥ 4, a une fonction
de Dehn polynômiale d’ordre 2.

Dans cet article on démontre le résultat suivant :

Théorème 1.2. Soit Γ un réseau non-uniforme irréductible de Q-rang 1
dans un groupe de Lie G, semisimple de R-rang plus grand ou égal à 3, de
centre trivial et sans facteurs compacts. Si Γ vérifie la propriété (Π) (voir
la Section 4 pour la définition de cette propriété), alors :

∀ ε > 0, ∃nε tel que ∀n ≥ nε, A(n) ≤ n3+ε.

Ce théorème entrâıne par exemple un ordre de la fonction de Dehn asymp-
totiquement cubique pour les groupes modulaires de Hilbert des corps des
nombres totalement réels de degré au moins 3 sur Q (Section 3.3). Par
contre, il ne s’applique pas à SL(n,Z), n ≥ 3, qui est de Q-rang n− 1 ≥ 2.

Dans la preuve du théorème 1.2 on part des propriétés fondamentales des
réseaux de Q-rang un. On a d’abord le théorème général suivant:

Théorème 1.3 (Lubotzky-Mozes-Raghunathan, [LMR1], [LMR2]).
Soit G un groupe de Lie semisimple de R-rang plus grand ou égal à 2 muni
d’une métrique invariante à gauche et soit Γ un réseau irréductible de G.
Alors Γ muni d’une métrique des mots est bilipschitz équivalent à Γ muni
de la métrique induite.

Ce théorème permet de remplacer sur Γ la métrique des mots par la
métrique induite, dans l’étude de la fonction de Dehn.
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Soit X = G/K l’espace symétrique associé à G et Y = Γ\X. A indice
fini près on peut supposer que Γ est sans torsion, donc que Y est un espace
localement symétrique. L’espace Y a un nombre fini de bouts, et chaque bout
est une pointe difféomorphe à un produit [0,∞)×C, où C est l’espace total
d’une fibration différentielle de fibre une nil-variété et de base une variété
compacte C∞ ([Bo], §17). Aussi, l’espace Y a un coeur compact Y0 qui est le
quotient par Γ d’un sous-espace X0 de X construit comme le complémentaire
d’une famille dénombrable F d’horoboules ouvertes (Définition 3.3). Si le
Q-rang de Γ est un, ces horoboules sont deux à deux disjointes. Le bord
de X0 est formé par une famille dénombrable ∂F d’horosphères qui sont les
bords des horoboules de F .

Le groupe Γ muni de la métrique induite est quasi-isométrique à X0 muni
de la métrique induite. Ainsi, étudier la fonction de Dehn de Γ revient à
étudier la fonction de remplissage de (X0, dX).

Soit c une courbe lipschitzienne fermée dans X0, de longueur `. Comme
X est à courbure nonpositive et contractile, on peut remplir c en l’écrivant
comme le bord d’un disque D plongé dans X, d’aire au plus c0`

2 (c0 con-
stante universelle). En remplaçant éventuellement le disque par un cylindre
au dessus de c dans une direction régulière, on peut supposer de plus que D
et les horosphères de ∂F sont transverses. On obtient ainsi c comme bord
extérieur d’un disque troué dans X0 et on réduit le problème du remplissage
de c dans X0 au problème du remplissage des courbes dans les horosphères
de ∂F . On ne peut pas utiliser la projection naturelle d’une horoboule sur
une horosphère, car celle-ci peut accrôıtre exponentiellement les aires, or on
cherche un remplissage polynômial. On recourt alors aux cônes asympto-
tiques des espaces métriques considérés.

Le cône asymptotique est un outil d’étude de la géométrie à grande échelle
introduit par M. Gromov ([Gr1], [Gr3]), L. Van den Dries et A. J. Wilkie
([VDW]). On associe à tout espace métrique donné un nouvel espace métri-
que construit avec des méthodes d’analyse non-standard et qui représente
une “image de l’espace métrique donné vu de l’infini”.

Chaque cône asymptotique K de l’espace symétrique X est un immeuble
euclidien épais homogène ([KlL]). On démontre que chaque cône asympto-
tique K0 de X0 est le complementaire d’une famille d’horoboules ouvertes
deux à deux disjointes dans l’immeuble K.

On ramène le problème de l’estimation du remplissage dans X0 au même
problème dans chaque K0 à l’aide d’un critère de remplissage d’ordre poly-
nômial avec les cônes, dû à M. Gromov ([Gr3]) et à P. Papasoglu ([P]), qui
donne un contrôle pour l’ordre de remplissage dans l’espace à partir du rem-
plissage dans les cônes. On donne la version précisée suivante, communiquée
à l’auteur par P. Papasoglu:
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Théorème 1.4. Soit (X, d) un espace métrique géodésique. S’il existe un
a > 0 et un p ∈ R∗ tels que dans chaque cône asymptotique de X on a
A(`) ≤ a`p, alors pour tout ε > 0, il existe un `ε > 0 tel que dans X on a

AX(`) ≤ `p+ε,∀` ≥ `ε.
On montre que le remplissage dans chaque K0 est cubique à partir du fait

que c’est un sous-ensemble de l’immeuble euclidien K et qu’en enlevant des
horoboules de K on fait des trous polytopiques dans ses appartements. On
peut alors utiliser le caractère polynômial de la géométrie euclidienne. On
obtient un théorème général de la forme : si K est un immeuble euclidien de
rang au moins 3 et si R est un ensemble de rayons géodésiques dans K tels
que les horoboules ouvertes Hbo(ρ) déterminées par les rayons ρ ∈ R sont
deux à deux disjointes, alors l’espace

K0 = K \
⊔
ρ∈R

Hbo(ρ)

a un remplissage d’ordre cubique, sous certaines conditions techniques sur
R (théorème 4.1). La preuve de ce théorème comprend deux étapes:

(1) On démontre d’abord quelques résultats généraux sur la forme des
“trous” polytopiques qu’on fait dans les appartements de K en enlevant les
horoboules.

(2) On part d’une courbe quelconque dans K0, qu’on remplace par une
courbe formée d’un nombre fini d’arcs qui se trouvent chacun dans un ap-
partement. On construit, dans une direction régulière, un cylindre au dessus
de cette courbe qui est entièrement contenu dans K0 à partir d’une certaine
hauteur, comparable à la longueur de la courbe. On déforme le cylindre
pour contourner les trous formés en enlevant les horoboules et on obtient
ainsi une surface de remplissage au plus cubique pour la courbe. On peut
voir que l’hypothèse que le rang soit plus grand ou égal à 3 est essentielle
ici, car on ne peut pas contourner des trous dans un plan.

Le Théorème 4.1 implique aussi un remplissage au plus asymptotiquement
cubique pour certains groupes résolubles (Corollaire 4.16). En particulier,
le Corollaire 4.16 s’applique aux groupes résolubles Sol2n−1(α) = Rn oα
Rn−1, n ≥ 3, où α : Rn−1 → G`(n,R) est un morphisme injectif “générique”,
c’est-à-dire tel que son image est, à conjugaison près, un sous-tore dans un
tore maximal orthogonal à l’origine à un vecteur dont toutes les composantes
sont non-nulles. M. Gromov a déjà démontré que le remplissage de ces
groupes est polynômial, sans préciser le degré ([Gr3]).

Le plan de l’article est le suivant:
Dans le deuxième chapitre on définit les cônes asymptotiques, on énonce

le critère de remplissage d’ordre polynômial et on donne une preuve.
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Dans le troisième chapitre on étudie la forme des cônes asymptotiques
pour des réseaux non-uniformes irréductibles de Q-rang 1.

Dans le dernier chapitre on démontre le théorème 4.1 et on conclut que la
fonction de Dehn dans certains réseaux de Q-rang 1 et le remplissage dans
certains groupes résolubles est au plus “asymptotiquement ” cubique, au
sens de la conclusion du Théorème 1.2.

Remerciements.

La source de cet article se trouve dans mon travail de thèse à l’Université
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2. Cône asymptotique.

2.1. Construction.
Dans la construction des cônes asymptotiques on utilise des ultrafiltres

nonprincipaux. Un ultrafiltre nonprincipal est une mesure de probabilité,

ω : P (N)→ {0, 1},

finiment additive, telle que ω(A) = 0,∀A ⊂ N, A finie. On peut aussi le
définir comme la fonction caractéristique d’une partie P ⊂ P (N) qui est
un ultrafiltre au sens de [Bou], I.6.4, et qui contient le filtre de Fréchet,
c’est-à-dire le filtre formé par les complémentaires des ensembles finis.

L’existence des ultrafiltres nonprincipaux est assuré par le théorème de
[Bou], I.6.4, qui dit que tout filtre est contenu dans au moins un ultrafiltre.

Dans un espace topologique (X, τ) on définit la ω-limite d’une suite (an) ⊂
X comme étant un élément a ∈ X tel que pour tout voisinage V de a,
ω(AV ) = 1, où AV = {n ∈ N | an ∈ V }. Si X est séparé la ω-limite est
unique.

Dans les ensembles compacts tout ultrafiltre est convergent ([Bou], I.9.1).
En particulier toute suite numérique bornée a une ω-limite.

Soit (X, d) l’espace métrique auquel on veut associer un cône asympto-
tique. On choisit un ultrafiltre nonprincipal ω, une suite f0 : N → X qu’on
appelle suite des centres d’observation, et une suite numérique (dn) ∈ RN
qu’on appelle suite des scalaires.
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Définition 2.1 ([Gr3]). On pose C = {f : N → X | d(f(n), f0(n)) ≤
cf · dn}. Si on introduit sur C la relation d’équivalence

f ∼ g ⇔ lim
ω

d(f(n), g(n))
dn

= 0,

alors C/ ∼= Conω(X, f0, (dn)) est le ω-cône asymptotique par rapport aux
centres d’observation (f0(n)) et aux scalaires (dn). C’est un espace métrique
avec la métrique

d([f ], [g]) = lim
ω

d(f(n), g(n))
dn

.

Remarque 2.2. Si l’action de Isom(X) sur X a un domaine fondamental
borné, alors pour un ultrafiltre nonprincipal ω et une suite numérique (dn)
fixés, tous les Conω(X, f0, (dn)) avec f0 variable sont isométriques entre eux
et isométriques à Conω(X,x0, (dn)), ω-cône asymptotique avec la suite des
centres d’observation constante égale à x0 ∈ X.

On appelle ensemble limite toute partie A ⊂ Conω(X, f0, (dn)) telle qu’il
existe une suite d’ensembles An ⊂ X telle que A = {[xn];xn ∈ An ω-p.s.}.
On note A = [An].

Lemme 2.3. Soient (X, d) et (Y, δ) deux espaces métriques, A ⊂ X,B ⊂
Y et ϕ : A→ B une isométrie. On pose X ∨ϕ Y = X ∨ Y/x≡ϕ(x) muni de la
métrique D définie par D |X×X= d,D |Y×Y = δ et D(x, y) = infa∈A[d(x, a) +
δ(ϕ(a), y)] si x ∈ X, y ∈ Y .

On a Conω(X ∨ϕ Y ) = ConωX ∨Conω ϕ Conω Y , où
Conω ϕ : Conω A→ Conω B est l’isométrie naturelle induite par ϕ.

Preuve. L’ultrafiltre nonprincipal ω choisit toujours dans une partition finie
de N un seul élément qu’il charge. C’est pourquoi tout [f ] ∈ Conω(X ∨ϕ Y )
se trouve dans ConωX ou dans Conω Y . Si x = [xn] ∈ Conω(X ∨ϕ Y ) se
trouve dans les deux, alors [xn] = [yn], où yn ∈ X et [xn] = [zn], où zn ∈ Y .

Comme [yn] = [zn], limω
D(yn,zn)

dn
= 0, ce qui implique qu’il existe une suite

an dans A telle que limω(d(yn, an) + δ(ϕ(an), zn))/dn = 0. Alors limω
d(yn,an)

dn

= 0 et limω
δ(zn,ϕ(an))

dn
= 0, d’où [yn] = [an] ∈ Conω A, [zn] = [ϕ(an)] =

Conω B.

On peut trouver d’autres propriétés et des exemples de cônes asympto-
tiques dans [Gr3], [VDW], [KL], [KlL].
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2.2. Remplissage polynômial et cône asymptotique.
2.2.1. Fonction de remplissage riemannienne.

Soit V une variété riemannienne et c : S1 → V une courbe différentiable
par morceaux. On appelle surface qui remplit la courbe c une application
σ : D2 → X, différentiable à l’exception d’un ensemble négligeable de points
telle que σ |S1= c. On appelle aire de remplissage de c, et on note A(c), le
minimum des aires des surfaces qui remplissent c.

On définit la fonction de remplissage pour tout ` > 0 par

A(`) = sup{A(c) | c courbe de longueur ≤ `}.
2.2.2. Fonction de Dehn dans un groupe.

On dispose d’une notion analogue dans la théorie des groupes, la fonction
de Dehn. Si Γ = 〈S|R〉 est un groupe de présentation finie, la fonction de
remplissage, appelée aussi la fonction de Dehn, se définit comme suit. Soit
FS le groupe libre engendré par S et π la projection canonique de FS sur Γ.
Si g est un mot de FS tel que π(g) = e (donc g est une courbe dans le graphe
de Cayley associé à Γ) on définit l’aire de g,A(g), comme le plus petit N

tel que g =
N∏
i=1

γiriγ
−1
i , γi ∈ FS, ri ∈ R ∪R−1.

On définit la fonction de Dehn associée au groupe pour tout n ∈ N∗ par

A(n) = sup{A(g) | g ∈ FS mot de longueur ≤ n, π(g) = e}.
D’après le Théorème 1.1, l’ordre de la fonction de Dehn ne dépend pas de la
présentation du groupe.

2.2.3. Fonction de remplissage dans un espace métrique.
On peut définir une notion de fonction de remplissage dans un espace

métrique général, X, qu’on suppose géodésique pour simplifier les raison-
nements. Pour cela, on considère une courbe lipschitzienne fermée c, de
longueur finie `. On suppose qu’elle est paramétrée proportionnellement à
la longueur de l’arc, c : S1 → X.

Soit D2 le disque unité du plan de bord S1.
• On considère une partition quelconque, ℘, de D2 en des polygones

homéomorphes au disque. On appelle partition de c dans X l’image par une
application injective π de l’ensemble des sommets de ℘ (qu’on note toujours
℘), telle que π|S1∩℘ = c|S1∩℘. On peut joindre dans X par des arcs géodé-
siques les paires de points qui sont des images de sommets de ℘ joints par
une arête. On obtient ainsi le même nombre de contours que dans ℘.
• On appelle maille de la partition π, et on la note Mesh π, la longueur

maximale des contours qui forment la partition.
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On définit Mesh(c, ν) = inf{Mesh(π) | π : ℘→ X,℘ partition de D2 en ν
parties, π |S1= c}.

Soit c une courbe lipschitzienne fermée. On note P (c, δ) le ν minimal tel
que Mesh(c, ν) ≤ δ.

Pour ` > δ, on note P (`, δ) = sup {P (c, δ); c courbe lipschitzienne de
longueur ≤ `}.

On suppose que l’espace X vérifie la propriété:

(Pδ′0) P (`, δ) < +∞,∀` ≥ δ ≥ δ′0
et on considère δ′′0 le minimum des δ′0 pour lesquels on a cette propriété, et
δ0 = max{1, δ′′0}. Alors il n’est pas difficile de voir que pour tous δ1, δ2, et `
tels que δ0 ≤ δ1 ≤ δ2 < ` on a:

P (`, δ2) ≤ P (`, δ1) ≤ P (`, δ2) · P (2δ2, δ1).

Notations. Désormais on suppose que les espaces métriques considérés
dans cette section vérifient une propriété de type (Pδ′0) et on prend toujours
le minimum δ′′0 des δ′0 et δ0 = max{1, δ′′0}.

Définition 2.4. Pour un δ ≥ δ0 on définit la δ-aire d’une courbe lips-
chitzienne fermée c par Aδ(c) = P (c, δ). De même, on définit la δ-fonction
de remplissage par

Aδ(`) = P (`, δ) ∀` ≥ δ.
D’après la remarque précédente, toute fonction de remplissage définie pour
un δ ≥ δ0 a le même ordre que Aδ0 .

On appelle alors Aδ0 la fonction de remplissage de l’espace X.

Remarque 2.5. Si f : X → Y est une application L-bilipschitzienne
(c’est-à-dire telle que f et f−1 sont L-lipschitziennes), alors les fonctions
de remplissage des espaces X et Y ont le même ordre. Plus précisément:

AYLδ

(
`

L

)
≤ AXδ (`) ≤ AYδ

L
(L`), ∀δ ≥ L · δY0 .

Remarque 2.6. (1) Soit Γ un groupe de présentation finie. On fixe une
présentation Γ = 〈S|R〉. La fonction de Dehn associé à cette présentation,
A(n), est du même ordre que la δ-aire Aδ(n) dans le graphe de Cayley X
de Γ. Ceci n’est pas difficile à voir si à partir de la présentation 〈S|R〉 on
construit une présentation où tous les éléments de R sont de longueur 3,
en ajoutant des générateurs. Dans la nouvelle présentation 〈S′|R′〉 on a
A′(n) = A3(n) et on applique le Théorème 1.1.
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(2) Si X = V est une variété riemannienne avec un groupe d’isométries qui
agit avec domaine fondamental compact, il est facile de voir que la fonction
de remplissage riemannienne et la fonction de remplissage métrique ont le
même ordre.

2.2.4. Contrôle des ordres de remplissage par les cônes asympto-
tiques.

Le théorème suivant a été communiqué à l’auteur par P. Papasoglu et
précise un résultat de [Gr3] et [P].

Théorème 2.7. Soit (X, d) un espace métrique géodésique. S’il existe un
a > 0 et un p ∈ R∗ tels que dans chaque cône asymptotique de X on a

A1(`) ≤ a`p, ∀` ≥ 1,

alors:
(i) L’espace (X, d) vérifie une propriété de type (Pδ′0). Soit AX(`) = AXδ0(`)

la fonction de remplissage de X.
(ii) Pour tout ε > 0, il existe un `ε > 0 tel que dans X on a

AX(`) ≤ `p+ε,∀` ≥ `ε.

Preuve. D’abord on transforme l’hypothèse de la manière donnée dans le
lemme ci-dessous:

Lemme 2.8. Soit X un espace métrique géodésique. Pour tout p ∈ R∗ les
deux propriétés suivantes sont équivalentes:
(a) ∃a > 0 tel que dans chaque cône asymptotique de X on a:

A1(`) ≤ a`p, ∀` ≥ 1;

(b) ∃a > 0 tel que dans chaque cône asymptotique de X on a:

P (`, `/m) ≤ amp,∀m ∈ N∗,m ≥ 2.

Preuve du lemme. L’implication (b) ⇒ (a) est évidente.
Pour démontrer (a)⇒ (b) il suffit de voir que l’application

Iλ : Conω(X, (dn), f0)→ Conω(X, (λdn), f0), Iλ([xn]) = [xn]

est une homothétie.

On utilise aussi le lemme suivant:
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Lemme 2.9. Si dans un espace géodésique X il existe un M ∈ N,M ≥ 2,
tel que P (`, `/M) est uniformément majoré par un ν0 ∈ N∗ pour tout ` plus
grand qu’un `0, alors
(1) L’espace (X, d) vérifie une propriété de type (Pδ′0). Soit AX(`) = AXδ0(`)

la fonction de remplissage de X.
(2) On a AX(`) ≤ C`α pour ` ≥ `0, où α = ln ν0

lnM
et C est une constante.

Preuve du lemme. Soit c une courbe lipschitzienne de longueur ≤ `. On a
une partition de c en ν0 parties de maille au plus `

M
. Si la maille est aussi

plus petite ou égale à `0 on arrête. Sinon on partitionne chaque élément de
la partition encore en ν0 parties. On a donc une ν2

0 -partition de la courbe c
de maille ≤ `

M2 . Si la maille est plus petite ou égale à `0 on arrête, sinon on
continue. Dans le pire des cas on va s’arrêter après d pas, d ∈ N∗ minimal
tel que

`

Md
≤ `0 ⇐⇒ d ≥ logM

`

`0
.

Donc d =
[
logM

`
`0

]
+ 1. D’où

P (`, `0) ≤ νd0 ≤ C ′ν logM `
0 = C ′`α, α =

ln ν0

lnM
.

Pour tout ` ≥ δ ≥ `0 on a P (`, δ) ≤ P (`, `0) < ∞. Alors X vérifie une
propriété de type (Pδ′0) avec un δ′0 plus petit que `0. Soit δ′′0 le minimum des
δ′0 et δ0 = max{1, δ′′0}.

On déduit alors que

AX(`) = P (`, δ0) ≤ P (2`0, δ0) · P (`, `0) ≤ C`α,

si 2`0 ≥ δ0 ou
AX(`) = P (`, δ0) ≤ P (`, `0) ≤ C ′`α,

si 2`0 < δ0.

Démonstration du Théorème 2.7. On démontre que (b) implique que dans
l’espace X pour tout m ∈ N∗,m ≥ 2, il existe un `0 = `0(m) tel que

P (`, `/m) ≤ a′mp,∀` ≥ `0, où a′ = a2p.

On raisonne par l’absurde et on suppose qu’il existe un m ≥ 2 et une suite
de courbes lipschitziennes fermées (cn) de longueurs `n →∞ telles que

P (cn, `n/m) > a′mp.
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Alors, si on note ν = a′mp, Mesh (cn, ν) > `n
m

.
On prend la suite de centres d’observation f0(n) ∈ cn(S1), et la suite de

scalaires (`n), et dans Conω(X, f0, (`n)), la suite des courbes (cn) donne une
courbe c de longueur 1 telle que Mesh(c, ν) ≥ 1

m
. D’autre part, d’après (b),

Mesh (c, ν) ≤ 1
2m

, d’où une contradiction. Alors pour tout m ≥ 2 il existe
un `0 = `0(m) tel que

P (`, `/m) ≤ a′mp,∀` ≥ `0.

On applique le Lemme 2.9 pour un m et ν0 = a′mp, et il vient

A(`) ≤ C`α, ∀` ≥ `0(m), où α =
ln(a′mp)

lnm
=

ln a′

lnm
+ p.

Pour tout ε > 0 fixé, si on prend m suffisamment grand on peut rendre α
plus petit que p+ ε

2
. Pour `0 suffisamment grand on a aussi C ≤ ` ε2 .

Donc on a A(`) ≤ `p+ε.

3. La géométrie asymptotique d’un réseau de Q-rang 1.

3.1. La géométrie des espaces à courbure nonpositive.
Soit (X, d) un espace métrique CAT (0) et soit ∂∞X son bord à l’infini

[B]. Pour chaque x ∈ X et chaque α ∈ ∂∞X il existe un rayon géodésique
unique rα tel que rα(0) = x et rα(∞) = α. Dans la suite on va utiliser la
notation [x, α) pour un tel rayon.

Dans un espace CAT (0) on peut définir une notion d’angle. Pour deux
segments géodésiques [x, a] et [x, b] on considère le triangle de comparaison
x̃ãb̃, c’est-à-dire le triangle plan qui a les mêmes longueurs des arêtes que le
triangle géodésique xab dans X. On note <̃x(a, b) l’angle qu’on obtient au
sommet x̃.

On définit l’angle formé par les segments ou les rayons géodésiques [x, a)
et [x, b) en x, a, b ∈ X t ∂∞X, par

<x (a, b) = lim
t,s→0

<̃x(at, bs),

où at est le point de [x, a) situé à distance t de x.
On définit une métrique sur ∂∞X, qu’on appelle la métrique de Tits, par

dT (α, β) = sup
x∈X

<x (α, β), ∀α, β ∈ ∂∞X.
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3.2. Espaces symétriques et immeubles.
Dans cet article on adopte la manière géométrique de définir des im-

meubles introduite dans [KlL].
Si X est un espace symétrique de type non-compact ou un immeuble

euclidien de rang plus grand ou égal à 2, alors son bord à l’infini, ∂∞X,
muni de la métrique de Tits est un immeuble sphérique ([Mo], Chap. 15
et 16, ou [BGS], Appendix 5). Ses appartements sont les bords à l’infini
des plats maximaux. Les chambres de ∂∞X, qui sont les bords à l’infini
des chambres de Weyl de X, sont tous isométriques à une même chambre
sphérique modèle ∆.

En général, si Σ est un immeuble sphérique de rang r, on appelle marquage
de Σ une application φ : V → I, où V est l’ensemble des sommets de Σ et I
est un ensemble de cardinal r, telle que la restriction de φ à l’ensemble des
sommets d’une chambre est une bijection. Tout immeuble sphérique admet
un marquage ([Br], IV.1, Proposition 1). En particulier le bord à l’infini
∂∞X d’un immeuble euclidien ou d’un espace symétrique X. En utilisant
ce marquage, on peut définir une projection p : ∂∞X → ∆ sur la chambre
sphérique modèle ([KlL], [Dr]).

Définition 3.1. Un rayon géodésique r ⊂ X est dit singulier ou régulier
si r(∞) est un point singulier ou régulier de l’immeuble sphérique ∂∞X,
c’est-à-dire si p(r(∞)) ∈ ∂∆ ou p(r(∞)) ∈ Int ∆, respectivement.

SiX est un espace symétrique de type non-compact etG est la composante
connexe de l’identité de son groupe d’isométries, à chaque point du bord
α ∈ ∂∞X on peut associer un sous-groupe P (α) ⊂ G qui le fixe, c’est-à-dire
qui fixe la classe de rayons asymptotes qui représente α. On appelle P (α) le
sous-groupe parabolique associé à α. Son radical unipotent U(α) s’appelle le
sous-groupe unipotent associé à α.

Parfois, quand on va considérer un rayon r dans l’espace symétrique, on
va utiliser aussi les notations P (r) et U(r) pour les sous-groupes parabolique
et unipotent associés à r(∞).

Si X est un immeuble euclidien, en chaque point x ∈ X on peut définir
l’espace de directions au point x dans X, ΣxX, qui est formé par les classes
d’équivalence des segments géodésiques issus de x par rapport à la relation
d’équivalence “angle nul en x”. On note xa la classe correspondant au
segment [x, a], et on l’appelle la direction de [x, a] en x. De même, on
note xα la classe du rayon [x, α), α ∈ ∂∞X.

L’espace ΣxX muni de la métrique donnée par dx(xa, xb) =<x (a, b) est
un immeuble sphérique ayant comme appartements les ensembles Fx = {xa |
[x, a] ⊂ F}, où F est un appartement de X qui passe par x. Les chambres
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sont de la forme Wx = {xa | [x, a] ⊂W}, où W est une chambre de Weyl de
sommet x. De même pour les plats singuliers et les murs ([KlL], §4).

L’immeuble ΣxX a le même complexe de Coxeter modèle S et la même
chambre modèle ∆ que ∂∞X. On peut donc définir une projection px :
ΣxX → ∆. De plus, si cette projection est compatible avec p : ∂∞X → ∆
sur une chambre, c’est-à-dire s’il existe une chambre W ⊂ ∂∞X telle que
px(xα) = p(α), ∀α ∈ W, alors les deux projections sont compatibles partout
: px(xα) = p(α), ∀α ∈ ∂∞X.

Désormais on suppose que dans tout immeuble euclidien X, pour un mar-
quage fixé sur ∂∞X, le marquage sur chaque ΣxX est choisi pour avoir la
compatibilité entre les deux projections px et p, et ceci pour tout x ∈ X.
Pour un rayon [x, α) ⊂ X on appelle la valeur commune de px(xα) et de
p(α) la direction du rayon.

3.3. Généralités sur les réseaux de Q-rang 1.
On rappelle la définition d’un réseau dans un groupe de Lie et du Q-rang

des réseaux dans des groupes de Lie semisimples.
Soit G un groupe de Lie. Un réseau dans G est un sous-groupe discret Γ

tel que Γ\G admet une mesure finie G-invariante.
Soit G un groupe semisimple connexe de centre trivial et sans facteurs

compacts. Un réseau Γ de G s’appelle réseau arithmétique s’il existe un
Q-groupe algébrique semisimple H et un morphisme surjectif φ : H0

R → G
de noyau compact tel que Γ soit commensurable à φ(HZ ∩ H0

R), où HZ est
l’ensemble des points entiers de H et H0

R est la composante connexe de
l’identité dans l’ensemble des points réels de H.

On a le théorème d’arithméticité suivant, dû à G. A. Margulis:

Théorème 3.2 ([Ma], [Zi]). Soit G un groupe semisimple connexe de
centre trivial et sans facteurs compacts. Si le R-rang de G est plus grand ou
égal à 2, alors tout réseau irréductible de G est arithmétique.

Supposons que G est un groupe semisimple vérifiant toutes les hypothèses
du théorème précédent. On définit le Q-rang d’un réseau irréductible Γ dans
G comme étant le Q-rang du Q-groupe algébrique H associé à Γ par le
théorème d’arithméticité. On remarque qu’en général la seule relation entre
le Q-rang du réseau Γ et le R-rang du groupe de Lie semisimple ambient G
est que le premier est plus petit ou égal au deuxième.

Par exemple, tous les réseaux irréductibles Γ dans des groupes semisimples

G =
k∏
i=1

Gi ayant au moins un facteur de R-rang 1 sont des réseaux de Q-

rang 1 ([Pr], Lemme 1.1). Les groupes modulaires de Hilbert sont des tels
réseaux. Soit K un corps de nombres totalement réel de degré n sur Q.
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Alors on a n plongements différents de K dans R au dessus de Q, σi : K →
R, i ∈ {1, 2, . . . n}. Soit ϑK l’anneau des entiers algébriques de K. Le groupe
ΓK = PSL(2, ϑK) s’appelle le groupe modulaire de Hilbert du corps K. Le
groupe ΓK peut être plongé à l’aide des plongements σi comme un réseau
irréductible de PSL(2,R)×PSL(2,R)×· · ·×PSL(2,R) (n fois), donc c’est
un réseau de Q-rang un ([VG], Chapitre 1).

Soit Γ un réseau irréductible deQ-rang 1 dans un groupe de LieG semisim-
ple de R-rang plus grand ou égal à 2. On étudie la géométrie à grande
échelle de Γ. On rappelle d’abord les notions d’horosphère et d’horoboule.
Soit (X, d) un espace métrique CAT (0) et r ⊂ X un rayon géodésique. La
fonction de Busemann associée au rayon r est la fonction

fr : X → R, fr(x) = lim
t→∞( d(x, r(t))− t ).

Si r1 et r2 sont deux rayons asymptotes, alors fr1 − fr2 est une fonction
constante ([BH], Chapitre 2). Donc la famille d’ensembles de niveau {x ∈
X | fr(x) ≤ a} et la famille d’hypersurfaces de niveau {x ∈ X | fr(x) = a}
de la fonction de Busemann ne dépendent pas du rayon r mais seulement de
son point à l’infini α = r(∞).

Définition 3.3. On appelle horoboule centrée en α un ensemble de niveau
de la fonction de Busemann. On appelle horosphère centrée en α une hy-
persurface de niveau de la fonction de Busemann. On appelle l’ensemble
{x ∈ X | fr(x) < a} horoboule ouverte centrée en α.

On note Hb(r) l’horoboule {x ∈ X | fr(x) ≤ 0} et on l’appelle l’horoboule
déterminée par le rayon r. De même, on note Hbo(r) = {x ∈ X | fr(x) < 0},
qu’on appelle l’horoboule ouverte déterminée par r et H(r) = {x ∈ X |
fr(x) = 0}, qu’on appelle l’horosphère déterminée par r.

A l’aide des horoboules on construit un sous-espace X0 de X sur lequel Γ
agit avec domaine fondamental compact.

Théorème 3.4 ([Ra], Th. 13.12, [Pr], Prop. 2.1). Soit Γ un réseau ir-
réductible de Q-rang 1 d’un groupe semisimple G. Dans l’espace symétrique
X = G/K associé à G, il existe des rayons r1, r2, . . . , rk tels que
(1) Hb(γri) ∩Hb(rj) = ∅ si i 6= j, γ ∈ Γ ou i = j, γ /∈ Γ ∩ U(ri).

(2) le quotient Γ\X0 de l’espace X0 = X \
k⊔
i=1

⋃
γ∈Γ

γHbo(ri) est compact.

On appelle X0 l’espace associé à Γ.
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Proposition 3.5 ([Dr], Proposition 5.5). Soit Γ un réseau irréductible
de Q-rang 1 dans un groupe semisimple G de R-rang plus grand ou égal à 2,
et soit X = G/K l’espace symétrique associé à G. Si R = {r1, r2, . . . rk} est
l’ensemble de rayons associées à Γ dans le Théorème 3.4, alors:
(a) pour tout i, j ∈ {1, 2, . . . k} et γ ∈ Γ, γri(∞) et rj(∞) sont des points

opposés ou égaux dans l’immeuble sphérique ∂∞X.
(b) p({γri(∞) | γ ∈ Γ, i ∈ {1, 2, . . . , k}}) est un point, qu’on va noter θ

(ici p est la projection de l’immeuble sphérique ∂∞X sur la chambre
sphérique modèle).

On appelle θ la direction associée à Γ.
On peut faire, sur la position de θ dans ∆, l’affirmation suivante:

Proposition 3.6 ([Dr], Proposition 5.7). Soit r ∈ {γri | i ∈ {1, 2, . . . k},
γ ∈ Γ}, r = exp tV (r(0)), où V est un vecteur de l’algèbre de Lie g du
groupe G. Soit a une sous-algèbre R-diagonalisable maximale de g qui con-
tient V et π = {λ1, λ2, . . . λn} le système fondamental de racines associé à
une chambre de Weyl qui contient V . Si π = π1 t π2 est une décomposition
en systèmes orthogonaux de racines, on ne peut pas avoir µ(V ) = 0 pour
tout µ dans π1.

Corollaire 3.7. Si un groupe de Lie semisimple G se décompose en un
produit G = G1 × G2 × . . . × Gm, rangRGi = 1, et si Γ est un réseau
irréductible de G, alors θ, la direction associée à Γ, est un point régulier.

Remarque 3.8. On peut préciser le résultat précédent dans le cas des
groupes modulaires de Hilbert. Soit K un corps de nombres totalement réel
de degré n sur Q, et soit ΓK son groupe modulaire de Hilbert, qu’on peut
voir comme réseau irréductible de G = PSL(2,R)n. L’espace symétrique
associé à G est X = H2 ×H2 × · · · ×H2 (n fois).

La chambre sphérique modèle de ∂∞X est un quadrant de la sphère
Sn−1 et la direction associée à ΓK est le barycentre de ce quadrant ([VG],
Chapitre 1).

3.4. Le cône asymptotique d’un réseau de Q-rang 1.
3.4.1. Le cône asymptotique d’un espace symétrique.

Les définitions des notions de la théorie des immeubles qu’on utilise dans
la suite peuvent être trouvées dans [KlL] ou [Dr].

Si X est un espace symétrique irréductible de rang plus grand ou égal à
2, son bord à l’infini muni de la métrique de Tits est un immeuble sphérique
irréductible ℵ1-épais ([Mo], Chapitres 15 et 16, ou [BGS], Appendix 5).

Théorème 3.9 ([KlL]). Tout cône asymptotique K d’un espace symétri-
que X irréductible de rang plus grand ou égal à 2 est un immeuble euclidien
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irréductible homogène ℵ1-épais qui a comme appartements des plats qui sont
des ensembles limites provenant de suites de plats maximaux de X. De
même, les plats singuliers, les chambres de Weyl et leurs murs, les polytopes
de Weyl de K sont des ensembles limites de suites d’objets du même type
dans l’espace X. Ceci implique en particulier que ∂∞K et ∂∞X ont le même
complexe de Coxeter modèle.

La structure d’immeuble euclidien de K détermine une structure d’im-
meuble sphérique sur ∂∞K et le complexe de Coxeter modèle de ∂∞K est
le même que celui de ∂∞X. On note S ce complexe de Coxeter. Si on fixe
un marquage sur ∂∞X, celui-ci induit un marquage sur ∂∞K, et on a une
projection P : ∂∞K→ ∆, où ∆ est la même chambre modèle que pour ∂∞X.
Le complexe de Coxeter modèle S a un marquage compatible avec les deux
marquages sur ∂∞X et sur ∂∞K, et on a aussi une projection pS : S → ∆.

3.4.2. Le cône asymptotique d’un réseau.

On considère un réseau non-uniforme irréductible Γ de Q-rang 1 dans un
groupe G semisimple de R-rang plus grand ou égal à 2. D’après le Théorème
1.3 et le Théorème 3.4, les cônes asymptotiques de (Γ, dw), où dw est une
métrique des mots, sont bilipschitz équivalents aux cônes asymptotiques de
X0 muni de la métrique induite, donc en vue d’appliquer le Théorème 2.7 il
suffit d’étudier ces cônes de X0. On fixe un point d’observation x0 ∈ X0 et
une suite de scalaires (dn) qu’on ne mentionnera plus dans la suite. Étudier
des cônes asymptotiques avec centre d’observation fixé est suffisant dans ce
cas, d’après la Remarque 2.2.

On essaie d’obtenir ConωX0 à partir de ConωX, par une construction
géométrique. Avec les notations du Lemme 2.3, on peut écrire

X = X0 ∨ϕ
k⋃
i=1

⋃
γ∈Γ

Hb(γri), où

ϕ = id :
k⋃
i=1

⋃
γ∈Γ

H(γri)→
k⋃
i=1

⋃
γ∈Γ

H(γri).

Alors:

ConωX = ConωX0 ∨φ Conω

 k⋃
i=1

⋃
γ∈Γ

Hb(γri)

 ,
où φ est l’identité sur Conω

 k⋃
i=1

⋃
γ∈Γ

H(γri)

 .
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On a

Conω

 k⋃
i=1

⋃
γ∈Γ

Hb(γri)


=

[xn];xn ∈
k⋃
i=1

⋃
γ∈Γ

Hb(γri), d(x0, xn) ≤ cdn


=
k⋃
i=1

[xn];xn ∈
⋃
γ∈Γ

Hb(γri), d(x0, xn) ≤ cdn
 (puisque ω choisit toujours

une seule parmi un nombre fini de possibilités) =
k⋃
i=1

⋃
(γn)t.q.

d(e,γn)≤Cdn

[Hb(γnri)].

Soit C = {(γn) ∈ ΓN | d(e, γn) ≤ Cdn}. Soit Γi = Γ∩U(ri) et πi : Γ→ Γ/Γi.
On introduit la relation d’équivalence:

(γn) ∼i (γ′n)⇔ πi(γn) = πi(γ′n) ω − presque sûrement.

On a alors la projection Πi : C → C/ ∼i= Qi. On choisit Si ⊂ C tel que
Πi |Si : Si → Qi est une bijection. Il n’est pas difficile de voir que⋃

(γn)∈C
[Hb(γnri)] =

⋃
(γn)∈Si

[Hb(γnri)].

De même Conω

 k⋃
i=1

⋃
γ∈Γ

H(γri)

 =
k⋃
i=1

⋃
(γn)∈Si

[H(γnri)], donc

(3.1) ConωX = ConωX0 ∨φ
k⋃
i=1

⋃
(γn)∈Si

[Hb(γnri)].

L’ensemble limite [γnri] est un rayon ρ dans ConωX.

Proposition 3.10 ([Dr], Lemme 4.2). Soit X un espace métrique géodé-
sique CAT(0). Soit (rn)n∈N une suite de rayons dans X. Soit Conω(X, (xn),
(dn)) un cône asymptotique quelconque de X et soit ρ = [rn] le rayon limite.
On note fρ la fonction de Busemann de ρ dans Conω(X, (xn), (dn)) et frn la
fonction de Busemann de rn dans (X, 1

dn
d). Alors on a les égalités suivantes

lim
ω
frn(yn) = fρ(y), ∀y = [yn],(a)

[Hb(rn)] = Hb(ρ), ρ = [rn],(b)

[H(rn)] = H(ρ).(c)
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D’après (3.1) et la Proposition 3.10 on a ConωX = ConωX0∨φ
⋃
ρ∈R

Hb(ρ),

où R = ∪ki=1Ri et Ri est l’ensemble des rayons ρ = [γnri], (γn) ∈ Si, et
φ = id :

⋃
ρ∈R

H(ρ)→
⋃
ρ∈R

H(ρ).

On peut déduire:

Proposition 3.11. Le cône asymptotique de l’espace X0 associé à Γ s’obti-
ent comme:

(3.2) ConωX0 = ConωX \
⊔
ρ∈R

Hbo(ρ),

où R = ∪ki=1Ri et Ri est l’ensemble des rayons ρ = [γnri], (γn) ∈ Si.

Preuve. Il reste à voir si les horoboules ouvertes qui apparaissent au (3.2)
sont disjointes. Soit x = [xn] ∈ Hbo(ρ1), ρ1 ∈ R. On montre que x 6∈
Hbo(ρ2),∀ρ2 ∈ R \ {ρ1}. On a ρ1 = [rn], ρ2 = [r′n] et l’hypothèse ρ1 6=
ρ2, ρ1, ρ2 ∈ R, implique que rn et r′n sont non-asymptotiques ω-presque
sûrement. Ceci et le Théorème 3.4 (1) impliquent que Hb(rn) ∩Hb(r′n) = ∅
ω-presque sûrement.

Si x ∈ Hbo(ρ1) alors fρ1(x) = −a < 0, ce qui, d’après la Proposi-
tion 3.10 (a), implique que frn(xn) < −a

2
ω-p.s. D’autre part, comme

Hb(rn) ∩Hb(r′n) = ∅ ω-presque sûrement, fr′n(xn) ≥ 0 ω-presque sûrement.
La Proposition 3.10 (a) permet à nouveau de conclure que fρ2(x) ≥ 0 et
donc que x ne se trouve pas dans l’horoboule ouverte Hbo(ρ2).

Désormais on note K = ConωX et K0 = ConωX0. Avec cette notation
et ce qu’on vient de démontrer, on peut reécrire

(3.3) K0 = K \
⊔
ρ∈R

Hbo(ρ).

On fixe un marquage sur ∂∞X. Soit p : ∂∞X → ∆ la projection associée
à ce marquage. On a aussi un marquage induit sur ∂∞K, et la projection
associée P : ∂∞K → ∆. Soit S le complexe de Coxeter modèle commun
de ∂∞X et de ∂∞K et soit pS : S → ∆ la projection associée au marquage
compatible aux deux marquages précédents.

Si (rn) est une suite de rayons dans X telle que p(rn(∞)) = θ, ∀n, le rayon
limite ρ = [rn] satisfait P (ρ(∞)) = θ. Alors la Proposition 3.5 implique que
P ({ρ(∞) | ρ ∈ R}) = θ, où R est l’ensemble de rayons de (3.3), et que pour
deux rayons distincts de R, ρ1 et ρ2, ρ1(∞) et ρ2(∞) sont opposés.
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4. Une estimation pour la fonction de remplissage.

Soit Γ un réseau irréductible de Q-rang 1 dans un groupe semisimple G de
R-rang plus grand ou égal à 3. Soit X = G/K l’espace symétrique associé à
G et soit S le complexe de Coxeter modèle de l’immeuble sphérique ∂∞X.

Dans tout ce chapitre on suppose que la direction associée θ vérifie la
propriété suivante:

(Π) Pour tout x ∈ S tel que pS(x) = θ, il n’y a aucun plat singulier Φ
orthogonal à x, c’est-à-dire tel que dS(x, y) = π

2
,∀y ∈ Φ.

Par exemple les groupes modulaires de Hilbert vérifient cette propriété
d’après la Remarque 3.8. On peut trouver dans l’article de Tits ([Ti2]),
qui donne une classification des Q-structures sur les groupes semisimples
irréductibles, des exemples de réseaux de Q-rang un qui ne la vérifient pas.

On essaie de trouver une estimation pour la fonction de Dehn de tels
réseaux en appliquant le Théorème 2.7. Il suffit donc de majorer l’ordre de
la fonction de remplissage pour les cônes asymptotiques Conω(X0, d) de X0

avec la métrique induite, qui sont de la forme (3.3).
On a le résultat suivant:

Théorème 4.1. Soient K un immeuble euclidien de rang au moins 3,
∂∞K son bord à l’infini, qui est un immeuble sphérique, et P : ∂∞K → ∆
la projection de cet immeuble sphérique sur une chambre modèle ∆. Soit
θ ∈ ∆ un point qui vérifie la propriété (Π). Soit R un ensemble de rayons
géodésiques dans K tels que P ({ρ(∞) | ρ ∈ R}) = θ et Hbo(ρ1)∩Hbo(ρ2) =
∅, ∀ρ1, ρ2 ∈ R, ρ1 6= ρ2.

Posons
K0 = K \

⊔
ρ∈R

Hbo(ρ).

On suppose que par tout point x ∈ K0 passe un appartement entierement
contenu dans K0. Alors la 1-fonction de remplissage (Définition 2.4) de K0

satisfait
A1(`) ≤ C · `3, ∀` > 0,

où C est une constante qui ne dépend que de θ.

La preuve de ce théorème se fait en plusieurs étapes.

4.1. Remplissage des courbes dans des intersections d’apparte-
ments avec des horosphères.

Puisque K0 s’obtient en enlevant des horoboules ouvertes de K, qui est
un immeuble euclidien, on étudie dans la suite la forme que peut avoir
l’intersection d’un appartement avec une horoboule dans un immeuble eu-
clidien.
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On a d’abord un résultat général:

Proposition 4.2. Dans un immeuble euclidien de rang plus grand ou égal
à 2, l’intersection entre une horoboule Hb(ρ) et un appartement F est un
polytope convexe dans F .

Preuve. On introduit comme outil le rayon ρ0 défini comme suit:
• si ρ a une direction régulière, ρ0 = ρ,
• si ρ a une direction singulière, on choisit une chambre de Weyl de sommet

ρ(0) qui contient ρ et un rayon régulier ρ0 dans cette chambre.
D’après le Lemme 3.2 de [Dr], ρ0(∞) a des opposés α0

1, α
0
2, . . . , α

0
k dans

F (∞). Pour chaque i ∈ {1, 2 . . . , k}, il existe un appartement unique F i

tel que ρ0(∞), α0
i ∈ F i(∞) et on a F =

k⋃
i=1

[F i ∩ F ]. Chaque F i ∩ F est un

polytope de Weyl convexe [KlL].

D’autre part, Hb(ρ) ∩ F =
k⋃
i=1

[Hb(ρ) ∩ F i ∩ F ]. Mais Hb(ρ) ∩ F i est un

demi-appartement, donc Hb(ρ) ∩ F i ∩ F est toujours un polytope convexe.

Alors
k⋃
i=1

[Hb(ρ) ∩ F i ∩ F ] est une reunion de polytopes convexes et aussi

un ensemble convexe, donc c’est un polytope convexe.

Proposition 4.3. Soit K un immeuble euclidien de rang plus grand ou
égal à 2 et soit S le complexe de Coxeter modèle associé à l’immeuble sphérique
∂∞K. Soit ρ un rayon dont la direction θ vérifie la propriété (Π). Pour tout
appartement F de K tel que F ∩H(ρ) 6= ∅, F ∩H(ρ) est une hypersurface
polytopique qui vérifie les propriétés suivantes:

(P1) Si x et y sont des points de F ∩H(ρ), on peut trouver dans F ∩H(ρ)
une ligne polygonale L(x, y) entre x et y, contenue dans un plan de F ,
telle que

long L(x, y) ≤ kd(x, y),

où k est une constante qui ne dépend que de θ et de S.
(P2) Si le rang de l’immeuble est plus grand ou égal à 3, pour toute courbe

c : S1 → F ∩H(ρ) de longueur ` l’aire de remplissage A1(c) de c dans
F ∩H(ρ) vérifie l’inégalité A1(c) ≤ b`2, où la définition de l’aire A1(c)
est celle de la Section 2.2.3 et où b est une constante qui ne dépend que
de θ et de S.

Preuve. Soit F un appartement tel que F ∩ Hb(ρ) 6= ∅. Alors inf
F
fρ ≤ 0,

où fρ est la fonction de Busemann associée à ρ. On a inf
F
fρ > −∞ ou

inf
F
fρ = −∞. On étudie chacun de ces deux cas.
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(1) inf
F
fρ = −∞.

D’après [Dr], §3.2.1, dans ce cas il existe un rayon [O, β) ⊂ F ∩Hb(ρ), β ∈
F (∞), sur lequel fρ decrôıt strictement. De plus, dT (ρ(∞), β) ≤ π

2
− δ, où

dT est la métrique de Tits et δ > 0 est une constante qui ne dépend que de
θ et de S. Soit [O, βop) le rayon opposé à [O, β) dans F . On considère le
δ
2
-cône de sommet O autour de ce rayon, c’est-à-dire l’ensemble:

C

(
O, βop,

δ

2

)
=
{
y ∈ F ;<O (y, βop) ≤ δ

2

}
.

On note Ot le point de [O, β) tel que fρ(Ot) = −t. Alors on a

F =
⋃
t≥0

C

(
Ot, β

op,
δ

2

)
.

Lemme 4.4 ([Dr], Lemme 3.4). On a les deux inclusions suivantes

B(Ot, t) ∩ F ⊂ Hb(ρ) ∩ F et

Hb(ρ) ∩ C
(
Ot, β

op,
δ

2

)
⊂ B(Ot, a′t) ∩ C

(
Ot, β

op,
δ

2

)
,

où a′ ne dépend que de θ et de S.

Pour conclure, on utilise des résultats de géométrie euclidienne.

Lemme 4.5 ([Dr], Lemme 3.5). Soit P un polytope convexe dans un es-
pace euclidien E, O un point à l’intérieur de P, r un rayon issu de O et

C (O, r, δ0) = {P ∈ E |<O (OP, r) ≤ δ0}

un δ0-cône de sommet O autour de r, où δ0 ≤ π
2

.
Supposons qu’on a B(O,R) ⊂ P et P ∩ C(O, r, δ0) ⊂ B(O, aR)∩

C(O, r, δ0), où a est une constante. Soit SP l’hypersurface polytopique qui
est le bord de P. Alors:

a) Si on munit SP et S(O,R) des métriques de longueur, la projection
radiale pr : SP ∩C (O, r, δ0)→ S(O,R)∩C (O, r, δ0) est L-bilipschitz,
où L ne dépend que de a.

b) Si on note d` la métrique de longueur sur SP, on a

d`(x, y) ≤ kd(x, y),∀x, y ∈ SP∩C (O, r, δ0) , où k ne dépend que de a.
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On représente le cas où E est de dimension 2 dans la Figure 1.

Figure 1.

Ce lemme a une conséquence immédiate pour le cas des polytopes com-
pacts:

Corollaire 4.6. Soit P un polytope convexe compact dans un espace eu-
clidien E et O un point à l’intérieur de P. Supposons que B(O,R) ⊂ P ⊂
B(O, aR), où a est une constante. Soit SP le bord de P. Alors:

a) Si on munit SP et S(O,R) des métriques de longueur, la projection
radiale pr : SP → S(O,R) est L-bilipschitz, où L ne dépend que de a.

b) Si on note d` la métrique de longueur sur SP, on a

d`(x, y) ≤ kd(x, y),∀x, y ∈ SP, où k ne dépend que de a.

On utilise ces résultats pour démontrer (P1) et (P2) dans le cas (1).

(P1) On considère x, y ∈ F ∩H(ρ) et t suffisamment grand pour que [x, y] ⊂
C
(
Ot, β

op, δ
2

)
. L’intersection P = F ∩Hb(ρ) est un polytope convexe tel que

B(Ot, t) ∩ F ⊂ P et P ∩ C (Ot, βop, δ2) ⊂ B(Ot, a′t) ∩ C
(
Ot, β

op, δ
2

)
.

Soit Φ le plan déterminé par les points x, y et Ot. Alors P ′ = P ∩ Φ est
un polygone convexe et C

(
Ot, β

op, δ
2

) ∩Φ est un cône de sommet Ot autour
de la projection r du rayon [Ot, βop) sur Φ. On note ce cône C(Ot, r, δ0). On
a B(Ot, t) ∩ Φ ⊂ P ′ et P ′ ∩ C (Ot, r, δ0) ⊂ B(Ot, a′t) ∩ C (Ot, r, δ0) .

On applique le Lemme 4.5 b).

(P2) Soit c : S1 → F ∩ H(ρ) une courbe de longueur `. On considère t
suffisamment grand pour que c(S1) ⊂ C

(
Ot, β

op, δ
2

)
et on utilise le Lemme
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4.5 a) et le fait qu’il existe une constante universelle b0 telle que si c est une
courbe de longueur ` sur une sphère, on a A1(c) ≤ b0`

2.

(2) inf
F
fρ = −µ > −∞.

On choisit un rayon auxilliaire ρ0 comme dans la preuve de la Proposition
4.2. Soient α0

1, α
0
2, . . . , α

0
k les opposés de ρ(∞) dans F (∞). Pour chaque

i ∈ {1, 2 . . . , k}, soit F i l’unique appartement tel que ρ0(∞), α0
i ∈ F i(∞).

On a F =
k⋃
i=1

[F i ∩ F ].

Alors inf
F
fρ = min{ inf

F∩F1
fρ, inf

F∩F2
fρ, . . . inf

F∩Fk
fρ}. Il en résulte que inf

F∩Fi
fρ

= −µ, pour un i ∈ {1, 2, . . . k} et il n’est pas difficile de voir que la valeur
−µ est effectivement atteinte en au moins un point de F ∩Fi. Dans la suite
on étudie l’ensemble {O ∈ F | fρ(O) = −µ}.
Lemme 4.7. L’ensemble {O ∈ F | fρ(O) = −µ} contient un seul point.

Preuve. Supposons qu’on a au moins deux points dans cet ensemble, O et
O1 . Comme le segment [O,O1] est contenu dans F et fρ est convexe, on a
fρ(x) = −µ,∀x ∈ [O,O1]. D’après le Lemme 3.7 de [Dr], le segment [O,O1]
se trouve dans un plat singulier. Donc, si on fixe un x ∈ (O,O1), le sous-
segment (x,O] est contenu dans l’intérieur d’un mur de chambre de Weyl de
sommet x. On note ce mur M . On note ρx le rayon issu de x asymptotique à
ρ et ρx sa direction en x. L’ensemble des directions Mx = {xy ; y ∈M\{x}}
est un mur dans l’immeuble sphérique ΣxK. Le fait que, pour tout y ∈
M,fρ(y) ≥ −µ entrâıne que <x (ρx, xy) ≥ π

2
,∀y ∈M\{x}. Le fait que fρ est

constante sur [x,O] implique <x (ρx, xO) = π
2
. Aussi, la direction xO est un

point intérieur du mur Mx. La Proposition 2.12 (ii) de [Dr] implique alors
que <x (ρx, xy) = π

2
,∀xy ∈ Mx et que, dans l’appartement F ′x de ΣxK qui

contient à la fois ρx et Mx, ρx est orthogonal au plat singulier minimal Φx

qui contient Mx. Or F ′x est isomorphe à S et px(ρx) = θ, donc ceci contredit
la propriété (Π) de θ.

On conclut que le point O de F qui minimise fρ est unique.

On note ρO le rayon issu de O asymptotique à ρ. L’inégalité |fρ(x) −
fρ(y)| ≤ d(x, y) entrâıne que B(O,µ) ⊂ F ∩Hb(ρ).

Dans ΣOK on considère l’appartement FO = {Ox | x ∈ F \ {O}}. A
cause du fait que O est un minimum strict de fρ sur F , toutes les directions
de FO font avec ρO un angle > π

2
. Donc chaque chambre WO ⊂ FO, dans

l’appartement F ′O ⊂ ΣOK qui contient WO et ρO, vérifie dO(ρO,WO) > π
2
.

D’après la Remarque 2.11 de [Dr] ceci entrâıne que

dO(ρO,WO) ≥ π

2
+ δ′,
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où δ′ > 0 ne dépend que de θ et de S. Ainsi toutes les directions de FO
font avec ρO un angle ≥ π

2
+ δ′. Ceci et le Lemme 4.1.2 de [KlL] entrâınent

que pour tout rayon r ⊂ F issu de O la fonction convexe fρ ◦ r possède,
au voisinage de zéro, une vitesse de croissance plus grande que sin δ′. D’où
fρ ◦ r(t) ≥ −µ + t · sin δ′, ∀t > 0. Alors, si y est le point du rayon r qui
se trouve sur H(ρ), il doit vérifier la relation −µ+ d(O, y) · sin δ′ ≤ 0, donc
d(O, y) ≤ µ

sin δ′ .
On a obtenu B(O,µ) ⊂ F ∩Hb(ρ) ⊂ B(O, µ

sin δ′ ). Le Corollaire 4.6 permet
alors de conclure que dans ce cas aussi F ∩H(ρ) vérifie les propriétés (P1)
et (P2).

4.2. Cylindre sur un lacet dans une direction régulière.
On commence la preuve du Théorème 4.1. Soit c : S1 → K0 une courbe

de longueur ` ≥ 1 paramétrée proportionnellement à la longueur. On veut
prouver que A1(c) ≤ C`3, où C est une constante positive qui ne dépend que
de θ.

4.2.1. Première étape. On réduit le problème de remplissage de c au
remplissage d’une courbe c′ qui se trouve dans une réunion finie d’apparte-
ments. On utilise, pour construire c′, le résultat suivant:

Lemme 4.8. Soit F ⊂ K un appartement et A et B deux points dans
F ∩K0. Il existe une ligne polygonale L(A,B) entre A et B dans F ∩K0 de
longueur plus petite que k · d(A,B), où k est la constante de la Proposition
4.3, (P1).

Preuve. On obtient L(A,B) à partir de la géodésique [A,B] en remplaçant
chaque sous-segment [x, y] de [A,B] qui traverse une horobouleHb(ρ), ρ ∈ R,
par une ligne polygonale L(x, y) ⊂ H(ρ) ∩ F de longueur plus petite que
k · d(x, y). On peut faire ceci d’après (P1).

On choisit une suite de points Q0, Q1, . . . , Qn de S1 qui détermine une
partition de S1 telle que, si Pi = c(Qi), la longueur de l’arc de c compris
entre Pi et Pi+1 est plus petite que λ, où λ est une constante suffisamment
petite. On voit que n ≤ 2`

λ
. Chaque géodésique [Pi, Pi+1] se trouve dans

un appartement Fi. Dans Fi on la remplace par une ligne polygonale Li =
L(Pi, Pi+1) comme dans le lemme précédent. On a long(Li) ≤ kλ. On note
c′ la courbe obtenue comme réunion des Li. On voit que long(c′) ≤ k`. Si λ
est suffisamment petit, Li et l’arc de c compris entre Pi et Pi+1 forment une
maille de longueur plus petite que 1 et on a donc:

A1(c) ≤ n+A1(c′) ≤ 2
λ
`+A1(c′).
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Il suffit donc de montrer que c′ a un remplissage au plus cubique.
4.2.2. Deuxième étape. Dans la suite on réduit le remplissage de c′ au
remplissage d’une couronne.

Par chaque point de K0 passe un appartement entièrement contenu dans
K0. Soit F ⊂ K0 un tel appartement qui passe par P0. Soit W une chambre
de Weyl dans F de sommet P0. On va choisir un rayon issu de P0 dans W
ayant une direction régulière spéciale, donnée par le lemme suivant.

Lemme 4.9. Soit un point q dans le complexe de Coxeter modèle S de
∂∞K, tel que pS(q) = θ, où pS : S → ∆ est la projection sur la chambre
modèle, et soit H = {p ∈ S; dS(p, q) = π

2
} l’hyperplan orthogonal à q. Il

existe un β ∈ Int∆ tel que d(β, ∂∆) ≥ δ0 et d(β, pS(H)) ≥ δ0, où δ0 ne
dépend que de S et de θ.

Preuve. C’est la conséquence immédiate du fait que pS(H) est un sous-
ensemble de codimension 1 de ∆.

L’intérêt d’avoir une telle direction découle du résultat suivant:

Lemme 4.10. Soit ρ un rayon de K de direction θ et soit [x, y] un segment
géodésique de K. Si px(xy) = β, alors il existe un sous-segment géodésique
[x, y′] ⊂ [x, y], x 6= y′, sur lequel fρ crôıt ou décrôıt strictement avec une
vitesse plus grande que sin δ0.

Preuve. Soit ρx = [x, ρ(∞)). Soit Fx l’appartement de ΣxK qui contient
xy et ρx. L’angle <x (xy, ρx) est la distance entre xy et ρx dans l’im-
meuble sphérique ΣxK, qui cöıncide avec la distance dans Fx. Comme Fx
est isomorphe à S et px(xy) = β, px(ρx) = θ, l’angle <x (xy, ρx) se trouve
dans l’ensemble fini de distances:

δ(β, θ) = {dS(x1, x2) | x1, x2 ∈ S, pS(x1) = θ, pS(x2) = β}.

D’après le choix de β, si on écrit les éléments de δ(β, θ) en ordre croissant,
on a deux éléments consécutifs de la forme π

2
− δ1,

π
2

+ δ2 où δ1 ≥ δ0, δ2 ≥ δ0.
Par conséquent, ou bien <x (xy, ρx) ≤ π

2
− δ0 ou bien <x (xy, ρx) ≥ π

2
+ δ0.

D’après le Lemme 4.1.2 de [KlL], il existe un [x, y′] ⊂ [x, y], x 6= y′, qui
délimite avec ρx une bande euclidienne. On voit alors que sur [x, y′], fρ crôıt
ou décrôıt avec une vitesse ≥ sin δ0.

On choisit un rayon r issu de P0 dans W ayant la direction β. On note
b = r(∞). On construit un cylindre sur c′ de direction b. Pour tout point
Q ∈ c′ on prend le rayon rQ = [Q, b). D’après [KlL], Lemme 4.6.3, rQ est



294 CORNELIA DRUŢU

contenu dans F à partir d’un point MQ ∈ rQ qui se trouve à une distance
d(Q,MQ) ≤ d(Q,F )

sin δ0
≤ k`

sin δ0
. Evidemment, le rayon [MQ, b) ⊂ rQ est parallèle

à r dans F . Aussi

d(P0,MQ) ≤ d(P0, Q) + d(Q,MQ) ≤ k`
(

1 +
1

sin δ0

)
.

Alors si on considère dans F l’hyperplan orthogonal à r situé à distance
k` · (1 + 1

sin δ0
) de P0, cet hyperplan coupe chaque rQ en un point NQ. Pour

deux points Q1, Q2 de c′, la fonction t → d(rQ1(t), rQ2(t)) est convexe et
décroissante. Alors d(rQ1(t), rQ2(t)) ≤ d(Q1, Q2).
D’où

(4.1) d(NQ1 , NQ2) ≤ d(Q1, Q2).

Si on paramétrise c′ proportionellement à la longueur d’arc, on obtient une
fonction c′ : S1 → K0 qui est k`

4
-lipschitzienne. On peut lui associer la

courbe c′′ : S1 → K0, c
′′(t) = Nc′(t) toujours k`

4
-lipschitzienne, donc de

longueur au plus π
2
· k` (voir la Figure 2).

Figure 2.

On a aussi

d(Q,NQ) ≤ d(NQ, NP0) + d(NP0 , P0) + d(P0, Q) ≤ k` ·
(

1 +
1

sin δ0

)
+ 2k`,

donc

(4.2) d(Q,NQ) ≤ c1`, où c1 = k ·
(

3 +
1

sin δ0

)
.

Il est évident que AK0
1 (c′′) = AF1 (c′′) ≤ constante× `2. Donc pour remplir c′

il reste à remplir la “couronne” formée par c′ et c′′.
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4.3. Une estimation de la fonction de Dehn pour l’espace K0.
On finit la preuve du Théorème 4.1 en remplissant la “couronne” formée

par c′ et c′′.
On rappelle que c′ est formée par les lignes polygonales Li se trouvant,

chacune, dans un appartement Fi. On fixe un i ∈ {0, 1, . . . , n}. Le point
b = r(∞) ∈ ∂∞K a un nombre fini d’opposés dans Fi(∞), {bi1, bi2 . . . biki},
où ki est borné par le nombre q0 de chambres d’un appartement de ∂∞K.
Si F i

l est l’unique appartement dont le bord à l’infini contient b et bil, alors

Fi =
ki⋃
l=1

(Fi ∩ F i
l ) (Lemme 3.2, [Dr]). Ainsi la ligne Li est partitionnée en

au plus q0 parties telles que chaque partie se trouve dans un F i
l . On obtient

ainsi une nouvelle partition de c′. On va noter les points qui déterminent la
nouvelle partition de c′ par R0 = P0, R1, R2 . . . Rm, où m ≤ nq0 ≤ 2q0

λ
· `. On

note Nj = NRj .
Pour tout j ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} l’arc Rj − Rj+1 se trouve dans un même

appartement Fj qui contient b dans son bord à l’infini. L’appartement Fj
contient donc rQ = [Q, b) pour tout Q dans l’arc Rj −Rj+1, donc aussi l’arc
Nj −Nj+1 de c′′. La longueur de Rj −Rj+1 est plus petite que kλ, de même
pour Nj −Nj+1, à cause de (4.1). On remarque aussi que les appartements
consécutifs Fj−1 et Fj ont en commun le point Rj et le point b à l’infini,
donc aussi le rayon [Rj, b) et l’unique chambre de Weyl de sommet Rj qui
contient ce rayon.

Dans chaque Fj, on remplace le segment géodésique [Rj, Nj] par la ligne
polygonale `j = L(Rj, Nj) ⊂ K0 ∩ Fj et on remplace [Rj+1, Nj+1] par la
ligne polygonale `′j+1 = L′(Rj+1, Nj+1) ⊂ K0 ∩ Fj. On a donc entre chaque
Rj et Nj deux lignes polygonales: `′j = L′(Rj, Nj) ⊂ K0 ∩ Fj−1 et `j =
L(Rj, Nj) ⊂ K0∩Fj. On a l’estimation suivante pour la longueur de chaque
`j:

long(`j) ≤ k · d(Rj, Nj) ≤ k · c1 · ` = c2`.

De même pour `′j.
Le remplissage de la “couronne” formée par c′ et c′′ se fait en deux pas:

• On remplit chaque “bande” cj formée par les arcs de courbe Rj −Rj+1 et
Nj −Nj+1 et les lignes polygonales `j et `′j+1, et qui se trouve dans le même
appartement Fj.

• On remplit chaque courbe γj = `j ∪ `′j.
4.3.1. Troisième étape. On remplit chaque “bande” cj formée par Rj −
Rj+1, Nj −Nj+1, `j et `′j+1.

Soit Hb(ρ), ρ ∈ R, une horoboule telle que Hb(ρ)
⋂{[Rj, Nj] ∪ [Rj+1,

Nj+1]} 6= ∅. Supposons queHb(ρ)∩[Rj, Nj] = [x, y] et Hb(ρ)∩[Rj+1, Nj+1] =
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[x′, y′]. On montre que les longueurs des deux segments sont du même ordre.

Lemme 4.11. On a les inégalités

(4.3)
1
L1

[d(x, y)− 2kλ] ≤ d(x′, y′) ≤ L1[d(x, y) + 2kλ],

où L1 ≥ 1 est une constante qui dépend seulement de β et de θ.

Remarque 4.12. Dans ce lemme, on prend aussi en compte le cas où un
des deux segments [x, y], [x′, y′] est vide. Dans ce cas on prend d(x, y) = 0
ou d(x′, y′) = 0 dans la relation (4.3).

Preuve. Le fait essentiel est que les segments [Rj, Nj] ont la direction β.
Soient m = inf

[Rj ,Nj ]
fρ et m′ = inf

[Rj+1,Nj+1]
fρ.

• Les minima m et m′ sont atteints en des points uniques, z ∈ [Rj, Nj] et
z′ ∈ [Rj+1, Nj+1], respectivement.

Sinon on a un sous-segment [P,Q] ⊂ [Rj, Nj] sur lequel fρ est con-
stante égale à m. Ceci et le Lemme 4.1.2 de [KlL] impliquent alors que
<P (PQ, ρP ) = π

2
, où ρP = [P, ρ(∞)). D’autre part pP (PQ) = β , pP ({ū ∈

ΣPK |<P (ū, ρP ) = π
2
}) = pS(H). Or β 6∈ pS(H).

• Soient z et z′ les points où le minimum de fρ est atteint (qui sont à
l’intérieur des segments [x, y] et [x′, y′] si ceux-ci sont non-vides). On a
z = t · Rj + (1 − t) · Nj, t ∈ (0, 1). Si on choisit sur [Rj+1, Nj+1] le point
z̃ = t ·Rj+1 + (1− t) ·Nj+1, on a

d(z, z̃) ≤ t · d(Rj, Rj+1) + (1− t) · d(Nj, Nj+1) ≤ kλ.
Alors fρ(z̃) < fρ(z) + d(z, z̃) ≤ m + kλ, d’où m′ ≤ m + kλ. De même on
obtient m ≤ m′ + kλ, donc:

(4.4) m− kλ ≤ m′ ≤ m+ kλ.

• L’inégalité fρ(x) − fρ(z) ≤ d(x, z) implique que d(x, z) ≥ −m. De même
pour y, et finalement on obtient d(x, y) ≥ −2m. D’autre part, le fait que fρ
crôıt sur [z, x] et le Lemme 4.10 impliquent que fρ crôıt, le long de [z, x], au
moins avec la vitesse sin δ0. D’où

0 = fρ(x) ≥ fρ(z) + sin δ0 · d(x, z) ≥ m+ sin δ0 · d(x, z).

Donc d(x, z) ≤ − m
sin δ0

. De même d(y, z) ≤ − m
sin δ0

, donc finalement:

(4.5) −2m ≤ d(x, y) ≤ − 2m
sin δ0

.
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Un raisonnement similaire nous donne la suite d’inégalités

−2m′ ≤ d(x′, y′) ≤ − 2m′

sin δ0

.

Alors d(x′, y′) ≤ − 2m′

sin δ0
≤ −2m−2kλ

sin δ0
≤ d(x,y)+2kλ

sin δ0
= L1[d(x, y) + 2kλ], où

L1 = 1
sin δ0

. De même pour la deuxième inégalitéé.

Si d(x, y) < 2kλ
sin δ0

et d(x′, y′) < 2kλ
sin δ0

, alors on ignore cette horoboule, car
les perturbations qu’elle va apporter au remplissage de la bande seront de
l’ordre de λ, donc négligeables. Si l’une des deux distances est plus grande ou
égale à 2kλ

sin δ0
, on prend celle qui est maximale. Supposons que c’est d(x, y).

Avec les notations introduites dans la preuve du lemme précédent, la
relation (4.5) implique que m ≤ −d(x, y) · sin δ0

2
≤ −kλ et la relation (4.4)

entrâıne que m′ ≤ m + kλ ≤ 0. Donc le segment [x′, y′] n’est pas vide.
On démontre que le quadrilatère géodésique de sommets x, y, y′, x′ a un
périmètre d’ordre d(x, y).

Si x = t ·Nj + (1− t) ·Rj et si on considère sur [Rj+1, Nj+1] le point x̃ =
t·Nj+1+(1−t)·Rj+1, on a d(x, x̃) ≤ t·d(Nj, Nj+1)+(1−t)·d(Rj, Rj+1) ≤ kλ,
d’où |fρ(x̃)| ≤ kλ.

Si −kλ ≤ fρ(x̃) ≤ 0, alors fρ est strictement croissante sur un des deux
segments [x̃, x′] ou [x̃, y′]. Supposons qu’elle crôıt sur [x̃, x′]. Le Lemme 4.10
implique qu’elle crôıt au moins avec la vitesse sin δ0. Alors:

0 = fρ(x′) ≥ fρ(x̃) + d(x′, x̃) · sin δ0 ⇒ d(x′, x̃) ≤ −fρ(x̃)
sin δ0

≤ kλ

sin δ0

.

Si 0 ≤ fρ(x̃) ≤ kλ, alors fρ décrôıt sur [x̃, x′] et un raisonnement similaire
implique la même majoration pour d(x′, x̃). On obtient finalement:

(4.6) d(x, x′) ≤ kλ
(

1 +
1

sin δ0

)
= c3λ.

On fait le même raisonnement pour y et on trouve que

d(y, y′) ≤ c3λ ou(4.7)

d(y, x′) ≤ c3λ.(4.8)

Si on est dans le cas (4.8) on refait le raisonnement pour y′ et on retrouve
(4.7) ou:

(4.9) d(y′, x) ≤ c3λ.

Si pour y′ aussi on est dans le cas (4.9), alors cette relation-ci avec (4.6) et
(4.8) impliquent que d(y, y′) ≤ 3c3λ. Donc, en tout cas, on aura les relations
(4.6) et (4.7) avec une constante c3 éventuellement triplée.



298 CORNELIA DRUŢU

Ainsi le quadrilatère géodésique de sommets x, y, y′, x′ a pour périmètre:
d(x, y) + d(y, y′) + d(x′, y′) + d(x, x′) ≤ d(x, y) + 2c3λ+L1d(x, y) + 2kL1λ ≤
2L1d(x, y) + 2c3λ+ 2kL1λ ≤ c4d(x, y), car d(x, y) ≥ 2kλ

sin δ0
.

Si on remplace les géodésiques par des lignes polygonales dans Fi ∩H(ρ),
comme dans le Lemme 4.8, on obtient une courbe dans Fi ∩H(ρ), qui passe
par x, y, y′, x′ de longueur ≤ kc4d(x, y). Comme chacune des hypersurfaces
polytopiques F ∩ H(ρ), ρ ∈ R, vérifie la propriété (P2) de la Proposi-
tion 4.3, cette courbe peut être remplie par une aire plus petite ou égale
à b[kc4d(x, y)]2 = c5d

2(x, y). (On peut faire ceci seulement si F ∩H(ρ) est
de dimension au moins 2, donc si le rang de l’immeuble K est au moins 3.)
Donc pour remplir toutes ces courbes fermées passant par des x, y, y′, x′, où
[x, y] = Hb(ρ)∩ [Rj, Nj] et [x′, y′] = Hb(ρ)∩ [Rj+1, Nj+1], le long de [Rj, Nj],
on a besoin d’une aire ≤ c5

∑
(x,y)

d2(x, y) ≤ c5d
2(Rj, Nj) ≤ C`2, d’après (4.2).

En traitant le cas symétrique où d(x′, y′) ≥ d(x, y) on obtient encore une
aire ≤ C`2.

Après avoir rempli tous les “quadrilatères” de type x− y − y′ − x′ corre-
spondant à des diverses horosphères, il reste des segments disjoints [x, ȳ] ⊂
[Rj, Nj] et [x′, ȳ′] ⊂ [Rj+1, Nj+1] entièrement contenus dans K0 ∩Fj groupés
dans des paires [x, ȳ], [x′, ȳ′], tels que les extrémités sont jointes deux à deux
par des lignes polygonales dans K0 de longueur ≤ kc3λ (voir la Figure 3).

Figure 3.

On voit qu’un tel “quadrilatère” x − x′ − ȳ′ − ȳ peut être rempli par
une aire d’ordre d(x, ȳ) et en sommant l’aire de tous ces “quadrilatères”
on obtient une aire ≤ C1`. On peut conclure que pour remplir la “bande”
Rj −Nj −Nj+1 −Rj+1 on a besoin d’une aire ≤ 2C`2 + C1` ≤ C0`

2.
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4.3.2. Quatrième étape. On remplit les courbes γj = `′j ∪ `j. On rap-
pelle que `j s’obtient en remplaçant, le long du segment géodésique [Rj, Nj],
chaque sous-segment [x, y] = [Rj, Nj] ∩Hb(ρ), ρ ∈ R, par une ligne polygo-
nale L(x, y) dans H(ρ) ∩ Fj, et `′j s’obtient en remplaçant chaque [x, y] par
une ligne polygonale L′(x, y) dans H(ρ) ∩ Fj−1. Donc c’est seulement entre
de tels x et y que `j et `′j diffèrent. Ainsi il suffit de remplir la courbe formée
par chaque paire de lignes polygonales L(x, y) et L′(x, y). Pour ce faire on
a le lemme suivant:

Lemme 4.13. Soient F et F ′ deux appartements qui ont en commun une
chambre de Weyl W de sommet R, soit r un rayon dans W issu de R et soit
[x, y] = r([0,∞)) ∩ Hb(ρ), ρ ∈ R. Si L = L(x, y) est une ligne polygonale
entre x et y dans F ∩ H(ρ) construite comme dans (P1), Proposition 4.3,
et L′ = L′(x, y) est une ligne polygonale similaire dans F ′ ∩ H(ρ), pour la
courbe γ = L ∪ L′ on a

(4.10) AK0
1 (γ) ≤ c8 · d2(x, y).

Preuve. Les deux propriétés principales de L dans F et de L′ dans F ′ sont:
(π1) long(L) ≤ kd(x, y);
(π2) L se trouve dans un plan de F qui contient [x, y], donc qui contient la
droite xy, et aussi r. Dans ce plan elle est contenue dans une ligne polygonale
qui délimite un domaine convexe.

La propriété (π1) nous montre qu’on peut réduire la preuve de l’inégalité
(4.10) à la preuve de l’inégalité

AK0
1 (γ) ≤ c8 · (long(γ))2.

Soit t → x′t, t ∈ [0, a], x′0 = x, un paramétrage de L′ et soit r′t l’unique
rayon issu de R dans F ′ qui contient le segment [R, x′t]. La propriété (π2)
implique que l’ensemble

⋃
t∈[0,a]

r′t est un secteur plan de sommet R dans F ′

et l’ensemble {r′t(∞) | t ∈ [0, a]} est une géodésique dans F ′(∞) entre r(∞)
et un point α′. On remarque que tous les rayons r′t, sauf ceux qui cöıncident
avec [R,α′), rencontrent L′ en deux points. Le rayon [R,α′) peut rencontrer
L′ selon un point ou un segment.

Soit σ′ le simplexe de l’appartement F ′(∞) qui contient α′ dans son
intérieur.

Il existe dans F ′(∞) une galerie d’origine W = W (∞) et de longueur
minimale qui contient la géodésique [r(∞), α′]. Cette galerie est aussi une
galerie minimale entre W et σ′.
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On démontre par récurrence:
(Pq) Avec les hypothèses du lemme et les notations introduites
auparavant, si la longueur de la galerie minimale entre W et σ′

est q, alors
AK0

1 (γ) ≤ cq · `2,
où ` = long(γ) et cq est la suite croissante de premier terme
c1 = b qui vérifie la relation de récurrence cq+1 = (b+ cq)(1 + k)2

(b est la constante qui apparâıt dans la Proposition 4.3 (P2)).
L’outil principal est le sous-lemme suivant:

Sous-lemme 4.14. Soit K un immeuble euclidien, D un demi-apparte-
ment de K et soit W une chambre de Weyl qui a un mur de codimension 1
inclus dans le bord de D. Il existe un unique appartement qui contient à la
fois D et W .

Preuve. Soit R le sommet de W . Dans ΣRK, DR = {Ry | y ∈ D \ {R}} est
un demi-appartement et WR est une chambre qui a un mur de codimension
1 dans ∂DR. D’après la preuve de la Proposition 3.27 de [Ti1], il existe dans
DR une chambre W op

R opposée à WR.
Soit r un rayon régulier dans W issu de R. Alors rR a un opposé rop

R dans
W op
R , et si on considère le rayon rop de W op déterminé par cette direction,

il forme avec r une géodésique régulière g. L’appartement F qui contient g
contient W et W op, donc contient ∂D, car ∂D est l’enveloppe convexe des
deux murs de codimension 1 de W et W op qui s’y trouvent. Alors F contient
aussi D car D est l’enveloppe convexe de ∂D et de W op.

On démontre (P1):
Dans ce cas L′ est incluse dans W , donc L et L′ se trouvent dans le même

appartement et on a

AK0
1 (γ) ≤ b`2 = c1`

2.

Supposons que (Pq) est vraie. On démontre (Pq+1).
Soit W,W1,W2,W3, . . . ,Wq la galerie minimale qui contient [r(∞), α′]

dans F ′(∞). Soit Wi la chambre de Weyl de F ′ de sommet R et de bord à
l’infiniWi, i ∈ {1, 2, . . . , q}. On a L′ ⊂W ∪W1∪W2∪· · ·∪Wq. La chambre
W1 est adjacente à W selon un mur M de codimension 1. La géodésique
[r(∞), α′] rencontre M(∞). Alors L′ rencontre M en deux points, x1 et
y1. Soit L′1 l’arc de L′ compris entre x1 et y1, donc contenu dans F ′. On a
long(L′1) ≤ long(L′) ≤ `, donc d(x1, y1) ≤ `. Soit aussi L′′1 = γ − L′1 qui a
long(L′′1) ≤ `.
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Soit L1 la ligne polygonale entre x1 et y1 dans F ∩H(ρ) construite comme
dans la Proposition 4.3. Sa longueur vérifie:

long(L1) ≤ kd(x1, y1) ≤ k`.

Si on considère les courbes fermées γ′ = L1 ∪ L′1 et γ′′ = L1 ∪ L′′1 , on a:

A1(γ) ≤ A1(γ′) +A1(γ′′).

La courbe γ′′ se trouve dans le même appartement F donc, d’après la
Proposition 4.3, (P2), on a

A1(γ′′) ≤ b · (long(γ′′))2 ≤ b(`+ k`)2 = b(1 + k)2`2.

La courbe γ′ est de longueur ≤ (1 + k)`.
La ligne polygonale L1 vérifie la propriété (π2). Il s’ensuit que L1, dans

F , se trouve du même côté de l’hyperplan déterminé par M , donc qu’il se
trouve dans un demi-appartement, D, déterminé par cet hyperplan. D’après
le Sous-lemme, il existe un appartement F1 qui contient W1 et D. Les ap-
partements F1 et F ′ ont en commun la chambre de Weyl W1 et L1 ⊂ F1.

Alors la courbe fermée γ′ = L1 ∪ L′1, L1 ⊂ F1, L′1 ⊂ F ′, vérifie les
hypothèses de (Pq) avec W remplacé par W1, donc par récurrence on a
A1(γ′) ≤ cq(1 + k)2`2.

Ainsi A1(γ) ≤ b(1 + k)2`2 + cq(1 + k)2`2 = (b+ cq)(1 + k)2`2 = cq+1`
2.

Comme q ≤ q0, on conclut que toute courbe γ du type décrit doit vérifier
A1(γ) ≤ cq0`2.

On applique ce lemme pour remplir les courbes γxy = L(x, y)∪L′(x, y) et
on a

A1(γxy) ≤ c9d
2(x, y).

Alors A1(γj) ≤ c9

∑
(x,y)

d2(x, y) ≤ c9d
2(Rj, Nj) ≤ c10`

2.

4.3.3. Conclusion. Pour obtenir l’aire qui remplit la “couronne” entre c
et c′ on somme sur j et on a:

A(c′, c′′) ≤ Σm
j=1[A(cj) +A(γj)] ≤ Σm

j=1(C0`
2 + c10`

2) = m(C0 + c10)`2 ≤ C`3,

car on rappelle que pour m on avait la majoration m ≤ 2q0
λ
· `.

Ainsi A(c′) ≤ A(c′′) +A(c′, c′′) ≤ C`3 + c`2 ≤ C ′`3.
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4.4. Une estimation de la fonction de Dehn pour des réseaux et
des groupes résolubles.

Corollaire 4.15. Soit Γ un réseau irréductible de Q-rang 1 dans un groupe
G semisimple de R -rang plus grand ou égal à 3 et soit θ la direction associée
à Γ. Si θ vérifie la propriété (Π), alors on a pour la fonction de Dehn A(n)
associée au groupe Γ l’estimation suivante

∀ε > 0, ∃nε ∈ N tel que A(n) ≤ n3+ε, ∀n ≥ nε.

Preuve. On utilise le Théorème 4.1, le Théorème 2.7 et la Remarque 2.6.
Les cônes asymptotiques de (Γ, dw) sont bilipschitz équivalents aux cônes de
X0 muni de la métrique induite (Théorème 1.3). Les cônes asymptotiques
de X0, K0, sont de la forme (3.3). Il faut encore démontrer que par tout
point de K0 passe un appartement entièrement contenu dans K0. On sait
que dans l’espace symétrique X = G/K il existe une famille dense de plats
maximaux tels que leur image dans Γ\X soit un tore ([Mo], Chapitre 8,
Lemme 8.3). L’ensemble limite dans le cône asymptotique de chacun de ces
plats est un appartement entièrement contenu dans K0. D’autre part, le
fait que Γ agit avec domaine fondamental compact sur X0 implique que K0

est un espace homogène. Donc par tout point de K0 passe un appartement
entièrement contenu dans K0.

Corollaire 4.16. Soit X un espace symétrique de rang plus grand ou égal
à 3 et r ⊂ X un rayon régulier de direction θ = p(r(∞)). Si θ vérifie
la propriété (Π), la fonction de remplissage riemannienne de l’horosphère
H(r), qu’on note A, est au plus “asymptotiquement cubique”:

∀ε > 0, ∃`ε ∈ R+ tel que A(`) ≤ `3+ε, ∀` ≥ `ε.
On a la même chose pour le groupe résoluble P0 qui agit transitivement

sur H(r), muni d’une structure riemannienne invariante à gauche.

Preuve. La projection canonique de X \ Hbo(r) sur H(r) diminue les dis-
tances et les aires. Donc il suffit de démontrer l’estimation pour X \Hbo(r).

La métrique de longueur de X \ Hbo(r) est bilipschitz équivalente à la
métrique induite ([Dr], Théorème 4.1). Tout cône asymptotique de X \
Hbo(r) muni de la métrique induite est de la forme K0 = K \ Hbo(ρ),
où ρ = [r]. Il faut encore démontrer que par tout point de K0 passe un
appartement entièrement contenu dans K0.

On démontre d’abord qu’il existe un plat maximal F de X tel que F ∩
Hbo(r) est un ensemble borné. Si on suppose le contraire on a que pour tout
appartement A = F (∞) de ∂∞X, dT (r(∞), A) < π

2
, où dT est la métrique
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de Tits. Soit A un appartement qui ne contient pas r(∞). L’ensemble
S = A ∩ {α | dT (r(∞), α) < π

2
} est un ensemble convexe. Il existe un demi-

appartementD deA qui contient S dans son intérieur. Donc dT (r(∞), ∂D) ≥
π
2
, où ∂D est le bord de D. Soit A = D ∪ D′ la décomposition de A

en demi-appartements. On a aussi dT (r(∞), D′) ≥ π
2
. L’immeuble ∂∞X

est ℵ1-épais, donc il existe un appartement A1 tel que A1 ∩ A = D. Si
A1 = D ∪ D′1 est la décomposition en demi-appartements de A1, alors
A2 = D′ ∪ D′1 est aussi un appartement (c’est une conséquence immedi-
ate de la Proposition 3.27 de [Ti1]). Si A2 ∩ {α | dT (r(∞), α) < π

2
} 6= ∅

alors D′1 intersecte {α | dT (r(∞), α) < π
2
}. Il s’ensuit, par la convexité de

A1 ∩ {α | dT (r(∞), α) < π
2
} que ∂D ∩ {α | dT (r(∞), α) < π

2
} 6= ∅, d’où une

contradiction.
L’homogéneité de H(r) entrâıne qu’il existe un M1 tel que par tout point

de H(r) passe un plat maximal F dont l’intersection avec Hbo(r) est de
diamètre au plus M1. En raisonnant avec une horosphère parallèle à H(r), il
est facile de voir qu’on peut généraliser ce resultat à tout point de X\Hbo(r).
Et cela entrâıne la propriété désirée pour K0.

On donne un exemple de groupe résoluble auquel le corollaire précédent
s’applique.

Définition 4.17. Un morphisme injectif α : Rn−1 → G`(n,R) est dit gé-
nérique si son image est conjuguée à un tore de la forme:


et1 0 . . . 0 0
0 et2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 etn

 ; a1t1 + a2t2 + · · ·+ antn = 0

 ,
où a1 · a2 · · · · · an 6= 0.

On a alors le resultat suivant:

Corollaire 4.18. Soit un groupe résoluble Sol2n−1(α) = RnoαRn−1, n ≥ 3,
où α : Rn−1 → G`(n,R) est un morphisme injectif générique. Soit g une
structure riemannienne invariante à gauche quelconque sur Sol2n−1(α).

Alors on a pour la fonction de remplissage riemannienne A(`) de
(Sol2n−1(α), g) l’estimation suivante

∀ε > 0, ∃`ε ∈ R+ tel que A(`) ≤ `3+ε, ∀` ≥ `ε.

Preuve. Le groupe Sol2n−1(α) agit transitivement et librement sur une ho-
rosphère H(r) de l’espace H2 × H2 × · · · × H2 (n fois) déterminée par un



304 CORNELIA DRUŢU

rayon r de la forme r(t) = (r1(a1t), r2(a2t), . . . , rn(ant)), où ri sont des
rayons géodésiques de H2 et ai sont les coefficients de l’équation qui définit,
à conjugaison près, l’image de α (ai sont tous non-nuls, par hypothèse). Le
corollaire précédent permet de conclure.
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