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Let Kl(a,b;n) be the usual Kloosterman sum modulo n,
with coefficients a and b. We give upper and lower bounds
for the sum ), __ |KI(1,1;n)|/4/n, and for related sums, by

using large sieve techniques and Deligne-Katz theory of expo-
nential sums. Extensions to more general exponential sums
of dimension one are also given.

1. Introduction.

Soient a et b des entiers et n un entier > 1. On rappelle que la somme
de Kloosterman Kl(a, b;n), de dénominateur n et de coefficients a et b, est
définie par

bm
Kl(a,b;n) = exp <2m,am+> .
(m%):zl n

Systématiquement, le symbole m dans la fraction % désigne 'inverse mul-
tiplicatif de m modulo n, w(n) est le nombre de facteurs premiers distincts
de D’entier n, et on réserve la lettre p aux nombres premiers. Les sommes
de Kloosterman jouent un role crucial dans ’actuelle théorie analytique des
nombres, au confluent de la géométrie algébrique et de la théorie des formes
modulaires. Rappelons que ce sont des nombres réels non nuls qui vérifient,
entre autres, les propriétés suivantes:

— Multiplicativité croisée: Pour (n1,n2) = 1, on a la relation
Kl(a, b;n1ny) = Kl(a, big?; n1 ) Kl(a, bag>; ng).
— Magjoration individuelle:
(1.1) |Kl(a,b;n)| < (a,b, n)%Q“’(")n%,

conséquence de la multiplicativité croisée, de la démonstration par
WEeil, de I’hypothése de Riemann pour les courbes sur les corps finis
(qui donne (1.1) lorsque n = p) et de I’étude, due a divers auteurs, des
sommes de Kloosterman de dénominateur p* (k > 2).
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L’objet de cet article est de s’intéresser, lorsque a et b sont fixés (disons
a = b =1, pour fixer les idées), a 'optimalité de l'inégalité (1.1), lorsque n
parcourt ’ensemble des entiers. Dans ce but on introduit les quantités

KI(1,1;n)
a@ =Y
= 2w(n), /n

Az) =Y

qui vérifient donc les inégalités triviales

)

Kl(1,1;n)
vn

I

(1.2) A¥(x) <z (z>1),
et
(1.3) Az) < 2¢ < (:2 + 0(1)> zlogz (z — o).

Les parties droites des inégalités (1.2) et (1.3) peuvent étre améliorées d’une
constante multiplicative, en injectant des majorations plus précises que (1.1)
dans le cas ott n = p* (k > 2), mais nous sommes concernés par des gains
plus substantiels, puisque nous montrerons les encadrements:

Théoreme 1.1. Il existe une constante absolue c] et, pour tout k, une con-
stante cfy(k) > 0, telles que, pour x > 3, on ait les inégalités

1—4
loglog x 37
log ’

X
1.4 ; loglog2)* < A*(z) < ¢}
(L) G0 logloga)* < A%(a) < cf o

Théoréme 1.2. I existe une constante absolue ¢y et, pour tout k, une con-
stante co(k) > 0, telles que, pour x > 3, on ait les inégalités

log loga:> 1=5r

(1.5)  co(k) log z

"1: ~
loglog z)* < A(z) < & z(loglog =
log s (08108 )" < ()_1(gg)<
Ainsi, par rapport aux majorations triviales (1.2) et (1.3), on gagne re-
spectivement (logx)*0*575587'“ et (logz) L1o1174-
la premiére majoration non triviale de A*(z) ou de A(z) est due a Hooley
([Ho] Theorem 3), ot il montre, pour u et v entiers la relation

A notre connaissance,

(1.6) ZKl(u,v;n) s Zd 2 | (logz) ‘[ Yloglogz)2 | ,

n<z dlv

ol ¢ est une certaine constante. La preuve par Hooley de (1.6) donne en
fait une majoration de > __|Kl(u,v;n)|, qui conduit donc, dans notre cas,

N

a

(1.7) A(z) < czz(log z) V2 (log log )2,

n<x
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our un certain ¢z > 0, c’est-a-dire un gain de (log x)~0:585786--
p , g g

a la majoration triviale (1.3).

, par rapport

La minoration (1.4) de A*(z) améliore notablement celle en
(1.8) A(z) > cqz/log?

conséquence directe de ([Mil] Théoreme 1) ou il est montré, que pour xr —
00, on a
22

log?z

#{(p1,p2) ;@ < p1, p2 <2z, [KI(1,1;p1p2)| > 0,64/p1p2} >

Autant on devine une différence de comportement & I'infini des quantités
A*(z) et A(z), dans les majorations (1.4) et (1.5), autant notre preuve ne
permet guere de différencier les minorations de ces fonctions, si ce n’est
quau §4, nous obtiendrons les constantes ¢o(k) = 2¥"3¢j(k). Rappelons
que l'on sait, grace a la théorie des formes modulaires, qu’il y a d’énormes
compensations entre les signes des sommes de Kloosterman, puisqu’on a
pour tout € > 0, la majoration ([Ku| et [D-I])

(1.9) > Kl(iﬁlln) = 0. (fc%“) ,

n<x

qu’il convient de comparer avec (1.3), alors que la conjecture de Linnik-

Selberg prédit méme une majoration en Oe(x%+€). Enfin, on ne sait pas si
la majoration (1.9) continue d’étre vraie si on insére au dénominateur de la
partie gauche, le facteur arithmétique 2+,

Ainsi le Théoreme 1.2 répond de fagon plus précise que (1.7) et (1.8), a
la question de l'origine des compensations dans (1.9): de fagon succincte,
on peut dire que le fait que les modules |KI(1,1;n)| (n < x) soient petits en
moyenne ne fait gagner, par rapport a la majoration triviale

Z W < A(z) = O(zlog z)
n<x
qu'un certain facteur X, vérifiant log 2z < X < (logz)~11°117 En
conclusion, on peut affirmer que dans (1.9), la plus grande partie des com-
pensations provient des changements de signe des sommes de Kloosterman.
En fait, comme nous le fit remarquer R. de la Breteche, on peut, dans les
minorations (1.4) et (1.5), donner explicitement les fonctions ¢fj(k) et ¢o(k),
puis prendre k£ comme fonction de x. Nous donnerons, au paragraphe 5, des

indications menant au:
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Théoréme 1.3. Il existe §, strictement supérieur a 5/12, tel que, pour x >
3, on ait les minorations

A*(z) > exp ((log log x)5) ,

z
log
et

Az) >

exp <(log log x)5> .
log

A la différence des Théoremes 1.1 et 1.2, la méthode menant au Théoreme
1.3 n’est pas directement transposable au cas des sommes d’exponentielles
plus générales (cf. infra Théoreme 1.5 et §6), ce qui explique pourquoi nous
avons séparé ces divers énoncés.

La minoration de A(x) donnée au Théoreme 1.3 répond aussi de fagon
plus précise que (1.8), & une question de Serre évoquée dans ([Sa] p. 33),
sur le comportement asymptotique de Kl(1, 1;n):

Corollaire 1.4. Pour n tendant vers l’infini, on a la relation

exp ((log logn) i )

logn

Ki(1,1;n) = Q | v/n.

La démonstration des Théoremes 1.1 et 1.2 repose essentiellement sur les
propriétés multiplicatives statistiques des entiers, la multiplicativité croisée
des sommes de Kloosterman, des majorations de crible et surtout, sur une
troisieme propriété de ces sommes, découverte par Katz ([Ka2] Example
13.6):

— loi de Sato-Tate verticale: Soit 0),,, défini par I’égalité
KI(1, m; p)
2/

alors, pour p — oo, 'ensemble d’angles {6y ,,; 1 < m < p — 1}

est équiréparti sur [0, 7], suivant la mesure de Sato-Tate %sin2 0 do,
c’est-a-dire que pour tout 0 < o < # < 7, on a, pour p — 00
1 2 (8,
——t{l<m<p-1l;a<b,, <p}— — sin” t dt.
p— 1 T Ja

=co8bpm (0 <0y <),

En fait nous aurons méme besoin du méme résultat d’équirépartition,
mais pour les angles 6, ,,2 (voir Lemme 2.1).

Rappelons que la loi de Sato-Tate horizontale, dans la stricte direction
de laquelle, il n’y a pour l'instant aucun résultat non trivial, prédit que,
pour x — o0, I'ensemble d’angles {6, 1;p < x}, est équiréparti sur [0, 7],
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suivant la mesure de Sato-Tate ([Kal] Conj. 1.2.5). L’exactitude de cette
conjecture entrainerait, pour  — oo, la relation

= 2\/p 31 logx
La recherche d’un équivalent asymptotique des sommes A*(z) et A(x) parailt

ainsi comme un probleme tres ardu, malgré ’encadrement étroit que four-
nissent, pour chacune de ces sommes, les Théoremes 1.1, 1.2 et 1.3.

~

On peut étendre les résultats précédents a des sommes de la forme

Z Kl(1,1;n)
2w(n) /n

«

n<x
ou
n<x \/ﬁ

avec « réel positif fixé, mais il est beaucoup plus intéressant d’étudier les
sommes trigonométriques plus générales

Sp(min) = ) exp <2m'mn(x>> = Y exp <2mmp(mn)Q(@>7

x (mod n) z (mod n)

f(z)#oc0 (Q(=z),n)=1
pour:
-n>1,meZ,
- f = g fraction rationnelle, quotient de deux polyndémes P et @, de
Z[X], premiers entre eux, a coefficients premiers entre eux.

Les sommes S¢(m;n) vérifient elles-aussi la multiplicativité croisée
Sp(m;ning) = Sy(mnr;ne)Sp(mng;ny), pour (ni,ng) =1,
et une majoration due a Weil (cf. [D] Formule (3.5.2) p. 191):
|Sp(mip)l < kpv/p (p fm),

ol ky étant un entier parfaitement défini en termes de la géométrie de la
fraction f, c’est-a-dire

k¢ = max{deg P, deg @} + #{ racines distinctes de @ } — 1.

Le cas des Sf(m;p®), (a > 2) mene a des situations délicates a traiter
en toute généralité, nous préférons les éviter en ne considérant que des n
sans facteur carré. Apres ces diverses considérations, nous étudions, pour
r — 00, les sommes

. Sy(1; n)
As(x) =Y @) 2L
! n<x kf( )\/ﬁ
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et
Sf(l; n)

vn
dont des majorations triviales sont respectivement O(z) et O(zlogh/~! ).

Katz ([Ka3] 7.9, 7.10, 7.11; voir aussi le début du §5) a prouvé aussi une loi
de Sato-Tate verticale pour la plupart des sommes Sy. Ainsi, si on pose

Ap(z) =" p(n)

n<x

I

1

Sy (m; p)|
kyv/p

Katz a montré que, pourvu que ky > 2 et pourvu que f vérifie des hypotheses
trés générales concernant essentiellement la nature et la disposition des zéros
de f', ’ensemble des angles {0y, ;1 < m < p—1} est équiréparti sur [0, T],
lorsque p — o0, suivant une certaine mesure que nous décrivons ci-dessous
et que, par un certain abus de langage, nous appellerons aussi mesure de
Sato-Tate. De fagon plus précise, si f est une fraction rationnelle comme
ci-dessus, on note Zs lensemble des zéros de f’ dans P}(C) et on pose
Cy = f(Zy). On désigne par H.1, H.2, H.3 et H.3' les hypotheses suivantes:

H.1: Les zéros de f' sont simples, (autrement dit §Zp = ky).

= cos0fpm (O <Oppm < g) )

H.2: f sépare les zéros de f' (autrement dit, pour z et 2’ € Zy, on a
Uimplication f(z) = f(') = z=2').
H.3: On a Uimplication

51, 82, 83, s4 € Cy §1 = S9 et s3 = s4
et = ou
S1 — S92 = 83 — 84 S1 = 83 et 59 = 4.

H.3": f est impaire et on a l'implication

S1 =82 et s3 = 54

51, 82, 83, 54 € Cy ou
et = s1 =83 et 590 = 54
S§1 — 82 =83 — S4 ou
S1 = —84 et 59 = —s3.

On désigne par
‘H D’ensemble des conditions H.1, H.2 et H.3
et par

‘H' T’ensemble des conditions H.1, H.2 et H.3'.
Si la fraction rationnelle f vérifie H, on pose

Gy = SUy, (C),
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et si f vérifie H’, on pose
Gy = USpy, (©).

Si G désigne I'un des groupes compacts SUy(C) ou USp(C), on note pu2ar,

la mesure de Haar sur le groupe G et ug 'image directe de p2 dans [0, 5,
par ’application

G — 0, 5]

A +—— Arccos (%) .

Avec ces conventions, une des conséquences des travaux de Katz est que, si
la fraction rationnelle f avec ky > 2, vérifie H ou H’, 'ensemble des angles
{0fpm ;1 <m < p— 1} est équiréparti sur [0, 5], lorsque p — oo, suivant
la mesure g,

Au paragraphe §6, nous démontrerons:

Théoréeme 1.5. Soit f une fraction rationnelle comme auparavant, avec
ky > 2, vérifiant les conditions H ou H'. Il existe des constantes, c et Cg
et, pour tout k, des constantes ci(k) et ¢5(k) telles qu’on ait les inégalités

1
() — . . (logloga\' "
B(k) gz losloga)* < Aj(@) < o <1g>
et .
cs(k) log:c(lOglOg x)k < Ay(x) < & z(log ].ng)kf*l_

On sait que, génériquement, 'hypothese H est vérifiée et qu’il en est de
méme pour H’' dans I’ensemble des fractions rationnelles impaires des lors
que deg P > deg Q. Des familles explicites, vérifiant ces conditions ont été
exhibées (voir [Ka3] Theorem 7.10.5 et 7.10.6, [Mi2] p. 229):

— La famille

f(X) =aX 40X,
avec ab # 0, avec ¢ entier impair, vérifiant |¢| > 3 vérifie H.
— La famille f(X) avec f polynome de degré ¢ + 1 > 6, tel que f’ soit
proportionnel & un polynome unitaire, irréductible, ayant pour groupe
de Galois, le groupe de permutations Sy, vérifie H.
— La famille
f(X) =aX™ 40X,
avec ab # 0, avec £ entier pair non nul, vérifie les conditions H'.

(Signalons que pour tout f appartenant & I'une des trois familles évoquées
précédemment, on a k¢ = |¢|.) Ainsi le Théoreme 1.5 montre que, & mesure
que ky croit, on a un encadrement de plus en plus précis de Ajf (z). Enfin, on
constate que sous les mémes conditions, le gain par rapport a la majoration
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triviale de A #(x) est d’autant plus important. Pour illustrer ce qui précede,
nous énongons:

Corollaire 1.6. Pour tout entier £ > 2, on a la majoration

l
Z,uQ(n) Z exp (2m't i

n<lz 1<t<n

) <y z3 (log log a:)£72.

2. Lemmes préparatoires.

Dans cette partie, nous indiquons les résultats nécessaires a la preuve des
Théoremes 1.1 et 1.2, relatifs aux sommes de Kloosterman. Les généralisa-
tions, requises pour la preuve du Théoreme 1.4, seront présentées au §5.
Le premier outil est issu de la géométrie algébrique, plus précisément de
la théorie des sommes d’exponentielles comme 'ont développée Deligne et

Katz. On a:

sin(k +1)6
sin 6

respondant a la mesure de Sato-Tate % sin @ df, associée au groupe SUs(C).

1l existe une constante absolue ¢y, telle que, pour tout k > 1, tout p, on ait

l'inégalité

Lemme 2.1. Soit sym;0 = la k-iéme fonction symétrique cor-

Z symy, (0, 72) §C7k2p%.

1<m<p—-1

Prewve. D’apres, par exemple, [Mi2] (Corollaire 2.4, avec ¢’ le caractére
trivial) on a la relation

Z symy (6, 2) < 3(k + 1)p2,
1<m<p—1

pour tout k£ non nul. Cet énoncé reste évidemment vrai en remplacant 9p 2
par 0, 2.

De ce lemme nous déduisons un calcul de discrépance qui évitera un fac-
teur parasite de la forme log® x & droite de (1.4) et (1.5).

Lemme 2.2. Soit ¢ une fonction paire, de période 2w, de classe C3, telle
que, pour tout t réel, on ait

6P ()] < s
On a alors légalité
1 9 7
—— Y () = / $(0)sin20 A + O (Agp—%»
b= 1 b, T Jo
1<m<p—1

ot la constante implicite dans le O peut étre prise absolue.
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Preuve. On développe la fonction ¢ dans la base orthonormée {sym;, k >
0} de I'espace L2([0,7]) muni de la mesure de Sato-Tate 2 sin? 6 d6:

(2.1) d(t) = Cr symy(2),
k=0

avec

Cp = 2 / B(t) symy(t)sin®¢ dt
T Jo

= 71r/07r o(t) coskt dt — 71r/07r o(t) cos(k + 2)t dt.

Intégrant trois fois par parties, on a la relation

(2.2) C%:O(S)(kzn.

Par (2.1), on a

LS 0,

—1
p 1<m<p—1

2 [T 1
:W/o @(t) sin tdt—i—lleCk Z symy, (6, m2)

k>1  1<m<p—1
2 T .. 92 _1
=— [ o¢(t)sin tdt—i—O()\gp 2),
T Jo
d’apres le Lemme 2.1 et la relation (2.2). O

Une conséquence directe du Lemme 2.2 est obtenue en prenant des fonc-
tions ¢ qui encadrent de mieux en mieux la fonction caractéristique d’un
intervalle [«, ] de [0, 7]. On a:

Lemme 2.3. Il existe une constante absolue cg, telle que pour tout 0 < o <
B < 7, tout nombre premier p on ait l'inégalité

1 2 (5
R 1< <p-—1 <O o< - —
St 1 <m<p—1 o< <p -~ [

Preuve. Pour I C R, on désigne par 1; sa fonction caractéristique. Soit A
un parametre qui sera fixé par la suite. On suppose qu’on a les inégalités

(2.3) 0<a-A<a+A<B-A<B+A<m

) 1
sin“t dt| < cgp™ 8.

On construit deux fonctions ¢+ et ¢~, paires, de période 2m, de classe C3,
& supports compacts respectivement égaux (dans [0,7]) & [ — A, 5+ A] et
[a, 8], vérifiant les inégalités

Latag-a] ¢~ <1 <67 <1a_agia);
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et vérifiant les hypotheses du Lemme 2.2 avec A\3 < A73. Le Lemme 2.2
entraine I’encadrement

2 [T _ 3 1
7T/O ¢ (t)dt—O(A P )
1
Sﬁﬁ{m; 1<m<p-1, a<0,:» <3}
2 (7 -3, -1
gﬂ/o ¢ (t)dt+O(A P 2).
Puisqu'on a [ (¢7(t) — ¢~ (t)) dt = O(A), on déduit I'égalité

1 2 (%,
’p_lﬂ{m,1§Tn§p—1,a§9p7m2§ﬂ}—ﬂ_/a S1n tdt‘
~0 (A n A*3p*%>
d’ou le lemme en posant A = p~ 8.
On traite de méme le cas ou (2.3) n’est pas vérifié. O
De la méme fagon, on étend le Lemme 2.2 & d’autres fonctions ¢, moins

régulieres. Nous nous contenterons de ’extension de ce lemme au cas de la
fonction ¢(t) = | cost|, ce qui nous sera utile par la suite.

Lemme 2.4. [l existe une constante cg, telle qu’on ait l'inégalité

1 2 (7
1 Z | cos 0, m2| — / | cost|sin®t dt| < 09p_%
P 1 TJo

pour tout p.

Preuve.  La fonction |cost| n’est pas dérivable au point §. On encadre
cette fonction par deux fonctions plus régulieres. Soit A un parametre dont
on fixera la valeur ultérieurement. Il existe deux fonctions ¢ et ¢, paires,
de classe C3, de période 27 vérifiant les propriétés suivantes

¢~ (t) < |cost| < ¢ (1), (tE€R)
et
/7r (¢F(t) — o~ (1)) dt <2A%
0

Pour construire ces deux fonctions il suffit d’imposer que ¢t (t) = ¢~ (t) =
|cost|si0 <t < F—Aousif—A <t <7 etdecompléter la définition de ces
fonctions en lissant la fonction |cost| sur I'intervalle restant [§ — A, § + A].
Ces fonctions ¢* et ¢~ vérifient les conditions du Lemme 2.2 avec \3 <
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10A~2, d’oul '’encadrement
2 e
/ ¢~ (t)sin?t dt — O (A_Qp_%)
T Jo

1
<71 Z | cos 0, me2|

P 1<m<p—1
2 [T + -2 —2 -1
<= ¢ (t) sin tdt—i—O(A D 2),
T Jo
qui mene a I’égalité

1

2 ™
P > lcosOyml— 7T/ |cost]sin? ¢ dt| = O (A2 + A™2p73)
B 0

1<m<p-1

Pour compléter la preuve, il suffit de prendre A = p 5. O

Un autre ingrédient important de la preuve est l'inégalité de grand crible
sous la forme suivante du théoreme de Barban-Davenport-Halberstam:

Lemme 2.5. Il existe deuz constantes absolues cio et ¢}, telles que, pour
toute fonction arithmétique f, pour tout P > 1, et tout Y > 2 on ait les
inégalités

2
1
(24) > > | X == X f)
P<p<2P 0<a<p| _ n(Szd ) p (ng)zl
n=a (mod p n,p)=
<cip(zP™' 4+ P) Z |f(n)[?
n<x
et
2
1
(2.4) > | X o= > f)
P<p<2P 0<a<p nSz,(nS;//p) p ng(z, ggf/p
n=a (mod p n,p)=

< dplog? Y (zP™! + P) Z |f(n)[?

n<x

Preuve. Grace a 'orthogonalité des caracteres, ce qui est a I'intérieur de
|...|* dans la partie gauche de (2.4), s’écrit sous la forme

LS @) X fntn) = 3 Kae

X7X0 n<z X7X0
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par définition. Développant le carré et utilisant de nouveau 1’orthogonalité
des caracteres, on a ’égalité

> |...|2=(p_11)2 Y ew Y x@x()

0<a<p X, X' #Xo 1<a<p-1
— D ladl”
Cx
X#Xo

Ainsi, la quantité a gauche de (2.4) est égale a

O DI DEONG

P<p<2P X#xo |[n<z

IN

D> D fmxn)

P<p<2P x#xo |n<z

(@+4P?) [ D Ifm)P |,

n<x

—

IN
T

1

par 'inégalité de grand crible multiplicatif. Notre démonstration ne nécessite
aucune connaissance de la répartition des valeurs de la fonction dans les pro-
gressions arithmétiques de petits modules (énoncés de type Siegel-Walfisz),
puisque modulo p, tout caractére non principal est primitif. La démonstra-
tion en est d’autant simpliﬁée

Pour passer de (2.4) a (2.4’), il faut rendre indépendantes les variables
p et n liées par la contrainte multiplicative pn < Y. Parmi les multiples
manieres de le faire, nous avons choisi la transformée de Mellin, dans la
forme que 'on trouve par exemple dans ([D-F-I] Lemma 9), via l'existence
d’une fonction hy telle que

o0
/ Iy (8)] dt < log 6Y,
—0Q

et telle que pour tout k entier > 1, on ait

o0 . 1 sik<Y
/ hy(t)k”dt:{ SRS

—oo 0 dans le cas contraire.

En posant que gp(n,a) vaut 0, 1 — - 1, —p%l, suivant que (p,n) > 1, n=a

(mod p), ou n #Z a (mod p) et p fn, on écrit la partie gauche de (2.4") sous
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la forme
%2
R (]

<ZZ</ By (¢ ydt) /yhy

< log6Y. (Cm(log 6Y)(zP~' + P) (Z |f(n)\2>> ,

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, la propriété de la fonction hy et I'inéga-
lité (2.4) appliquée & la fonction f(n)n®. O

[ by (o) )y, )t

th n)gp(n,a)

2
dt)

ltf gp n,a)

dt

Le lemme suivant montre que pour presque tout entier n, le produit des
petits facteurs premiers de n est petit. On a ([Te|] Lemme 3, [H-T| Theorem
07, p. 4):

Lemme 2.6. Il existe deux constantes absolues ci1 et c1o > 0, telles, que
pour tout 2 < u < v < x, on ait l'inégalité

fen < H P’ > v <crzexp (_leogv) .
ot logu
p<u
Le lemme suivant est de nature combinatoire, il est obtenu par itération

de la formule

E(ANB) > A+ 8B — €,
valable pour tous sous-ensembles A4 et B d’un ensemble fini £. On trouve
déja lutilisation d’une telle inégalité dans ([Mil] p. 77) pour rechercher des
petites sommes d’exponentielles. On a:

Lemme 2.7. Soient & (1 <i < k), k sous-ensembles d’un ensemble fini £
On a alors l'inégalité

k
FEN-NE) =) 16— (k- 1.

i=1
Le dernier lemme est un cas particulier d’un résultat de Shiu ([Sh] The-
orem 1). Il permet de majorer une fonction multiplicative & comporte-
ment raisonnable dans une progression arithmétique et contient, en prenant
pour f la fonction caractéristique des entiers dont les facteurs premiers sont

supérieurs a un certain z, les habituelles majorations du crible.
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Lemme 2.8. Soit f une fonction multiplicative positive telle:

e [l existe une constante positive Ay telle que, pour tout p et tout £ > 1,

on ait
F') < AL
e Il existe une fonction As : R** — R telle que, pour tout n > 1, on
ast

F(n) < As(e)n’.
Alors pour tous les entiers a et k, vérifiant (a,k) = 1, tout réel x tel que
T > k:% on a la relation

> < e | L2

n<x So(k) lng p<lz
n=a (mod k) p?k

ot la constante implicite du symbole <, ne dépend que de A1 et de la fonc-
tion As.

3. Preuve de la majoration de A*(z) et de A(x).

Cette démonstration débute comme [Ho]. Pour alléger les notations, on

pose
Kl*(a, n) — Kl(17 a’; n) ,
22 /n

ce qui conduit a ’égalité

A () = [KI*(1;n)].

n<zx

Y:exp loi s Z:x%7
c13loglog x

On pose

oll c13 est une constante choisie assez grande. Chaque entier n se factorise
de fagon unique en

n = nbnﬁ,
avec
n’ = H p”.
P<Y
pY|In

La somme A*(x) se décompose en

Af(z)= > [KI(Ln)[+0 | Y 1],

n<z n<z
n"SZ n’>z
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soit encore

(3.1) A*( Z K (1;n)] + O <log:1:>

n<x
nP<z

par le Lemme 2.6, pourvu qu’on ait ¢1oc13 > 4, ce que nous supposerons par
la suite.
On utilise la multiplicativité croisée, sous la forme
—2 —2
K1 (13 )| = KT (0" ) [ K1 (125 )
—2
< [KI*(nf7; %))

On i 1ncorp0re cette inégalité dans (3.1) et on regroupe suivant les classes a
modulo n” (noter la relation (n”,nf) = 1), d’olt I'inégalité

(32) A*(x)< Y ) K@% m)||j{r< .7 = a (mod m),

m<Z a (mod m)
plm=p<Y (a,m)=1

p\r:>p>Y}+O< >
log z

Puisqu'onam < Z < 7 < ( )3 une application classique du crible ([H-R)]
Theorem 3.6, ou Lemme 2.8, par exemple) donne

(3.3)

* (= z 1 i
r) K Z Z KI* (@ m)| <mg0(m)'10gy> + log x

m<Z a (mod m)
plm=p<Y  (a,m)=1

zloglogx 1 1 9 x

L — — | — KI*(a®;m)| | + :

log x ﬂ; m | ¢(m) (Igdj - IKI( ) log x
P|m;PSY (a,m)=1

D’apres le Lemme 2.4, on a 1’égalité

1 " 1
(3.4) m Z K1 (a2;p)| = 3 Z | cos ep,a2|

a (mod p) So(p) a (mod p)
(a,p)=1 (a,p)=1

2 (7 9 1
:ﬂ/ |cost|sin“t dt + O(p~ 1)

= O().
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On rappelle aussi la relation triviale

¢(;k) > KIr(eiph) <1

a (mod pk)
(a,p)=1

Ainsi, par la multiplicativité croisée, on a, pour tout m > 1, 'inégalité

5 Y KI(@m)] < (m).

a (mod m)
(a,m)=1

ou k(m) est la fonction multiplicative définie par

1 *
Kp) =—— Y. [KI*(a%p)]
Sp(p) a (mod p)
(35) (a,p)=1

r(PF) =1 (k > 2).

Grace a (3.4), I'inégalité (3.3) devient alors

A*(x)<<xloglog3: Z /{(m)Jr x

log — m log
plm=p<Y
1
log lo A L 0(p s
<<fv1g g:f:H<1+37r (p ))+lx
ogr -y D ogx
loglog x 155
<. () ,
log =

par la formule de Mertens. Ceci termine la preuve de majoration de A*(z),
Formule (1.4). O

La démonstation de la majoration de g(x) est assez proche de la précé-
dente. On pose

Kl(1,a;n)

Ainsi [Kl(a;n)| < 24, On a la suite d’égalités

ﬁ(a;n) =

Aw) =Y Ki(Gn)| = 3 Ki(m)|+0 | 3 20

n<x n<z n<z
nb<z nb>z
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Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le Lemme 2.6, on a

1
2

N

Z gw(n) < 240)(”) Z 1

n<z n<x n<z
nb>z nb>z

1
log Z\\2 x
e 3 —_ —
=0 <(:Elog x) <xexp < Cl210gY>> ) O <log:v) ,

pourvu que c3 soit suffisamment grand (c12c13 > 20). Par la multiplicativité
croisée écrite sous la forme

N

KI(L; )| < 20O |RI(nF 3 0%)],

on a, de fagon similaire a (3.2), I'inégalité

A(z) < Z Z Kl(a?;m), Z 20040 (lozx)

m<Z a (mod m) T‘S%a plr=p>Y
plm=p<Y  (a,m)=1 r=a (mod m)

< Z Z ]/KVI(OLQ;m)\. < L exp Z ;
)

me(m) logx

m<Z a (mod m Y<p<x
plm=p<Y  (a,m)=1 -
X
log x

par le Lemme 2.8. En utilisant la formule

1
Z — =loglogy + cia + 0o(1) (y — 00),
p<y

et la fonction k introduite en (3.5), on parvient a

~ log1 2 gw(m)
log — m log
plm=p<Y
_1
<<x(loglog:r)2 H 1+3%+O(p 1) L
" logx oy D log

log logac> 1=5x

< z(loglog x) < log 2

ce qui termine la preuve de la majoration (1.5) de A(z).
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4. Preuve des minorations de A*(x) et de A(x).
L’outil principal en sera:

Proposition 4.1. Pour P — o0, on a l’égalité

> Y sm= (X3 s | (2 [ o a0

pEP, pn<Y pEP pn<Y
9p 72 €la,B] -

N

10 (ogy) (PeP) (ﬁw)z(Zﬂn)F) ,

uniformément sur 0 < a < B <, sur tout ensemble de nombres premiers
P C [P,2P], toute fonction arithmétique f telle que f(n) =0 sin > N ou
(n,[[,epp) > 1 et tout réel Y > 2.

Preuve.  C’est une application du Lemme 2.3 (loi de Sato-Tate verticale
pour les angles ¢, ;2) et du Lemme 2.5 (grand crible). On écrit

(4.1)
> 2 fm Z > 2t
peEP, pn<lY 1<a<p—1 n=a (mod p)
91)’%2 €la, ] a<9 —2<ﬁ3 pn<Y

) R S ()

pGPp —1 1<a<p—1 pn<Y
a<9 72<ﬁ
+yD { > Cp—1 Z fin }
peEP 1<alp-1 n=a (mod p) pn<Y
a6, 2<8 pn<Y

Le premier terme a droite de (4.1) vaut, d’apres le Lemme 2.3

2.7 > 1

p—1
peEP p— 1<a<p—1

pn<Y a§9p752 <p
- Zf 3 <F/ﬁsin29 9 +0 (Pé)> :
pEP «a
pn<Y

pour P — oo, uniformément sur Y, « et 8 comme dans I’énoncé. Pour le
deuxieme terme & droite de (4.1), on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz
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et le Lemme 2.5, pour écrire que ce terme est

(ot 1) (54 P)’ (Z If(n)!2> ,

ce qui termine la preuve de la Proposition 4.1. O

=

< (PtP)

Passons a la preuve du Théoreme 1.1. On fixe 'entier £ > 4 puis on
définit le réel v (< ) tel que

2 (7, 11
— in“0df=—-——.
- /0 S 2 1k
On considere les k-uplets (P, ..., P;) de réels définis comme suit
(4.2)
4<j<k, Pj= 2 exp (logjﬁ x) , NnNeN, P < iexp (log% :L‘)
7 =3, P = 2)‘31&, A3 € N, P; < %{L‘l%
j=2, Py = 2210, X €N, Py<lgs
j=1, P =2Mg5, M €N, P ...P, <.

Ceci étant fixé, on note
EPr,....Py)={(1,--.,pk) :Pj<pj <2P; 1<j<k), p1...pp <},
et
E(Pr,... P = {(pl,...,pk) c &Py, ..., Py);
Op, pr—piprw € (07U [T —%ﬂ}-

Remarquons que les inégalités contenues dans (4.2) entrainent que pour
(p1,- -, pk) €t (P, ..., p)) éléments de E(P, ..., ), on a (p;,p}) = 1 pour
1 # j, et encadrement

1

(4.3) exp (logk%l :L') <P <(Pr. ..Pk)%x_% (1<j<k).

La Proposition 4.1 appliquée avec

f(n) = ﬁ{(ph ey Djm1, PjtLs - D)

N=DP1...Pj—1Dj+1--- Pk, Pi < pi <2P; (i 753')}7
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Y =z, P ={p;; Pj <pj <2P;}, la définition de 7 et les inégalités (4.3)
impliquent la relation

1€ (P, ..., Pr)

_ <(1 _ 21k> +o(1)> se(Py,..., Py)

+O<(logm)Pj (Pl“‘Pff*l“'P’ijPj)Q(Pl...Pj1Pj+1...Pk) )
J

= ((1_21k> +0(1)> (P, ..., P)+ O (Pl...PkeXp (—zl))loglﬂl-l:c>).

Ainsi, pour = assez grand, on a, pour tout 1 < j <k

N|=

4Py, P) > <1 - 321<;> tE(Pr,...,Py) — O (xexp (—;logk}rl 33)) .

Le Lemme 2.7 implique que l'intersection de sous-ensembles de E( Py, . .., Py),
notée

f(Pl,...,Pk) ::51(P1,...,Pk)ﬂ'--ﬂgk(Pl,...,Pk)

est assez grande, puisqu’elle vérifie

1 1
SF(PL. P 2 SHE(PL. . P = O <$exp <—3logk-1H x)) .

Pour (pi1,...,pk) € F(Pi,...Py), on a, par la multiplicativité croisée la
minoration

k
IKI*(L;p1 ... pr)| = |cosO, ool . [cosO, b2 > cos™ 7.
En sommant sur les (P,..., Py) vérifiant (4.2), on a la minoration

> > [KI*(1;p1 - .. )|

(P1y..sPr) (1501 )EE(Pr ..., Pry)

> ¥ S KELp )]

(Pry-sP) (P, spi ) EF (Pr ., Pro)

cos” 1 1
> 37 Z ﬂg(Pl,...,Pk)—Ok (mexp (—410gk 1:5))

(Pr,...,Pr)
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Ceci conduit donc a la minoration

S KT (L:m)]

n<x

COSk 1 N
2 3 : Z ﬁg(Pl"'WPk)_Ok <!L'eXp <—4]ogk+1 l‘>>

(P1,.-,P)

cos” ’y%; Z( <2p2 >—7r( é)) Oy, (xexp <—lelogkilx>>

ot les variables p; vérifient z%/10 < py < 2/3/4, V4 < py < 23/19/4 et
exp(logl/UH) ) <pj <3 exp(logl/j x), pour 4 < j < k. Par application
itérée du théoreme des nombreb premiers, on obtient la minoration

X
KI1*(1;
D K (1;n)] > gz

n<x

(loglog )" 2,

ce qui termine la preuve de la minoration de A*(xz). Enfin on constate
que les n = p;...pp comptés précédemment, sont tels que 29 = 2k ce

qui explique la minoration de A(z) (Théoréme 1.2) avec la valeur annoncée
Co(k) = 23 (k). O

5. Preuve du Théoréme 1.3.

Donnons maintenant quelques indications sur la preuve du Théoreme 1.3.
Elles consistent essentiellement a rendre effective la constante (k) du Théo-
reme 1.1, et a prendre k£ comme fonction de z.

Soit v un réel tel que

2
ZueH” >letv< £’
Posons alors )
k= [(log log x)ﬁ} .
La définition (4.2) des k-uplets (P, ..., P;) est inchangée pour Pi, P et Ps,
par contre pour 4 < j < k, on pose

1 1 L
P; = 2N exp (log<ﬂ'+1)” a:) , A eEN, P < Zexp (logdl” :c) .

Enfin, soit £ = &, un réel légerement inférieur a 1/2, dont la valeur sera
précisée ultérieurement, et soit v < % tel que

N
2/ sin26d6:1—
T 0 2

Notons des a présent, qu’on a

Elast

7§
5.1 S
(5.1) cosy o~ ok
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Définissant de la méme maniere qu'au §4, les quantités E(Pi,..., P),
Ei(Pr,...,Py) et F(P1,...,Py), et appliquant de nouveau la Proposition
4.1, on a, pour tout 1 < j < k, la minoration

(P, P > (1—25 L

)ﬁg(Pl» o Py)

1,
st

"))

(m exp (— exp(log log x) v+

dont on déduit, grace au Lemme 2.7, la minoration

4F(Pry..oy Pg) > <i+§§> 1Py, ..., Py)

-0 (x exp (—; exp(loglog :c)vlﬂ)> :

Poursuivant la méme démarche qu’au §4, on obtient la minoration

(5.2)
SO K (1) > (cos* ) G . Zé{) (pl,;mﬁg(Ph P
—0 (:c exp (-i exp(log log m)uil»
> (o) (;;ﬁ) IEDY <w(2p2 ) (o

-0 <x exp <—; exp(loglog JJ)U+1>> ,

ol les variables p; vérifient £%/10 < py < 21/3/4, 2V/* < py < 23/19/4 et

n<x

=

)

1 1
exp(logGH” z) < p; < %exp(logj” x), pour 4 < j < k. On utilise la
formule

1 /
(5.3) Z b >Wloglogaz,

1 A
exp(log G+D7 )<p]< exp(logi” )

valable pour 4 < j < k, tout v/ < v et tout z suffisamment grand. Re-
groupant (5.1), (5.2) et (5.3), on a, pour une certaine constante A et pour
tout & < &, la minoration

I\ k
1
Y KI(L; e (TEN (og1] ’f—A-x-” .
’ ( 77’L>’>>l/ <2k (Og Og:U) logx i (j+1)u+1

n<x
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La formule de Stirling et la définition de k donnent, pour certaines constantes
A’ et A”, la minoration

Z |KI*(1;m)] >

n<x

n&'v'ett (loglog x) oy Y
( Sr2ty gz (loglog x)

k
&'V el TV x A
. - (log1 .
> ( 2 log (log log )

Pour terminer, choisissons v/ suffisamment proche de v et & suffisamment
proche de 1/2, pour que 'inégalité
7T£/1//el+'/

ST s,
2

5

soit vérifiée, et remarquons que, pour v = 2/5, on a k = [(log log ) 12]. O

6. Preuve du Théoréme 1.5.

La preuve du Théoreme 1.5 n’est pas structurellement différente de celle
des Théoremes 1.1 et 1.2, mais nécessite de placer 1'étude des sommes Sy
dans le cadre suffisamment général construit par Katz ([Ka2] et [Ka3]). Ce
cadre apparait de nouveau dans [Mi2]. Ici, dans un premier temps, nous
résumons [F-M] §2.

Pour chaque fraction rationnelle vérifiant H ou H’, pour chaque nombre
premier p assez grand, chaque premier ¢ # p, on construit un Q,-faisceau de
rang ks sur IP’]le, noté Sy, qui vérifie entre autres les propriétés:

— Pour tout a € IF‘;;, on a

Sy(@;p
tr (Frob,, Sf) = af,p,af\[p)
avec oy, , nombre complexe de module 1.
— Le groupe de monodromie géométrique G&%°™ coincide avec le groupe
de monodromie arithmétique et vaut SLy,, si f vérifie H ou vaut Spy, -
si f vérifie H'.
Soit K un compact maximal de G&°™. On rappelle (voir §1 ci-dessus)
qu’on choisit
K =Gy,
avec Gy = SUy,(C), si f vérifie H et Gy = USp,(C), si f vérifie H'. Soit
K% I’ensemble des classes de conjugaison de K et soit ugr la mesure image

sur K7 de la mesure u?{aar par la projection canonique. Pour tout a € F;, la

classe de frobenius Frob, définit une classe de conjugaison Gg,a € K%, pour
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laquelle on a ’égalité
_ 15¢@p)]

tr (05@) b

(Voir §1, pour la définition de ), ,.) Le résultat fondamental de Katz est:

(=kfcosbypa).

Proposition 6.1 ([Ka3], 7.9, 7.10). Sous les hypothéses précédentes,
quand p — o0, les classes de conjugaison {eg,a}aem C K% deviennent
équiréparties pour la mesure usr, i.e., pour toute fonction g, continue sur
K% ona

i 1

lim —— g(@f,,a)_/Kh g(0%) dusr.

g—oop—1
aGF;

L’emploi de cette proposition conduirait aux encadrements de A}Z(a:) et de

gf(x) énoncés dans le Théoreme 1.5, mais avec un facteur supplémentaire
de la forme log® x pour chacune des majorations. Pour éviter I’apparition de
ce facteur, il est nécessaire de faire un calcul de discrépance dans le méme
esprit que lors de la preuve des Lemmes 2.2, 2.3 et 2.4, mais dans un cadre
plus général. Un tel calcul a été fait dans [F-M] §2, ce qui nous permet d’en
esquisser les principales étapes.
Soit h une fonction radiale sur C, & support compact, & valeurs dans R,

de classe C*°. On considere la fonction H définie par

K — R*

0 - H(@)zh(%).

En tout point 8 € K, on a le développement en série
O HO) = [ HE) o)+ 3 i)
P
ol p parcourt I’ensemble des représentations irréductibles non triviales de

K et
() = | HEOG0) duff (@),

Par sommation de (6.1) sur les HEM, on obtient

62) 5 3 HE) = [ HE) df@)

p_
aEF?
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La majoration ([F-M] Lemme 2.3)

> tr (p(65,)| < kpdimp \/p

a€lFy
transforme (6.2) en

1 aar _1
63) = Y HE = [ HE) a0 (1),
(LGIF;f K
avec
[H]E =3 dimp A (o))
p

Pour parfaire 'étude du terme d’erreur de (6.3), nous étudions ||H||®. Dans
ce but, nous introduisons certaines hypotheéses décrivant la régularité de h:

6.4) Il existe A > 0 et des constantes c; tels qu’on ait
J
KD (1) < ;A7 (vt € RT Vj > 0)
et
(6.5) Le support de hyr est inclus dans un intervalle de longueur L.
(Notons qu’en raison de I'application & la fonction H, on peut supposer
I'inégalité L < 2k;.) La majoration de ||H||* a été traitée dans le cas parti-

culier o L = A ([F-M], Formule (2.21) car dans ce travail, on cherchait de
petites sommes d’exponentielles). Par une légere généralisation, nous avons:

Lemme 6.2. Pour toute fonction h comme ci-dessus, vérifiant en outre les
conditions (6.4) et (6.5), on a l'inégalité

dim K

|H|* < AL, K)A~ 7%,

avec
1
L2 si K =USp, et k> 2

ML, K) = L si K=SUpethk>3, k#4

L(log(1/L))? si K = SUy et k = 4.

La constante dans le symbole < ne dépend que de k et de la suite des c; de

Uhypotheése (6.4).

Dans I’énoncé du Lemme 6.2, on rappelle les valeurs respectives des di-
mensions

k
dimSU, = k* — 1, dimUSp, = S(k+1),
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et on remarque I'inégalité A(L, K) = Ok, (1). Par la définition de la mesure
pG,, donnée au §1, on a I'égalité

H 2
[0 o) = [ n(lcostl) duc (0).
Les remarques précédentes, la Formule (6.2) et le Lemme 6.2 entrainent le
résultat suivant, que nous pourrions rendre plus précis mais qui sera satis-

faisant pour les applications:

Lemme 6.3. Soit f une fraction rationnelle comme ci-dessus, vérifiant
kr > 2 et vérifiant H ou H'. Soit h : R — R une fonction & support
compact, de classe C*°, vérifiant (6.4) et (6.5), pour un certain A > 0. Il
existe alors une constante 65 > 0, telle qu’on ait l’égalité

1 2 Ll 5
_12h(|cosef7p7a|):/0 (lcos0]) dpc, (6) +Of (p57%7).

p aEF;

Le Lemme 6.3 joue ainsi le réle du Lemme 2.2. En recopiant la preuve
des Théoremes 1.1 et 1.2 dans le cadre plus général qui nous intéresse, nous
parvenons aux encadrements

* x X . (loglogx 1-1y
(6.6) k), (oglog2)® < A}(w) < cfr ( Tlogz >
et
(6.7)
= x k- % ~ w.—1 [ loglogx 1=kyly
65(k)log$(10g10gw) < Ay(x) < ¢ (loglog x)"™f Togz ,

ou Iy désigne 'intégrale

us

Iy = /2 cost dug, (t).
0

Il reste & majorer cette intégrale. Par définition, on a 1’égalité
Iy = o [trace (A)] dﬂg?ar(A),
ey

ou, suivant les cas Gy = SU, ou Gy = USpkf et d,u%‘j}ar est la mesure de

Haar correspondante. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
1

1 aar : aar %
(6.8) Ifgkf< /G ol (A)) ( /G lirace () du <A>) .

Par définition de la mesure de Haar, la premiere intégrale vaut 1. Pour in-
terpréter la seconde intégrale a droite de (6.8), on écrit que A — |trace (A) |2
est le caractere de la représentation St ® St de Gy , ou St désigne la
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représentation standard de Gy, (qui agit sur 'espace vectoriel naturel sous-
jacent CF7) et

[ Itrace (P dtfer(4)
Gy

vaut précisément la dimension des G s-invariants de la représentation St ®St.
11 est facile de voir que cet espace est de dimension 1. Par (6.8), on a donc

la majoration
1
I, < —.
ky < Ky

Reportant cette majoration dans (6.6) et (6.7), on termine ainsi la preuve
du Théoreme 1.5. O
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